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Resumo

Esta pesquisa apresenta uma metodologia de estimagao, baseada no dominio da
frequéncia, para processos periddicos autorregressivos. O estimador sugerido é o ponto do
espaco paramétrico que maximiza a expressao assintotica da fungao de log-verossimilhanca
de processos estocasticos vetoriais. A expressao assintotica é avaliada através de algumas
propriedades de matrizes block toeplitz. Ensaios de Monte Carlo foram realizados para
comparar os vicios e os erros quadraticos médios do estimador proposto com os do método
de estimacao de Yule-Walker. O estudo empirico evidenciou que o método de estimacao
sugerido apresenta bom desempenho em termos de vicio e erro quadréatico médio. Como
ilustracdo da metodologia proposta, a série da vazao média trimestral do rio Castelo-ES

fol analisada.
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1 Introducao

Frequentemente, dados coletados de maneira sistemética ficam sujeitos a correlagao,
inerente a essa técnica de amostragem. Nesse sentido, metodologias estatisticas que as-
sumem a independéncia das observacoes podem nao ser adequadas. A anélise de séries
temporais é composta pelo conjunto de ferramentas apropriadas para trabalhar no con-
texto de observagoes correlacionadas no tempo. Uma série temporal é um conjunto de
observacoes 1;, onde cada uma é coletada em um especifico tempo t. A série temporal
¢ discreta se o conjunto dos tempos em que as observacoes sao feitas, Ty, ¢ discreto.
Por exemplo, quando as observacoes sao medidas em intervalos fixos de tempo. A série
temporal é continua quando as essas sao coletadas continuamente em algum intervalo de
tempo. Nesse caso, escreve-se y(t) em vez de y;. Neste trabalho sao consideradas séries

temporais discretas com Ty = 7.

Para realizar inferéncias em uma série temporal é necessario supor modelos mate-
méaticos para representar a mesma. Com o intuito de permitir a natureza geralmente
imprevisivel de observagoes futuras é natural supor que cada valor da série temporal g, é
uma realizagao de uma variavel aleatoria Y;. Isto é, a série temporal y;, t € Z, é uma reali-
zacao da familia de variaveis aleatorias ou do processo estocéstico Y;, t € Z. Geralmente,
as metodologias utilizadas para modelar séries temporais necessitam de algumas suposi-
¢Oes com respeito a estrutura de correlagao do processo estocastico suposto. A principal
delas ¢ a estacionariedade fraca, nesta pesquisa, por simplicidade, denominada estacio-
nariedade. Essa propriedade estabelece que os momentos de primeira e segunda ordens
do processo nao variam sob translagoes do tempo. Mais precisamente, seja Y;, t € Z, um

processo estocastico com esperanca u; = E(Y;) e autocovariancia v (1) = Cov(Y;, Y;_,),



0 Introducgao 11

para o lag 7. O processo Y; ¢ dito ser estacionério se i, = e v (7) = (1) sio constantes
com respeito a t, V7 € Z. BROCKWELL; DAVIS| (1991)) e PRIESTLEY| (1981) sao referéncias

tedricas importantes sobre processos estacionarios.

Em algumas situacoes préticas, devido a alguns fenémenos, a série temporal nao apre-
senta a propriedade de estacionariedade. Como exemplos de causas de nao-estacionariedade,
pode-se citar a ocorréncia de raizes unitarias, de tendéncias deterministicas, de quebras
estruturais, de observacoes atipicas entre outros. Para analisar os dados, em cada uma
dessas situagoes, se faz necessaria a utilizacao de metodologia especial. Nesse sentido, va-
rios autores tém proposto metodologias especificas para diversos contextos de ocorréncia
de nao-estacionariedade em séries temporais. Por exemplo, pode-se citar SAID; DICKEY
(1984), VOGELSANG; FRANSES| (2001)), LEE; NA| (2005) e SARNAGLIA; REISEN; LéVY-LEDUC

(2009).

Dentre os fatores que causam a propriedade de nao-estacionariedade em uma série
temporal, a correlacdo peridédica tem merecido destaque na literatura. A importancia
desse fenomeno se justifica pela frequente ocorréncia do mesmo em séries temporais das
areas de economia, de hidrologia, de climatologia, de poluicao atmosférica entre outras.
Um processo estocastico possui correlacao periddica, sendo denominado Periodicamente
Correlacionado (PC), quando a estrutura de correlagdo do mesmo varia com alguma
regularidade especifica sob translagdes do tempo. A definicdo formal de processos PC é

apresentada no proximo capitulo.

O fenémeno de correlagao peridédica em séries temporais pode nao ser identificado
com as ferramentas usuais de anéalise de dados correlacionados no tempo. Segundo |TIAO;
GRUPE (1980), séries temporais geradas por processos periodicamente correlacionados
podem ser especificadas erroneamente através de modelos nao-periddicos classicos, tais
como os processos Sazonais Autorregressivos de Médias-Mdveis (SARMA). Nesse sentido,
diversos autores tém realizado estudos direcionados para a identificacao de correlacao
periodica em séries temporais. Por exemplo, [HURD; GERR| (1991)) apresentam métodos

graficos e VECCHIA; BALLERINT (1991)) sugerem teste de hipotese. Diversos pesquisado-
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res tém identificado correlacao periddica e utilizado processos PC em dados reais. Por
exemplo, a correlacao periddica é investigada em dados climatolégicos por [LUND et al.
(1995), em dados de qualidade do ar é avaliada por BLOOMFIELD; HURD; LUND) ({1994) e
em sinais de sistemas de controle e de comunicacao é analisada por GARDNER; FRANKS
(1975). Para maiores informagoes tedricas sobre processos periodicamente correlacionados

pode-se citar HURD; MIAMEE | (2007)).

Modelos capazes de ajustar séries temporais com correlacao periodica tém sido am-
plamente investigados na literatura. Como extensao do processo Autorregressivo (AR)
(BOX; JENKINS| (1976))), o processo Periddico Autorregressivo (PAR), caracterizado pela
variacao dos coeficientes ao longo dos periodos, é um dos mais utilizados. A importancia
que o processo PAR tem merecido em estudos recentes deve-se a grande aplicabilidade do
mesmo em dados reais. Como exemplo, FRANSES; PAAP| (1999)) aplicam o modelo PAR
em varias séries de consumo do Reino Unido. Varios autores tém estudado as caracte-
risticas dos processos PAR, por exemplo: metodologias para a estimacao sao discutidas
por LUND; BASAWA| (2000) e SARNAGLIA; REISEN; LéVY-LEDUC| (2009)); MCLEOD) (1993)
aborda a identificacao da ordem adequada; MCLEOD| (1994) apresenta técnicas de analise

dos residuos para verificar a qualidade do ajuste.

A investigacdo de séries temporais consiste, essencialmente, das etapas de identifi-
cacao, de estimacao e de diagnoéstico do ajuste. Para a identificacao e a estimacao, no
contexto de processos estacionarios, destacam-se como principais ferramentas: no domi-
nio do tempo, as func¢oes de Autocorrelacao (ACF) e de Autocorrelagao Parcial (PACF);
no dominio da frequéncia, a funcao de densidade espectral. BROCKWELL; DAVIS (1991))
e PRIESTLEY]| (1981)) sdo referéncias classicas relativas a teoria e estimacao das fungoes

ACF e PACF e da fun¢ao de densidade espectral.

As metodologias de estimagao de processos estacionirios podem ser estendidas, sob al-
gumas suposicoes, para processos periodicamente correlacionados. No dominio do tempo,
utiliza-se, geralmente, as fungoes de Autocorrelagio Periddica (PeACF) e de Autocorrela-

¢ao Parcial Periddica (PePACF), extensoes naturais das fungoes ACF e PACF. Métodos
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para estimar as fungoes PeACF e PePACF sao apresentados por SHAO; LUND| (2004)). No
dominio da frequéncia, a matriz espectral passa a ser a principal ferramenta empregada.
Caracteristicas teodricas sobre a matriz espectral podem ser encontradas em HURD; MIA-
MEE| (2007) e WYLOMANSKA| (2007) e a estimagao é abordada por NEMATOLLAHI; RAO
(2005). Diversos autores investigam métodos de estimagao para processos PAR baseados
no dominio do tempo. Por exemplo, pode-se citar MCLEOD| (1994), LUND; BASAWA| (2000))
e SARNAGLIA; REISEN; LéVY-LEDUC| (2009). Entretanto, metodologias de estimagao para

processos PAR baseadas no dominio da frequéncia sao ainda pouco exploradas.

O Estimador de Maxima Verossimilhanga (EMV) ¢ um dos mais utilizados na litera-
tura por possuir algumas propriedades de interesse. Em diversas situacoes, a obtencao
analitica do mesmo é impraticavel, sendo necessaria a utilizacao de métodos numéricos de
otimizagao. No entanto, muitas vezes o custo computacional necessario para a obtencao
do EMV ¢é alto. Isto motiva o estudo de metodologias de estimacao de alto desempenho
e baixo custo computacional. Diante desse contexto, a estimacao de processos PAR base-
ada no dominio da frequéncia emerge como uma linha de pesquisa de grande interesse que
motivou o presente estudo. A estimacao de processos periddicos através da abordagem no
dominio da frequéncia ¢é ainda pouco explorada na literatura, especialmente no que tange
a utilizagao do método de WHITTLE (1953) como procedimento alternativo ao EMV. As-
sim, este trabalho propoe o estimador de Whittle no contexto de processos periédicos.
Como é de conhecimento, através da vasta literatura sobre o estimador de Whittle em ou-
tros tipos de processos, esse método apresenta, assintoticamente, apresenta propriedades
equivalentes ao EMV. Além da proposta do estimador de Whittle, esta pesquisa deriva as
propriedades assintoticas desse método e avalia o comportamento do mesmo através de

ensaios de Monte Carlo para séries temporais de tamanhos amostrais finitos.

1.1 Objetivo

Sob a suposicao do processo estocastico ter distribuicao normal, este estudo tem como

objetivo apresentar um método de estimacao dos parametros do modelo PAR, baseado
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no dominio da frequéncia.

1.2 Organizagao do Trabalho
Este trabalho estd organizado da seguinte maneira:

e Capitulo[: descreve uma breve introdugao de processos estocasticos necessaria para
o entendimento dos demais capitulos. Nesse contexto, alguns tipos especiais de

processos estocasticos sao definidos e algumas propriedades dos mesmos analisadas;

e Capitulo [3: apresenta a principal contribuicao deste trabalho que é a proposta
de estimagao de processos periddicos (em particular do processo PAR) através da
generalizacao do método de Whittle, assim como as propriedades assintoticas do
mesmo. Também ¢ apresentado o método de Yule-Walker que é o mais utilizado

para estimar essa classe de processos;

e Capitulo[: investiga o desempenho do estimador de Whittle para tamanhos amos-
trais finitos e o compara com o do estimador de Yule-Walker. Também ¢é ilustrada

a utilizacao do método de estimacao proposto em um conjunto de dados reais;

e Capitulo[J: resenha as conclusoes finais deste trabalho e especifica potenciais linhas

de pesquisa futuras.
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2 Processos FEstocasticos

Neste capitulo sao sumarizados conceitos basicos de processos estocasticos. Em espe-
cial, a propriedade de estacionariedade fraca e as fun¢oes de autocovariancia e de autoco-
variancia amostral. Nesse contexto, alguns fendomenos que causam nao-estacionariedade
sao mencionados com o intuito de destacar processos periodicamente estacionarios e suas
caracteristicas mais relevantes. Por fim, algumas propriedades de processos vetoriais sao

discutidas.

Geralmente, em vérios fenémenos da natureza, a varidvel de interesse, Y, nao é deter-
ministica, isto ¢, nao h& uma regra especifica que permita calcular precisamente o valor de
Y. Variaveis desse tipo sao denominadas aleatérias. Em muitas situacoes praticas, com
o intuito da analisar o comportamento de uma variavel aleatoria, € comum observa-la em
tempos distintos. Considere que Tj seja o conjunto dos tempos nos quais a variavel Y é
observada. Nesse caso a sequéncia de varidveis aleatorias Y;, t € Tj, é dita ser um processo

estocastico. A definicao de um processo estocastico é formalmente apresentada a seguir.

DEFINICAO 2.1 Um processo estocdstico é uma famdlia de varidveis aleatorias Yy, t €
To, que toma valores no conjunto S e € definida no espago de probabilidade (2, F,P). O

conjunto S € denominado espaco de estados do processo.

O espaco de estados S é o conjunto o qual pertencem todos os possiveis valores de cada
varidvel aleatoria Y;. Especificamente, se S = R, o processo é dito ser real e, se S = R?,
o processo é dito ser vetorial de dimensao s. Uma série temporal y,, t € T' C T}, ¢ uma
realizacdo do processo estocastico Y;, t € Ty. E importante ressaltar que, geralmente, o

conjunto T é finito.
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Se Y; ¢ um processo estocastico finito com n observacoes independentes e de mesma
distribuicao, diz-se que Yi,...,Y, formam uma amostra aleatoria da variavel aleatéria
Y. Grande parte das técnicas estatisticas necessitam da suposicao de que as observacoes
formam uma amostra aleatoria. Entretanto, frequentemente, tais técnicas podem nao ser
apropriadas devido aos dados serem dependentes. Como ilustragao, a Figura[l| apresenta
o grafico das funcoes de densidade de probabilidade de um processo estocastico Y; para

os distintos tempos tq, ts,t3 € Tj.

NG,
0.2 03
|

0.1
|
=

Figura 1: Fungoes de densidade de probabilidade do processo Yy, t = t1, 1o, t3.

Nota-se, através da Figura [l que, apesar do espaco de estados S = R do processo Y,
nao ser modificado para os tempos t1, ty e t3, as fungoes densidade de probabilidade de Y;
dependem desses indices. Em outras palavras, essa figura mostra uma das possiveis formas
que as propriedades estatisticas de um processo estocastico Y; podem ser modificadas de
acordo com o indice t. Por simplicidade, nesta pesquisa, é assumido que o conjunto para

o qual o processo estocastico é observado Ty = Z.

Para analisar (estimar e realizar inferéncias) uma série temporal y; geralmente se

fazem suposicoes sobre a estrutura de correlacao do processo estocastico Y; que a gera.
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Uma das principais suposicoes feitas é a estacionariedade e processos estocasticos com essa
propriedade sao denominados estacionarios. Na proxima secao sao definidos os processos

estacionarios e apresentadas algumas de suas caracteristicas.

2.1 Processos Estacionarios

Em muitos problemas praticos, é possivel verificar processos estocasticos que se encon-
tram em uma situacao de “equilibrio estatistico”. Esse comportamento pode ser expressado
através da suposicao de que as propriedades estatisticas do processo nao se alteram com o
tempo. Geralmente, dados desse tipo sao observados nas areas de fisica e engenharia. Uma
forma de formalizar o equilibrio descrito acima em um processo estocastico é através da
condicao de estacionariedade forte. Para o processo estocéstico Y;, t € 7, essa propriedade
estabelece que as distribuigdes conjuntas dos vetores (Y, ..., Y, ) e (Y, —p, ..., Y, _p) sd0
as mesmas para todo £ € N e para todos ty,...,t;, h € Z. Essa suposicao nao é muito

utilizada devido a grande dificuldade em verifici-la na pratica.

Seja Y;, t € 7, um processo estocastico com esperanca E(Y;) = p; e variancia
Var(Y;) < oo, Vt € Z. A funcao de autocovariancia (-,-) do processo Y; é definida
por

v(r,s) = Cov(Y,, Ys) = E[(Y: — p)(Ys — )], 7,8 € Z.

Devido a dificuldade de comprovar a condicao de estacionariedade forte em uma série
temporal, supoe-se a propriedade de estacionariedade fraca (ou de momentos) definida a

seguir.

DEFINICAO 2.2 Seja Y,, t € 7, um processo estocdstico com média p, = E(Y;) e
autocovaridncia y(k,l) = Cov(Yy,Y)). O processo Y; € dito ser estaciondrio fraco (ou

simplesmente estaciondrio), se

(i) B[Y?] < 00, V t € Z;

(“) M:MDVtEZ;e
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(1ii) v(k, 1) =~(k+t,1+1), Vk, It € Z,
isto €, u ey nao dependem de t.

Note que, pela Defini¢ao[2.2] se Y; ¢ estaciondrio, a autocovariancia y(k, 1) = v(k—1,0).
Portanto, é conveniente redefinir a fun¢do de Autocovariancia (ACV) de Y; como a funcdo
de apenas uma variavel (1) = v(7,0) = Cov(Y;, Y;—,). No mesmo sentido, define-se a

funcao de Autocorrelagao (ACF) como sendo

(1)
p(r) =
7(0)
Geralmente, ao observar uma série temporal y;, t = 1,...,n, de um processo esta-

cionario Y;, deseja-se estimar as fungoes ACV ~(7) e ACF p(7) para obter informagao
sobre a estrutura de correlagao de Y;. Os estimadores mais utilizados para esse fim sao

as funcoes de autocovariancia e autocorrelagao amostrais dadas, respectivamente, por

n

() == 5 (5 - 9)r — )]

Jj=7+1

onde y = Z?Zl yj/n. Referéncias classicas sobre processos estacionarios sao BROCKWELL;

DAVIS| (1991)) e BOX; JENKINS| (1976).

Consideracoes mais fortes com respeito a processos estocasticos geralmente se fazem
necessarias. A propriedade de causalidade, formalizada a seguir, implica na de estaciona-
riedade. O processo estocastico Y; é dito ser causal se existe uma sequéncia de varidveis
aleatorias g, t € Z, onde E(g;) = 0, Cov(es, e,) = 0%, t =1, e Cov(es, g,) =0, t # r, para
a qual pode-se escrever

Y = Z?/fh&f—h = (B)es, (2.1)
h=0

onde ¥(z) = Y07 ¥nz", B é o operador retardo tal que B"Y; = Y,, Vk € Z e

2 heo [¥n] < o0

Uma maneira alternativa & funcao ACV para analisar processos estacionarios, é uti-
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lizar a funcao de densidade espectral. Uma revisao breve sobre esse tema é apresentada
na proxima subsecao e detalhes mais especificos podem ser encontrados em [PRIESTLEY

(1981).

2.1.1 Funcao de Densidade Espectral

A representacao espectral de um processo estacionario Y;, t € 7, essencialmente,
decompoe Y; em uma soma de componentes senoidais com coeficientes aleatérios nao-
correlacionados. Associada a essa decomposi¢ao, a fungdo de autocovariancia de Y, (1),
também é decomposta em sendides. A funcao de densidade espectral de Y; é a transfor-

mada de Fourier da funcao ACV, definida por

o

f@)= 5 3 )

onde e = cosx + 1sinz. Note que f(w) = f(w+ 271), Vw € R, ou seja, é necessé-
rio considerar f apenas em um intervalo de amplitude 27. Neste trabalho considera-se
w € [0,27). A funcdo ACV pode ser completamente recuperada da fun¢ao de densidade

espectral através da seguinte relacao:
2w
W) = [ e e
0

A investigacdo de processos estacionarios por meio da fungao de densidade espectral
f(w) é frequentemente denominada por anélise de séries temporais baseada no dominio
da frequéncia. Devido a relagao entre f(w) e 7(7), a analise baseada no dominio da
frequéncia é equivalente & anélise baseada no dominio do tempo, a qual fornece uma
maneira alternativa de visualizar o processo que, em algumas aplicacoes, pode ser mais

esclarecedora.

Seja Y; um processo causal. A funcao de densidade espectral de Y; pode ser encontrada

de maneira rapida através da expressao
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onde Vz € C, Z é o conjugado de z, |z| = 2Z e 1(z) é o polindomio apresentado na Equagao

2.1

Para realizar a analise baseada no dominio da frequéncia de uma série temporal v,
t=1,...,n, gerada por um processo estacionario Y;, t € Z, é necessario estimar a fungao

de densidade espectral de Y;. Geralmente, isto é feito através do periodograma de y; dado

por
1 n
I ) = —wjt
t=1
onde w; = ?, j = 1,...,n, sao as frequéncias de Fourier. Algumas propriedades do

periodograma e outras formas de estimar f podem ser encontradas em PRIESTLEY (1981))

e BROCKWELL; DAVIS| (1991)).

Na literatura, processos estacionarios capazes de modelar dados com caracteristicas
sazonais tém sido bastante estudados. Um dos mais abordados é o modelo sazonal autor-

regressivo de médias-moveis, brevemente sumarizado na préoxima subsecao.

2.1.2 Processos SARMA

A classe de modelos Sazonais Autorregressivos de Médias-Mdveis (SARMA), definida
a seguir, ¢ frequentemente utilizada no ajuste de séries temporais geradas por processos

estacionarios com caracteristicas sazonais.

DEFINICAO 2.3 Seja Y;, t € Z, um processo estaciondgrio. Yy € dito ser um processo
SARMA de ordens p, q, P e Q, ou SARMA(p,q)x(P,Q), de tamanho sazonal s, se é

qualquer solu¢ao da sequinte equag¢ao de diferencas
P(B)2(B°)(Y; — p) = ©(B°)0(B)e,

onde p(z) =1—grz—-+-—¢p2?, (2) = 1—Prz— - —Pp2l, 0(2) =1—012— - — 0,29,
O(2)=1-01z2—--—0029, 2 € C, u=E(;) e g ~iid(0,0?%).

Um caso especial do modelo SARMA aplicado em vérias areas da ciéncia onde carac-

teristicas sazonais ndo estao presentes ¢ o processo Autorregressivo (AR). Y; é dito ser um
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processo AR de ordem p, ou AR(p) se segue um modelo SARMA (p, 0)x(0,0).

Apesar da grande aplicabilidade de processos estacionarios, tais como os da classe
SARMA, existem diversas situagoes praticas em que a propriedade de estacionariedade
nao é observada. Como referéncias que estudam causas de nao-estacionariedade e me-
todologias especiais para analizar processos estocasticos acometidos por esses fend6menos
veja SAID; DICKEY| (1984), VOGELSANG; FRANSES (2001)), LEE; NA| (2005]) e SARNAGLIA;

REISEN; LéVY-LEDUC| (2009).

Das situacoes que provocam nao-estacionariedade em uma série temporal, uma das

mais investigadas na literatura é a correlagao periddica, abordada na proxima secao.

2.2 Processos Periodicamente Correlacionados

Nesta secao sao apresentados os processos periodicamente estacionarios, que sao ex-
tensoes dos processos estacionarios discutidos na secao anterior. Também é abordada a
matriz espectral desses processos. Por fim, o modelo periddico autorregressivo é sumari-

zado.

2.2.1 Estacionariedade Peri6dica

Seja Y;, t € Z, um processo estocastico com caracteristicas sazonais de tamanho sa-
zonal s € ZT — {0}. O indice temporal ¢ pode ser escrito, por meio de divisao inteira,
como t =t(r,m)= (r—1)s+mondem € {1,2,...,s} er € Z. Por exemplo, no caso de

dados mensais (s = 12), m seria 0 més e r o ano.

Considere que fir;m = E[Yyqmm] seja a esperanca do processo Yim) € A M (7)) =
Cov [Y;(,,,m), Yt(nm)_T}, T € 7, seja a covariancia entre as observagoes t(r,m) e t(r,m) — T,

isto é, a funcao de autocovaridncia (ACV) do processo Yy, para o lag 7.

Como mencionado anteriormente, existem diversos fatores que podem provocar a pro-
priedade de nao-estacionariedade em uma série temporal, por exemplo, quando a espe-

ranga fi.,, e a funcio 4™ (7) dependem de m, ou 7, ou ambos. A propriedade de
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estacionariedade nao é observada em processos PC definidos a seguir

DEFINICAO 2.4 Seja Yiomy, 7 € Z, m € {1,2,...,s}, s € Z* — {0}, um processo
estocdstico com esperanca fi,, e funcio ACV ’}/(T’m)(T) para o lag 7. Yi,m) € dito ser

periodicamente estaciondrio, ou periodicamente correlacionado, de tamanho sazonal s, se
- 2 .
(Z) E[Y;‘,(r,m)] < 005

(”) Mrm = Um; €

(iii) "™ () = 7"(7), VT € Z,

isto €, se Yirm) tem varidncia finita, e [l e A (1) ezistirem e ndo dependerem do

valor de r.

Com base na Definicao tem-se que, se 0 processo Yy ) ¢ periodicamente correla-

cionado,

()
prm(r) = ) =p"(7),7 € Z,

VA (0)ym=m(0)

isto é, a funcdo de autocorrelacdo também nao depende de r. Ainda & luz da Defini-

cao nota-se que fiy,, 7™ (1) e p™(7) sdo fungdes perivdicas de periodo s, ou seja,
Lon = ks, Y™(T) = AR (1) e pt™ (1) = pmHhs) (1), V k € Z. Para evidenciar a
periodicidade intrinseca na estrutura de correlagao do processo Yy, diz-se que A ™) (1)
e p(™ (1) sdo, respectivamente, as funcoes de Autocovariincia Periddica (PeACV) e de
Autocorrelagao Periodica (PeACF). Se s = 1, a condi¢do de estacionariedade periodica
equivale & propriedade de estacionariedade usual de processos homogéneos (TIAO; GRUPE
(1980)). A correlagao periodica é um fendomeno que esté, frequentemente, presente em
varios tipos de dados. Como exemplo, veja |[LUND et al| (1995) e BLOOMFIELD; HURD;
LUND| (1994). O comportamento de processos PC pode ser facilmente confundido com
modelos estacionarios. TTAO; GRUPE| (1980) estudam as especificac¢oes erradas que podem
ser feitas caso nao haja a identificacao adequada de que o processo possui correlagao perio-
dica. No restante deste trabalho serao considerados apenas os processos periodicamente

estacionarios, caso nao se mencione o contrario.
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Para analisar séries temporais com correlacao periddica no dominio do tempo, ge-
ralmente, se faz necessario estimar a funcio 4™ (7). Geralmente, para essa finalidade,

utiliza-se a funcao de autocovariancia amostral peridédica dada por

1 N

ﬁ(m)@—) - N Z(yt(r,m) - Iam)(yt(r,m)—T — fun—r), (2.2)

r=rg

onde 7 € 0 menor inteiro tal que t(rg,m) > 0 e fi,, = S 4./N. A fungio p™ (1), por

sua vez, é estimada através de p™ (1) = 4™ (1) /1/3™) (0)4m=7)(0).

A anélise no dominio da frequéncia pode ser extendida para processos periodicamente

estacionarios de uma maneira natural. Este é o assunto abordado na proxima subsecao.

2.2.2 Matriz Espectral

Pelo fato de processos PC nao apresentarem a propriedade de estacionariedade, os
mesmos nao possuem funcao de densidade espectral no sentido convencional de processos
univariados apresentada na Subsecao . No entanto, supondo que ’}/(m)(T> é a PeACV
do processo periodicamente estacionario Yy ), (GLADYSHEV| (1961) mostra que é possivel
associar a esse processo uma matriz h(w) de dimensao s x s, hermitiana e nao-negativa

definida, com entradas

onde

hi(w) = — Y Bi(r)e ™. (2.3)

Os termos By(7) na Equagao sdo os coeficientes da representagao da fungao (pe-

riédica de periodo s) v (1) através da série de Fourier finita

YM(r) = Bi(r)e /s (2.4)
k=1

e sao obtidos por meio da expressao
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Pela Equagao pode-se mostrar que as identidades h,,(w) = Apis(w), hp(w) =
hm(w + 27) e h,y,(0) = 0 sdo validas e, nesse sentido, frequentemente, diz-se que h,,(w),
m =1,...,s, 580 os espectros do processo Yy ). Portanto, h(w) ¢ denominada de matriz

espectral do processo periodicamente estacionéario Yy ).

Quando uma série temporal Yy, 7 =1,...,N, m € {1,2,...,s}, s € ZT — {0} é
gerada por um processo periodicamente estacionario Yi(,,), a matriz espectral h(w) pre-
cisa ser estimada. A forma mais utilizada para esse fim é apresentada na Subsegao [2.3.2]
A proxima subsecdo apresenta o processo periddico autorregressivo que é amplamente

utilizado para modelar dados gerados por processos periodicamente estacionérios.

2.2.3 Processo PAR

O modelo PAR tem sido muito utilizado para ajustar séries temporais geradas por
processos periodicamente estacionarios. Esse modelo é uma generalizacao do processo
AR onde os parametros podem variar sob diferentes valores do periodo m. A seguir é

apresentada a definicao formal do processo peridédico autorregressivo.

DEFINICAO 2.5 O processo periodicamente estaciondrio Yiomy, 7 € Z,m e {1,2,... s},
s € 7Z—{0}, € dito ser periddico autorregressivo se, e somente se, Yyq. ) € qualquer solugao
da equacao de diferencas

P (B) (Yirm) — tm) = €i(rm)

onde ®,,(2) = 1 — p1(m)z — -+ — ¢, (M)2Pm, 2z € C, é o polindmio autorregressivo
no periodo m, pn, € a ordem de ®,,(B), €rmy ~ iid(0,02,) e ¢;j(m) sdo os pardmetros

autorregressivos do processo.

Os parametros ¢;(m) na Defini¢ao sao funcoes periodicas de periodo s, isto &,
oj(m)=¢;j(m+ks), keZ,j=1,...,pm, me€ {1,2,...,s}, equivalentemente a periodi-

cidade apresentada pelas funcdes fi,,, 7™ (7) e p™(7) sob a Definicio

Em geral, processos periodicamente correlacionados, em especial os modelos PAR,

podem ser analisados através de processos vetoriais devido a forte relacao existente entre
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os mesmos. Por esse motivo, processos vetoriais sao sumarizados na préxima secao.

2.3 Processo Vetorial

Em muitas situacoes praticas, é necessaria a analise de diversas varidveis em conjunto.
Nesse contexto, é importante o estudo de processos vetoriais, brevemente abordados nesta

secao.
2.3.1 Causalidade

Suponha que Yy;m), 7 € Z, m € {1,2,...,s}, s € Z — {0}, seja um processo PC de
perfodo s, com média j,, e fungio PeACV dada por 7™ (7). Defina o vetor de dimensio
$, Y, = (Yip1), - - -, Yirs)) ', onde M7 denota a transposta da matriz M. Tem-se que Y,

r € 7, ¢ um processo vetorial com esperanca dada por

E(Yr) =M= <:u17 ce aMs)T

e, para o lag T, com matriz de autocovariancias dada por
[(r) = Cov(Y,,Y,—;) = E[(Y, — p)(Y,—r — p)"] = E[Z,Z;_],

onde Z, = Y, —u. Nesse caso, Y, & dito ser o processo vetorial gerado por Y;(, ). Pode-se
mostrar que as entradas da matriz I'(7) sdo dadas por [[(7)]y; = Y®(s7 +k —j), k,j =
1,...,s. Existem muitas outras relagoes entre o processo periodicamente correlacionado
Yi(rm) € 0 processo vetorial Y,. Algumas particularidades que relacionam esses dois
processos podem ser encontradas em HURD; MIAMEE| (2007). De maneira semelhante
ao caso univariado, algumas suposicoes sao feitas no caso vetorial, a principal dessas

suposicoes é a causalidade, definida a seguir.

DEFINICAO 2.6 Sejam Y,, r € Z, um processo vetorial de dimensio s e &, r € 7,

um processo ortogonal, isto €, E(§) =0, ele(t) = A, 7 =0, Te(r) =0, 7 #0. O
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processo Y, € dito ser causal se, e somente se, puder ser escrito na forma

Yr = Z qjjfrfja
=0

onde as matrizes V; tém entradas [V;]x, que satisfazem 3 77 [[W;lu| < oo, k,l=1,...,s.

Note que a Definicao exige claramente que o processo Y, nao dependa de obser-
vagoes futuras da sequéncia §,. O processo periodicamente estaciondrio Yy, ¢ dito ser

causal se, com base na Definigao 2.6, Y, também o é.

A andlise espectral de processos estacionarios pode ser naturalmente estendida para

o contexto de processos vetoriais causais. Este é o topico da proxima subsecao.

2.3.2 Matriz de Densidade Espectral

Seja Y, um processo vetorial de dimensdo s, com esperanca p = E(Y,) e com matriz
de autocovariancias I'(7) = Cov(Y,,Y,_,), para o lag 7. Se o processo Y, é causal, a

transformada matricial de Fourier existe e é dada por

o0

Z (Yr - M)e—zwr

r=—00

oo

1

] = % L(r)e ™7, (2.5)

T=—00

onde, Vz € C*®, z* é a conjugada transposta de z e |z| = zz*. Frequentemente, quando
existe, a fun¢ao f(w) é denominada de matriz de densidade espectral do processo Y,.. Note
que f(w) = f(w + 27), portanto é suficiente conhecer o comportamento de f(w) apenas
para w € [0,27). Os coeficientes da matriz de densidade espectral (Equagao Sao as

matrizes de autocovariancia de Y, e podem ser obtidos por meio da igualdade
27
(1) = / f(w)e™ dw.
0

Suponha que o processo vetorial causal Y, seja gerado pelo processo PC Yy, € seja
f(w) a matriz de densidade espectral de Y,. Se h(w) for a matriz espectral de Yy, ), a
seguinte relacao é valida:

h(w) = U(w)f(w)U H(w), (2.6)
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onde a matriz U(w) tem entradas dadas por [U(w)]x; = \/L; exp{(127kj —1jw)/s}. Além
disso, Vw € [0,27), U(w)U*(w) = 1, isto é, U*(w) = U~(w), onde M* denota a conjugada
transposta da matriz M, para qualquer M. A Equacao [2.6| pode ser utilizada para obter,

por meio de f(w), a matriz h(w) e vice-versa.

No dominio da frequencia, para realizar a analise de uma série temporal vetorial y,,
r =1,...,N, de dimensao s observada de um processo vetorial causal Y,, r € 7Z, é
necessario estimar a matriz de densidade espectral. Isto, geralmente, é feito através do

periodograma multivariado definido por

R N-1
P(w) = N Z}’ke_“’k = Z I(r)e ™. (2.7)
k=1 T=—(N-1)

NEMATOLLAHL; RAO| (2005) propoem utilizar a relacao apresentada na Equagao
para estimar h(w) através da substituigdo de f(w) por alguma de suas estimativas (em
particular pode-se utilizar P(w), apresentada na Equagao . Para mais informacoes
sobre analise de processos periodicamente correlacionados baseada no dominio da fre-
quencia veja [HURD; MIAMEE (2007). Existem varios processos vetoriais apresentados na
literatura, um dos mais abordados é o processo vetorial autorregressivo apresentado na

proxima subsecao.

2.3.3 Processo VAR

Dentre os processos vetoriais, um dos mais utilizados e investigados ¢ o modelo Vetorial

Autorregressivo (VAR) definido formalmente a seguir.

DEFINICAO 2.7 O processo vetorial de dimensio s, Y,, v € 7, é dito ser um processo

VAR de ordem P, ou VAR(P), se é qualquer solu¢ao da equagao de diferencas dada por

(;D(B)<Yr - ,u) =&,

-

onde (2) = g — Bz — -+ — ®p2l, 2 € C, é 0 polinémio autorregressivo de Y,, P é

a ordem de ®(z) e &, r € Z, € um processo ortogonal, isto é, E(§.) = 0, e I'¢(1) = A,
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T=0,T¢(r) =0, 7#0.

LUND; BASAWA| (2000) mostram que, de acordo com a Defini¢ao , se 0 Processo
PAR Yi(m) gera o processo vetorial Y,, entao Y, segue o modelo VAR apresentado na

Defini¢ao 2.7 com matrizes coeficientes que tém entradas dadas por

1, se i =j;
[olij = 4 0, sei<j; € [Pulij = Prsrioj(i), se 1 <k <P,

¢ifj<i)7 se 1> j.

onde P = [p/s], p = max(pn), [z] denota o menor inteiro maior ou igual a = e
<m<s
Er = <et(m), cee et(r,s)> ¢ o vetor de erros. Nesse caso, a condicao para que Y, e, conse-

quentemente, Y, sejam causais é que
0 # det[®;'®(2)] = det [I— Oy Prz — -+ — Oy ®pz"] V2 € Z,

onde Z = {z € C: |z| < 1} (BROCKWELL; DAVIS| (1991)). Sejam z; € C, j =1,...,q,
q < sP, as q raizes distintas de det[®;'®(z)]. Suponha que x; seja a multiplicidade da

raiz zj, j = 1,...,q. Dessa forma, é possivel reescrever

det[B51B(2)] = (21— 2)1 -+ (2, — 2)%0 = (Ail - z> o (Aiq - z) T )

onde \; = 1/z;, j = 1,...,q. Nesse sentido, a condicdo de causalidade é equivalente a
|zj| > 1 ou |\;| <1, paratodo j =1,...,q. No modelo PAR(1) a condicdo de causalidade

apresentada na Equacao [2.8]se reduz a

< 1.

11 ¢i(m)

m=1

Sob a suposicao de causalidade, que implica em estacionariedade periddica, o processo

PAR pode ser escrito na forma média-mdvel infinita

Y;t(r,m) = Z wj(m)Et(r,m)—ju (29)
=0
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onde
Jnax (Z !wj(m)|> <00
=0
Pm
Yrlm) =D d(m)gny(m = j), b > 1,
=0
com Yo(m) = 1 e hp(m) = 0, £ < 0. Os coeficientes ¢x(m) (Equacao podem ser

utilizados para avaliar a variancia de Yj.,,) e para prever observagoes futuras.

O proximo capitulo apresenta a metodologia de estimacao de Yule-Walker, muito
utilizada devido a facil implementacao e ao baixo custo computacionais, e o método

proposto nesse trabalho.
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3 FEstimacao de Processos PAR

A estimacao dos parametros do modelo é uma das principais etapas no ajuste de séries
temporais. Existem muitos procedimentos sugeridos na literatura com essa finalidade.
Neste capitulo é proposta a extensao do estimador de Whittle no contexto de processos
peridicamente estacionarios. Também é apresentado o estimador de Yule-Walker que é

um dos mais utilizados devido a facil implementacao computacional.

3.1 Meétodo de Yule-Walker

Se Yipmy, 7 € Z, m € {1,2,...,s}, s € ZT — {0}, é um processo periodico autorre-

gressivo de ordens p,,, m € {1,...,s}, entdo

Y;f(rm - Z ¢j Y;t (rym)—j Nm—j) + €t(r,m),

multiplicando ambos lados dessa equagao por Yy ,m)—r — ftm—- € tomando a esperanca dos

mesmos vem que

’}/(m) (’7') = ]E[(Y;t(w,m) - ,um)<Y;(7'7m)_T B ,Um77'>]

Pm

- Z ¢j Y;S (r,m) — Um— J)(Yt(r m)—T Mm—r)] + ]E[Et(r,m)o/;ﬁ(r,m)—fr - /’Lm—T])
= Z ¢j(m Y; (rym—j) — Mm—j)(Y;(r,m—j)H—T — Hm—r)] + 0
— Z¢] m])j—’]’) Tzl,...,pm. (31)

As equacoes acima sao denominadas de equacoes de Yule-Walker periddicas e podem
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ser utilizadas para estimar os parametros do modelo PAR. A metodologia de estimacgao de
Yule-Walker se baseia basicamente no método dos momentos. O procedimento consiste
em substituir as fungdes 7™ (k) por estimativas. Neste caso, utiliza-se 4™ (k) (Equacio

2.2) nas Equagoes [3.1] obtendo o seguinte sistema de equagdes
p .
> o m)A I k= 5) = 4" (k), k=1,...,pn. (3.2)
=1

As estimativas ij(m) sao obtidas solucionando o sistema de Equacoes com respeito
aos parametros ¢;(m). Detalhes relacionados ao método de estimagdo de Yule-Walker

podem se encontrados em SARNAGLIA; REISEN; LeVY-LEDUC| (2009).

Apesar de ser largamente utilizado para a estimacao de processos PAR, o procedi-
mento de Yule-Walker nao é robusto para estimar modelos com uma quantidade signi-
ficativa de parametros e em séries temporais com pequenos tamanhos amostrais. Nesse
sentido, o estimador de Whittle, conhecido por ter propriedades assintoticas, assintotica-
mente, equivalentes ao EMV, é generalizado para o contexto de processos peridodicamente

estacionarios na proxima secao.

3.2 Metodologia Proposta

Nesta secao o estimador proposto ¢ apresentado. Na proxima subsecao as propriedades
assintoticas da funcao de verossimilhanca sao abordadas e a generalizacao do estimador
de Whittle é proposta. Por fim, é descrito um algoritmo para a implementacao desse

método.

3.2.1 Propriedades assintdticas

Devido ao comportamento da estrutura de correlagao entre observacoes de uma amos-
tra, frequentemente, a matriz de covariancia pode pertencer a classes especiais. Em anélise
de séries temporais, as matrizes block toeplitz, definidas a seguir, sa3o muito importantes

nesse contexto.
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DEFINICAO 3.1 A matriz ¥ de dimensido Ns x Ns é dita ser block toeplitz se suas
entradas sao (Y], = 'k —j), k,j =1,...N, onde I'(7), 7 € Z, € uma sequéncia de

matrizes de dimensao s X S.

Os resultados neste artigo sao obtidos através de duas suposicoes bésicas, a primeira

suposigao feita é em relagido a sequéncia de matrizes I'(7) apresentada na Defini¢ao

SUPOSICAO 1 Seja U(1), 7 € Z, a sequéncia de malrizes de dimensio s X s apre-
sentadas na Defini¢cao . Considere que [I'(T)|xj, k,j = 1,...,s, sdo as entradas da
T-ésima matriz da sequéncia. Suponha que Y > |[[(7)]g;] < oo, Vk,j =1,...,s, ou

seja, a sequéncia I'(T) possui entradas absolutamente convergentes.

Note que, se I'(7) sdo as matrizes de autocovariancia do processo vetorial Y., r € Z, a
Suposicao [I| é equivalente a condicao de causalidade de Y,. Dessa forma, sob a Suposicao

[ a transformada matricial de Fourier

o0

fw) = % Z L(r)e ™"

existe V w € [0,27) e se diz que a matriz block toeplitz 3 = 3(f) é gerada por f(w), pois

tem-se que suas entradas podem ser recuperadas através de
21 ]
Shy =Tk =) = [ fw)et I
0

A segunda suposicao, apresentada a seguir, estd relacionada com a transformada

matricial de Fourier f.

SUPOSICAO 2 Suponha que a transformada matricial f(w) que gera a matriz block
toeplitz 3 = X(f) (Definigao seja nao-singular e continua em [0,2m). Dessa forma,

garanle-se a existéncia e continuidade de f~(w).

O seguinte lema indica a inversa assintotica da matriz block toeplitz > apresentada na

Definicao [3.1
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LEMA 1 Suponha que as entradas da matriz block toeplitz 3 sequem a suposicao |1}, e

que a matriz f(w) que gera ¥ = X(f) atende a Suposicio [ Defina as matrizes
27
a(t) = / fH(w)e“ dw, T € Z.
0

Entao, assintoticamente, a matriz block toeplitz A com entradas [Aly; = a(k — j)/4n?

corresponde a inversa de X, isto €, quando N — oo, AYX = XA =1

Prova: Encontra-se no anexo.

Na analise estatistica o método de méxima verossimilhanca ¢ um dos mais utilizados
para estimar parametros populacionais desconhecidos. Esse método de estimacao consiste
em maximizar a funcao de verossimilhanca, e os valores que a maximizam sao chamados de
Estimadores de Mdzima Verossimilhan¢a (EMV). CASELLA; BERGER| (2001) apresentam

varias propriedades assintoticas dos EMV.

Sejam YT = <Y1T, e ,ij\}> uma amostra de tamanho N do processo vetorial Y, de
dimensao s e ¥ = Cov(Y,Y) a matriz de varidncia-covariancia do vetor Y. De acordo
com a Defini¢do 3.1 ¥ ¢ uma matriz block toeplitz com entradas dadas pelas matrizes
[X]x; = T(k —j) = Cov(Yy,Y;) de dimensao s x s. Suponha que a densidade conjunta
de Y é normal multivariada indexada por algum vetor paramétrico 6. Considere que

T T

y' = (y1,...,y}) seja uma observagao de Y” e que 1 = (u, ..., )" é conhecido. Entdo,

a funcao verossimilhanca de 6 é dada por

1
/2m) V= det(Sy)

L) =LY =y) = e v v, (3.3)

onde Y4 é utilizado em vez de X para enfatizar a dependéncia com respeito ao vetor
paramétrico #. Nesse contexto, o EMV de 0 é o vetor Opary = QAEMV(Y) tal que L£(0) <
L(éEMV),VG € 0, onde O é 0 espaco paramétrico. A estimativa, quando o ponto amostral
Y =y éobservado, ¢ Ogary = Oy (y) . Pelo fato do logaritmo ser uma funcio monétona,

tem-se que o ponto de maximo, éE]WV; da funcdo de verossimilhanca (Equagao ) é o
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mesmo da funcao

1(6) =~ { gy Wlden () + 5oty — 7S5 v -} (34)

Sem perda de generalidade, assume-se que p = 0. Caso pu # 0, basta considerar
z =y — i que todos resultados sdo véalidos. A proxima proposigao apresenta a expressao

assintotica do segundo termo da Equagao |3.4)

PROPOSICAO 1 Suponha que as matrizes g e £ satisfazem as suposicies e@ res-
pectivamente. Entao,

A T [
lim {ﬁyTEg ly} = E/o tr {f, (w)P(w) } dw

N—oo

onde P(w) € o periodograma multivariado (Equa¢io da amostra observada y' =

(le, . ,y£>.

Prova: Encontra-se no anexo.

Note que a Proposicao [1| fornece uma expressao que pode ser utilizada como aproxi-
magao para o segundo termo de [(#). Sob as condigoes de regularidade apresentadas nas

Suposigoes [1] e 2] (WIDOM] (1974) mostra que

1
 4r

lim {% ln(det(Eg))} /0 " n(det (£ (w)) ). (3.5)

N—o0

A Equacao revela a expressao assintotica do primeiro termo de £(6). Essa expressao
pode ser utilizada como uma aproximagdo para 7 In(det(3g)). Devido aos resultados

apresentados na Proposi¢ao [I] e na Equagao [3.5] tem-se o seguinte corolario.

COROLARIO 1 Sob as condicées das Suposicées |1 e @ tem-se que

liw {(0)) =~ { /0 T {det[fy ()]} + /0 T (5 (@)PW)) dw} |

N-o0

Note que o Corolario (1 fornece uma expressao que pode ser utilizada como aproxi-

magao para a verossimilhanca [(#). Porém, em varias situagoes as integrais apresentadas
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nesse corolario sao analiticamente impraticaveis o que sugere utilizar aproximacgoes para
as mesmas. Se w; = 2%, j=1,..., N, sdo as frequéncias de Fourier e g(-) é uma fungao
integravel em [0, 27), entdo a soma de Riemann satisfaz
N
27 N—oo 2
> gw)y — [ 9w)dw.
0

j=1

Esse resultado é utilizado para a obtencao do seguinte corolario.

COROLARIO 2 Sob as Suposigo”es e@ tem-se que a funcao [(6) obedece a seguinte

relacao:

lim {/(0)} = Al/l_r)rolo {—% [Z In{det[fy(w;)]} + Ztr {f(,_l(wj)P(wj)}] } :

N—-o00

O Corolario [2 mostra a expressao assintotica da log-verossimilhanga [(#) em termos
da matriz de densidade espectral f5 do processo vetorial Y,. Caso Y, seja gerado pelo
processo periodicamente estaciondrio Yi.m), r € Z, m € {1,2,...,s}, s € Z* — {0},
pode ser conveniente utilizar a relacdo entre fy e hy (ver Equagao para exprimir

lim,, .,.{/(#)} em termos de hy, como apresentado no seguinte corolario.

COROLARIO 3 Sob as condigoes apresentadas nas Suposicées |1 e @ tem-se que a

fungao [(0), assintoticamente, € dada por

N-o0 N—o00

lim {/(#)} = lim {—% [ln{ss det[hg(w;)]} + %” {hgl(wj)Ppc(wj)}} } :

j=1
onde Ppe(w) = Uw)P(w)U H(w) € um estimador de hy(w). Veja mais detalhes sobre a

estimagdo de hg(w) em NEMATOLLAHI; RAO (2005).

O resultado dado no Corolario [3| permite utilizar, como uma aproximacao para [(6),

a funcao
G(0) = —LN 3 [m{ss det[hy(w;)]} + étr 1y ()P} (3.6)

que garante, para todo ponto 6 € O, limy_ . [(0) = limy_ 4(0). Dessa forma, as-

sintoticamente, o ponto de méximo, 64z, de 4(0) é o mesmo de [(f). Isto é, para N
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suficientemente grande, o estimador 64, é equivalente a Ogyy .

3.2.2 Algoritmo

O algoritmo para o desenvolvimento da metodologia proposta para a estimacao dos

parametros do modelo PAR pode ser esquematizado da seguinte maneira:

(i) Estabeleca um ponto de partida GAS)% para o vetor paramétrico 6;

(ii) Na k-ésima iteragao, através de algum algoritmo de otimizacao, atualize QAXCL_ 2 para

a estimativa éfL), de forma que [1(@%2_1)) < [1(@%2)); e

(iii) Interrompa o procedimento segundo algum critério de convergéncia.

O proximo capitulo apresenta um estudo de Monte Carlo com o intuito de comparar
os vicios e os EQMs do estimador proposto com o do método de Yule-Walker. Uma
aplicagao em um conjunto de dados reais também é realizada para ilustrar a metodologia

proposta.
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4 Resultados

Neste capitulo o desempenho do estimador sugerido é comparado com o do método de

Yule-Walker e a aplicacao do mesmo ¢é ilustrada através de um conjunto de dados reais.

4.1 Simulacoes

Para avaliar o desempenho da metodologia proposta, foram simulados dois processos
PAR(1), de acordo com a Defini¢ao com s = 4 e €m ~ N(0,1). Os parametros
desses modelos sdo apresentados na Tabela [l Os dois processos sdo abordados com o
intuito de verificar se o valor de A, apresentado na Equacao proximo de 1 interfere
na qualidade do estimador, isto ¢, se a possibilidade do processo estar proximo da regiao

de nao-causalidade influencia negativamente nas estimativas dos parametros.

Foram feitas 1000 replicagoes com tamanhos amostrais N = 30,65 e 100. A linguagem
de programacdo utilizada nas simulagoes foi FORTRAN90, enquanto a confeccao dos

graficos foi realizada no software R 2.8.1.

O algoritmo utilizado para maximizar a funcao de log-verossimilhanca aproximada
4(0) (Equacio e encontrar 0,4, necessita de uma estimativa inicial do vetor paramé-
trico #. Para tal, neste artigo, utilizou-se o estimador de Yule-Walker, éyw, apresentado
em MCLEOD| (1994)). Vale ressaltar que qualquer estimador de baixo custo computacional
pode ser utilizado como ponto de partida. Como exemplo, é possivel utilizar o estimador

robusto proposto por SARNAGLIA; REISEN; LeVY-LEDUC (2009).

Os valores absolutos dos vicios e os EQMs das estimativas dos parametros para os
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Tabela 1: Parametros dos Modelos 1 e 2.

Parametro Modelo 1 Modelo 2

(v 0.9 1.5
@ 0.8 0.8
(8) 0.7 1.2
() 0.6 0.5
A 0.3024 0.72

dois modelos sao apresentados nas Tabelas 2| e 3l Para efeito de comparacao, também sao

apresentados os resultados da estimativa inicial nessas tabelas.

Tabela 2: Vicios e EQMs das estimativas dos coeficientes do Modelo 1.

QYW QAL
Periodo N |Vicio] EQM |Vicio] EQM
N=30 0039 00228  0.0300 0.0234
N =65 00172 0.0100  0.0126 0.0098
¢! =09 N =100 0.0091 0.0061  0.0075 0.0060
N=30 0.0081 0.0158  0.0007 0.0147
N =65 0.0001 0.0068  0.0033 0.0066
¢’ =0.8 N =100 0.0006 0.0045  0.0019 0.0044
N=30 00154 0.0156  0.0078 0.0143
N =65 0.0072 0.0065  0.0034 0.0063
¢ =0.7 N =100 0.0044 0.0038  0.0018 0.0037
N=30 00162 0.0167  0.0056 0.0157
N =65 00084 0.0076  0.0033 0.0073
=06 N=100 0.0072 0.0047  0.0035 0.0045

Tabela 3: Vicios e EQMs das estimativas dos coeficientes do Modelo 2.

Oyw Oar
Periodo N |Vicio] EQM |Vicio] EQM
N =30 00942 0.0274 0.0696 0.0225
N =65 0.0414 0.0080  0.0333 0.0076
('—15 N=100 0.0233 0.0038  0.0172 0.0037
N =30 0.0203 0.0056  0.0083 0.0046
N =65 00101 0.0023  0.0049 0.0020
o =08 N=100 0.0048 0.0012  0.0016 0.0011
N =30 00191 00075  0.0065 0.0058
N =65 0.0085 0.0025 0.0038 0.0022
o =12 N=100 0.0031 0.0016  0.0003 0.0015
N =30 0.0310 0.0054 0.0135 0.0038
N =65 00128 0.0018  0.0062 0.0016
#M =05 N=100 0.0095 0.0011  0.0050 0.0010
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Os resultados apresentados na Tabela [2| indicam que, principalmente para valores de
N pequenos o estimador proposto possui vicio menor que o estimador de Yule-Walker.
Porém, para maiores tamanhos amostrais, o vicio de ambos tende a zero. Essa proximi-
dade entre os vicios para valores de NN suficientemente grandes pode indicar que ambos
sao assintoticamente nao viesados. O EQM do estimador proposto é, em geral, menor
que o de Yule-Walker. No entanto, ao aumentar o tamanho da amostra reduzem-se e
aproximam-se os valores dos EQMs. Portanto, os resultados empiricos indicam que o
estimador proposto, bem como o de Yule-Walker, sao assintoticamente consistentes. Essa
evidéncia empirica nao é surpresa, pois, de acordo com SARNAGLIA; REISEN; LéVY-LEDUC
(2009), o estimador de Yule-Walker também ¢é assintoticamente equivalente ao estimador

de maxima verossimilhanca.

A Tabela 3| apresenta estimativas do Modelo 2, onde os parametros tém valores pro-
ximos a nao-causalidade. Nota-se que os resultados dos vicios e dos EQMs sao maiores
e menores, respectivamente, comparados com os valores descritos na Tabela [2[ (Modelo
1). Entretanto, a interpretacao do desempenho empirico dos estimadores é equivalente a
do Modelo 1. Isto é, o vicio de 047 ¢ menor que o de éyw, e ambos possuem valores de

EQMs préoximos para valores grandes de N.

As Figuras [2| e [3] ilustram as situacoes mais extremas dos casos aqui estudados. Na
Figura [2| tem-se o gréifico da distribuicao empirica das estimativas dos parametros do

Modelo 1 com N = 30, enquanto a Figura[3|mostra a distribui¢ao empirica das estimativas

do Modelo 2 para N = 30.

Através das Figuras [2] e [3] vé-se que as estimativas sao ligeiramente viesadas, sendo
que o menor vicio é obtido quando utilizado o estimador proposto. Além disso, nota-se
que, quando o processo encontra-se perto da regiao de nao-causalidade, as distribuicoes
dos estimadores tendem a ser menos simétricas, sendo que quando utiliza-se as equacoes
de Yule-Walker para obter as estimativas, o grau de assimetria é maior. Na Figura |3| fica

mais evidente a menor variabilidade do estimador proposto.

E importante lembrar que, com base em estudos de melhores estimativas iniciais
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Figura 3: Distribuicoes empiricas das estimativas do Modelo 2, com N = 30.
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para o vetor € e utilizando-as no algoritmo de estimacao, os resultados obtidos para a
metodologia proposta podem ser melhorados e o tempo de execucao do algoritmo pode ser
diminuido. A préxima se¢ao apresenta a ilustracdo da metodologia proposta aplicando-a

em um conjunto de dados reais.

4.2 Aplicacao

Como ilustracao da metodologia de Whittle, os dados da vazao média trimestral do
rio Castelo, Castelo-ES, referentes aos anos de 1938 até 2006 sao analisados. Essa série
temporal pode ser obtida através do Sistema de Informagoes Hidrologicas (HIDROWEB),
disponiveis no endereco eletronico http://hidroweb.ana.gov.br/. Frequentemente, dados
de hidrologia apresentam variancia nao-constante e, por esse motivo, diversos autores
consideram transformacoes nao-lineares dos dados com o intuito de estabilizar a variancia
da série. A Figural[d mostra o grafico de evolucao e o histograma da vazao média trimestral

e do logaritmo dessa série.
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Figura 4: Evolucao e histograma da série e do logaritmo da mesma.

Pela Figura |4 pode-se notar que a distribuicao dos dados originais ¢ assimétrica o que,

a principio, nao permitiria a utilizacao da metodologia proposta por este estudo. Porém,
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para o logaritmo da série percebe-se, empiricamente, um comportamento simétrico. A
Tabela [4] apresenta o resultado do teste de Jarque-Bera aplicado aos dados originais e ao

logaritmo da série para verificar a normalidade de ambos conjuntos de dados.

Tabela 4: Teste de Jarque-Bera para a série e o logaritmo da mesma.

Dados Est. Test. g.l. p-valor
Originais ~ 218.65 2 <2.2x 10710
Logaritmo 2.23 2 0.33

Através da Tabela [4] percebe-se que nao se pode rejeitar a hipotese de normalidade
para o logaritmo da série. Dessa forma, é possivel aplicar a metodologia proposta a esse
conjunto de dados. Foi ajustado o modelo PAR(1) ao logaritmo da vazao média trimestral,
e as estimativas obtidas sdo apresentadas na Tabela[5] A Tabela[6]e a Figura [5] mostram,
respectivamente, o resultado do teste de Ljung-Box e os qgplots para os residuos do modelo
PAR ajustado aos dados utilizando o método proposto para verificar, respectivamente, a

independéncia e a normalidade dos mesmos.

Tabela 5: Estimativas de Yule-Walker (YW) e de Whittle (AL).

Estimativas
Método ¢§1) cbﬁ” 53) ¢§4>
YW 0.348 0.503 0.646 0.607
AL 0.365 0.512 0.660 0.529

Tabela 6: Resultado do teste de Ljung-Box para os residuos.
lag =20 ¢:1(1) ¢1(2) ¢1(3) ¢1(4)
p-valor 0.83 046 0.11 0.40
Est. Test 14.06 20.01 27.92 20.89

Através da Tabela [5] nota-se que ambos procedimentos forneceram estimativas proxi-
mas. Por meio da Tabela [6] e da Figura [5] percebe-se que o estudo do ajuste do modelo
(analise residual), estimado pela metodologia proposta, nao evidenciou nenhuma anomo-

lia, isto ¢, os residuos nao violaram os pressupostos da modelagem.
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Figura 5: Qgplot dos residuos da modelagem.
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5 Consideracoes Finazis

Neste capitulo sao apresentadas as principais conclusoes obtidas neste estudo. Tam-
bém sao apresentadas sugestoes de trabalhos futuros e de linhas de pesquisa ja iniciadas

por este trabalho.

5.1 Conclusoes

Esta pesquisa aborda a estimacao de modelos periddicos autorregressivos, baseada
no dominio da frequéncia, motivado principalmente pela falta de estudos nessa area e
pela importancia que processos periddicos tém ganhado recentemente em andlise de séries

temporais.

A proposta se baseia em maximizar uma funcao objetivo baseada na matriz espectral
h(w) e no estimador de h(w), P,.(w). Assintoticamente, essa fungdo coverge para a
funcao de log-verossimilhanca dos processos periodicamente correlacionados. O estimador
sugerido é o ponto do espaco paramétrico que maximiza a fungao objetivo. Para tamanhos
amostrais suficientemente grandes, o estimador proposto se aproxima do estimador de

méaxima verossimilhanca.

Os resultados de simulacao indicam que, empiricamente, em geral, o estimador pro-
posto tem vicio e EQM significativamente pequenos comparados com o estimador de Yule-
Walker, caracteristicas essas que podem ser melhoradas através da utilizagao de outros
estimadores de baixo custo computacional como estimativas iniciais do vetor paramétrico

f como ponto de partida do algoritmo de maximizacao.
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5.2 Estudos Futuros

Este trabalho motiva as seguintes linhas de pesquisa: estudos de processo periodicos
com outliers, com diferentes estruturas de dependéncia, com observacoes faltantes, com

diferentes estruturas de erros entre outras.
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Anexos

Prova do Lema

Suponha que ¥ seja uma matriz block toeplitz de dimensao (2N — 1)s x (2N — 1)s
com entradas dadas por [X];; = I'(k — j) . Suponha que a Suposicao [1|seja valida. Entdo
(1) = fo% f(w)e™ dw, onde f(w) = 5= >0 T(7)e ™. Tem-se que I e f sdo matrizes

s X 8.

Suponha que a matriz f(w) satisfaz a Suposigao 2 2 Entao, para cada w, a matriz
inversa de f(w) existe e ¢ dada por 7' (w). Sejam a(7) = f% f~(w)e“ dw os coeficientes
da série de Fourier f~'(w) =377 __a(r)e 7. Considere a matriz block toeplitz A com

entradas dadas por [A],; = a(k — j)/47% e o produto C = LA, entio as entradas de C

sao dadas por

N .
_ a(m — j)
{C}y; = mZZIF(k—m)T
1 N 2 2 ]
= RZ { / e km)dw] { /0 fl(A)eZMmJ)dxH (5.1)
m=1
1 N 27 2w (k 2 (Aw)
_ w—j w(A=w) d o d\
w i f r e
1
_ 4_/ / { )itk ”)Z [ }dwd)\ (5.2)
| N N 97\ 2
~ 4—22 wll 1( ’(k‘”ll —iNiy) Z m Alz_wll (W) (5.3)
1=11=1 m=1
onde w; =\, = QW“, l=1,...,N, sao as frequéncias de Fourier.

A igualdade [5.2) é valida desde que as duas integrais em [5.1] existam, isso ocorre pois

> T}l < oo (Suposigao [1) e det{f(w)} # 0, w € [0,27) (Suposicao . Isso
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possibilita a passagem da soma pra dentro da integral. A aproximacao em é feita

através da soma de Reimann que, quando N — oo, converge para a integral em

E bem conhecido e pode ser encontrado em |WEI (1994), pag. 210, o fato de que

N, I, =1l

N N
E ez?ﬂlgm/N —2rlim/N _ E 6Ml2€ wy E ezm()\l2—wll) —

m=1 m=1 0, ll 7é l2

Portanto vem que

2
ks
WE
Mz

2
[C]kg { Wll /\l k‘*’h_f)‘lz)z lm()‘ZQ_Wll (%) }
I1=11l2=1
N
1 —1 1(kw;—JA 47T2
= H;{f(wl)f (A)e szvﬁ
1 N 471'2
R o— f(27rl/N)f‘1(ZWZ/N)eZQWI(k‘j)/N—}
>4
4 — N
N
1 { Y
- I 67,27rl(k—j)/N_}
2 Z SXS
47 = N
1 47?2

Portanto, tem-se que A é a inversa assintotica de X, pois é possivel tornar C = YA
mais proximo de Iy, ns bastando tomar N suficientemente grande. De modo anélogo

vé-se que C = AY = Inoxns.
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Prova da Proposicao
Para qualquer vetor y, tem-se que o termo
LyTZ_ly = L151“ (yTE_ly) = Ltr (E_lny)
2N 2N 2N
1 N N
= —t Y em m 5.4
N N
1 a(k —m) T
~ —t m 5.9
ST I E=S) s

_ itr{ /0 - fl(w)P(w)dw}

onde PLo) =[S o] = 2

= ZT:_(N_I) f(T)e*“‘” é o periodograma. Tém-se que, pelo

Lema (1, quando N — oo, a Equacao [0.5| é exatamente a Equacao [5.4, o que prova a

Proposicao [I}



