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Resumo
A estat́ıstica scan espacial é a técnica mais comumente utilizada para detec-

ção de clusters. Várias extensões desta técnica foram desenvolvidas, buscando

flexibilizar o espaço de busca dos clusters assim como melhorar a precisão

da sua detecção. Uma das extensões da estat́ıstica scan mais recentes, de-

nominada Voronoi Based Scan (VBScan), se propõe a detectar clusters para

o caso de dados pontuais do tipo caso-controle utilizando árvores geradoras

mı́nimas. Outros esforços estão sendo empregados no sentido de utilizar a

estat́ıstica scan no problema de detecção de múltiplos clusters.

Neste trabalho, propõe-se um método, baseado no VBScan, para detecção da

partição de um mapa consistindo de dados pontuais do tipo caso-controle.

O método visa identificar e delinear todas as múltiplas anomalias significa-

tivas, que podem ser de alto ou baixo risco. Neste novo método utiliza-se

o VBScan recursivamente sobre um mapa com dados pontuais do tipo caso-

controle, através de um procedimento bi-objetivo.

O método foi testado em diferentes mapas simulados, particionados em di-

ferentes números de componentes. O poder de detecção e o matching (uma

medida de overlap entre as partições verdadeiras e as detectadas) foram ava-

liados. O método também foi aplicado em dois conjuntos de dados reais.

O método mostrou-se rápido e com boa precisão na determinação das parti-

ções.

Palavras-chave: Árvore geradora mı́nima; Estat́ıstica scan espacial; Multi-

objetivo; Voronoi.
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Abstract

The spatial scan statistic is the most commonly used technique for detecting

clusters. Several extensions of this technique have been developed, seeking

flexibility in the search space of the clusters, as well as improvement in the

accuracy of the detection. One of the recents extensions of the scan statistic,

called Voronoi Based Scan (VBScan), aims to detect clusters in a map con-

sisting of point event data (case-control). Other efforts are being employed

in order to use the scan statistic in the problem of detection of multiple clus-

ters.

In this work, we developed a method based on the VBScan to detect the

partition of a map consisting of point-event data (case-control). The method

aims to identify all significant multiple anomalies, which can be of high or

low risk. In this new method, we use the VBScan recursively on the map

with case-control point-event data, através de um procedimento bi-objetivo.

Our method was tested on different simulated maps and partitioned into

different numbers of components. We evaluate the power of detection and

matching (a measure of overlap between the true and detected partitions).

We also apply the method on two case studies.

The method is fast, with good accuracy determination.

Keywords: Minimum spanning tree; Multi-objective; Spatial scan statistics;

Voronoi.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Considerando a distribuição geográfica da incidência de algum fenômeno de

interesse, como casos de doenças ou de homićıdios, a verificação de padrões

anômalos nesta distribuição é de extrema importância para que se possa

planejar poĺıticas de intervenção em saúde ou segurança pública.

Estudos referentes a conglomerados espaciais que apresentam discrepância

na ocorrência do fenômeno de interesse são encontrados em diversos traba-

lhos. Neste texto, conglomerados espaciais serão tratados pela palavra em

inglês, clusters, como já é bastante usual nesta área de pesquisa.

Para um bom entendimento do referencial teórico sobre o assunto de inte-

resse dessa tese, a próxima seção se propõe a explicar o método da Estat́ıstica

Scan Espacial, a principal técnica utilizada na detecção de clusters.

1.1 Estat́ıstica Scan Espacial

Nesta seção faremos uma breve revisão da estat́ıstica scan clássica introduzida

em Kulldorff (1997).

Considere um mapa dividido em m regiões R1, . . . , Rm, com população
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total N e número total de casos C, para o fenômeno de interesse. Assuma

ainda que a população e o número de casos em cada uma das regiões sejam

também conhecidos e denotados por ni e ci com i ∈ {1, . . . ,m}, respecti-

vamente. Define-se como zona qualquer subconjunto conexo de regiões do

mapa em estudo. Seja Z o conjunto de todas as zonas do mapa. Com a su-

posição de que os casos se distribuem no mapa segundo o modelo de Poisson,

temos que o número de casos Ci em cada região Ri é uma variável aleatória

de Poisson, cujo parâmetro µi é dado por C
ni

N
. Note que µi é o número

esperado de casos na região Ri.

O procedimento proposto por Kulldorff constitui-se na construção de um

teste de hipótese, cuja hipótese nula é a de não existência de cluster no mapa

em estudo, enquanto que a hipótese alternativa pressupõe a existência de pelo

menos um cluster no mapa em estudo. Trata-se do clássico teste da razão de

verossimilhança.

Pode-se mostrar que a razão entre a função de verossimilhança sob a

hipótese alternativa e a função de verossimilhança sob a hipótese nula para a

distribuição de casos em alguma zona z em estudo, é dada por (veja Kulldorff

(1997)):

LR(z) =


(
cz
µz

)cz (C − cz
C − µz

)C−cz

se cz > µz

1 caso contrário

(1.1)

A zona z mais verosśımil é aquela que maximiza a função LR(z) com

respeito ao conjunto Z. Desta forma, a estat́ıstica de teste fica definida por

max
z∈Z

LR(z).

Em geral, a função LR(z) assume valores muito grandes. Para amenizar

esse problema, utiliza-se o logaritmo da razão de verossimilhança, LLR(z).

Dado que a função logaritmo é monotonicamente crescente, a zona z que

2



maximiza LR(z) também maximiza LLR(z). A expressão para LLR(z) é

dada por:

LLR(z) =

 cz log

(
cz
µz

)
+ (C − cz) log

(
C − cz
C − µz

)
se cz > µz

0 caso contrário

(1.2)

É importante salientar que identificar a zona mais verosśımil não cons-

titui em identificar um cluster. Precisa-se ainda verificar a sua significância

estat́ıstica para que a zona detectada seja considerada como cluster.

A significância estat́ıstica da zona mais verosśımil identificada nos dados

observados é calculada através de simulação Monte Carlo, de acordo com o

procedimento descrito em Dwass (1957). Sob a hipótese nula, casos simulados

são distribúıdos sobre a região em estudo e a estat́ıstica de teste é calculada.

Este procedimento é repetido uma grande quantidade de vezes, com o obje-

tivo de produzir uma distribuição emṕırica para a estat́ıstica de teste, sob a

hipótese nula. O valor da estat́ıstica de teste nos dados observados é então

comparado com essa distribuição emṕırica afim de determinar seu ńıvel de

significância (o valor p).

A cardinalidade do conjunto Z, definido anteriormente, para um mapa

dividido em m regiões, pode ser muito grande. Note que existem 2m − 1

posśıveis subconjuntos de regiões, dos quais deveŕıamos verificar quais são

conexos, para construir o conjunto Z. Param da ordem de algumas centenas,

esta tarefa já seria computacionalmente árdua.

Desta forma, alguma técnica para redução do espaço de busca deve ser

utilizada. A técnica mais utilizada para este fim é denominada Scan Espacial

Circular (Kulldorff & Nagarwalla (1995)). Nesta técnica, a redução do espaço

de busca é feita através de janelas circulares centradas em cada um dos

3



centróides1 do mapa em estudo. O raio do ćırculo varia de zero até um raio

máximo segundo alguma métrica pré-estabelecida.

O método Scan Espacial como apresentado aqui, está definido para in-

formações agregadas por regiões no mapa em estudo. No entanto, os dados

dispońıveis sobre o fenômeno de interesse nem sempre se apresentam desta

forma, podendo aparecer em outros formatos, como descrito na próxima se-

ção.

1.2 Tipos de dados

1.2.1 Dados agregados (ou dados de área)

Nesse tipo de dados, uma região de estudo é dividida em subregiões não

sobrepostas (tais como bairros, munićıpios, setores censitários etc.). Cada

subregião é geo-referenciada por um ponto arbitrário em seu interior (cen-

tróide). Comumente, associam-se a cada um desses centróides, o número de

casos e a população referente à subregião que ele representa. Podem-se tam-

bém agregar, às contagens de casos e populações, variáveis sócio-econômicas,

ambientais, f́ısicas, biológicas etc. Esse é o tipo mais comum de dados dispo-

ńıveis, uma vez que, na maioria das vezes, a localização exata dos indiv́ıduos

não está dispońıvel publicamente.

1.2.2 Dados pontuais

Nesse tipo de dados, a localização dos objetos em estudo (por exemplo, casos

de doença, casos de homićıdio etc.) são, individualmente, representados por

1Um centróide é um ponto arbitrário dentro de cada região que compõe o mapa em

estudo.
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coordenadas bi-dimensionais em um mapa no R2. Aqui, como no caso de

dados agregados, pode-se associar a cada objeto outras variáveis de interesse

(idade, gênero etc.).

1.2.3 Dados pontuais (caso-controle)

É similar à definição anterior, entretanto alguns indiv́ıduos são classificados

como casos, ou seja, possuem a caracteŕıstica de interesse do estudo, ao passo

que os outros indiv́ıduos são classificados como controles.

1.3 Referencial teórico

Os principais métodos para detecção de clusters espaciais foram revistos em

Elliott et al. (1995), Waller & Jacquez (1995), Lawson & Kulldorff (1999),

Moore & Carpenter (1999), Glaz et al. (2001), Lawson (2001),

Balakrishnan & Koutras (2002), Buckeridge et al. (2005), e mais recente-

mente em Duczmal et al. (2009).

Algoritmos para a detecção de clusters são ferramentas úteis em estu-

dos etiológicos, conforme Lawson et al. (1999). Para a advertência ante-

cipada de surtos de doenças infecciosas, resultados podem ser encontrados

em Duczmal & Buckeridge (2006); Kulldorff et al. (2005, 2006, 2007) e Neill

(2009).

A estat́ıstica scan espacial de (Kulldorff (1997)), utilizada para a detecção

de clusters, está implementada no software SaTScan (Kulldorff (1999)). A

precisão das estimativas de valor p fornecidas pelo Scan Circular é discutida

em Abrams et al. (2010). Em Almeida et al. (2011) é proposta uma corre-

ção no cálculo do valor p da estat́ıstica scan acrescentando a informação do

tamanho dos clusters candidatos.
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Várias tentativas têm sido desenvolvidas para relaxar a suposição da

forma circular do cluster. A estat́ıstica scan ULS proposta em Patil & Taillie

(2004) controla a excessiva liberdade na forma geométrica de posśıveis candi-

datos através de uma razão que divide o número de casos pela população de

risco na área em estudo. Em Modarres & Patil (2007) discute-se uma exten-

ção da estat́ıstica scan ULS para dados bivariados. Em Duczmal & Assunção

(2004) é proposto a utilização de um algoritmo Simulated Annealing, visando

obter a solução que maximiza a estat́ıstica espacial scan. A estat́ıstica scan

FS proposta em Tango & Takahashi (2005) faz uma busca exaustiva de todos

os clusters conectados de primeira ordem contidos num conjunto abrangendo

os K vizinhos mais próximos de uma dada região. A técnica Scan Circular

foi estendida para o caso de clusters com forma eĺıptica em Kulldorff et al.

(2006), permitindo assim a detecção de clusters de forma alongada. Em

Assunção et al. (2006) é proposto um método para detecção de clusters,

baseado em Árvores Geradoras Mı́nimas. Uma medida para avaliar o grau

de regularidade de posśıveis soluções, denominada compacidade geométrica,

é apresentada em Duczmal et al. (2006). Neste trabalho, ela é utilizada

em associação com o algoritmo Simulated Annealing. Em Duczmal et al.

(2007), esta medida é associada a um algoritmo genético visando maximi-

zar o produto entre a medida de compacidade geométrica e a LLR(z). Em

Yiannakoulias et al. (2007) é proposta uma nova medida de avaliação de

regularidade da forma do cluster, uma penalização topológica. Entretanto,

utilizam uma técnica de otimização mais simples, um algoritmo guloso. Em

Moura et al. (2007) desenvolve-se um método para analisar mais profunda-

mente os vários ńıveis de agrupamentos que surgem naturalmente em mapas

divididos em m regiões. Ao invés de usar um algoritmo genético, este método

incorpora a simplicidade do scan circular, sendo hábil também para detectar
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cluster irregulares. Em Neill (2008) é proposta uma forma computacional-

mente mais eficiente de busca de soluções. Uma abordagem mais recente

utiliza medidas para avaliar a regularidade na forma de posśıveis soluções

através de técnicas multi-objetivo (Duczmal et al. (2008); Cançado et al.

(2010); Duarte et al. (2010)).

Em Sahajpal et al. (2004) apresenta-se um algoritmo genético para en-

contrar clusters formados pela interseção de ćırculos de diferentes tamanhos

e centros em dados pontuais. Em Conley et al. (2005) é proposto um algo-

ritmo genético para explorar uma configuração espacial de múltiplos aglome-

rações de elipses em mapas de dados pontuais. Em Wieland et al. (2007) é

proposto um método baseado em árvore geradora mı́nima e no diagrama de

Voronoi, para dados pontuais caso-controle.

Em Demattëı et al. (2007) é proposto um método baseado na constru-

ção de uma trajetória para a detecção de múltiplos clusters utilizando a

estat́ıstica espacial scan em dados pontuais. Nos estudos em que há a coe-

xistência de múltiplos clusters, deparamo-nos com o problema do efeito de

sombra que um cluster pode causar sobre o outro. Em Zhang et al. (2010)

é proposto um procedimento sequencial para detecção de clusters no qual,

na eventualidade da existência de múltiplos clusters, o grau de significância

de cada um deles é obtido de forma mais precisa. O procedimento remove o

efeito do cluster mais significativo, em um passo, sobre os clusters com menor

significância, no passo posterior, pela exclusão sequencial dos clusters detec-

tados anteriormente. Esta metodologia apresentou maior poder de detecção

do cluster secundário do que o método scan circular sem o procedimento

proposto. Li et al. (2011) apresentam uma técnica alternativa ao procedi-

mento sequencial anterior, adotando uma estat́ıstica de teste única adaptada

ao número de clusters presentes na área em estudo. A hipótese alternativa
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é ajustada à presença de dois ou mais clusters. A técnica se mostrou com

maior poder de detecção do que o método sequencial e com maior precisão

no delineamenteo dos múltiplos clusters coexistentes.

Desta revisão, notamos que as técnicas de detecção de clusters podem

evoluir para procedimentos mais eficientes e menos onerosos computacional-

mente e que há uma carência em trabalhos que apresentam técnicas para

procedimentos de detecção de múltiplos clusters em dados pontuais do tipo

caso-controle.

Esta tese propõe uma técnica para particionar um mapa em estudo de

dados pontuais do tipo caso-controle identificando todas as múltiplas ano-

malias que sejam significativas, ou seja, com risco de ocorrência acima ou

abaixo daquele que previamente seria esperado.

1.4 Organizacão da Tese

Esta tese está organizada da seguinte forma. No caṕıtulo 2 descreve-se com-

pletamente o método Voronoi Based Scan (VBScan). No final do caṕıtulo

apresenta-se a motivação para seu uso na detecção de múltiplas anomalias

espaciais. No caṕıtulo 3 apresenta-se e descreve-se um método para detecção

e inferência de partições, baseado no VBScan, utilizando uma abordagem

multi-objetivo. No caṕıtulo 4 apresenta-se resultados de simulações para tes-

tar a eficiência do método. Essa eficiência é medida em termos de poder e em

termos do matching, uma medida apresentada para verificar a similaridade

entre a partição verdadeira e a detectada. No caṕıtulo 5 aplica-se o método

em dois conjuntos de dados reais e analisamos os resultados obtidos. Final-

mente no caṕıtulo 6 faz-se as considerações finais desta tese e apresenta-se as

perspectivas de trabalhos futuros.
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Caṕıtulo 2

Voronoi Based Scan (VBScan)

Aqui descreve-se um método de detecção de clusters espaciais para dados do

tipo caso-controle, denominadoVoronoi Based Scan - VBScan (Duczmal et al.

(2011)).

A idéia de empregar uma Árvore Geradora Mı́nima (AGM), a fim de ca-

racterizar clusters, já foi utilizada em Assunção et al. (2006), no contexto

de dados de áreas. Para lidar com conjuntos de dados pontuais, a aplicação

da estat́ıstica scan requer uma definição própria da densidade populacional

relacionada a cada caso. Como um único raio de ćırculo não é adequado

para estimar a densidade populacional em todas as regiões, devido a hete-

rogeneidade na distribuição geográfica da população, um procedimento de

correção é necessário. O procedimento proposto por Wieland et al. (2007)

faz uma transformação não-linear do mapa, levando a um novo mapa com a

distribuição dos controles aproximadamente homogênea. Esse procedimento

é computacionalmente intensivo. No método VBScan, um procedimento mais

simples para a estimação de densidade populacional é proposto.

O método VBScan, baseia-se na construção do que se denomina diagrama

de Voronoi. Para maior entendimento deste procedimento, o diagrama de
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Voronoi será definido formalmente a seguir:

Definição 2.1 (Diagrama de Voronoi): considere um conjunto A de n

pontos em R2, A = {Ai}, i = 1, . . . , n. Dado um elemento Aj ∈ A, considere

o lugar geométrico de todos os pontos em R2 que são mais próximos de Aj,

segundo a métrica euclidiana, do que de qualquer Ai com i ∈ {1, . . . , n} e

i ̸= j. Este lugar geométrico é denominado por célula de Voronoi associada

ao ponto Aj. A coleção de todas as células de Voronoi, associadas a cada

um dos pontos do conjunto A, determina o diagrama de Voronoi associado

a este conjunto de pontos.

De posse do diagrama de Voronoi, uma nova métrica entre dois pontos,

denominada distância de Voronoi, será definida, de forma a transformar o

mapa com densidade populacional heterogênea em homogênea.

Definição 2.2 (A Distância de Voronoi): dados dois pontos ci e cj, com

i ̸= j, pertencentes ao conjunto de pontos em estudo, define-se a distância

de Voronoi entre eles, δ(i, j), como o número de arestas do diagrama de

Voronoi1 interceptadas pelo segmento de reta que liga ci e cj.

O método VBScan inicia-se pela construção de um diagrama de Voronoi

para um conjunto de dados do tipo caso-controle, considerando todos os

pontos. Neste momento, o interesse é conhecer a distância de Voronoi entre

todos os casos do mapa em estudo, com os objetivos de estabelecer uma

estratégia para estimar a densidade populacional para cada caso e determinar

os candidatos a clusters.

1Segmentos que limitam as células de Voronoi.
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2.1 Estimação da densidade populacional

Seja ci = (xi, yi), com i = 1, . . . , n, a localização de n casos numa região

de estudo. Considere as arestas ponderadas da AGM de Voronoi (AGMV)2

obtida destes casos e tome a aresta mı́nima dentre as que incidem em ci, um

destes casos. Seja ωi = 2r, o peso desta aresta. A estimativa populacional

associada ao caso ci será dada pela área do ćırculo de raio r, ou seja, πr2.

Este ćırculo, será denotada por C(ci, r). Desta forma, a definição da distância

de Voronoi contém a informação necessária para calcular, aproximadamente,

a função da densidade local da população heterogênea, para uma escolha

adequada de vizinhos de cada caso individualmente.

Proposição 2.1 Considere um conjunto de casos D e sua correspondente

AGMV, denotada por V. Seja TS um subgrafo conectado de V. Denote por

f(ci) a densidade de população local em ci ∈ S, em que S é o conjunto de

nós de TS. Para cada caso ci ∈ S, seja ωi o peso mı́nimo das arestas em

V que incidem em ci e B =
∪

C(ci, ωi/2). A população local de S pode ser

aproximada por

∫
B
f(x)dx =

1

4

∑
ci∈S

πω2
i .

Isso define uma “região de influência” do cluster candidato S através da

composição das regiões de influência de cada caso, que são definidos como

regiões circulares, com raio ωi/2 escolhido tão grande quanto posśıvel, tal

que não exista interferência entre ćırculos vizinhos na AGMV.

Nota-se ainda que essa definição é robusta no seguinte sentido. Considere

duas situações: na primeira, um conjunto de casos D espalha-se uniforme-

mente num mapa de controles, e na segunda, um conjunto de casos D′ com o

mesmo número de pontos e forma global de D, mas geograficamente menor,

2AGM cujos pesos são definidos pelas distâncias de Voronoi.
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está inserido no mesmo mapa de controles. É fácil ver que as regiões de in-

fluência do cluster associado a D é maior do que as correspondentes regiões

de influência associada com D′, como podeŕıamos esperar.

Vamos utilizar essa informação para estimar o número de controles indi-

viduais sob a “região de influência” de cada caso individual que, por sua vez,

permitirá o uso da estat́ıstica scan e também para definir um algoritmo de

busca de clusters empregando a AGMV.

Com essa proposta, o cálculo da distância de Voronoi e de todas as en-

tidades associadas pode ser realizado com algoritmos polinomiais eficientes.

Utilizando a AGMV, a detecção de clusters do fenômeno de interesse pode

ser realizada muito rapidamente.

No procedimento do cálculo das distâncias de Voronoi, algum segmento

pode interceptar tangencialmente alguma das células de Voronoi. Assim, um

problema pode ocorrer no cálculo de δ(i, j). Porém, esse problema ocorre

raramente, supondo que as coordenadas dos pontos seguem um padrão alea-

tório. Uma estratégia de correção foi implementada.

No próximo caṕıtulo é proposta uma definição alternativa para estimar

a população de controles associada a cada caso, que, como será explicado,

apresenta vantagens em relação à definição deste caṕıtulo.

2.2 Conjunto dos posśıveis clusters no espaço

de coordenadas

Seja D o conjunto dos casos pertencentes ao mapa em estudo. Na tentativa de

identificar quais subconjuntos de D são verosśımeis a ponto de constituir um

cluster, o seguinte procedimento heuŕıstico é aplicado aqui: um subconjunto

S de D forma um candidato a cluster se a menor distância que separa os
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conjuntos S e D − S é maior que a distância máxima interna de S, em que

D − S é o subconjunto de D retirado todos os pontos de S. Portanto, um

cluster potencial é um subgrafo conectado com estrutura de árvore ligando

casos no espaço de domı́nio. O algoritmo proposto constrói um conjunto de

sub-árvores da árvore geradora mı́nima do grafo completo dos casos, definindo

um subconjunto do espaço de clusters em potencial.

Formalmente, seja D = {ci; i = 1, . . . , n}, em que n representa o número

total de casos do fenômeno de interesse no mapa em estudo, cuja localiza-

ção geográfica é dada pelo par ordenado (xi, yi). Define-se o grafo completo

ponderado G(D) = (V , E) com conjunto de vértices V = {ci; ci ∈ D}, e con-

junto de arestas E = {(ci, cj); ci, cj ∈ D, i ̸= j}. Cada aresta (ci, cj) ∈ E tem

peso definido pela distância de Voronoi, δ(i, j). Uma árvore geradora mı́nima

(AGM) de um grafo completo G(D) pode ser definida como um conjunto mi-

nimal de arestas de G(D) que conecta todos os vértices com distância mı́nima

total. A árvore geradora mı́nima de Voronoi (AGMV), do grafo ponderado

G(D) definido acima, é uma AGM com a menor distância total de Voronoi.

Um conjunto de valores discretos caracteriza as distâncias de Voronoi.

Isso pode causar o surgimento de múltiplas soluções muito fequentemente.

Este efeito é eliminado ordenando as arestas de peso idênticos de acordo com

a distância euclidiana. Esse procedimento garante o seguinte lema, que é

uma extensão do resultado proposto por Wieland et al. (2007):

Lema 2.1 Assuma que a distância Euclidiana entre dois pontos quaisquer,

pertencentes a um conjunto P, é diferente de qualquer outra distância entre

dois pontos do mesmo conjunto. Então o conjunto dos clusters em potencial

estão em correspondência biuńıvoca com os componentes conectados entre

todos os grafos Tw′ com Tw derivado da AGMV, retirando-se todas as arestas

tendo peso maior que w.
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Demonstração: Ordene os pesos w das arestas de AGMV no sentido de-

crescente, desempatando pela distância euclidiana. O restante da prova segue

um procedimento análogo ao que foi realizado considerando a distância eu-

clidiana (veja Wieland et al. (2007)).

O conjunto dos clusters em potencial pode ser rapidamente encontrado

utilizando um procedimento guloso de retirada das arestas, melhorando e sim-

plificando a estratégia empregada pelo método aplicado em Wieland et al.

(2007). O procedimento é: após construir a AGMV do conjunto D das loca-

lizações dos casos, remove-se, iterativamente, a maior aresta remanescente,

dando origem a dois cluster candidatos adicionais em cada iteração. Para

um mapa com n casos, obtém-se 2n − 1 clusters candidatos, incluindo os n

clusters unitários.

A Figura 2.1 mostra a distribuição espacial de 70 coordenadas, com 10

casos observados (ćırculos) e 60 controles (pontos) em um conjunto artificial

de dados e a árvore geradora mı́nima de Voronoi associada.

2

2
3

1

6

4 1

1

2

Figura 2.1: Distribuição espacial e árvore geradora mı́nima de Voronoi para um conjunto

hipotético de pontos caso-controle.
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A Figura 2.2 mostra uma visualização do procedimento guloso de retirada

de arestas para o exemplo anterior. Os sucessivos passos da retirada de

arestas estão representados com os novos clusters candidatos mostrados em

cada iteração. Os sub-grafos ligando os ćırculos preenchidos representam os

novos candidatos a clusters que aparecem em cada iteração, e os subgrafos

ligando os ćırculos não preenchidos representam os candidatos a clusters que

já apareceram em passos anteriores.

Figura 2.2: Visualização do procedimento guloso de retirada de arestas, em passos

sucessivos enumerados de 1 a 10.

Proposto o método, é necessário avaliar a significância estat́ıstica das

soluções encontradas e também avaliar quão bom o método é, através de

métricas adequadas. Na próxima seção descreve-se o processo de inferência

assim como define-se as medidas de eficiência, comumente utilizadas, para

avaliação de métodos de detecção e inferência de clusters.

15



2.3 Inferência e medidas de eficiência para o

VBScan

2.3.1 Inferência

De forma análoga ao procedimento descrito no Caṕıtulo 1, que aborda a Es-

tat́ıstica Scan Espacial, o processo do cálculo da significância do cluster mais

verosśımil do VBScan é feito da seguinte forma. Aplica-se o algoritmo do

VBScan para os dados observados e obtém-se a sua estat́ıstica de teste, deno-

minada LLRobs. Sob a hipótese de não-existência de cluster (hipótese nula),

realiza-se n distribuições aleatórias para os casos (mantendo-se fixas as coor-

denadas dos pontos), ao longo do mapa em estudo, através do procedimento

de Monte Carlo e obtém-se uma distribuição emṕırica para a estat́ıstica de

teste. Conta-se então a quantidade k de vezes que o valor da estat́ıstica de

teste, obtido sob a hipótese nula, ultrapassa o valor LLRobs. O valor p para

a solução encontrada nos dados observados é estimado por k+1
n+1

.

2.3.2 Medidas de eficiência

Espera-se que um bom método de detecção de cluster seja senśıvel o suficiente

para detectar um cluster quando este realmente existe. A eficiência do algo-

ritmo será avaliada calculando-se seu poder de detecção, sua sensibilidade e

seu valor de predição positiva (VPP).

Definição 2.3 (Poder do teste): O poder de um teste de hipóteses é defi-

nido como a probabilidade de que a hipótese nula seja rejeitada quando esta

é, de fato, falsa.

O poder do método é, então, a probabilidade de que o método detecte

um cluster quando este realmente existe. O poder será estimado através
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de simulações Monte Carlo, executando o algoritmo n vezes em cenários

artificiais, constrúıdos de forma que sabe-se que neles há a presença de um

cluster. Assim, deve-se fazer a contagem da quantidade m de vezes em que

um cluster foi detectado no mapa em estudo, visando estimar a probabilidade

desejada. Desta forma, o poder será dado pela proporção, m/n, de detecções

em relação ao número total de execuções.

Além do poder, outras medidas bastante utilizadas para avaliação da

eficiência de algoritmo de detecção de cluster são a sensibilidade e o valor de

predição positivo (VPP). Considere que os n casos, no mapa em estudo, são

denotados por D = {ci}, i = 1, . . . , n. A sensibilidade e o VPP são definidos,

aqui, como:

Sensibilidade =

n∑
i=1

1(ci ∈ Cluster Detectado ∩ Cluster Verdadeiro)

n∑
i=1

1(ci ∈ Cluster Verdadeiro)

(2.1)

V PP =

n∑
i=1

1(ci ∈ Cluster Detectado ∩ Cluster Verdadeiro)

n∑
i=1

1(ci ∈ Cluster Detectado)

(2.2)

, em que 1(.) é a função indicadora.

No próximo caṕıtulo, será apresentada uma proposta de detecção de múl-

tiplas anomalias, baseado no método VBScan. Não serão apresentados aqui

resultados numéricos que atestem a eficiência do algoritmo VBScan. Todos

as avaliações numéricas serão apresentadas em conjunto, considerando esses

dois métodos, nos caṕıtulos 4 e 5.
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Caṕıtulo 3

Multi-Objective Multiple

Clusters (MOMC-VBScan)

Este novo método proposto baseia-se na aplicação da técnica apresentada no

caṕıtulo anterior (VBScan) de forma recursiva, visando possibilitar a busca de

múltiplas anomalias, sendo elas de alto ou baixo risco, num mapa composto

por dados pontuais do tipo caso-controle. O método propõe-se, também, a

avaliar as múltiplas anomalias através de uma técnica multi-objetivo.

O método pressupõe, primeiramente, uma mudança na estimação da den-

sidade populacional, associada a cada caso, em relação à utilizada no VBScan.

Esta mudança visa, além de estimar a densidade populacional de um modo

mais preciso, identificar quais os pontos que estão sob a influência de cada

um dos casos no mapa em estudo. Nesta formulação, os pontos correspon-

dentes a controles que não estão sob influência de qualquer um dos casos,

constituirão o que, doravante, passaremos a denominar por região branca.

Definição 3.1 (A estimativa populacional): para cada caso no mapa em

estudo é calculada da seguinte forma: dado um caso ci, considere as arestas

ponderadas na AGMV, e tome a aresta mı́nima dentre todas as que incidem
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sobre ci. A população estimada associada a este caso é dada pelo próprio ci

além dos controles que estão mais próximos de ci do que de qualquer outro

caso, segundo a métrica de Voronoi, e cuja distância em relação ao caso ci

seja menor ou igual ao comprimento da aresta mı́nima incidente sobre ele,

também segundo a métrica de Voronoi.

Uma segunda alteração no VBScan é o relaxamento da restrição de busca

por clusters de alto risco (cz > µz) na função LR(z) (veja Eq. 1.1). A

intenção é que, agora, ao se utilizar o VBScan, ele seja hábil para identificar

também os clusters de baixa intensidade.

A função LR(z) fica, então, assim:

LR(z) =

(
cz
µz

)cz (C − cz
C − µz

)C−cz

(3.1)

Dado que o interesse central deste método está na identificação de múlti-

plas anomalias, introduziremos o conceito de partição do mapa em estudo.

Definição 3.2 (Partição): seja P o conjunto de pontos (caso-controle) no

mapa em estudo. Considere os subconjuntos P1, . . . ,Pk de P, tais que Pi ∩

Pj = ∅, i ̸= j e
k∪

i=1

Pi = P. Dizemos que P1, . . . ,Pk é uma partição de k

componentes do mapa em estudo.

O interesse do estudo é a detecção da partição mais significativa do mapa.

Para tanto, a expressão da LR(z) (como em 3.1) será adaptada para a situ-

ação de partição. Considere que o mapa esteja particionado em m compo-

nentes ditas z1, . . . , zm. A LR(z1, . . . , zm) desta partição, é definida como:

LR(z1, . . . , zm)=

(
C − (c1 + . . .+ cm−1)

C − (µ1 + . . .+ µm−1)

)C−(c1+...+cm−1)

×
m−1∏
i=1

(
ci
µi

)ci

=
m∏
i=1

(
ci
µi

)ci

,

(3.2)
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em que ci e µi, i = 1, . . . ,m, representam o número de casos observados e

esperados em cada componente, respectivamente.

Tomando-se o logaritmo, tem-se:

LLR(z1, . . . , zm) =
m∑
i=1

ci log

(
ci
µi

)
(3.3)

O relaxamento da restrição original na função LR(z) torna a função

LLR(z1, . . . , zm) não decrescente com respeito ao número de componentes

m. Essa propriedade é uma consequência do seguinte lema:

Lema 3.1 Sejam {u, v, x, y} ⊂ (0,+∞), então(
u+ v

x+ y

)u+v

≤
(u
x

)u
(
v

y

)v

.

Demonstração:

(
u+v
x+y

)u+v
≤

(
u
x

)u (
v
y

)v

log

((
u+v
x+y

)u+v
)

≤ log
((

u
x

)u (
v
y

)v)
(u+ v)

(
log(u+ v)− log(x+ y)

)
≤ u

(
log(u)− log(x)

)
+ v

(
log(v)− log(y)

)
u
(
log(u)− log(x)

)
+ v

(
log(v)− log(y)

)
+ (u+ v)

(
log(x+ y)− log(u+ v)

)
≥ 0.

(3.4)

Agora considere a função f : R4 → R definida por:

f(u, v, x, y) = u
(
log(u)− log(x)

)
+ v

(
log(v)− log(y)

)
+

+ (u+ v)
(
log(x+ y)− log(u+ v)

)
.

(3.5)

Se fixarmos u, v e y, teremos uma função na variável x que, por simpli-

cidade, denotaremos também por f .

Nessas condições temos

f ′(x) =
u+ v

x+ y
− u

x
=

vx− uy

x(x+ y)
.
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Resulta dáı que, o único ponto cŕıtico de f é x = uy
v
. Se x < uy

v
então

f ′(x) < 0, e se x > uy
v

então f ′(x) > 0; conclui-se que f possui um mı́nimo

global no ponto x = uy
v
. Agora vamos calcular o valor desse mı́nimo global.

f
(uy

v

)
= u (log(u) − log

(uy
v

))
+ v (log(v)− log(y))+

+ (u+ v)
(
log

(uy
v + y

)
− log(u+ v)

)
= u log

(
v
y

)
+ v log

(
v
y

)
+

+ (u+ v)
(
log

(y
v

)
+ log(u+ v)− log(u+ v)

)
= 0.

(3.6)

Como os pontos u, v e y são arbitrários, conclui-se que a função f dada

pela expressão (3.5) possui mı́nimo global que é 0. Resulta dáı e de (3.4) que

a desiguladade expressa no Lema 3.1 é verdadeira.

Desta forma, avaliar somente a função LLR(z1, . . . , zm) se torna insufi-

ciente, pois necessariamente, uma das soluções do problema seria considerar

todos os casos separadamente, ou seja, todos os pontos individuais seriam

componentes da partição do mapa. Assim sendo, a motivação da utilização

de uma técnica multi-objetivo surge naturalmente.

Dito isto, faremos na próxima seção uma descrição da abordagem multi-

objetivo.

3.1 Otimização multi-objetivo

A abordagem de otimização multi-objetivo é utilizada para modelar diver-

sos problemas reais. Consiste em encontrar soluções ótimas considerando

uma função objetivo com imagem em um espaço de dimensão superior a 1,

podendo ser formalmente definido como:
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max
x

f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x))

sujeito a: posśıveis restrições de factibilidade

Ao analisarmos um único objetivo, o conjunto imagem desta função pos-

sui elementos pertencentes à reta. Portanto, podendo ser classificados pela

ordem existente na reta. Quando partimos para uma abordagem multi-

objetivo, o conjunto imagem da função objetivo possui elementos perten-

centes ao Rn, não possuindo, então, uma relação de ordem total. Para esta-

belecer uma relação de ordem neste tipo de conjunto, definiremos o conceito

de dominância.

Definição 3.3 (Dominância): Seja f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) uma

função definida em um espaço X . Um ponto x1 ∈ X domina outro ponto

x2 ∈ X (denota-se x1 ≻ x2) se fi(x1) ≥ fi(x2), i = 1, . . . , n e se existe, pelo

menos, um ı́ndice k ∈ {1, ..., n} tal que fk(x1) > fk(x2).

De outra forma, um ponto x1 domina o ponto x2 se a avaliação de x1 for

superior que a avaliação de x2 em, pelo menos, um objetivo e não for inferior

nos demais. Se o problema for de minimização, basta trocar os sinais, na

definição de dominância por ≺, ≤, e <, respectivamente.

A Figura 3.1 ilustra o conceito de dominância, considerando a situação

na qual se deseja maximizar os objetivos f1 e f2. Na ilustração temos que

os pontos B, D e E representam soluções não dominadas, e os pontos A e C

soluções dominadas. Note que o ponto C domina o ponto A, entretanto é

dominado pelo ponto D. Observe ainda, que entre os pontos B, D e E não

existe relação de dominância.
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Figura 3.1: Conjunto de pontos ilustrando o conceito de dominância.

Uma vez definido o conceito de dominância, podemos definir a solução

Pareto-ótima, um objeto de extrema relevância na resolução de problemas

de otimização multi-objetivo.

Definição 3.4 (Solução Pareto-ótima): uma solução x∗ ∈ X é Pareto-

ótima se não existe outra solução x ∈ X , tal que x domina x∗.

Em outras palavras, uma solução é Pareto-ótima (solução não-dominada)

se não é inferior à nenhuma outra. O conjunto Pareto-ótimo é formado

por todas as soluções Pareto-ótimas. Assim, ao contrário do que ocorre em

problemas de otimização mono-objetivo, temos um conjunto de soluções que

são, em um certo sentido, ótimas. A Figura 3.2 ilustra o conceito de pontos

dominados e o de pontos que formam o conjunto de Pareto-Ótimo.
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Figura 3.2: Conjunto Pareto-Ótimo (+) e pontos dominados (•).

Voltando à questão de detecção de partições, o problema de encontrar

soluções candidatas ao melhor particionamento do mapa, será tratado como

um problema de maximização bi-objetivo, em que as funções objetivo são

definidas como: LLR, redefinida para partições (equação 3.3) , e a ∆LLR que

representa o ganho da LLR ao se acrescentar uma componente na partição

do mapa em estudo.

Na próxima seção, descreve-se o processo para se encontrar o conjunto

Pareto-ótimo (partições candidatas) para este problema.

3.2 O processo de busca de partições candi-

datas

Considere um mapa com população igual a N , sendo que, destes, n são casos.

O processo de busca das soluções candidatas às partições do mapa é descrito
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através dos seguintes passos:

(1) construa o diagrama de Voronoi para todos os casos e controles, como

descrito anteriormente no VBScan;

(2) construa a AGM dos casos utilizando a distância de Voronoi, assim

como no método VBScan;

(3) encontre a região de influência dos casos, segundo a definição 3.1. Neste

momento, o mapa é particionado em duas regiões: aquela composta por

todos os casos e controles sob sua influência, e a região desprovida de

casos (região branca), que pode não ser necessariamente conexa;

(4) calcule o valor da função LLR para a partição definida no terceiro

passo. Para essa partição define-se o valor da segunda função objetivo

como sendo ∆LLR = LLR. Esta será a primeira partição do mapa,

pertencente ao conjunto solução Pareto-ótimo do nosso problema de

otimização bi-objetivo. O valor de LLR e ∆LLR, desta primeira solu-

ção, é o ponto de partida para o cálculo do valor das funções objetivo

de todas as outras partições candidatas. Este passo é considerado o

ńıvel de recursividade zero;

(5) aplica-se o VBScan, na região de domı́nio dos casos, e encontra-se o

cluster mais verosśımil. Uma nova partição é encontrada; composta

por três componentes: a região branca, a região composta pelos casos

e controles do cluster mais verosśımil e a região composta por todos os

outros casos e controles que não pertencem à região branca e nem à re-

gião do cluster mais verosśımil. Calcula-se o valor das funções objetivos

para essa nova partição. Essa partição é uma solução fact́ıvel, candi-

data à pertencer ao conjunto Pareto-ótimo. Este passo é considerado
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o ńıvel de recursividade um;

(6) o cluster mais verosśımil, encontrado no passo anterior, é retirado

da árvore geradora mı́nima, produzindo assim, k subárvores, em que

1 ≤ k ≤ n − 1, cada uma delas com sua respectiva área de influência.

Em cada uma das k subárvores, aplica-se o VBScan, encontrando-se o

cluster mais verosśımil de cada uma delas. Nesse momento, encontram-

se novas 2k − 1 partições candidatas, sendo que cada uma delas é com-

posta por: a região branca, a região do cluster do ńıvel de recursividade

1, a(s) região(ões) do(s) cluster(s) mais verosśımil(meis) da(s) subár-

vore(s) considerada(s) e a região composta por todos os outros casos e

controles que não pertencem nem à região branca e nem à região dos

clusters encontrados em ńıveis de recursivade anteriores. Para cada

uma das partições, calcula-se o valor de suas funções objetivo, LLR e

∆LLR. Este é o segundo ńıvel de recursividade;

O passo 6 é realizado, repetidas vezes, até que se atinja um ńıvel máximo,

pré-estabelecido, de recursividade. Terminado este processo, o conjunto de

todas as soluções fact́ıveis estarão dispońıveis.

(7) determina-se o conjunto Pareto-ótimo das soluções fact́ıveis encontra-

das, até o ńıvel máximo de recursividade utilizado.

Para o bom entendimento quanto aos passos 4 a 7, apresenta-se um exem-

plo ilustrado, nas Figuras 3.3, 3.4 e 3.5. Neste exemplo, o ńıvel de recursivi-

dade máximo considerado é 2.

Na Figura 3.3 (a) observa-se a AGMV obtida para o exemplo, correspon-

dendo ao ńıvel zero de recursividade. Na Figura 3.3 (b) é destacado o cluster

mais verosśımil, assim como as subárvores encontradas, correspondendo ao

ńıvel um de recursividade.
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(a)

LLR0,Ø ∆LLR0,Ø = LLR0,Ø

(b)

LLR1,Ø ∆LLR1,Ø = LLR1,Ø − LLR0,Ø

Figura 3.3: (a) AGMV e (b) cluster mais verosśımil detectado.

Na Figura 3.3 (b), nota-se que, ao se retirar o cluster mais verosśımil, fo-

ram obtidas três subárvores. Desta forma, o número de partições candidatas

a serem avaliadas é, em prinćıpio, 23 − 1 = 7. Na Figura 3.4 são mostradas

as partições candidatas composta pelo cluster mais verosśımil e por cada um

dos clusters mais verosśımeis das subárvores.

Figura 3.4: Partições candidatas compostas pelo cluster mais verosśımil e respectivos

clusters nas subárvores.

Na Figura 3.5 são apresentadas as demais partições candidatas, compostas

por todas as combinações posśıveis considerando os clusters já encontrados.
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(f)

LLR2,{1,2} ∆LLR2,{1,2} = LLR2,{1,2} − LLR2,{1}

 = ∆LLR2,{2}

(g)

LLR2,{1,3} ∆LLR2,{1,3} = LLR2,{1,3} − LLR2,{1}

 = ∆LLR2,{3}

(h)

LLR2,{2,3} ∆LLR2,{2,3} = LLR2,{2,3} − LLR2,{2}

 = ∆LLR2,{3}

(i)

LLR2,{1,2,3} ∆LLR2,{1,2,3} = LLR2,{1,2,3} − LLR2,{1,2}

 = ∆LLR2,{3}

Figura 3.5: Demais partições candidatas.

Os pontos representando todas as soluções fact́ıveis são apresentados na

Figura 3.6.
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Figura 3.6: Soluções fact́ıveis encontradas no exemplo comentado.

Na Figura 3.7 mostra-se o conjunto Pareto-Ótimo correspondente às solu-

ções fact́ıveis encontradas em uma realização do algoritmo. Percebe-se que o

conjunto Pareto-Ótimo de soluções no ńıvel de recursividade 2 é formado por

apenas três das soluções fact́ıveis. Em geral, se k subárvores são formadas
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em um ńıvel de recursividade, precisa-se avaliar apenas k das 2k − 1 parti-

ções candidatas posśıveis, pois as demais (2k − 1) − k são dominadas. Isto

representa uma economia significativa no tempo de execução do algoritmo.
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Figura 3.7: Conjunto Pareto-ótimo para o exemplo comentado.

Encontrado o conjunto Pareto-ótimo, deseja-se inferir sobre o conjunto

de soluções encontradas. Como este é um problema bi-objetivo, precisa-

se de uma nova forma para calcular a significância estat́ıstica para estas

soluções. Adotaremos o método proposto por Cançado et al. (2010), em

que utiliza-se o conceito de Superf́ıcie de Aproveitamento (SA). Na próxima

seção descrevemos esse método adequando-o ao nosso problema.

3.3 Calculando a significância estat́ıstica das

partições

Nesta seção descrevemos o processo para se encontrar a Superf́ıcie de Apro-

veitamento (SA) e a adequação ao estudo da tese.
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As definições deste parágrafo são discutidas em Cançado et al. (2010), a

partir dos trabalhos de da Fonseca et al. (2001) e Fonseca et al. (2005).

Considere um problema de maximização bi-objetivo, com objetivos f1 e

f2. Seja E = {xj, j = 1, . . . , Q} o conjunto de todas as soluções obtidas

em uma realização da estratégia de otimização, e defina sua imagem como

I = {Yj = (f1(xj), f2(xj)), j = 1, . . . , Q}, contida no espaço de objetivos

contido no R2. Uma solução xj é chamada de não-dominada se xj não

é dominada por qualquer outra solução em
{
x∗
j , j = 1, . . . , q

}
⊂ E . Seja{

x∗
j , j = 1, . . . , q

}
⊂ E o conjunto de soluções não-dominadas de E . O sub-

conjunto Y =
{
Y ∗
j = (f1(x

∗
j), f2(x

∗
j)), j = 1, . . . , q

}
⊂ I é definido como o

resultado de uma única execução de um algoritmo bi-objetivo.

Pode-se associar a Y uma fronteira que divide o espaço de objetivos em

duas regiões R1 e R0: R1 é a região consistindo de pontos dominados por,

ou igual a, pelo menos um ponto em Y ; e R0 consistindo dos pontos que não

são dominados por nenhum dos pontos em Y (veja Figura 3.8).

f 1
(x

)

f2(x)

R1

R0

Figura 3.8: Fronteira entre R0 e R1.

Quando a solução x é dominada por, pelo menos, uma solução de Y ,

tem-se que x é atingida por Y . Na Figura 3.8, qualquer solução localizada

na região R1 é atingida por Y . Agora, considere n realizações do algoritmo.
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Considerando entradas de dados distintas, a cada realização do algoritmo se-

rão produzidas diferentes sáıdas, obtendo-se assim múltiplas fronteiras, como

pode ser visto na Figura 3.9 (a).

f 1
(x

)

f2(x)

Fronteira 1
Fronteira 2
Fronteira 3

(a)

f 1
(x

)
f2(x)

SA 1
SA 2
SA 3

(b)

Figura 3.9: Múltiplas Fronteiras e respectivas Superf́ıcies de Aproveitamento.

Pontos situados no canto superior direito da Figura 3.9 (a) não são atingi-

dos por nenhuma das fronteiras. Pontos localizados no canto inferior esquerdo

são atingidos por todas as fronteiras. E pontos situados entre as diferentes

fronteiras foram atingidos em algumas realizações, mas em outras não. As-

sim podemos dividir o espaço em n + 1 regiões de acordo com a frequência

em que estas regiões são atingidas. As fronteiras dessas regiões são chamadas

de superf́ıcies de aproveitamento (veja Figura 3.9 (b)). Essas frequências são

utilizadas para estimar a probabilidade de atingirmos um ponto no espaço

de objetivos, quando um grande número de realizações é executado.

A função de aproveitamento avaliada em um ponto Y no espaço de obje-

tivos pode ser estimada pelos conjuntos das sáıdas Y1, . . . ,Yn obtidas através

de n realizações independentes do algoritmo, como:

An(Y ) =
1

n

n∑
i=1

1(Yi D Y )

, em que o śımbolo “D” significa que Yi atingiu Y e 1(.) é a função indicadora

assumindo valor 1 se Yi D Y e zero caso contrário.
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No problema espećıfico, em estudo nesta tese, o interesse está em estimar

o valor p das partições candidatas não-dominadas representadas por pon-

tos no espaço de objetivos (LLR,∆LLR), em que ∆LLR é a diferença de

LLR da partição candidata em relação a uma partição de referência. Formal-

mente, define-se A(Y ) como o lim
n→∞

An(Y ) quando ele existe. Agora, dado que

0 < p ≤ 1, a isolinha do valor p é definida como a imagem inversa A−1(p).

Sob certas condições de suavidade, A−1(p) é uma superf́ıcie uni-dimensional

dividindo o espaço de objetivos em duas regiões R0 e R1, tais que se Y ∈ R1

então A(Y ) > p, e se Y ∈ R0 então A(Y ) ≤ p. Na prática, dadas n sáı-

das Y1, . . . , Yn pode-se construir aproximações das isolinhas de valores p para

cada p = i/(n + 1), i = 1, . . . , n + 1 através das funções de aproveitamento

estimadas An(Y ). A Figura 3.10 ilustra estas aproximações de algumas isoli-

nhas de valores p resultantes de n = 10.000 conjuntos Pareto-ótimos obtidos

por simulações de Monte Carlo sob a hipótese nula.
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Figura 3.10: Os 10.000 conjuntos Pareto-ótimo obtidos por simulações de Monte Carlo

sob a hipótese nula são representados pelos pontos e são apresentadas as isolinhas corres-

pondentes a 95%; 99% e 99,9%.
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O algoŕıtmo desenvolvido vasculha somente parte do conjunto de solu-

ções potenciais, e portanto, não existe garantia de que a solução ótima não-

dominada foi encontrada. Isto, claro, pode nos levar a uma estimação viciada

da significância, produzindo p-valores subestimados. Assim os p-valores cal-

culados, são de fato bordas inferiores dos p-valores teóricos. Visando reduzir

esta subestimação, as superf́ıcies de aproveitamento obtidas neste trabalho

foram separadas por número de componentes das partições encontradas (a

idéia dessa separação originou-se do trabalho de Almeida et al. (2011)), eli-

mando assim o efeito de número de componentes no cálculo do valor p.

Precisa-se, de alguma maneira, avaliar a eficiência do algoritmo proposto.

Uma das medidas usadas é o poder do teste. Como medida de sensibilidade

apresenta-se o matching, que será definido e detalhado na próxima seção.

3.4 Medidas de eficiência do algoritmo

3.4.1 Poder

O poder do teste de hipótese para o método de detecção de partição, será

calculado da seguinte forma. Considere a superf́ıcie de aproveitamento de

(1−α)%, gerada sob a hipótese nula. Dado um cenário sob a hipótese alter-

nativa, realiza-se n simulações Monte Carlo. Conta-se em quantas destas n si-

mulações pelo menos uma das soluções pertencente ao conjunto Pareto-ótimo

encontrado supera a SA de (1− α)%. Supondo que seja m essa quantidade,

então, o poder será dado pela proporção m/n.

34



3.4.2 Matching

Aqui, descreve-se uma medida para avaliar a sensibilidade do método MOMC-

VBScan em identificar a verdadeira partição gerada, denominada matching.

A Figura 3.11 considera um exemplo para o melhor entendimento do conceito

da medida proposta. Nesta Figura 3.11 (à esquerda) está a localização dos

casos de uma mapa artificial gerado. Na mesma Figura (à direita) está a

identificação de cada um destes casos.
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Figura 3.11: Localização e identificação dos casos de uma partição artificial gerada.

Suponha que as componentes da partição artificial simulada, e da detec-

tada pelo algoritmo, sejam aquelas mostradas na Figura 3.12.
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Figura 3.12: Partição artificial simulada e detectada.
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Para cada componente da partição detectada, verifica-se o número de in-

terseções com cada uma das componentes da partição simulada. O matching

é a razão entre o maior número de interseções obtida pelo número de casos.

As Figuras 3.13, 3.14 e 3.15 ilustram o cálculo do matching para todas as

configurações posśıveis para o exemplo citado.
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Figura 3.13: Configurações 123 e 132, e respectivo matching, entre as partições simulada

e detectada.

2

2 2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Configuração 213

matching = 0,2500

1

3

3

3 3

2

2 2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Configuração 231

matching = 0

3

1

1 1

1

Figura 3.14: Configurações 213 e 231, e respectivo matching, entre as partições simulada

e detectada.
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Figura 3.15: Configurações 312 e 321, e respectivo matching, entre as partições simulada

e detectada.

O matching entre a partição artificial simulada e a detectada, deste exem-

plo comentado, é o maior deles (0, 7500).

Pelo exposto, percebe-se que se o número de componentes da partição

simulada, m, é menor ou igual ao número de componentes da partição de-

tectada, n, então o número de configurações a ser calculado o matching é

equivalente ao número de arranjos de n elementos tomados m a m. Caso

contrário, será equivalente ao número de arranjos de m elementos tomados

n a n.

Supondo, agora, que são realizadas n simulações sob a hipótese alterna-

tiva, o matching é dado pelo valor médio do máximo dos matching de cada

realização. Assim, o valor do matching é definido por:

Matching =
1

n

n∑
i=1

max
i

{matchj}, (3.7)

em quematchj é omatching de cada realização de Monte Carlo sob a hipótese

alternativa.

No próximo caṕıtulo apresentaremos resultados de várias simulações nú-

mericas realizadas, com o intuito de verificar a eficiência do método proposto.
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Caṕıtulo 4

Resultados de Simulações

Neste caṕıtulo apresentam-se e discutem-se os resultados obtidos em simula-

ções numéricas, com o objetivo de verificar a eficiência dos métodos VBScan

e MOMC-VBScan.

4.1 VBScan

Nesta seção, a estat́ıstica scan baseada em Voronoi (VBScan) é comparada

numericamente com a versão eĺıptica1 da estat́ıstica scan, de acordo com o

poder de detecção, sensibilidade e valor de predição positiva.

4.1.1 Clusters artificiais

Para se medir a eficiência do algoritmo VBScan para detecção de clusters

espaciais foram criados: (1) um conjunto de dados artificiais, caso-controle,

com população total em risco de 1.000 indiv́ıduos, sendo 100 casos, e (2) três

clusters espaciais com formas geométricas diferentes. Os cenários simulados

foram criados dentro de um quadrado unitário [0, 1]× [0, 1] com a população

1Procedimento análogo ao scan circular considerando janela de varredura eĺıptica.
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em risco seguindo um processo pontual uniforme. A Figura 4.1 mostra a

forma destes três clusters:

(1) Um cluster circular com raio igual a 0, 195.

(2) Um cluster com formato de um“T” sendo constitúıdo por: T = T1∪T2,

onde T1 = [0, 2; 0, 4]× [0, 5; 0, 8], T2 = [0, 0; 0, 6]× [0, 8; 0, 9].

(3) Um cluster com formato de um“L” sendo constitúıdo por: L = L1∪L2,

onde L1 = [0, 2; 0, 4]× [0, 5; 0, 8], L2 = [0, 2; 0, 8]× [0, 8; 0, 9].

Figura 4.1: Três cluster espaciais artificiais.

Um risco relativo igual a 1, 0 foi definido para todo controle fora do cluster

real, e maior que 1, 0 e idêntico em cada controle dentro do cluster. Os riscos
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relativos para cada cluster foram definidos de tal forma que, se a localização

exata do cluster fosse conhecida de antemão, o poder de detecção seria de

0, 999 (veja Kulldorff et al. (2003)).

4.1.2 Análises numéricas

Para todos os três cenários criados, as mesmas coordenadas geográficas do

conjunto de dados foram utilizadas por todos os algoritmos. Foram execu-

tadas 10.000 realizações do algoritmo Monte Carlo sob a hipótese nula, o

mesmo para cada um dos três modelos de hipótese alternativa. As medidas

de eficiência: poder, sensibilidade e PPV, foram calculadas para o cluster

mais verosśımil em cada replicação.

A Tabela 4.1 apresenta os resultados. Os valores de poder e VPP do

VBScan mostram-se sensivelmente menores, se comparados com o Scan Eĺıp-

tico, apesar disso o VBScan mostra-se significativamente superior, demons-

trando uma maior capacidade de identificação do cluster, quando ele real-

mente existe.

Tabela 4.1: Comparação de poder, valor preditivo positivo e sensibilidade

para os três formatos de clusters.

Poder Sensibilidade VPP

cluster Eĺıptico VBScan Eĺıptico VBScan Eĺıptico VBScan

Circular 0,8400 0,7963 0,7257 0,8199 0,8347 0,7871

T 0,7320 0,7067 0,5508 0,7270 0,7837 0,7398

L 0,7206 0,6696 0,5501 0,7144 0,7740 0,6932

Os resultados da aplicação do VBScan em dois conjuntos de dados reais

são apresentados e discutidos no próximo caṕıtulo.
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4.2 MOMC-VBScan

Nesta seção o método MOMC-VBScan é testado em diferentes mapas ar-

tificiais. Os mapas artificiais foram alterados no que diz respeito a: (1)

homogeneidade da população de risco, (2) número de clusters no mapa arti-

ficial em estudo e (3) risco relativo de cada cluster, perfazendo-se, assim, 16

cenários diferentes. Para cada um dos cenários criados, o poder de detecção,

e o matching foram avaliados.

4.2.1 Os mapas artificiais

Um conjunto de dados, do tipo caso-controle, foi criado com uma população

total de risco de 2.000 indiv́ıduos, sendo 50 casos. Análogo ao VBScan, os

cenários foram criados dentro de um quadrado unitário [0, 1] × [0, 1]. A Fi-

gura 4.2 mostra a distribuição das duas populações artificiais criadas. Uma

população de risco homogênea, distribúıda uniformemente pelo mapa, e a ou-

tra heterogênea, onde 750 indiv́ıduos foram distribúıdos dentro do quadrado

[0, 50; 0, 75] × [0, 50; 0, 75], e os outros 1250 fora deste quadrado, ambos de

maneira uniforme.

Figura 4.2: Populações homogênea e heterogênea
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Para cada tipo de população criada, mapas artificiais contendo diferentes

números de clusters, com diferentes riscos relativos, também foram criados. A

Figura 4.3 mostra a forma destes cenários, assim como a forma geométrica dos

clusters e demarca a região mais populosa no mapa de população heterogênea

em linha tracejada:

(A) : um único cluster [0, 4; 0, 7]× [0, 4; 0, 7];

(B) : um único cluster [0, 0; 0, 3]× [0, 0; 0, 3];

(C) : dois clusters [0, 0; 0, 3]× [0, 0; 0, 3] e [0, 6; 0, 9]× [0, 6; 0, 9];

(D) : três clusters [0, 0; 0, 3]× [0, 0; 0, 3], [0, 6; 0, 9]× [0, 6; 0, 9] e [0, 0; 0, 3]×

[0, 7; 1, 0].

1

(A)
1

(B)

1

2

(C)
1

2
3

(D)

Figura 4.3: Mapas artificias gerados.
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O procedimento para cálculo do risco relativo dos clusters dentro dos

mapas em estudo foi o mesmo utilizado no VBScan (veja Kulldorff et al.

(2003)). No caso do cluster ser de baixo risco, adotou-se o valor do inverso

do risco relativo encontrado como se o cluster fosse de alto risco. Para todos

os controles fora dos clusters, adotou-se um risco relativo igual a 1, 0. A

Tabela 4.2 mostra os riscos relativos de cada cluster em todos os mapas

artificiais utilizados.

Tabela 4.2: Riscos relativos utilizados em cada uma das componentes de

todos os mapas artificias criados.

Mapa População Componente Risco relativo

A1 Homogênea 1 6,08

A2 Homogênea 1 0,17

A3 Heterogênea 1 3,90

A4 Heterogênea 1 0,26

B1 Heterogênea 1 6,94

B2 Heterogênea 1 0,14

C1 Homogênea 1 2 5,76 6,06

C2 Homogênea 1 2 5,76 0,17

C3 Heterogênea 1 2 6,94 4,32

C4 Heterogênea 1 2 6,94 0,23

D1 Homogênea 1 2 3 5,76 6,06 5,94

D2 Homogênea 1 2 3 5,76 0,17 5,94

D3 Homogênea 1 2 3 5,76 6,06 0,17

D4 Heterogênea 1 2 3 6,94 4,32 7,41

D5 Heterogênea 1 2 3 6,94 0,23 7,41

D6 Heterogênea 1 2 3 6,94 4,32 0,13
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4.2.2 Análises numéricas

Dada as populações, homogênea ou heterogênea, todos os cenários utilizaram

as mesmas coordenadas geográficas do conjunto de dados. De forma análoga

ao VBScan, 10.000 realizações do algoritmo Monte Carlo, sob a hipótese nula,

foram realizadas, o mesmo para cada um dos mapas de hipótese alternativa.

As medidas de poder e matching para cada cenário mais verosśımil foram

calculadas para cada cenário. A Tabela 4.3 apresenta os resultados.

Tabela 4.3: Resultados de poder e matching para cada um dos mapas artifi-

cias criados.

Mapa Poder Matching Mapa Poder Matching

A1 0,8298 0,8424 C3 0,8814 0,5972

A2 0,2023 0,9090 C4 0,9704 0,8506

A3 0,6933 0,6290 D1 0,8848 0,4981

A4 0,3236 0,8388 D2 0,9489 0,6391

B1 0,8873 0,9021 D3 0,9418 0,6374

B2 0,2112 0,9125 D4 0,8796 0,5019

C1 0,9105 0,6508 D5 0,9859 0,7016

C2 0,9249 0,8370 D6 0,9123 0,5883

Nos mapas em que não há presença de cluster de alto risco, mapas A2,

A4 e B2, o poder apresenta-se com valores inferiores. Como nestes mapas só

há um cluster, três fenômenos podem estar ocorrendo: (1) ao gerar o cenário

sob a hipótese alternativa, com risco relativo inferior, pode ocorrer que na

região delimitada para o cluster não haja casos. Desta forma, todos os casos

estão sendo distribúıdos na região em que o risco relativo é 1, 0. Assim, essa

região do cluster será agregada à região branca. Isto provoca um efeito tal
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que o algoritmo dificilmente encontra uma partição significativa no mapa; (2)

pode ocorrer também que, mesmo que na região delimitada para o cluster

haja algum caso, estes podem estar localizados na fronteira com a região de

risco relativo 1, 0. Isto também provoca uma dificuldade de detecção para o

algoritmo, pois estes poucos casos estariam se juntando aos casos da região

de risco 1, 0, novamente fazendo com que o poder de detecção seja inferior;

e (3) a atribuição de risco relativo no procedimento de simulação foi feita de

forma experimental, pois ainda não existem resultados definitivos para esta

atribuição. Dado estes argumentos, os valores de matching encontrados para

os mapas A2, A4 e B2 não retratam uma real sensibilidade do algoritmo para

detecção de clusters de baixo risco.

Considere agora os mapas com dois clusters, em particular, os mapas C1

e C2, ambos com população homogênea. No mapa C1, geramos dois clusters

de alto risco, resultando num poder de 0, 9105 e um matching de 0, 6508.

Nota-se que o poder e o matching encontrados para o mapa C2, composto

por um cluster de alto risco e um de baixo risco, são superiores ao encontrado

no mapa C1. Novamente, surge a dificuldade do algoritmo em lidar com

partições que possuem, pelo menos, uma componente de baixo risco: (1) se

na componente de baixo risco não há caso, o algoritmo tende a agregar essa

região à região branca, fora do domı́nio dos casos, que faz com que a detecção

de partição tenda a encontrar partições com apenas uma componente de alto

risco; e (2) se houver algum caso na componente de baixo risco, e se ele

estiver perto da sua borda, o algoritmo pode agregá-lo à componente de

alto risco. A redução no valor do poder mostra como o algoritmo perde a

capacidade de detectação de partições com maior número de componentes.

Comportamenteo análogo ocorre com o valor de matching. Se considerarmos

os mapas C3 e C4, com população heterogênea, percebemos comportamento
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semelhante ao que foi descrito para os mapas com população homogênea. Isso

mostra que o algoritmo tende a ser estável no que diz respeito às populações

de fundo.

No que tange aos mapas com três clusters, se um destes clusters é de baixo

risco, observa-se a mesma dificuladade do algoritmo em identificar essa re-

gião de baixo risco. Com relação ao matching, observam-se valores inferiores

quando a partição possui maior número de clusters. Os valores de matching

vão reduzindo de ordem de grandeza à medida em que se aumenta o número

de componentes. Isso mostra uma redução na “sensibilidade” do algoritmo

em presença de um maior número de anomalias.

Os resultados da aplicação do MOMC-VBScan em dois conjuntos de da-

dos reais são apresentados e discutidos no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5

Aplicações em dados Reais

Os dois métodos propostos, o VBScan e o MOMC-VBScan, são aplicados em

dois conjuntos de dados reais.

Um dos conjuntos de dados é o já bem conhecido conjunto de dados de

câncer de laringe e câncer de pulmão de Chorley-Ribble em Lancashire-UK,

de 1973 a 1984 (Diggle (1990)). Neste conjunto de dados são apresentados

917 casos de câncer de pulmão e 57 casos de câncer de laringe e a residên-

cia de cada doente é conhecida (veja http://cran.r-project.org/web/ packa-

ges/splancs/splancs.pdf - pag. 55). Neste trabalho foi investigada a suspeita

de que uma incineradora localizada na região poderia ser a causa dos casos

de câncer de laringe. Os casos de câncer de pulmão, que parecem ser menos

dependentes de fatores ambientais, são denotados CONTROLES, enquanto

os casos de câncer de laringe são denotados CASOS.

A Figura 5.1 mostra a distribuição da população de risco (pontos) e dos

casos (ćırculos) para os dados de câncer de conjunto de dados de Lancashire.
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Figura 5.1: Distribuição espacial dos casos observados de câncer de pulmão (pontos) e

de câncer de laringe (ćırculos), na cidade de Lancashire-UK.

O segundo conjunto de dados é o relativo a casos de dengue numa pequena

cidade no sudeste brasileiro, Lassance, MG. Num peŕıodo de 6 meses em

2010, entre janeiro e junho, um total de 57 casos foram registrados, de uma

população total de 3986 indiv́ıduos na população de risco. A distribuição

espacial da população de risco (pontos) e dos casos (ćırculos) para os dados

de dengue de Lassance estão na Figura 5.2. Este conjunto de dados está

completamente descrito em Duczmal et al. (2011).
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Figura 5.2: Distribuição espacial dos casos observados de dengue (ćırculos) e dos con-

troles (pontos), na cidade de Lassance-BR.

Na próxima seção, os resultados da aplicação do método VBScan nos dois

conjuntos de dados reais são apresentados e analisados. Os procedimentos

foram executados utilizando um processador Dual Core 2.1GHz, 4Gb de me-

mória RAM e sistema operacional windows 7. Os códigos foram implemen-

tados em linguagem C++ e se encontram dispońıveis para fins de pesquisa

para quaisquer interessados.
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5.1 VBScan

Os resultados encontrados para a estat́ıstica scan baseada na distância de

Voronoi foi comparada com a estat́ıstica scan eĺıptica.

5.1.1 Dados de Lancashire

Na Figura 5.3, é mostrada a Árvore Geradora Mı́nima de Voronoi, para os

dados de Lancashire, com respectivos pesos das arestas, com o diagrama de

Voronoi como plano de fundo. A estat́ıstica espacial scan eĺıptica é também

executada para comparação.
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Figura 5.3: Árvore geradora mı́nima de Voronoi, com cluster mais verosśımil encontrado

pelo VBScan e pelo Scan Eĺıptico, para os dados de Lancashire.
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Os valores p associados às duas estat́ısticas scan são calculadas baseadas

em 9.999 simulações de Monte Carlo sob a hipótese nula. O cluster mais

verosśımil encontrado em ambas as técnicas são idênticos, consistindo de

cinco casos (ćırculos preenchidos) da Figura 5.3, que se encontram próximos

da indústria incineradora localizada na região.

A Tabela 5.1 mostra os valores de verossimilhança (LLR), número de ca-

sos, valores p e tempo de execução para ambas estat́ısticas. O conjunto dos

posśıveis clusters eĺıpticos forma um espaço mais restritivo de configurações

do que o conjunto de clusters de forma irregular. Portanto não é surpresa que

o valor p seja menor em relação ao p-valor do VBScan, já que o cluster mais

verosśımil se ajusta muito bem em uma elipse alongada. Nota-se que o mé-

todo baseado na distância de Voronoi, requer menos tempo computacional

para dados pontuais, se comparado com Scan Eĺıptico, como apresentado.

Percebe-se ainda que os valores de LLR obtidos por cada método são distin-

tos, apesar de corresponderem à mesma solução. Isto se deve às diferentes

estratégias de estimativa populacional empregadas.

Tabela 5.1: Comparação da detecção de clusters espaciais para os dados de

Lancashire, resultados encontrados para os métodos scan eĺıptico e VBScan.

Método LLR No Casos valor p CPU(seg.)

Scan Eĺıptico 14, 4049 5 0, 0089 896, 0

VBScan 10, 8357 5 0, 0470 449, 5

5.1.2 Dados de Lassance

De maneira análoga aos dados de Lancashire, na Figura 5.4 mostra-se a

AGMV para os dados de Lassance, com respectivos pesos das arestas, com

53



o diagrama de Voronoi como plano de fundo. Para detectar os posśıveis

clusters, o método VBScan foi aplicado. Os dois clusters mais verosśımeis

apresentaram 10 e 9 casos, respectivamente para os clusters primário e se-

cundário, como mostra a Figura 5.4.

Figura 5.4: Árvore geradora mı́nima de Voronoi, com cluster mais verosśımil encontrado

pelo VBScan e pelo Scan Eĺıptico, para os dados de Lassance. Pontos em cinza correspon-

dem ao cluster primário, enquanto que os pontos pretos, ao cluster secundário encontrado

pelo VBScan. Os pontos de cor cinza marcados com uma cruz correspodem ao cluster

primário encontrado pelo Scan Eĺıptico.
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Para o cluster primário um valor p igual a 0, 004 foi encontrado (veja

Tabela 5.2). A Tabela 5.2 mostra que o cluster secundário também é estatis-

ticamente significante. Os valores p são calculados através de 999 simulações

de Monte Carlo sob a hipótese nula. Assim, concluimos que existe evidência

significativa de regiões de alto risco de dengue na área urbana da cidade de

Lassance.

Tabela 5.2: Resultados encontrados para detecção de clusters espaciais para

os dados de Lassance utilizando o método VBScan.

Clusters LLR No Casos valor p

Primário 17, 5686 10 0, 0040

Secundário 15, 2390 09 0, 0160

Empregando a versão eĺıptica da estat́ıstica scan, também com 999 si-

mulações Monte Carlo, o cluster mais verosśımel encontrado tem somente 3

casos, contido dentro do cluster primário encontrado pelo VBScan, veja na

Figura 5.4 (valor p = 0, 054). Este interessante resultado acontece devido a

caracteŕısticas peculiar desse problema:(1) a população não segue uma dis-

tribuição aleatória espacial. Ao invés disto os indiv́ıduos são mais ou menos

alinhados de acordo com a geometria das ruas e (2) a estrutura de vizinhança

induzida pela métrica da distância Euclidiana, que é utilizada pelo scan eĺıp-

tico, é muito diferente da estrutura de vizinhança imposta pela distância de

Voronoi.

O tempo de execução das 999 replicações de Monte Carlo para o conjunto

de dados da Dengue foi cerca de 187 segundos para o VBScan e 764 segun-

dos para a estat́ıstica scan eĺıptica, confirmando o ganho computacional já

observado anteriormente.
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5.2 MOMC-VBScan

Os resultados encontrados para o método MOMC-VBScan são apresentados

e discutidos nesta seção.

5.2.1 Dados de Lancashire

A Figura 5.5 mostra as partições relativas ao conjunto Pareto-ótimo encon-

trado para o conjunto de dados de Lancashire-UK.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.5: Soluções Pareto-ótimas para o conjunto de Lancashire.
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A partição mais verosśımil é composta por três componentes: (1) uma

componente corresponde à região desprovida de casos (região branca), (2) a

segunda componente corresponde ao cluster mais verosśımil, e (3) a terceira

componente corresponde a todos os outros casos e controles do mapa em

estudo. Esta solução está em consonância com o resultado encontrado pelo

VBScan. O conjunto Pareto-ótimo é composto por quatro soluções fact́ıveis.

Na Figura 5.6 são apresentadas as Superf́ıcies de Aproveitamenteo (SA)

para cada solução do conjunto Pareto-ótimo.
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Figura 5.6: Superf́ıcies de aproveitamento de 95%, 99% e 99, 9% , com respectiva solução

Pareto-ótima (+), para os dados de Lancashire. Separadas por número de componentes:

2 (A), 3 (B), 4 (C) e 5 (D).
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Na Tabela 5.3 estão os valores das funções-objetivo, LLR e ∆LLR, bem

como o número de componentes de cada solução do conjunto Pareto-ótimo,

assim como os respectivos valores p e tempo de CPU(seg.). A solução Pareto-

ótima significativa encontrada corresponde à Figura 5.5 (a).

Tabela 5.3: Resultados da detecção da melhor partição para os dados de

Lancashire.

LLR ∆ LLR No Componentes valor p CPU(seg.)

35, 046002 7, 430548 3 0, 0350 29

38, 127952 3, 081950 4 0, 3210

38, 712310 0, 584357 5 0, 6260

27, 615454 27, 615454 2 0, 9980

5.2.2 Dados de Lassance

A Figura 5.7 mostra as partições relativas ao conjunto Pareto-ótimo encon-

trado para o conjunto de dados de Lassance. Neste conjunto de dados, a

partição mais verosśımil é composta por quatro componentes: (1) uma com-

ponente corresponde à região desprovida de casos (região branca), (2) a se-

gunda componente composta por 10 casos (pontos pretos), (3) a terceira

componente composta por 9 casos (pontos cinza), e (4) todos os outros casos

e controles do mapa em estudo. Esta solução também se encontra em con-

sonância com o resultado encontrado pelo VBScan. As duas componentes

com 10 e 9 casos, correspondem aos clusters primário e secundário encontra-

dos pelo VBScan. O conjunto Pareto-ótimo é composto por quatro soluções

fact́ıveis, sendo três significativas.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.7: Soluções Pareto-ótimo para o conjunto de Lassance.

Na Figura 5.8 são apresentadas as Superf́ıcies de Aproveitamenteo (SA)

para cada solução do conjunto Pareto-ótimo.
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Figura 5.8: Superf́ıcies de aproveitamento de 95%, 99% e 99, 9%, com respectiva solução

Pareto-ótima (+), para os dados de Lassance. Separadas por número de componentes: 2

(A), 3 (B), 4 (C) e 5 (D).

Na Tabela 5.4 estão os valores das funções-objetivo, LLR e ∆LLR, o

número de componentes de cada solução do conjunto Pareto-ótimo, assim

como os respectivos valores p e tempo de CPU. As soluções Pareto-ótimas

significativas encontradas correspondem, respectivamente às Figuras 5.7 (b),

(c) e (a). O maior número de soluções significativas se deve, provavelmente,
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ao fato de que a população de risco não está distribúıda de maneira aleatória

pelo espaço.

Tabela 5.4: Resultados da detecção da melhor partição para os dados de

Lassance.

LLR ∆ LLR No Componentes valor p CPU(seg.)

71, 558025 7, 449102 4 0, 0010 1259

74, 741006 3, 182981 5 0, 0030

64, 108923 7, 828637 3 0, 0060

56, 280287 56, 280287 2 0, 0590
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Caṕıtulo 6

Conclusões

6.1 Considerações Finais

Um novo algoritmo para detecção e inferência de clusters espaciais foi de-

senvolvido e testado, o Voronoi Based Scan (VBScan). O conceito de Ár-

vore Geradora Mı́nima foi adaptado para a nova distância de Voronoi, que

é utilizada para detectar os clusters em potencial. Este conjunto é avaliado

utilizando a estat́ıstica espacial scan.

A classe de problemas considerada aqui assume que os conjuntos de dados

sejam do tipo caso-controle, com um domı́nio no espaço R2. Os clusters são

modelados no espaço de coordenadas como um grafo conectado com estrutura

de árvore, ligando os casos.

A distância de Voronoi entre dois pontos quaisquer pode ser interpretada

como uma aproximação da integral de linha para função de densidade po-

pulacional sobre o seguimento que une os dois pontos. Por esta razão, a

AGM de Voronoi é uma extensão natural da AGM Euclidiana, levando em

conta a heterogeneidade da densidade populacional. Esta distância também

é utilizada para estimar o número de controles individuais sob a região de
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influência de cada um dos casos. Isso permite definir uma população associ-

ada a cada cluster em potencial, podendo assim, o cluster ser avaliado pela

estat́ıstica scan espacial.

Os resultados das simulações numéricas mostram que o algoritmo pro-

posto, VBScan, tem maior sensibilidade e maior velocidade computacional

do que o scan eĺıptico. Sendo competitivo no que diz respeito ao poder e

VPP.

O VBScan também inclui informação topológica da estrutura de vizi-

nhança, além da informação geométrica. Por esta razão, ele se mostra mais

robusto que um método puramente geométrico, como o scan eĺıptico. Estas

vantagens foram ilustradas com a aplicação do método no conjunto de dados

de dengue, em que a população em risco se distribui ao longo de um grid de

linhas retas, de acordo com a configuração das ruas de Lassance. Isto faz

com que o VBScan seja recomendável em estudos de ambientes urbanos.

No que tange ao MOMC-VBScan, uma mudança na proposta de estima-

ção da população associada a cada caso, usada no VBScan, fez com que a

região de influência de cada caso fosse visualizada. O método se mostrou

rápido e com boa precisão na determinação das partições.

Os resultados encontrados na aplicação do método nos conjuntos de da-

dos de casos de câncer e de dengue mostram que o método está em boa

concordância com a análise prévia do VBScan. No estudo do conjunto de

dados de Lancashire, a partição mais significativa detectada é composta por

exatamente o mesmo cluster mais verosśımil encontrado pelo VBScan, uma

região branca e outra região composta por todos os outros casos e controles

que não pertencem nem ao cluster mais verosśımil, nem à região branca. No

conjunto de dados de dengue (Lassance) a partição mais significativa tem

como componentes os clusters primário e secundário encontrados no VBS-
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can, uma região branca e outra região composta por todos os outros casos e

controles que não pertencem nem aos clusters primário e secundário, nem à

região branca.

6.2 Propostas de continuidade

Tópicos interesssantes para trabalhos futuros nesta área incluem:

1. Incluir co-variáveis na estimação das densidades populacionais para a

detecção do cluster, seja pela estat́ıstica frequentista, seja pela bayesi-

ana;

2. Mudar a métrica na obtenção do diagrama de Voronoi (incluindo nesse

momento as co-variáveis);

3. Incluir a idéia da plausibilidade de um ponto pertencer a um cluster

ou a uma componente, através de técnicas como a função intensidade

(Oliveira et al. (2011));

4. Propor alternativas de medidas de eficiência para o algoritmo MOMC-

VBScan.

5. Propor uma alternativa que seja mais eficiente na geração de clusters

de baixo risco, para que se possa, efetivamente, testar a eficiência do

algoritmo na presença de clusters de baixo risco;

6. Criar um software com interface amigável para os usuários, que imple-

mente os algoritmos desenvolvidos.
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