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Resumo

Esta dissertacao apresenta uma extensao do modelo logistico misto ao considerar classes
estendidas de distribui¢oes normais para os efeitos aleatérios. Os efeitos aleatorios sao intro-
duzidos para modelar dados correlacionados, superdispersao nos dados ou para representar
covariaveis que nao foram medidas e, geralmente, assume-se a distribuicao normal para re-
presentar o comportamento dos efeitos aleatérios. Uma das contribuicoes desta dissertacao
¢é a implementacao através da abordagem bayesiana do modelo logistico misto considerando,
para os efeitos aleatorios, as distribui¢coes normais assimétricas univariada e multivariada.

Ao adotar o enfoque classico, a razao de chances no modelo logistico misto é, em algu-
mas situacoes, uma variavel aleatéria, pois depende dos efeitos aleatérios que sao variaveis
aleatérias. Larsen et al. (2000) e Larsen e Merlo (2005) encontraram a distribuigdo da razao
de chances no modelo logistico misto com efeitos aleatérios normalmente distribuidos, pro-
puseram a razao de chances mediana como uma medida para interpretar a razao de chances
e encontram algumas propriedades desta medida. Esta dissertacao também contribui ao
estender estes resultados para as situagoes em que se utilizam as distribui¢oes normais as-
simétricas univariada e multivariada para representar o comportamento dos efeitos aleatérios.
Nesta ultima contribuicao sao obtidos alguns resultados originais referentes a distribuicao
de combinacoes lineares de variaveis aleatorias distribuidas segundo distribui¢oes normais
assimétricas e de fungoes destas combinagoes.

Um pequeno estudo com dados simulados é realizado para avaliar o efeito da ma es-
pecificagao da distribuicao dos efeitos aleatérios na estimagao dos efeitos fixos, dos efeitos
aleatérios e também da razao de chances. Neste estudo verificamos que, de forma geral,
o modelo assumindo distribuicdo normal assimétrica univariada para os efeitos aleatérios
detectou assimetria na distribuicao dos efeitos aleatdérios quando ela existia, e nestes casos,
melhorou um pouco as estimativas para os efeitos aleatérios. Os modelos propostos sao apli-
cados para analisar os dados reais, apresentados em Liu e Dey (2008), de um experimento
de atividade teratogénica com andlogos de niacina.

Palavras-chave: Modelo logistico misto, razao de chances e distribuicao normal assimétrica.



Abstract

This work aims at extending the mixed logistic regression model (MLRM) by considering
classes of univariate and multivariate skew-normal distributions for the random effects. The
Bayesian paradigm is used. Random effects are introduced into the model to represent un-
measured covariates or as a way of modeling data correlation or overdispersion and, usually,
it is assumed that the random effects are normally distributed.

As for the logistic regression, the odds ratio is used for the parameters interpretation.
However, under the MLRM, for some cases, the odds ratio depends on the random effects
thus it is a random quantity under both Bayesian and classical approaches. From the classical
point of view, Larsen et al. (2000) find the distribution of the odds ratio under normality
for the random effects. They suggest using the median odds ratio (MOR) to interpret
the parameters. According to Larsen et al. (2000), the MOR quantifies appropriately the
heterogeneity among the different groups. One of the main contributions of this work is to
extend such results whenever both univariate and multivariate skew-normal distributions are
considered to model the uncertainty about the random effects. As a byproduct, some results
related to linear combination of skew-normal random variables are obtained.

Considering simulated data sets, a study is performed in order to evaluate the effect
of the misspecification of the distributions of the random effects in the estimations of the
fixed and random effects as well as the odds ratio. In general the model which assumes the
univariate skew-normal for the random effects leads to the improvement of the estimates for
the random effects and to the detection of the asymmetry in their distribution if it exists.
Similar inferences are obtained if normal and the multivariate skew-normal are assumed.
The proposed models are considered to analyze the data set reported in Liu e Dey (2008).

Keywords: Mixed logistic model, odds ratio and skew-normal distribution.
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Introducao

Dados bindrios ocorrem frequentemente em diversas areas da ciéncia, por exemplo, nas
pesquisas médicas, sociais, economicas e na agricultura. Nestes casos, em geral, o objetivo
da modelagem estatistica é explicar a probabilidade de ocorréncia de um evento de interesse.
A ocorréncia de um evento de interesse é usualmente denominada por sucesso. O modelo
de regressao logistica (MRL) é um modelo muito utilizado para descrever a relagao entre tal
probabilidade de sucesso e as covariaveis observadas. Esta é uma relacao nao linear entre a
resposta binaria e o conjunto de variaveis explicativas.

Apesar de muito ttil, os modelos logisticos nao sao apropriados para a analise de dados
bindrios que apresentam estrutura de correlacao, pois estes modelos assumem independéncia
entre as observacoes. Dados correlacionados ocorrem, por exemplo, em estudos onde os
individuos estao separados em clusters e também em estudos longitudinais. Em estudos com
clusters, os individuos sao observados dentro de grandes unidades, por exemplo, escolas,
familias, hospitais ou o local de trabalho. Em geral, as observagoes dentro de um cluster
tendem a ser correlacionadas devido a varias caracteristicas em comum. Exemplificando,
se escolas sao consideradas como clusters, observagoes de individuos dentro de uma mesma
escola podem estar correlacionadas devido a caracteristicas da pratica de ensino que sao
particulares aquela escola. Ja em estudos longitudinais, sao feitas observacoes repetidas
para cada individuo e, consequentemente, as observagoes para um mesmo individuo sao
correlacionadas. Estes estudos sao conhecidos como modelos multinivel ou hierarquicos,
pois as observagoes no primeiro nivel (observagoes) estao aninhadas dentro do segundo nivel
(clusters).

Uma estratégia usualmente adotada para modelar dados correlacionados é considerarmos
Modelos Lineares Generalizados Mistos (GLMM), em que efeitos aleatérios sao incluidos
para introduzir a estrutura de correlacao entre as observagoes. Essas observagoes podem,
entao, serem consideradas independentes quando condicionamos no conhecimento dos efeitos
aleatérios. Estes modelos estendem a classe de Modelos Lineares Generalizados (GLM)
através da adicao dos termos de efeito aleatorio no preditor linear do modelo correspondente.

A adicao dos termos de efeitos aleatorios no modelo também pode ser utilizada como
alternativa para levarmos em consideragao a ocorréncia de superdispersao nos dados (ver,
por exemplo, Schall (1991)), ou ainda, para representar o efeito de varidveis que nao foram
medidas, mas que sao importantes para explicar parte da variabilidade apresentada pela
variavel resposta. Souza e Migon (2010) utilizaram um termo de efeito aleatério no intercepto
do modelo de regressao logistica para acomodar e detectar outliers. Nesse caso, a introducao
do termo de efeito aleatério visa acomodar uma eventual variabilidade extra que nao
considerada na falta dos efeitos aleatérios. Em Gibbons et al. (1994), o efeito aleatério é

[N
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usado para representar as caracteristicas nao observaveis e/ou nao medidas que levam um
médico a ter maior risco de sofrer um processo judicial por erro médico.

Do ponto de vista classico, fazer inferéncia em modelos com efeitos aleatorios nao é simples
na maioria dos casos. Para fazermos inferéncia sobre os efeitos fixos 3, que sao os parametros
de interesse, assumimos uma distribuicao para os efeitos aleatérios « e integramos de forma
a obter uma funcao de verossimilhanca livre dos efeitos aleatorios. Feito isto, utilizamos os
métodos habituais para obtermos as estimativas de 3. Desta forma, ¢ necessario calcularmos
as integrais, algumas vezes de alta dimensao, na funcao de verossimilhanca conjunta entre
dados e efeitos aleatorios.

Uma das grandes dificuldades em trabalharmos com modelos de efeitos aleatorios do
ponto de vista classico é a resolucao de tais integrais. A inferéncia torna-se factivel apenas
em casos bem simples, em que, em geral, assume-se que os efeitos aleatérios v sao normal-
mente distribuidos. Esta suposigao foi considerada, por exemplo, em Larsen et al. (2000),
Larsen e Merlo (2005), Gibbons et al. (1994), entre outros. Supondo normalidade, este pro-
blema de integracao ¢ resolvido através do uso de técnicas de integragao numérica, como por
exemplo, a quadratura de Gauss-Hermite (McCulloch e Searle (2001)) ou a aproximagao de
Laplace. Breslow e Clayton (1993) propéem um método baseado em pseudo quase verossi-
milhanca (PQL), em que a estimagao dos parametros é feita pela maximizagao da funcao
de verossimilhanca marginal apds utilizarmos a aproximacgao de Laplace para resolvermos a
integral nos efeitos aleatérios. Em Nelson et al. (2006) e Liu e Yu (2008), propoe-se trans-
formacoes na funcao de verossimilhanca conjunta entre dados e efeitos aleatérios para, ao
assumirmos uma distribuicao nao-normal para os efeitos aleatdrios, resolvermos o problema
da integracao através dos métodos numéricos habituais.

Do ponto de vista Bayesiano, como sao desconhecidos, os efeitos aleatérios recebem o
status de parametros a serem estimados (ver Paulino et al. (2005), Souza e Migon (2010),
Zeger e Karim (1991)). Desta forma, métodos Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC)
podem tornar mais facil o problema de inferéncia, uma vez que fornecem boas aproximagoes
para a distribuicao a posteriori dos parametros de interesse. Esta facilidade computacional
viabiliza o uso de distribuicoes mais apropriadas para descrever o comportamento dos efeitos
aleatérios. Por exemplo, no modelo Logistico Misto, Souza e Migon (2010) utilizam as dis-
tribuicoes ¢t-Student e mistura de distribuicoes normais, independentes, para este fim. An-
teriormente, Liu e Dey (2008) consideram efeitos aleatérios independentes e distribuidos se-
gundo distribuigdes assimetrizadas (¢-Student (Sahu et al. (2003)) e normal (Azzalini (1985)))
fazendo uma comparacdo com o caso em que uma mistura de Processos Dirichilet (MDP) é
considerada para modelar o efeito aleatorio.

A interpretacao dos parametros para modelos mistos nao lineares, em particular no mo-
delo logistico, nao é facil. No modelo logistico misto, a razao de chances (OR) é funcao tanto
dos efeitos fixos quanto dos efeitos aleatdrios (Larsen et al. (2000)), sendo, portanto, um ob-
jeto aleatorio em ambas abordagens, Classica e Bayesiana. A razao de chances mediana foi
introduzida por Larsen et al. (2000) como uma medida eficiente de heterogeneidade e que,
em algumas comparagoes, tem a simples e conveniente interpretagao em termos da razao de
chances usual.

Geralmente, utilizada para representar o comportamento dos efeitos aleatérios, a dis-
tribuicao normal pode ser restritiva em situagoes em que estes efeitos sejam distribuidos
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assimetricamente. Uma alternativa bastante atrativa para tais casos é considerar a dis-
tribuicao normal assimétrica. Esta distribuicao, proposta na versao univariada por Azzalini
(1985) e na versao multivariada por Azzalini e Dalla-Valle (1996), é mais flexivel no sentido
de considerar uma possivel assimetria. Além disso, tal distribuicao apresenta algumas car-
acteristicas interessantes, por exemplo, o fato de possuir dominio no conjunto dos nimeros
reais e possuir a distribuicao normal como um caso particular.

Nesta dissertacao, utilizamos o paradigma bayesiano para fazer inferéncias no modelo
logistico com efeitos aleatérios. Estendemos os trabalhos de Larsen et al. (2000), Liu e Dey
(2008) e Souza e Migon (2010) por considerarmos classes estendidas de distribuigoes normais
para os efeitos aleatérios e por considerarmos que os efeitos aleatérios sao tanto independentes
quanto correlacionados. As distribuigbes para a “odds ratio” (razao de chances) quando tais
distribuigoes sdo assumidas sado obtidas estendendo os resultados de Larsen et al. (2000).
Como sub-produto também obtemos alguns resultados originais referentes a distribuicao
de combinacoes lineares de varidveis aleatorias distribuidas segundo distribui¢oes normais
assimétricas e de fungoes destas. Apresentamos um pequeno estudo com dados simulados
avaliando o efeito da ma especificacao da distribuicao dos efeitos aleatorios na estimagao dos
efeitos fixos, dos efeitos aleatérios e também da razao de chances. Aplicaremos os modelos
propostos para analisar os dados reais em Liu e Dey (2008).

Neste trabalho os modelos estatisticos descritos foram implementados no software gra-
tuito Ox (Doornik (2007)) e os resultados obtidos foram analisados utilizando o software
gratuito R (R Development Core Team (2009)).

A dissertagao esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 1 apresentamos o modelo
de regressao logistica com efeitos aleatdrios e inferéncias relacionadas a ele, usando a abor-
dagem bayesiana, quando consideramos a distribuicao normal para os efeitos aleatorios. O
Capitulo 2 apresenta o modelo logistico misto quando consideramos classes estendidas da
distribuicao normal para descrever o comportamento dos efeitos aleatorios. Nesse capitulo,
sao consideradas as distribui¢oes normal assimétrica univariada e multivariada para este
fim. No Capitulo 3 apresentamos a interpretacao dos parametros do modelo, em termos de
razao de chances, ao assumir as distribui¢coes normal, normal assimétrica univariada e normal
assimétrica multivariada para os efeitos aleatorios. O Capitulo 4 mostra um estudo, com
dados simulados, implementado para comparar os modelos estatisticos em situacoes em que
os dados sao gerados considerando as distribuicoes normal, normal assimétrica univariada e
normal assimétrica multivariada para gerar os efeitos aleatérios. No Capitulo 5 analisamos
um banco de dados reais em que a proposta é estudar a interacao entre a atividade ter-
atogénica de dois andlogos de niacina 6-aminonicotinamide (6AN) e 3-acetylpyridine (6AP).
O banco de dados para este estudo é apresentado em Liu e Dey (2008). Por fim, no Capitulo
5 sao apresentadas algumas conclusoes e possiveis trabalhos futuros a serem desenvolvidos.



Capitulo 1

Modelo de Regressao Logistica com
Efeitos Aleatorios Normalmente
Distribuidos

1.1 Introducao

O modelo de regressao logistica misto (MRLM) vem sendo amplamente discutido e uti-
lizado na literatura para modelar o comportamento de dados binarios correlacionados ou
para descrever mais apropriadamente a variabilidade presente nos dados que nao é cap-
turada pelo modelo logistico usual. Para citar alguns exemplos, em Gibbons et al. (1994) o
efeito aleatdrio é usado para representar as caracteristicas nao observaveis e/ou nao medidas
que levam um médico a ter um maior risco de sofrer um processo por erro médico e em Souza
e Migon (2010) o termo de efeito aleatério é utilizado no intercepto do modelo de regressao
logistica para acomodar e detectar outliers, ou seja, neste artigo os efeitos aleatorios sao
utilizados para acomodar superdispersao nos dados. Em Larsen et al. (2000) é investigada a
ocorréncia de Ascaris suum em porcos, situacao na qual, devido a condigoes igualitarias de
higiene, as observagoes para porcos de um mesmo chiqueiro sao correlacionadas. Diferencas
dos chiqueiros quanto ao manejo dos porcos faz com que os porcos de chiqueiros diferentes
venham a ter chances diferentes de ter Ascaris suum. Em Paulino et al. (2005) sdo consi-
derados dados de um estudo da universidade da Califérnia, Sao Francisco, sobre infecgao de
HPV (human papillomavirus). Neste estudo os dados foram analisados através do modelo
misto de regressao binomial com erro de classificagao na variavel resposta.

Geralmente, assume-se que os efeitos aleatérios incluidos no MRLM sao independentes
e normalmente distribuidos (ver Larsen et al. (2000), por exemplo). Esta escolha é, em
geral, feita pela facilidade computacional que ela traz para o problema de inferéncia e nao
pela adequacao desta distribuicao para descrever o comportamento dos efeitos aleatérios.
Neste capitulo, faremos uma breve revisao do MRLM com efeitos aleatorios normalmente
distribuidos.
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1.2 Modelo Logistico com Efeitos Aleatodrios

Seja y;; uma varidvel resposta bindria observada para o j-ésimo individuo pertencente ao
i-ésimo cluster e tal que y;; é igual a 1 se o evento de interesse ocorreu para tal individuo e é
igual a 0 caso contrario,i =1,...,kej=1,...,n; Suponha que as unidades amostrais pos-
sam ser divididas em k clusters e que cada cluster i contenha n; individuos. Além disso, para
o individuo j do i-ésimo cluster, considere x;; = (1, z1, Tijo, ..., Tijp)’ O Vetor de covaridveis
observadas, de ordem (p+ 1), e z;; um vetor k x 1 que indica a qual cluster o j-ésimo individuo
pertence, sendo que este vetor assume o valor um na i-ésima posicao e zero nas demais. Defina por
N = Zle n; o numero total de individuos. Seja X a matriz, de dimensao N x p + 1, contendo as
covariaveis de todos os individuos de forma que cada linha contenha o vetor de covaridveis de um
dado individuo e Z a matriz, com dimensao N X k, com os vetores indicadores de clusters para todos
os individuos. Defina por v = (71, ...,7)" o vetor k x 1 de efeitos aleatérios, onde 4; representa
o efeito aleatério atribuido ao i-ésimo cluster e por B = (8o, 81, B2, ..., Bp)’ 0 vetor de efeitos fixos
com p + 1 parametros desconhecidos.

Seja mj; = P(yij = 1|8,7,Xij,2ij). Vamos adotar a introducao no preditor linear 7;; de um
termo de efeito aleatério para cada um dos clusters, isto é, iremos considerar 7;; = x;jﬂ + z;j‘y.
Utilizando a funcao de ligacao logito para modelar ;; temos que:

7I‘ij = 7exp {mj} . (1.1)
1+ exp {ni;}

Se consideramos um caso particular onde nimero de clusters k é igual ao numero total de
individuos N, estaremos no caso onde cada individuo da amostra pertence a um cluster diferente,
e sendo assim, o efeito aleatério esta sendo incluido no intercepto. Esse modelo é conhecido como
modelo de intercepto aleatério e esse tipo de abordagem é adotado, por exemplo, em Souza e Migon
(2010).

Suponha que, dado m;;, ¢ = 1,...,ke j = 1,...,n; os y;;’s sao independentes e distribuidos
seguindo uma distribui¢do Bernoulli(7;;), denotada por y;;|m;; ~ Ber(m;;). De (1.1) temos que a
funcgao de verossimilhanca é dada por

T (e dmgt ] 1

F18:) ZUMII [1+6XP{771'1}] [1 +6XP{77ij}] ’ (12
onde y = (Y11, s Yinys - Ykl, --» Ykny, ) € um vetor de dimensdo N x 1 contendo o valor observado
para variavel resposta em todos os individuos.

A distribuicao de y, bem como todas as distribui¢es condicionadas em y, também é condi-
cionada no conhecimento de X e Z. No entanto, para simplicidade de notacao, este condicionamento
serd omitido ao longo de todo o texto.

No que segue, faremos inferéncias sobre 3 e ~ utilizando o paradigma bayesiano. Para procedi-
mentos cldssicos de inferéncia no MRLM, ver McCulloch e Searle (2001), Breslow e Clayton (1993),
entre outros.

1.3 Inferéncia considerando Efeitos Aleatorios Normal-
mente Distribuidos

Considerar que os efeitos aleatorios possuem distribuicao normal multivariada é uma suposicao
usual em modelos mistos. Tal suposicao é feita, por exemplo, nos trabalhos de Larsen et al. (2000),
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Larsen e Merlo (2005), Breslow e Clayton (1993), entre outros. Nesta segdo, assumimos que o vetor
de efeitos aleatérios v = (y1,...,7)" tem distribuigdo normal, k-variada, com vetor de médias
= (pt,..., 1) e matriz de covariancia oI}, em que I;, é a matriz identidade de ordem k.

Ao fazermos tal suposicao, estamos considerando que, condicional aos pardmetros p e o que
indexam a distribuicao de cada um dos efeitos aleatdrios 7,s, os efeitos aleatérios /s sdo indepen-
dentes e identicamente distribuidos com distribuicdo normal com média p e variancia o2. Sob a
condi¢ao de independéncia condicional para os 7.s, obtemos que a distribuigdo conjunta do vetor
v é tal que fy (|, 0?) =15y fr (il 02).

Considerando a fungao de verossimilhanga em (1.2), para completarmos a modelagem bayesiana
faz-se necessario especificarmos as distribuicoes a priori para cada um dos parametros do modelo.
Para o vetor B de parametros associados aos efeitos fixos, em todos casos, consideramos que o
vetor 3 é normalmente distribuido com vetor de médias m = (my, ..., mp)’ e matriz de covariancias
b?I,11, onde I,;; denota a matriz identidade de ordem p + 1. Assumimos, para tal distribuicio,
a notagdo B ~ Npii(m, bQIpH). Ao fazer tal suposicao estamos considerando, a priori, que os
parametros (o, ..., [, sao independentes. A suposicao da distribuicao a priori normal para (3
também foi considerada em Souza e Migon (2010).

Nesta dissertacdo, como usualmente feito, consideramos que, a priori, 2 tem distribuicdo Gama
Inversa com parametros a e d, denotada por o ~ GI(a,d), com a funcio de densidade dada por:

(6%)~ @) exp {—dQ} (1.3)

g

d(l

2 —
f(O' |(1,d) - F((L)

onde 0%, a e d € RT.
Considerando a fungao de verossimilhanca em (1.2) e as distribuicoes a priori eliciadas para os
parametros de interesse, temos que a distribuicdo a posteriori para (3,~,0?) é dada por:

fly,B,7,0%)
fy)
f(y18,)f(B)f(v|o*) f(a?)
T [fyB,v)f(B)f(vlo?) f(0?)dBdo?dy
Z;(ﬁi —m;)? ;%2 d

_ )Y (1 =Y
= -7 exp { — - —
( i) 202 202 02
= 1] 1

fB,y,0%ly) =

k+2a+2

(1) (K f(y) (1.4

o2

em que 7;; é definido em (1.1) e K f(y) é o nicleo da distribuicao preditiva, sendo dado por:

- ij i i= (ﬁ mz)2 Zf: '71‘2 d
R B e

i=1j=1
k+2a+2
2

<12> dBdo?d~.
(o

Como a distribuigdo a posteriori em (1.4) nao possui forma fechada, utilizaremos procedi-
mentos de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) para obtermos as estimativas para a
tal distribuicao. Detalhes sobre estes procedimentos podem ser encontrados em Casella e Robert
(2005), Gamerman e Lopes (2006), Gilks et al. (1996), Marin e Robert (2007), entre outros. Um
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procedimeto MCMC que pode ser utilizado para obter estimativas da distribuicao a posteriori em
questao é o Gibbs Sampler. Proposto por Gelfand e Smith (1990), esse procedimento requer o
conhecimento das distribuigoes condicionais completas e que seja possivel gerar observagoes através
destas distribuicoes. Com as consideracoes feitas para as distribuicoes a priori para os parametros
de interesse e com a fungao de verossimilhanca dada em (1.2), obtemos que a distribuigao condi-
cional completa para o vetor de efeitos fixos 3 é dada por:

f(y,B,7,0%)
fly,v,02)
F(y18,7,5%) f(B)f(v|o?) f(o?)
f(vo2)f(o?) [ f(y1B,~,02)f(B)dB

fBly,v,0%) =

< f(ylB,v.0°)f(B)
k ny - 1—vy. s 2
x T[_ewtnt 17 ! " e - 2tz (Bi = mi)”
1111 [1+exp{m‘j}} [1+QXP{77U}] p{ 2b2 } (15)

i=1j=1

E importante notar que a distribuicao condicional completa para o vetor de efeitos fixos 3
depende apenas da fungao de verossimilhanga em (1.2) e da distribuic@o a priori considerada para 3.
Sendo assim, a distribuicao condicional completa para (3 continuard a mesma ao assumir qualquer
outra distribuicao para os efeitos aleatérios .

Da mesma forma que para os efeitos fixos 3, obtemos que a distribui¢do condicional completa
para o vetor de efeitos aleatorios v é dada por:

f(vy.B.0%) o f(ylB.,7v.0)f(v]o?)

k i ij 1—yij k
« il ] ] %7)
1+ exp {n;;} 1+ exp {n;;} 202

i=1j=1

Para o parametro de escala o2 temos que distribuicdo condicional completa é

F(@®ly,By) o f(vlo?)f(o?)
1) EH 1 42 +2d
< () e E TR

k
Logo, |y, B,v ~ GI (’“52“,; 231%2 + d>.
1=

Para gerarmos das distribui¢oes condicionais completas dos vetores de parametros 3 e v pode-
mos utilizar o algoritmo Adaptive Rejection Sampling (ARS) proposto por Gilks e Wild (1992) (ver
também Dellaportas e Smith (1993)), uma vez que suas respectivas distribui¢oes completas sao
fungoes log-concavas. O ARS é adequado para gerar dados de distribuigoes univariadas. Entre-
tanto, no caso multivariado, como ocorre para 3 e para -, podemos considerar um procedimento
de Gibbs Sampler para gerar de cada um dos vetores, utilizando o ARS para gerar dados de dis-
tribuigoes univariadas de cada um dos componentes dos vetores de parametros em questao. Para
o parametro o2 podemos gerar valores diretamente da distribuicdo condicional completa, pois ob-
tivemos forma fechada para tal distribuigao.




Capitulo 2

Inferéncia Bayesiana para o Modelo
de Regressao Logistica com Efeitos
Aleatoérios em Classes Estendidas da
Distribuicao Normal

2.1 Introducao

A suposicao de normalidade para os efeitos aleatérios pode ser restritiva, pois nao considera
uma possivel multimodalidade e/ou assimetria para os efeitos aleatérios (ver Yang et al. (2010)). Se
considerarmos uma possivel assimetria nos efeitos aleatérios, uma opgao razoavel para modelarmos
seu comportamento é considerarmos a distribuigao normal assimétrica.

A distribuicao normal assimétrica ou skew-normal (brevemente SN) define uma classe para-
métrica de distribuicées de probabilidade que inclui, como caso especial, a distribuicdo normal.
Esta distribuicao consiste de uma multiplicacao da densidade da distribuicao normal por uma
funcao de distribuigao acumulada (FDA). A assimetria é introduzida através da inclusao de um
parametro de forma em tal FDA. O primeiro tratamento sistematico da classe SN no caso univariado
foi dado por Azzalini (1985, 1986) e, posteriormente, Azzalini e Dalla-Valle (1996) introduziram a
versao multivariada da densidade da distribuicao Normal assimétrica.

Segundo Genton (2004), do ponto de vista de aplicacao, a distribuicdo Normal assimétrica é uma
escolha natural em situacoes em que ha alguma assimetria presente, pois uma de suas propriedades
particularmente importante é o fato de apresentar uma transicao continua do caso normal para o
caso de distribuigoes assimétricas. Do ponto de vista tedrico, a classe SN tem a vantagem de ser
matematicamente tratavel e de ter um bom niimero de propriedades em comum com a distribuicao
normal, como por exemplo, a densidade da distribuicdo nomal assimétrica é unimodal e também
tem o suporte no conjunto dos nimeros reais.

Neste capitulo vamos considerar, primeiramente, que os efeitos aleatérios sao independentes
e possuem distribuicao normal assimétrica univariada. Posteriormente consideramos que o vetor
de efeitos aleatorios possui distribuicdo normal assimétrica multivariada. Tal suposicao implica
em considerarmos que os efeitos aleatérios sao correlacionados. Essa afirmacao serd demonstrada
no decorrer deste capitulo. De modo geral, podemos afirmar que uma das principais contribuicoes
desta dissertacao é considerarmos a distribuicao normal assimétrica, tanto no caso univariado como
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no caso multivariado, para modelar o comportamento dos efeitos aleatorios.

Para darmos seguimento, na préxima se¢ao apresentamos as defini¢oes e algumas propriedades
das distribuicbes normal assimétrica univariada e multivariada. Para estabelecer notacoes, ao
longo deste trabalho ¢, (y|B,C) e ®,,(y|B, C) denotam, respectivamente, as funcoes de densidade
de probabilidade e de distribuicao acumulada de uma distribuicao normal m-variada com vetor de
média B e matriz de covariancias C, aplicada no ponto y. Se o vetor de médias é zero, B serd omitida
da notacao. Se, além disto, a matriz de covariacia for a matriz identidade, B e C serao omitidas
da notagdo. No caso univariado assumiremos que ¢(.) e ®(.) denotam as fungoes de densidade de
probabilidade e de distribuicao acumulada da distribuicao normal padrao, respectivamente.

2.2 Definicoes e Propriedades da Distribuicao Normal
Assimétrica

A distribui¢ao Normal Assimétrica padrao no caso univariado, introduzida por Azzalini (1985),
¢é definida como segue.

Definicao 2.2.1. Dizemos que Z ¢é uma varidvel aleatdria com distribuicao Normal Assimétrica
padrdo com parametro de assimetria X € R, se sua fung¢do de densidade de probabilidade € dada
por:

fz(2|A) =26 (2) @ (2A),
Por brevidade, aqui serd denotada por Z ~ SN(X).

—00 < 2 < 00. (2.1)

Note que se A = 0 temos a densidade da distribuicao normal padrao. A Figura 2.1 mostra as
densidades para algumas distribuicoes normais assimétricas padrao com diferentes valores de .

Distribuicdes Normais Assimétricas Distribuicdes Normais Assimétricas

densidade

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

densidade

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

> > > >

OoOr gk

Figura 2.1: Funcoes de densidade da distribuigao normal assimétrica padrao considerando
diversos valores para .

A média e a variancia da distribui¢do com densidade em (2.1) sdo dadas, respectivamente, por:
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E[Z] = <2>2 §eV[Z=1- %52, (2.2)

™

onde § é a seguinte fungao do parametro de assimetria A:

A
0= ———. 2.3
V14 A2 (23)
A representacgao estocdstica para Z, introduzida por Henze (1986) e apresentada no Lema 2.2.1,
é um resultado importante tanto do ponto de vista tedérico quanto pratico. Tal representacao pode
ser utilizada para gerar amostras da distribui¢do normal assimétrica e para facilitar a obtencao de
alguns resultados analiticos referentes a distribuicao SN como, por exemplo, seus momentos.

Lema 2.2.1. (Representa¢do Estocdstica de Henze) Se Yy e Y1 sdo variavéis aleatorias indepen-
dentes e identicamente distribuidas com distribuicao N(0,1) e § € (—1,1), entao

Z =8|%| + (1 - 821y

tem distribuicao normal assimétrica padrdo com parametro de assimetria X = —.

Na pratica, trabalhamos com a introducao de parametros de locacao e escala que ¢ feita através
da transformacao Y = £ +0Z, em que £ € R e 0 € RT. A densidade da varidvel aleatéria Y, com
notacdo dada por Y ~ SN(&, 02, ), é escrita como:

fy(ylﬁ,GQ,A)z%b <y_€><1>(k (y_§>>, —00 < ¥ < 0. (2.4)

g g

Na Figura 2.2 mostramos as densidades para algumas distribuicdes normais assimétricas com
A = 2 e diferentes parametros de locagao e escala.

Distribuicdes Normais Assimétricas Distribuicdes Normais Assimétricas

0.6
0.6

0.5
0.5

0.4
0.4
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03

densidade
0.3

0.2
1

0.1
0.1

Figura 2.2: Fungdes de densidade da distribuigdo normal assimétrica: SN (¢, 1,2) variando
¢ no grafico da esquerda e SN(0,0?,2) variando o no grafico da direita.
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Para familia SN de locagao e escala definida em (2.4) temos que a média e a variancia sao,
respectivamente, dadas por:

ElY]=¢+o <727> : § e V[Y]=o? (1 - 72T52> : (2.5)

A distribuicdo normal assimétrica multivariada é uma extensdo para o caso multivariado da
distribuigdo normal assimétrica apresentada anteriormente. Proposta por Azzalini e Dalla-Valle
(1996), esta classe de distribuigoes tem a propriedade de que cada uma de suas distribuigdes margi-
nais univariadas tem distribuicao normal assimétrica univariada, da mesma forma que ocorre com
a distribui¢do normal. Sua defini¢do é apresentada a seguir.

Defini¢ao 2.2.2. Dizemos que o vetor aleatdrio Z = (Z1,...,Zx) tem distribui¢ao normal as-
simétrica padrao k-dimensional, denotada por Z ~ SNi(Q2, ), se seus componentes sio variavéis
aleatorias continuas e sua funcdo de densidade de probabilidade é:

fz(z|Q, ) = 20, (2|Q2) D (a’z) , zeRFk (2.6)

em que o € RF € um vetor de pardametros de forma que requlam a assimetria, @ € uma matriz de
escala de ordem k X k com caracteristicas de matriz de correlagao.

O vetor de médias e a matriz de variancia-covariancia da distribuicdo com densidade em (2.6)
sao dados, respectivamente, por

1

2\2 2
E[Z] = <) A e V[Z=Q—--AA (2.7)

T T

onde A ¢ a seguinte funcao do parametro de assimetria a:
1

=——Qoa. 2.8
(1+a’ﬂa)1/2 28)

A correlacao entre dois componentes genéricos do vetor aleatério Z ~ SN (2, o) é dada pela
expressao:

wij — 200
2 A2 2 A2
(1-2A7)1 - 2A9)

pij = Corr(Z;, Z;) =

]1/27 i?j:]'?"‘?k? (2'9)

em que A; é o i-ésimo componente do vetor A e w;; ¢ o componente da i-ésima linha e j-ésima
coluna da matriz €.

O Lema 2.2.2 a seguir é uma forma 1til de representar a distribuicao normal assimétrica mul-
tivariada e também pode ser utilizada para gerar amostras de tal distribuicao. Este resultado é
uma particularizagdo daquele obtido em Arellano-Valle et al. (2006) para a familia SUN (unified
skew-normal). Aqui apresentamos apenas o caso especifico de interesse neste trabalho e sua prova
pode ser encontrada no Apéndice A.

Lema 2.2.2. (Representa¢io Estocdstica da normal assimétrica multivariada)
Se a varidvel aleatoria Yy e o vetor aleatdrio Y1 sao independentes de forma que Yy ~ N(0,1) e

Y| ~ Ni(0, ¥), em que ¥ = Q — *Qaa’Q, c= (1 + a’ﬂa)fé e A = Qa, entdio
Y =&+ AYo[+ Y,

é um vetor aleatdrio com distribuicio SNi(&,Q, o), em que Q € uma matriz de escala de ordem
k x k com caracteristicas de matriz de correlacdo.
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Também no caso multivariado, faz-se necessario trabalharmos com a introducgao de parametros
de locagdo e escala. Sejam € = (£1,...,&)" € R¥e S = diag{o1,...,01}, de ordem kx k, pardmetros
de locagao e escala, respectivamente. A funcdo de densidade do vetor aleatério Y = £ + SZ, em
que Z ~ SN¢(Q, ), é

fY(y‘ga Q,5, )‘) =20y (Y‘fa SQS) o (a/S_l(y - 5)) . (210)

A distribui¢ao em (2.10) é denominada distribuicdo normal assimétrica multivariada com locacao
e escala e serd denotada por Y ~ SNy (&, SQS, o).

Azzalini e Dalla-Valle (1996) também mostra que a distribuigdo marginal de cada componente
de um vetor aleatério com distribuicao normal assimétrica multivariada é a distribuicao normal
assimétrica univariada. Na Proposicao 2.2.1 a seguir, apresentamos este resultado para o caso
particular em que a matriz de escala é o2l e o vetor de parametros de assimetria é al;. Este
caso particular serd utilizado no decorrer do texto. A demonstracdo da Proposicao 2.2.1 pode ser
encontrada no Apéndice A.

Proposigao 2.2.1. Assuma que~y ~ SNy (&,0%I;, aly), em quey = (Y1, ), € = (&1, .., &),
o2 € Rt e & € R. A distribuicio marginal do componente v; do vetor v €S (fj,UZ,a*), com
af =a/\/1+ (k—1)a? em que —(k — 1)7% <a* < (k- 1)7%.

2.3 Modelo Logistico com Efeitos Aleatorios SN Inde-
pendentes

Consideremos a fungao de verossimilhanga em (1.2). Estendendo trabalhos anteriores assuma
que os efeitos aleatérios i, ...,7k, condicional a o2 e A, sejam independentes e identicamente
distribuidos com v;|02, A ~ SN(—6a+/2/m, 02 X), 02 € RT, A € R e em que § é definido como
em (2.3). Tal suposigdo quanto ao paradmetro de locagdo da distribuigdo dos efeitos aleatérios é
necessaria para que tenhamos F (v;) = 0, Vi = 1,...,k. Este fato evita o problema de falta de
identificabilidade na estimacao do parametro de intercepto Gy e do vetor de efeitos aleatérios ~.
Assuma também que A ~ N(h,72), h € R e 72 € Rt conhecidos. A distribuicio a priori normal
para os parametro de assimetria A foi utilizada anteriormente em Arellano-Valle et al. (2009).
Considerando as mesmas suposicoes sobre os efeitos fixos 3 e sobre o parametro de escala o? que
utilizamos na Secdo 1.3, temos que a distribuicdo a posteriori conjunta para (3,v,02,\) é dada
por:

fy1B.Mf(B)f(vlo*, N f(0*)f(N)
TTT T8 B)f(vlo? M) f(o?) f(\)dAdBdody

p 2
2, (Bimm) 3 (3 +00y/2) (A—h)? d

= —1
€xp 2b2 20.2 27,2 0_2 [Kf(y)} 7(211)

f(B,7v,0% Ay)

em que 0 é uma funcdo de A definida em (2.3), m;; é definido em (1.1) e K f(y) é o nicleo da
distribuicao preditiva, sendo dado por:

Kfly) = ///[ﬁﬁ(mj)y” (1—7Tij)1y”] (;)W% (2 <7+1k60\/z>>

i=1j=1
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2
k
oy ) 2imo(Bi —mi)? 2iz1 (7" +5a\/§) _(A=h? 4 dBdo2d
*p 202 202 272 o2 o

Como a distribui¢do em (2.11) nado possui forma fechada, utilizaremos procedimentos MCMC
para obtermos estimativas para distribuicoes a posteriori de interesse. O procedimento utilizado
serd Gibbs Sampler. Para utilizarmos tal procedimento é necessario encontramos as distribuicoes
condicionais completas para cada um dos parametros de interesse. As distribuicoes condicionais
completas para o caso em que trabalhamos diretamente com a densidade em (2.4) para os efeitos
aleatérios ~y/s sado apresentadas na Segao B.1 do Apéndice B, no entanto esta abordagem nao
apresentou resultados computacionais satisfatérios. Entao optamos por utilizar o Lema 2.2.1 para
especificarmos a distribuicao de ;|02, X. Utilizando este lema podemos escrever I'; ~ SN()) como

T, = 6|Ui| + (1 — 6%)2 V],

em que U; e V; sdo varidveis aleatérias com distribuigao normal padrao e ¢ é definido como em (2.3).
Defina por ¢; = |U;|. Através do método do Jacobiano encontramos que a variavel aleatéria 1; tem
distribuigao half-normal com parametros de locacgao e escala iguais a 0 e a 1, respectivamente. Para
a distribuigao half-normal adotamos a notagao ¢; ~ HN(01,602) para a distribuicdo com funcao
densidade de probabilidade é dada por
2
exp {—M }H(O,oo) (i)

f(i) = 20,

1
vV 27‘&’92

Para especificar y;|02, A\ ~ SN(—do+/2/7,0%,\) podemos utilizar uma transformacao linear e
escrever:

vi = —doy/2/m+ ol
R 2/7r+0(5¢i+(1—52)%vi)

— 5a<¢i—\/2/7)+a(1—52)%m.

Assim, sabendo que V; tem distribuicdo normal padrao e condicionando em 1);, conseguimos
escrever a distribuicdo desejada especificando 7;|1;, 02, A ~ N(06(¢p; — 1/2/7),0%(1 — 6%)), em que
d é definido como em (2.3), e também 1p; ~ HN(0, 1).

Com as consideracoes feitas, obtemos as distribuigbes condicionais completas apresentadas a
seguir. A distribui¢do condicional completa f(Bly,~,v,02%,\) para o vetor de efeitos fixos 3 é
a mesma obtida em (1.5), uma vez que nao depende da suposi¢ao da distribui¢ao para os efeitos
aleatoérios. As distribuicoes condicionais completas para o vetor de efeitos aleatérios =y, para o
componente ¥ = (¢1,...,1%), que aparece no modelo ao utilizar o Lema 2.2.1 para especificar
a distribuicio normal assimétrica, e para os parametros de assimetria A e escala o2 sdo dadas,
respectivamente, por:

o e

i=1j=1

S, (- 00— /27
Py T 202(1 — 02) ’




24

F@ly,B,7,0%0) o< f(vlo®, 9, N (%)

k

o« [T f(ulo®, i, M) f ()

=1 )
k Vi — 00(th; — \/2/m) 2
h HeXp - ( 202(1 — §2) ) B % T0,00) (%)
b (TZH*(%+05\/2/7)§)2 ('yi+05\/2/7r)2
X Hexp - 2(1 — 62) exp § — 552 H(O,oo)(l/)i)
K wi—(7i+a5\/2/7)§ ’
x Hexp B ( 2(1 . (52) ) ]I(O,oo)(wi)a (212)

FY.B.y.0%4) o f(vlo?, 9, A f(N)
Yim1 (% — o0 — \/2/7T)) (A — h)?

s (1—62)_§exp - -

202(1 — 62) 272
N T O U 2 (- hp?
o (14 2?) exp{ 552 ;<% Um(l/h \/2/7)> 972 }v

F(@ly. Bv, ¥, 0) o< f(vlo? ,A)f(o?)
2
( 1 )5+“+1 P (’Yz' — (i — +/ 2/”)) d
x exp{ —

202(1 — 62) o2

o2

Note de (2.12) que a distribuigao condicional completa para ¥; possui niicleo conhecido e, assim,
identificamos que |y, 3,7,0%, A ~ HN ((% + 05\/2/7)2, (1-— 52)).

Por fim, é preciso gerar amostras das distribuigoes condicionais completas obtidas. Assim, como
nas situacoes onde assumimos a distribuicao normal para os efeitos aleatérios, podemos utilizar o
método ARS para gerar das distribuicoes de 3 e =, pois apds alguns calculos consegue-se provar
suas distribuicoes sao fungoes log-concavas. Para gerarmos de 1), podemos gerar cada ; quase
que diretamente utilizando o método da rejeicdo. Amostras das distribuicoes a posteriori de A e
de 02 sdo obtidas gerando das respectivas distribuicées condicionais completas usando o algoritmo
Adaptive Rejection Metropolis Sampling (ARMS) proposto por Gilks et al. (1995).
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2.4 Modelo Logistico com Efeitos Aleatéorios SN Cor-
relacionados

Mais uma vez estendendo trabalhos anteriores, vamos considerar agora que o vetor de efeitos
aleatérios v tem distribuicao normal assimétrica multivariada com vetor de parametros de locacao
¢ = —Ao\/2/7, matriz de escala oI}, 0> € RY, e vetor de parametros de assimetria igual a
a, a € R, ou seja, v ~ SNi(—Ac+/2/7,0%I},1,a), em que 1j é o vetor unitario de ordem k
e A = Al = (a/V1+ ka?)1y é definido em (2.8). Esta suposicdo quanto ao parametro de
locagao é feita em fungdo de garantir que E () = 0. Isto é necesséario para evitar problemas de
identificabilidade na estimacao do parametro de intercepto Jy e dos efeitos aleatérios . Assumimos
a funcao de verossimilhanca em (1.2) e consideramos também que o ~ N(h,72), com h € R e
72 € Rt conhecidos, suposicao para o parametro assimetria igual a da secdo 2.3. Considerando as
mesmas suposicoes sobre os efeitos fixos 3 e sobre o parametro de escala o2 que foram consideradas
na Secdo 1.3, temos que a distribuicio a posteriori conjunta para (3,7, 02, ) é dada por

18,7 f(B)f(vlo®, a) f (o) f(a)
TTT T8 (B)f(vlo?, o) f(0?) f(e)dadBdo>dy

i=1j=1 i=1

fB.y,0%aly) =

p 2

k
Y (Bi—mi)? 2 (%‘ + AU\/%) o I
eXp —= 2b2 - = 202 N ( 27‘2]1) N % [Kf(y”_l(z.lg)

em que 7;; é definido em (1.1) e K f(y) é o nicleo da distribuicao preditiva, sendo dado por

Kf(y) - /// ﬁﬁ(mj)yﬁ(1—wij)lm (;)W¢<j§:<%+Ao\/z>>

ot i=1
2
k ‘ 2
exp D ro(Bi = ma)? 2i=1 (% * AU\/;) B Gl h* 4 dBdo®dy
262 202 272 o’ |

A distribuigdo a posteriori em (2.13) também nado possui forma fechada e, novamente, faz-
se necessario implementar procedimentos MCMC para obtermos estimativas para os parametros
do modelo em questdo. Da mesma forma que na Segao 2.3, vamos utilizar uma representacao
estocdstica para especificar a distribuicao dos efeitos aleatdrios. As distribui¢oes condicionais com-
pletas para os parametros do modelo ao trabalhar diretamente com a densidade da distribuicao
normal assimétrica multivariada, e nao utilizar representagao estocastica, sao apresentadas na Secao
B.2 do Apéndice B. Para especificarmos a distribuigao de ~y|o?, o, utilizamos o Lema 2.2.2. Inicial-
mente, através deste lema escrevemos a distribuigao de I' ~ SNy (0, I, aly) como

=AU+,

1
em que A = « (1 + kaQ) 2 U ¢é uma variavel aleatéria com distribuicao normal padrao e V é

um vetor aleatério com distribuigao N (0, ¥) com ¥ = [ — (1 + k:az)_l ozzlkl;{. Se definimos
T = |U]|, através do método do Jacobiano sabemos que T'~ HN (0, 1). Para introduzir parametros
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de locagado e escala utilizamos uma transformacao linear como dito na Secao 2.2. Entao, para
especificar v ~ SNi(—Ac+\/2/7, 021}, 1;,a) fazemos

v = —Aocy\/2/7m+diag{o,...,0}T
= —Aoc\2/t+0c(AT+YV)

= Aa(T—\/2/77r>+0V.

Desta forma, se condicionarmos no conhecimento de 7" podemos escrever a distribuicao dese-
jada especificando v|T, 02, ~ N(cA(T — \/2/7),0%(Iy — A%1,1})) e T ~ HN(0,1), em que
A = Al; = (a/V1+ ka?)1; é definido como em (2.8). Com as consideragoes feitas, obtemos as
distribuigoes condicionais completas apresentadas a seguir. A distribuicao condicional completa
f(Bly,~,T,c% a) para o vetor de efeitos fixos 3 é a mesma obtida em (1.5), uma vez que nao
depende da suposicao da distribuicao para os efeitos aleatorios. As distribuicGes condicionais com-
pletas para o vetor de efeitos aleatérios 4, para o componente 1T', que aparece no modelo ao utilizar
o Lema 2.2.2 para especificar a distribuicao normal assimétrica, e para os parametros de assimetria
a e escala 02 sdo dadas, respectivamente, por

fAly.B,0% T,a) o f(ylB,v,0% T.a)f(v]0* T, )

[ﬁ ﬁ L ixi’xi”a}ij}} ) [1 + e;p {mj}} -

i=1j=1

e {50z [r -0 (1= VE)] [+ ooty [r-oa (1= vam)] .

202

R

f(Tly.B.y,0%0) o f(vl0® T, ) f(T)

x e {obs [r-on (1 VA7) [+ - Eeggten] [y —oa (- va)] )

€xp {_2 }]I(O,oo) (T)
k
x exp{—; Tz(l—k:AQ)_l—QTUz(laAkAQ) (Z'yi—&—k‘aAQ\/Q/w)]}H(Om)(T)
! 7 _or (2 k kAZ%\/2 I T 2.14
Py pag |1 G 2 ANV oo (), (219

flaly,B,7,0%T) o« f(v]o* T, q)f(a)

1 oa(T —+/2/m 9 47 oa(T —+/2/m
ol - T oy - |
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f(@?ly. 8,7, T,a) o f(y|o,T,a)f(c?)

1\ 5 +att d
X ; exp _ﬁ
1

Note de (2.14) que a distribui¢ao condicional completa para 1" possui niicleo conhecido e, assim,
identificamos que Ty, 3,v,02%,a ~ HN (% [Zle i + kaA\/2/77r} , (1 — kA2)).

Para implementar o modelo é necessario gerarmos amostras das distribuicoes condicionais com-
pletas obtidas. Da mesma forma que nos modelos anteriores, podemos utilizar o método ARS para
gerarmos das distribuictes de 8 e -, pois suas distribuicoes sao fungoes log-concavas. A geracao de
T pode ser feita quase que diretamente utilizando o método da rejeicao. Amostras das distribuigoes

a posteriori de o e de o sdo obtidas gerando das respectivas distribuicoes condicionais completas
usando o método ARMS.



Capitulo 3

Razao de Chances no Modelo
Logistico Misto

A interpretacao dos parametros no modelo logistico é usualmente feita utilizando-se a razao de
chances ou “Odds Ratio”.

A Odds Ratio entre dois grupos é a razao entre a “chance” de ocorréncia do evento de interesse
em um grupo pela “chance” de ocorréncia do evento no outro grupo. Por chance de ocorréncia
do evento em um grupo particular, entende-se a razao entre as probabilidades de ocorréncia e nao
ocorréncia deste evento em tal grupo. Ou seja, a razao de chances (brevemente, OR) entre dois
individuos j; e jo pertencentes aos clusters iy e i9, respectivamente, é definida como

OR — 7ri1j1/(1 - 7Ti1j1). (3.1)
7ri2j2/(1 - 7Ti2j2)

No caso do modelo logistico com efeitos aleatérios, a probabilidade 7;; é dada na Secao 2.2.
Neste caso, como mostrado em Larsen et al. (2000), hd uma diversidade de comparagoes possiveis de
serem feitas, dependendo o interesse que se tem no problema. Além disto, contrario ao que ocorre
no modelo logistico usual, a Odds Ratio depende nao sé dos efeitos fixos, como pode também
depender dos efeitos aleatorios. Na situagdo que acabamos de descrever, a OR torna-se

/ /
exp {Xiljﬁ + Zm‘ﬂ}

/ /
€xp {Xléjz’@ + Zi2j27}

OR =

= &Xp {(Xgljl - ng]’z)ﬁ + (Z{iljl - zé2j2)7}‘ (3.2)

Se considerarmos a situagao na qual os dois individuos pertencem a um mesmo cluster, mas
apresentam resultados distintos para as covaridveis, temos que a interpretacao usual de razao de
chances é aplicavel pois, neste caso, a OR depende apenas dos efeitos fixos. Para um melhor
entendimento, assuma que os individuos j; e jo pertencentes ao cluster i; apresentem valores
distintos para as covaridveis. Neste caso, os vetores z; . e z. . sao idénticos. Desta forma, a

1171 1172
expressao para razao de chances em (3.1) é simplificada e assume a seguinte forma

OR = exp {(x},;, — X},;,)8} (3.3)

11J1 1272
Para quantificarmos os efeitos aleatoérios, consideramos individuos com os mesmos valores de
covariaveis para os efeitos fixos. Considere, por exemplo, individuos j; e jo com os mesmos valores

28
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observados para as covariaveis, mas que pertencem a diferentes clusters i1 e i9, respectivamente.
Neste caso, os vetores xgl g€ xgz j, 580 iguais e a OR dependera apenas dos efeitos aleatérios. Sendo
assim, a razao de chances em (3.1), é dada por

OR = exp {(z,j, — Zi,;,)7}- (3.4)

Em qualquer das trés situagoes exibidas em (3.2), (3.3) e (3.4), do ponto de vista bayesiano, a
OR é uma quantidade aleatéria. Do ponto de vista cldssico, no entanto, a OR é um objeto aleatério
apenas nos casos em que é funcao dos efeitos aleatérios v como sao os casos exibidos nas expressoes
(3.2) e (3.4).

Uma vez que a razao de chances é uma quantidade aleatéria, Larsen et al. (2000) propoe estudé-
la em termos de caracteristicas relacionadas a sua distribui¢do de probabilidades. A proposta de
Larsen et al. (2000) é considerarmos, para este fim, a Razao de Chances Mediana (MOR) que
quantifica apropriadamente a heterogeneidade entre os clusters ou grupos, permitindo uma avaliagao
mais apropriada dos efeitos fixos. No caso em que o interesse estd em fazermos comparagoes entre
um individuo com alto risco e um individuo com baixo risco, aleatoriamente escolhidos em grupos
diferentes e com os mesmos valores observados para as covaridveis, tal medida é dada por

MOR = med{exp {|(z; ;, — 2i,;,)7|}}- (3.5)
Para o caso onde individuos pertencem a diferentes clusters e também apresentam diferentes valores
observados para as covariaveis, a M OR torna-se

MOR = med{exp {(x] ;, —X},;,)8+ (2i,;, — 2i,;,)7}}- (3.6)

A tarefa de eliciarmos distribuicGes a priori apropriadas para os parametros torna-se mais sim-
ples quando estes sao interpretaveis. No caso dos efeitos aleatérios esta interpretagao, geralmente,
nao é trivial, o que dificulta a construgao de distribuigdes a priori razodveis para descrevermos o
seu comportamento. Assim, sua influéncia na quantificacao da OR, como mostrado por Larsen
et al. (2000), pode se tornar uma ferramenta valiosa na construcao de distribui¢oes a priori mais
apropriadas. Como, a priori, estamos considerando a mesma distribuigao para os efeitos fixos, os
modelos adotados diferem por eliciarmos distribuigoes a priori diferentes para os efeitos aleatérios
~. Assim, neste capitulo, propomos estudar o efeito inicialmente introduzido na OR por estas
distribuigoes.

Iniciamos, apresentando os resultados obtidos por Larsen et al. (2000) para o caso em que 0s
efeitos aleatdrios sdo normalmente distribuidos. Posteriormente, nas Segoes 3.2 e 3.3 fornecemos
extensoes originais destes resultados para os casos em que os efeitos aleatorios sao independentes e
correlacionados, repectivamente, e tém distribuigoes normal assimétrica.

3.1 Efeitos Aleatorios Normalmente Distribuidos

O artigo de Larsen et al. (2000) é o primeiro a fornecer uma interpretagao para os efeitos fixos
quando o modelo logistico com efeitos aleatérios é adotado. Apesar destes autores considerarem tal
interpretacao do ponto de vista da Estatistica Classica, os resultados obtidos por eles, fornecem o
comportamento, a priori, da odds ratio, dados os efeitos fixos 3 e os hiperparametros que indexam
a distribuicao dos efeitos aleatérios.

Larsen et al. (2000) mostrou que, se os efeitos aleatérios sao normalmente distribuidos com vetor
de médias 0 e matriz de covariancia X, entao a razao de chances, em (3.1), entre dois individuos
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J1 e jo pertencentes, respectivamente, aos clusters i1 e iz, pode ser escrita como:

OR = exp {k + wV}, (3.7)

em que k = (x,;, — %}, )8, w* = (2] ;, — 2i,5,)2(2ij, — Zinjp) € V ~ N(0,1).

Tal expressao é valida pois, visto que o termo k é um escalar, aplicando o Teorema C.1.2,
apresentado no Apéndice C.1, podemos mostrar que o termo (z;-1 i z;2 jQ)'y possui distribuicao
N(k,w?). Sendo assim, podemos reescrever tal termo como k + wV, em que V ~ N(0,1). Além
disso, se forem observados os mesmos valores para as covaridveis para os individuos j; e jo e se
estes forem pertencentes a clusters i1 e ig, diferentes, entao temos k = 0 e a razao de chances é
dada por:

OR = exp {wV'}.

Larsen e Merlo (2005) mostraram também que, sob normalidade para os efeitos aleatérios, a OR
em (3.7) é uma quantidade que, dados 3 e X, tem distribuicao lognormal. O resultado introduzido
por Larsen e Merlo (2005) é apresentado no Teorema 3.1.1 a seguir e sua prova pode ser encontrada
no Apéndice C.1.

Teorema 3.1.1. Defina OR = exp{k + wV}, onde k € R e w € RT sdo dadas em (3.7). Se V
tem distribui¢io normal padrdo, entio dados B e X, OR tem distribui¢io lognormal(k,w?) com
densidade dada por

foRrjkw?(t) = [\/ﬁtw}_l exp {—2302(11115 - k)Q}, teR*
= t1o(Int|k,w?).

Larsen et al. (2000) estabelece outros resultados interessantes sobre a M OR. Estes resultados
encontram-se no seguinte teorema cuja prova pode ser encontrada no Apéndice C.1.

Teorema 3.1.2. Se V é uma varidvel aleatoria com distribuicdo normal padrao entao, dados 3 e
3., seque que

(i) med{exp {|wV]}} = exp {med{|wV|}} = exp {w®~1(0,75)},
(ii) med{exp {—|wV|}} = [med{exp {lwV|}}]7",

(i) med{exp {k +wV} = exp {k},

onde w € RT e k € R sdo constantes.

Nas proximas segoes apresentamos algumas das principais contribuicoes desta dissertacao, onde
obtemos resultados originais ao estender os resultados de Larsen et al. (2000) considerando familias
estendidas de distribui¢coes normais para os efeitos aleatérios.

3.2 Efeitos Aleatorios Independentes com Distribuicao
Normal Assimétrica Univariada

A razao de chances em (3.2) também pode ser escrita como OR = exp{k + W}, em que

— (! / ) / . - o~
k= (xi,;, —Xi,;,)B8eW = (z; —z,;)v. Suponhamos agora que os efeitos aleatérios v;s sao
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independentes e identicamente distribuidos com distribuicao normal assimétrica univariada com
parametros de locacdo igual a zero, de escala 0> € RT e de assimetria A € R, ou seja, para o efeito
aleatério v; associado ao i-ésimo cluster consideramos a distribuicao SN (0,02, \).

Sob estas suposicoes, condicionalmente ao vetor de parametros B associado aos efeitos fixos e
nos hiperparametros o e A que indexam a distribuicdo dos efeitos aleatérios, vamos encontrar a
distribuicdo de OR entre os individuos j1 e jo pertencentes, respectivamente aos clusters iy e is.
Iniciamos por encontrar a distribuigao da varidvel aleatéria W = (z;, i z;, i)Y = iy — Y, que
sera dada na Proposicao 3.2.1 a seguir.

Proposicao 3.2.1. Se 7, e vy, sdo independentes e ambos tém distribuicdo SN(0,0%,)\) entdo,
dados 0 e \, a distribuicdo de W =~ — v tem a sequinte funcdo densidade de probabilidade

2
Ftonalw) = a6wizo?oa (N, ~1¥140* |12+ 51015 ). (35)

onde 1o denota um vetor, de ordem 2 x 1, no qual todos os componentes sdo iguais ao valor 1.
Note que a distribui¢ao em (3.8) pode ser escrita da seguinte forma

Dy (A[1, —1]'w | 40215 + A13[202]15))
q)g (0’40212)

2
fwioza(w) = ¢(w|207) : (3.9)

Embora tenha forma bastante semelhante a da distribuicao encontrada por Arellano-Valle et
al. (2006), tal distribuicdo ndo é um membro da familia unificada de distribui¢cées normais as-
simetrizadas (SUN) definida por tais autores. No entanto, esta distribuigdo pertence a uma familia
que é uma pequena variacao da familia SUN. Por esta razao, a familia de distribuigoes definida em
(3.8) serd denotada por W|o2, A ~ SUNM (20—2, AL, 1], 402 [12 + %2121'2})

Note que se assumirmos que os efeitos aleatérios sdo definidos tal que v; ~ SN (&, 02, \), em
que £ # 0, como ocorre na segao 2.3, a Proposicao 3.2.1 continua valendo, pois o efeito aleatério ~;
pode ser escrito como v; = I'; + &, em que I'; ~ SN(0, 02, )\). Disso segue que

W = (Z{iljl - Z;2j2)7 = Fil + g - Fi2 - é. = 1—‘7;1 - FiQ'

As provas da Proposicao 3.2.1 e das demais proposicoes apresentadas nesta secado podem ser en-
contradas no Apéndice C.2. O resultado apresentado na Proposigao 3.2.1 a respeito da distribui¢ao
de W = ;, — i, serd util na prova da Proposicao 3.2.2, apresentada a seguir, na qual encontramos
a distribuicao para a razao de chances ao assumirmos a distribuicao normal assimétrica univariada
para os efeitos aleatorios e que é um dos principais resultados deste capitulo.

Proposigao 3.2.2. Seja OR = exp{k + W}, onde k = (x,; —%},;,)8 e W =y — ;. Sevy e
vj sao varidveis aleatorias que, dados o2 e X\, sdo independentes e identicamente distribuidas com
distribuicio SN (0,02, ), entdo condicionalmente em B, o? e X\, a varidvel OR tem distribuicdo
com densidade dada por

2
foriBo2 2 (t) = %¢(lnt|k,202)®2 ()\[1, —1"Int|A[l, —1]'k, {12 + 2121’2D : (3.10)

onde t € RT.
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Por simplicidade, chamaremos a distribuigao em (3.10) de lognormal assimetrizada, embora
esta nao seja a mesma definida em Marchenko e Genton (2010).

Como para o caso normal, aqui também temos uma forma fechada para a MOR. Este resultado
é fornecido na seguinte proposigao.

Proposicao 3.2.3. Se os efeitos aleatorios sao independentes e identicamente distribuidos tal que
vi ~ SN (0,02, \), entdo seque que a mediana da distribuicio em (3.8)ou razdo de chances mediana,
dados B, 0%, \ €

)\2
MOR = med{exp{k+W}|3,0% \} = exp {(I)SIIJNM (O, 51202, A[1, —1], 40° [Iz + 2121'2]> + k‘},

onde ®suyna(.) denota a f.d.a. da distribuicao em (3.8).

3.3 Efeitos Aleatérios Correlacionados com Distribuicao
Normal Assimétrica Multivariada

Vamos considerar agora que o vetor de efeitos aleatérios v = (71,...,7)" tem distribuicao
normal assimétrica multivariada com parametro de locacdo & = (0,...,0), matriz de escala oI},
0% € R?, e vetor de parametros de forma que regulam a assimetria igual a aly, a € R, ou seja,
~ ~ SNi(0,02I},a1;). Da Proposicio 3.3.1, apresentada a seguir e cuja prova pode ser vista
no Apéndice C.3, vemos que ao assumirmos esta distribuicdo conjunta para os efeitos aleatérios
estamos impondo que estes sejam correlacionados. Neste caso, a distribuicao conjunta de v; e ;
é SN, (OQ,UQIQ,CV*].Q), onde a* = afl + a?(k — 2)]7'/2, a qual néo fatora no produto de duas
densidades marginais. Aplicando a férmula em (2.9), encontramos que a correlagao entre y; e 7; é

2 *)2
—=(4A")
Corr(y,v;) = T2 A

a*

*
em que A* = The

Proposigao 3.3.1. Se o vetor de efeitos aleatdrios v ~ SNi(0x, 021}, aly), entdo o vetor Vi =
(,75)" formado pelas componentes v, e ~y; de vy tem distribuicio SN (Oz,azlg,a*lg), em que
of = afl +a?(k —2)]71/2.

Sob estas suposicoes sobre os efeitos aleatérios, pode-se provar que a OR pode ser escrita com
em (3.7), ou seja,
OR =exp{k +wV},

A 2 200 ) . . . A 14 311
em que k = (x; ; — x;,,.)8, w* = 0°(2; ;, — %, ;, ) Ik (Zirj, — Zirj,) € V € uma varidvel aleatéria tal

que V ~ N(0,1). Para demonstrar este fato utilizamos o resultado a seguir cuja prova encontra-se
no Apéndice C.3.

Proposicao 3.3.2. Se o vetor de efeitos aleatérios é tal que v ~ SNi(Oy,0%Ix, aly), entio a
varidvel aleatoria v, — v;, em que 7 e 7y sao componentes de 7y, tem distribuicao Normal com
média zero e variancia 202.

O resultado dado na Proposicao 3.3.2 pode ser estendido para situacoes mais gerais, como
por exemplo quando assumimos v ~ SN (1,021, aly), com & # 0, suposi¢ao feita no modelo
implementado na Secao 2.4. Esta extensao encontra-se na Proposicao 3.3.3.
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Proposigao 3.3.3. Seja Y ~ SNi(€,Q, ), em que Q = diag(o?,...,02), &€ = (&,...,&) e
a=(ai,...,a)". Considere a combinagdo linear dos elementos de’Y dada por C'Y, em que C' =
(c1y...,¢ck) € um vetor de constantes. Se Zle a;0i¢c; =0 entdo C'Y ~ N (Zle &ci, Zle 6?02).

)

Se estamos calculando a razao de chances do evento de interesse ocorrer para individuos ji

. . . C e ~ / ,
e jo que pertencem, respectivamente, aosclusters i1 e io, distintos, entao o termo (zilj1 — zinQ)'y
torna-se v;, — 7i,. Este termo v;, — 7, pode ser visto como uma combinagio linear C’vy, em
que C" = (c1,...,¢), g = 1, ¢ = =1l ec¢ =0, Vi # 1,j. Sob as suposigoes feitas para os

efeitos aleatorios, podemos aplicar a Proposi¢ao 3.3.3 considerando & = 0, J? =o0’eq = a,

Vi = 1,...,k. Neste caso, temos que Ele Q0iC; = oQ Zle ¢; = 0, fato que atende a condicao
imposta pela proposicao e entao, consequentemente, temos que a varidvel aleatéria C'y = v;; — 74,
tem distribuicao normal com média % | &¢; = 0 e variancia ¢ 20? = 02 32F | 2 = 202, Desta
forma, podemos escrever a expressao da razao de chances da mesma forma que no caso em que
/ / 2 _ 2
b — 2, )0 (24 — 24,) = 20°.
Assim, como conseguimos escrever a razao de chances em (3.2) na mesma forma que a obtida
em (3.7), todos as resultados apresentados na Segao 3.1 para medidas propostas por Larsen et al.
(2000) sao também vélidos para esta situagao. Ou seja, como pode ser visto no Teorema 3.1.1,
dados k e w?, a varidvel aleatéria OR tem distribuicdo lognormal(k,w?) com densidade

consideramos normalidade para os efeitos aleatérios, visto que w? = (z

1
forkw2(t) = [V2rtw] ™" exp {—M(lnt - k)2}7t eRT,

onde w > 0 e k > 0. Além disso, assumindo uma distribuicdo normal assimétrica multivariada para
os efeitos aleatdrios, a razao de chances mediana (MOR), como demonstrado no Teorema 3.1.2, é
tal que

(i) med{exp {|wV|}} = exp {med{|wV[}} = exp {w®™(0,75)},
(ii) med{exp {—|wV|}} = [med{exp {|wV[}}]7",
(iii) med{exp {k +wV} = exp{k}.

3.4 Determinando a Razao de Chances a posteriori:

Os resultados obtidos nas se¢Ges anteriores sao uteis para a interpretacdo da OR do ponto de
vista classico. Do ponto de vista bayesiano, no entanto, esses resultados podem apenas auxiliar na
construcao de distribuigoes a priori mais apropriadas para os efeitos aleatérios. Tais distribuicoes a
priori podem ser escolhidas atendendo a caracteristicas conhecidas a respeito de OR. No entanto,
a posteriori, para interpretarmos os resultados obtidos necessitamos determinar a distribuicao a
posteriori de OR. Tal distribuicao depende tanto dos efeitos fixos B quanto dos efeitos aleatérios
5.

Como as distribuicoes a posteriori para tais parametros nao tém forma fechada, utilizaremos o
seguinte procedimento para aproximarmos a distribuicao de OR.

Passo 1: Gere uma amostra da distribuicdo a posteriori dos parametros de interesse;

Passo 2: Calcule OR™ = exp {(xi,j, — Xinja) B + (2, — 2injs) ¥}, em que (87, ~4() sdo
os valores gerados no r-ésimo passo do processo MCMC para a distribuicao a posteriori de
Ber.
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A expressao no Passo 2 pode ser mudada de acordo com o interesse dos pesquisadores, como, por
exemplo, para situagdes em que a razao de chances depende apenas dos efeitos aleatérios ou apenas
dos efeitos fixos. A vantagem desta abordagem é que as medidas resumo a posteriori de OR, como,
por exemplo, mediana, moda, média e intervalos de credibilidade de mais alta densidade (HPD),
sdo facilmente obtidas. A moda a posteriori da razdo de chances é um estimador interessante
dado que ela estd em uma regiao de alta densidade. Assim, informalmente falando, nés podemos
concluir que quando comparamos dois sujeitos de dois clusters selecionados aleatoriamente a razao
de chances mais provavel é a razdo de chances modal. A mediana tem uma interpretacido natural
em termos de probabilidades e ela é similar a MOR proposta por Larsen et al. (2000). Além de
fornecer uma estimativa intervalar, os intervalos HPD podem ser utilizados para realizar testes
de hipéteses sobre a razao de chances. Ao formular testes de hipdteses sobre a razao de chances,
geralmente, o principal interesse é testar a hipétese nula Hy : OR = 1. Esta hipdtese pode ser
aceita se o valor um estiver incluso no intervalo HPD « posteriori para OR.



Capitulo 4

Estudo com dados Simulados

Neste capitulo é apresentado um estudo de simulagao com o objetivo de avaliar o comportamento
dos modelos apresentados nos capitulos anteriores. Especificamente, queremos avaliar se a ma
especificacao da distribuicao dos efeitos aleatdrios afeta significativamente as estimativas do efeitos
fixos e aleatorios, bem como as estimativas para a OR. Este é apenas um estudo exploratério e serd
aprimorado futuramente.

Em tal estudo as varidveis resposta foram geradas de uma distribui¢ao Bernoulli(m;;) com
m;; definido como em (1.1). As respostas foram divididas em 25 clusters (k = 25) contendo 40
observagoes cada (n; = 40), totalizando um total de 1000 observacoes. Para gerar os dados,
consideramos o modelo com apenas uma covaridvel, para a qual foram gerados 1000 valores da
distribui¢do normal padrao. Como efeitos fixos consideramos Gy = 0,5 e B, = 2,5. Para gerar
dos efeitos aleatdrios consideramos trés situagoes distintas, considerando as distribui¢bes normal,
normal assimétrica univariada e normal assimétrica multivariada. Os efeitos aleatérios gerados
foram transformados de tal forma a terem média e variancia exatamente iguais ao especificado
para a distribuicao da qual foram gerados. Em resumo, o processo de geracao dos dados pode ser
descrito pelos passos a seguir:

Passo 1: Definir nimero de clusters k e nimero n; de observacoes em cada cluster i;
Passo 2: Definir valores dos efeitos fixos 3;

Passo 3: Gerar efeitos aleatoérios v da distribuigao especificada;

Passo 4: Calcular a probabilidade m;;, Vi =1,..., ke j=1,...,n;

Passo 5: Gerar os valores y;;, Vi=1,...,kej=1,...,n;.

Para cada banco de dados gerado ajustamos trés modelos, cujos nomes serao definidos pela
distribuigao adotada para os efeitos aleatérios. O modelo Normal, descrito na Secao 1.3, é o modelo
logistico misto com efeitos aleatérios normalmente distribuidos. O modelo SNI, foi apresentado na
Secao 2.3, é o modelo logistico misto com efeitos aleatérios SN independentes. Por fim, o modelo
SND é o modelo logistico com efeitos aleatérios SN dependentes, modelo apresentado na Secao 2.4.

Para completar a especificacao dos modelos eliciamos as distribuicées a priori. Uma vez que
nao apresentaremos uma analise de sensibilidade do modelo, optamos por considerar distribuicoes a
priori pouco informativas para todos os parametros. Em todos os modelos, para os parametros de
efeitos fixos assumimos como distribuigao a priori que 8; ~ N(0;10), i = 0,1, e para o parametro
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de escala assumimos 02 ~ GI(2,001;1). A distribuicdo a priori para o? foi escolhida de tal forma a
garantirmos a existéncia dos momentos de primeira e segunda ordem da distribuicao, assim temos,
a priori, que E(0?) = 1 e V(0?) = 1000. Assumimos também A ~ N (0,1000) e o ~ N (0, 1000) nos
modelos SNI e SND, respectivamente. Como ja dito anteriormente, a distribui¢do a priori normal
para os parametros de assimetria foi utilizada em Arellano-Valle et al. (2009).

Para gerar das distribuicoes a posterior: dos parametros consideramos burn in de 20000 para
o modelo Normal e 40000 para os modelos SNI e SND. Além disso, os métodos MCMC fornecem
amostras a posteriori com a autocorrelacao elevada. Por isso consideramos para o lag os valores
de 10, 20 e 30 para os modelos Normal, SNI e SND, respectivamente. No processo de inferéncia,
para obter as estimativas da distribuicao a posteriori dos parametros em cada um dos modelos,
consideramos as amostras a posteriori com tamanho de 1000. A anélise de convergéncia, que nao
serd apresentada, foi realizada através do diagndstico de convergéncia de Geweke (Geweke (1992)),
do grafico do trago e do grafico da média ergédica das amostras das distribuicbes a posteriori.

Para cada banco de dados os modelos implementados foram comparados utilizando estatisticas
que avaliam a qualidade de ajuste dos modelos. As estatisticas utilizadas sao conditional predictive
ordinate (CPO), deviance information criterion (DIC) e médias a posteriori do indice C, uma
aproximacao para a drea abaixo da curva ROC, e da taxa de classificagao correta (TCC). O critério
CPO ¢ utilizado atrdves da estatistica resumo denominada logaritmo da verossimilhanga pseudo-
marginal (LPML). No apéndice D sao apresentados detalhes de implementacao destas estatisticas.

Na préximas secoes sao apresentados mais detalhes a respeito da geracao dos dados e a inferéncia
realizada para cada um dos banco de dados com os modelos considerados.

4.1 Efeitos Aleatdérios com Distribuicao Normal

Nesta secao apresentamos o estudo de simulagao com dados gerados de um modelo logistico
misto com efeitos aleatérios normalmente distribuidos. Neste estudo, foram gerados dois bancos de
dados com diferenca na variancia definida para a distribuicao dos efeitos aleatérios. No primeiro,
denominado banco de dados 1, os efeitos aleatérios foram gerados independentes e indenticamente
distribuidos com distribuicao normal padrao e a no segundo banco de dados, denominado banco
de dados 2, os efeitos aleatérios foram gerados independentes e indenticamente distribuidos com
distribuigdo normal com média 0 e variancia 4. Na Figura 4.1 sao apresentados o histograma dos
efeitos aleatérios gerados e a respectiva distribuicao tedrica nos dois bancos de dados gerados.
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Figura 4.1: Histograma e densidade tedrica dos efeitos aleatorios v gerados para os bancos
de dados 1 (esquerda) e 2 (direita).
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A Tabela 4.1 apresenta as estimativas, para ambos bancos de dados gerados e obtidas com os
trés modelos que foram considerados, para os parametros de efeitos fixos 3, para os parametros que
indexam a distribuicao assumida para os efeitos aleatérios e também para a varidncia dos efeitos
aleatorios. Ao avaliar as estimativas, lembre que no modelo normal a varidncia dos efeitos aleatérios
é igual ao préprio parametro 0. Os estimadores, a posteriori, utilizados sao média (Me), mediana
(Md), moda (Mo) e o intervalo de mais alta densidade com 95% de probabilidade (HPD).

Tabela 4.1: Estimativas a posteriori para os parametros

Me Md Mo HPD Me Md Mo HPD
Banco de dados 1 - V(y;) =1 Banco de dados 2 - V(v;) =4

modelo Normal

Bo 0,448 0,446 0,391 [0,044;0,815] 0,497 0,493 0,515 [-0,210;1,398]
51 2,522 2,517 2,484 [2,241;2,839] 2,483 2,487 2,512 [2,141;2,818]
o2 0,883 0,827 0,748 [0,356;1,564] 3,375 3,117 2,786 [1,662;5,693]
modelo SNI
Bo 0,455 0,458 0,433 [-0,005;0,825] 0,497 0,498 0,478 [-0,233;1,148]
B 2510 2,504 2,499  [2,202;2,842] 2477 2471 2457  [2,170;2,825]
o? 1,383 1,132 0,847 [0,373;2,961] 3,902 3,604 3,037 [1,538;6,871]
V(vi) 0,859 0,797 0,687 [0,301;1,444] 3,423 3,223 2,758 [1,491;5,552]
A -2,836 -0,459 -0,168 [-14,530;1,376] -0,068 -0,035 -0,049 [-1,054;1,012]
modelo SND
Bo 0,453 0,458 0,474 [ 0,165; 0,712] 0,495 0,498 0,528 [0,059; 1,013]
By 2,528 2,527 2,531 [ 2,252; 2,866) 2,480 2,479 2,488  [2,137; 2,821]
o2 0,895 0,843 0,759 [ 0,405; 1,559] 3,309 3,118 2,868 [1,634; 5,353]
V(i) 0,873 0,824 0,740 [ 0,395;1,519] 3,229 3,040 2,795 [1,601; 5,226]
« 0,108 0,116 0,005 [-8,943; 9,999] 0,110 0,115 0,133 [-9,999; 10,258]

Analisando a Tabela 4.1 percebemos que para o banco de dados 1, se considerarmos as estimati-
vas dadas por média e mediana a posteriori, o modelo SNI foi o que melhor estimou os parametros
0Bo e 1, pois apresentou estimativas mais préximas dos valores reais 0,5 e 2,5. Se considerarmos a
moda a posteriori, o modelos SND e SNI foram melhores para estimar Gy e (31, respectivamente.
Em todos os modelos os intervalos HPD a posteriori, com 95% de probabilidade, incluiram os
verdadeiros valores de Gy e (1. Os modelos SND e Normal apresentaram os intervalos HPD com
menor amplitude para Gy e (1, respectivamente. O modelo Normal foi o que melhor estimou a
variancia dos efeitos aleatérios V(;) considerando as estimativas pontuais. Para a variancia, to-
dos os intervalos HPD incluiram o verdadeiro valor e o modelo SND apresentou o intervalo HPD
com menor amplitude. O modelo SNI estimou valores negativos para o parametro de assimetria
A, a média a posteriori e intervalo HPD foram —2,836 e [—14,530;1,376]. No entanto, os efeitos
aleatérios foram gerados com a distribuicao normal, ou seja, com A = 0. Ao observarmos a Figura
4.1 podemos notar que, apesar dos efeitos aleatérios para o banco de dados 1 terem sido gerados
da distribuigdo normal padrao, o histograma dos efeitos aleatérios é um pouco assimétrico. Para o
modelo SND obtivemos estimativas préximas de zero para o parametro de assimétria « e o intervalo
HPD néao parece indicar a presenca de assimetria na distribuicao dos efeitos aleatorios.

Analisando agora as estimativas obtidas para o banco de dados 2, vemos que o modelo Normal,
modelo utilizado na geragao dos dados, apresentou as estimativas mais préximas dos valores reais
de By ao utilizar os estimadores de média e moda a posteriori e estimou valores mais proximos
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do real de (3; com todos os estimadores. Em todos os modelos os intervalos HPD com 95% de
probabilidade incluiram o valores reais. Os modelos que apresentam os intervalo HPD com menor
amplitude foram o modelo SND para o pardametro Gy e o modelo SNI para (1. Avaliando as
estimativa para variancia dos efeitos aleatérios, o modelo SNI estimou valores mais proximos de
4, valor real, ao utilizar os estimadores de média e mediana a posteriori, enquanto o modelo SND
estimou melhor a variancia ao considerar a moda a posteriori. Novamente em todos os modelos
o intervalo HPD incluiu o verdadeiro valor da variancia e o modelo SND foi o que apresentou o
intervalo HPD com menor amplitude. Os modelos SNI e SND estimaram valores préximos de zero
para os parametros de assimétria A e «, indicando a auséncia de assimetria na distribuicao dos
efeitos aleatorios.

Com o objetivo de avaliar a estimacao dos efeitos aleatérios -y, vamos considerar a soma de
quadrados dos erros (SQE) quando estimamos os efeitos aleatérios pela média a posteriori E(y|y).
O SQE pode ser calculado por Zle (vi—F (”yi]y))g. Naturalmente, o modelo que apresenta menor
SQE estima melhor os efeitos aleatdorios. Na Tabela 4.2 apresentamos os valores obtido para SQE
considerando os modelos Normal, SNI e SND, para os dois bancos de dados considerados.

Tabela 4.2: Soma de quadrados dos erros para os efeitos aleatérios ~y

Modelo Banco de dados
1 2
Normal 73,991 5,568
SNI 4,247 5,740
SND 4,186 5,540

Na Tabela 4.2 vemos que, para o banco de dados 1, o modelo Normal foi o que melhor estimou
os efeitos aleatorios pois apresentou o menor valor de SQE. Isso era esperado uma vez que o modelo
Normal é o modelo correto para estes dados. Para o banco de dados 2, o modelo SND foi o que
melhor estimou os efeitos aleatérios, mas o modelo Normal apresentou SQE bem préximo.

Na Tabela 4.3 sao apresentadas os valores para CPO, DIC, indice C e taxa de classificacao
correta obtidos para cada um dos modelos ajustados.

Tabela 4.3: Medidas de qualidade de ajuste do modelos

Modelo CPO DIC Indice C TCC CPO DIC Indice C TCC
Banco de dados 1 Banco de dados 2

Normal -394,199 788,023 0,906 0,820 -361,357 722,805 0,924 0,854

SNI -394,570 788,780 0,905 0,820 -361,980 724,094 0,923 0,853

SND -394,269 788,231 0,905 0,820 -361,596 723,338 0,923 0,854

Para o banco de dados 1, a Tabela 4.3 mostra que o modelo Normal apresentou melhor ajuste
aos dados segundo os critérios de CPO, DIC e indice C. No entanto os valores para o indice C foram
muito proximos indicando que, por esse critério, os modelos sao praticamente iguais. Através da
taxa de classificacao correta nao houve diferenca entre os modelos. Para o banco de dados 2
observamos que, de acordo com os critérios CPO, DIC e indice C, o modelo Normal apresentou
melhor ajuste aos dados do que os demais modelos. Segundo a taxa de classificagdo correta os
modelos Normal e SND foram um pouco melhores do que o modelo SNI. De forma geral, as medida
de qualidade de ajuste de modelo apontaram o modelo utilizado na geracao dos dados como sendo
o melhor.
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Vamos calcular a razao de chances a posteriori, como descrito na Secao 3.4, para alguns casos.
Inicialmente consideramos a razao de chances entre individuos que apresentam o mesmo valor x
observado para a covaridvel, mas pertencem a clusters distintos, em que razao de chances depende
apenas dos efeitos aleatorios vv. Consideramos também a razao de chances entre individuos de um
mesmo cluster com diferenca entre os valores observados para a covariavel igual a uma unidade.
Nesta situacao a razao de chances depende apenas do parametro (1. Por fim, consideramos a razao
de chances entre individuos que pertencam a diferentes clusters e apresentem diferenca igual a 1
para o valor observado para a covariavel. As situacoes abordadas séo:

OR;: razao de chances entre um individuo que pertence ao primeiro cluster dos 25 gerados e um
individuo do segundo cluster com o mesmo valor observado x para a covariavel;

ORy: razao de chances entre individuos do mesmo cluster e com diferenca igual a uma unidade
na covariavel;

OR3: razao de chances entre um individuo do cluster 1 com valor da covariavel igual a x4+ 1 e um
indiduo do cluster 2 com valor da covariavel igual a x.

Na Tabela 4.4 apresentamos os valores reais e as respectivas estimativas para a razao de chances
nas situacoes abordadas para cada um dos bancos de dados gerados.

Tabela 4.4: Estimativas a posteriori para a razio de chances

Real Me Md Mo HPD Real Me Md Mo HPD
Banco de dados 1 Banco de dados 2

modelo Normal

OR; 5,611 2,725 2,236 1,794 [0,500; 6,146] 1,969 5,127 3,832 2,542 [0,482; 14,829]

OR, 12,182 12,614 12,388 11,864 [9,398; 17,098 12,182 12,160 12,030 12,204  [8,267; 16,459]

OR3 68,358 34,621 28,124 21,349 [5,825; 80,623] 23,989 63,363 47,068 28,291  [5,738; 172,804]
modelo SNI

OR; 5,611 2,555 2,210 1,719 [0,491; 5,224] 1,969 4,869 3,642 2,778 [0,552; 12,021]

OR2 12,182 12,471 12,226 12,035 [8,479; 16,308] 12,182 12,090 11,833 11,444 [87547; 16,643}

OR3 68,358 32,161 27,429 20,457 [7,158; 69,981 23,989 60,216 43,086 30,171  [6,289; 152,850
modelo SND

OR; 5,611 2,679 2,211 1,755 [0,566; 6,087] 1,969 4,876 3,755 2,514 [0,487; 12,397]

ORs 12,182 12,681 12,512 12,286 (8,827; 16,404] 12,182 12,115 11,927 11,731 [8,193; 16,322]

OR3 68,358 34,429 27,150 20,422  [4,572; 80,372] 23,989 59,853 43,800 28,171  [4,797; 152,493]

A Tabela 4.4 nos mostra que, nos dois bancos de dados, os trés modelos estimaram muito bem
a razao de chances O Ry, aquela que depende apenas de (31, indicando a boa estimacao de 3;. Para
OR5 o modelo SNI foi o melhor para os dois bancos de dados aos considerar o média a posteriori,
mas, de forma geral, as estimativas foram préximas com qualquer um dos estimadores e em ambos
bancos de dados. As estimativas pontuais para OR; e OR3 foram ruins se compararmos com oS
valores reais. Para o banco de dados 1, o modelo Normal obteve melhor desempenho ao estimar
OR1 e OR3, no entanto foi o modelo que estimou o intervalo HPD com maior amplitude para estas
quantidades. Note também que o valor real de OR; (5,611) néo estd contido no intervalo HPD para
o modelo SNI, [0,491; 5,224]. Para o banco de dados 2, o modelo SNI estimou um pouco melhor
OR; quando consideramos média e mediana a posteriori. O modelo SND foi o melhor na estimacao
de OR3 quando consideramos média e moda a posteriori, mas a estimacao foi ruim.
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4.2 Efeitos Aleatorios com Distribuicao Normal As-
simétrica Univariada

Nesta secao apresentamos o estudo de simulacdo com dados gerados de um modelo logistico
misto com efeitos aleatérios com distribuicao normal assimétrica univariada. Neste estudo, foram
gerados quatro bancos de dados diferentes nos valores especificados para A e variancia dos efeitos
aleatérios. Os valores especificados para o parametro de escala o2 foram escolhidos da forma que
V (7i) fosse igual a 1 nos banco de dados 1 e 3, e igual a 4 nos bancos de dados 2 e 4. O parametro
de locacao da distribuigdo normal assimétrica univariada foi escolhido para que E(v;) = 0. As
distribuigoes utilizadas para gerar os efeitos aleatdrios ~ foram

Banco de dados 1: 7; ~ SN(—1,158;2,342; 3);

Banco de dados 3: v; ~ SN

(—

Banco de dados 2: 7; ~ SN(—2,317;9,367;3);
(—1,306; 2, 705; 10);
(_

Banco de dados 4: 7; ~ SN(—2,612;10,820; 10).

Na Figura 4.2 sao apresentados o histograma dos efeitos aleatérios gerados e a respectiva dis-
tribuicao tedrica nos bancos de dados gerados.
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Figura 4.2: Histograma e densidade tedrica dos efeitos aleatdrios v gerados para os bancos
de dados 1 (esquerda em cima), 2 (direita em cima), 3 (esquerda em baixo) e 4 (direita em
baixo).
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A Tabela 4.5 apresenta as estimativas, obtidas nos trés modelos que foram considerados, para os
parametros de efeitos fixos 3, para os parametros da distribuicao assumida para os efeitos aleatérios
e para a variancia dos efeitos aleatérios.

Tabela 4.5: Estimativas a posteriori para os parametros

Me

Md

Mo

HPD

Me

Md

Mo

HPD

Banco de dados 1 - A=3e V(y) =1

Banco de dados 2-A=3e V(y;) =4

modelo Normal

Bo 0,478 0,473 0,460 [0,079;0,809] 0,437 0,435 0,472 [-0,189;1,181]
061 2,373 2,363 2,319 [2,087;2,672] 2,411 2,404 2,416 [2,123;2,755]
o2 0,629 0,592 0,491 [0,220;1,094] 3,165 2,950 2,557 [1,362;5,323]
modelo SNI
Bo 0,483 0,475 0,440 [0,169,0,840] 0,416 0,406 0,377 [-0,259;1,046]
61 2,370 2,362 2,353 [2,057;2,662] 2,415 2,413 2,405 [2,090;2,717]
o? 1,057 0,912 0,694 [0,286;2,123] 6,729 6,581 6,896 [1,577;11,987]
V(vi) 0,600 0,552 0,467 [0,199;1,079] 3,015 2,862 2,711 [1,419;5,086]
A 3,739 1,472 0,399 [-1,160;15,635] 8,035 7,017 0,572 [-0,875;21,322]
modelo SND
Bo 0,486 0,486 0,447 [0,203; 0,735] 0,430 0,433 0,524 [-0,055; 0,923]
B1 2,378 2,379 2,386  [2,076; 2,649 2,412 2411 2,395  [2,114; 2,721]
o2 0,641 0,592 0,482 [0,272; 1,197] 3,239 3,040 2,895 [1,638; 5,663]
V(vi) 0,626 0,578 0,470 [0,266; 1,166] 3,160 2,964 2,826 [1,597; 5,519]
«a 0,014 0,180 0,243  [-10,258; 9,224] 0,117 -0,202 -1,958 [-8,769; 9,323]
Banco de dados 3-A=10e V(y;) =1 Banco de dados 4 - A=10e V(y;) =4
modelo Normal
Bo 0,367 0,366 0,359 [0,040;0,699] 0,408 0,415 0,420 [-0,356;1,208]
061 2,423 2,420 2,427 [2,117;2,726] 2,623 2,608 2,568 [2,282;2,969]
o2 0,520 0,475 0,422 [0,193;0,944] 3,360 3,158 3,008 [1,664;5,657]
modelo SNI
Bo 0,391 0,391 0,426 [0,075;0,664] 0,411 0,381 0,339 [-0,218;1,211]
61 2,404 2,400 2,375 [2,115;2,698] 2,628 2,621 2,610 [2,286;3,001]
o? 0,983 0,899 0,746 [0,295;1,878] 5,852 5,105 3,668 [1,668;12,013]
V(vi) 0,402 0,366 0,308 [0,136;0,743] 3,257 3,041 2,688 [1,459;5,611]
A 8,680 8,045 7,126  [-0,939;20,054] 4,473 1,340 0,266  [-1,094;17,695)
modelo SND
Bo 0,372 0,375 0,396 [0,135; 0,603] 0,405 0,398 0,298 [-0,021; 0,909]
B 2,422 2,419 2,421 [2,137; 2,757] 2,625 2,614 2,584 [2,294; 2,995]
o2 0,515 0,475 0,422 [0,188; 0,910] 3,354 3,163 3,003 [1,697; 5,696]
V(vi) 0,503 0,463 0,411 [0,181; 0,887] 3,272 3,087 2,927 [1,654; 5,551]
«a -0,033  -0,017 -0,353 [-9,427; 9,533] 0,049 0,196 0,467  [-10,126; 9,643]

Analisando a Tabela 4.5 podemos perceber que utilizar o modelo SNI, modelo utilizado na
geracao dos dados, em geral nao houve melhora na estimacao dos parametros. Se compararmos os
modelos ajustados, tal modelo obteve um melhor comportamento na estimacao de 3y apenas para
o banco de dados 3, ao considerar qualquer um dos estimadores e para o banco de dados 4 quando
consideramos a média a posteriori. Avaliando a estimacao de (1, o modelo SND foi o melhor para o
banco de dados 1, o modelo SNI foi um pouco melhor para o banco de dados 2 e o modelo normal foi
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o melhor para os bancos de dados 3 e 4. Todos os intervalos HPD, com 95% de probabilidade, para
Bo e B1 incluiram os valores verdadeiros dos parametros e, em geral, o modelo SND apresentou os
intervalos HPD com menor amplitude. De formal geral, o modelo que melhor estimou a varidncia
dos efeitos aleatorios foi o modelo Normal. No entanto, para o banco de dados 3, em nenhum
dos modelos o verdadeiro valor de variancia dos efeitos aleatérios ficou incluso no intervalo HPD.
Quanto ao parametro de assimetria A, o modelo SNI estimou valores positivos em todos os bancos
de dados, sendo que as estimativas estiveram mais préximas do valor real nos bancos de dados 1
e 3, bancos que foram gerados com menor varidncia para a distribuicao dos efeitos aleatérios. O
modelo SND estimou valores para « préximos de zero nos quatros bancos de dados e os intervalos
HPD sao quase simétricos ao redor de zero.

Da mesma forma que na segdo anterior, vamos utilizar o SQE para avaliar a estimagao dos
efeitos aleatorios «v. Na Tabela 4.6 apresentamos os valores obtidos para SQE considerando os
modelos Normal, SNI e SND, para os bancos de dados considerados.

Tabela 4.6: Soma de quadrados dos erros para os efeitos aleatérios ~y

Modelo Banco de dados
1 2 3 4
Normal 8,802 9,034 6,207 3,037
SNI 8,710 7,892 5,924 3,011
SND 8,778 8,958 6,280 3,016

Através da Tabela 4.6 notamos que o modelo utilizado na geragao dos dados, o modelo SNI,
foi o que melhor estimou os efeitos aleatérios em todos os quatro bancos de dados gerados, pois
apresentou o menor valor de SQE em todos os casos.

Na Tabela 4.7 sao apresentadas medidas que avaliam a qualidade de ajuste dos modelos uti-
lizados.

Tabela 4.7: Medidas de qualidade de ajuste dos modelos

Modelo CPO DIC Indice C TCC CPO DIC Indice ¢ TCC
Banco de dados 1 Banco de dados 2

Normal -402,507 804,479 0,899 0,813 -375,230 750,645 0,917 0,826

SNI -403,451 806,380 0,900 0,813 -374,197 748,489 0,917 0,826

SND -402,634 804,695 0,900 0,813 -375,545 751,016 0,917 0,826
Banco de dados 3 Banco de dados 4

Normal -409,904 819,734 0,897 0,822 -355,020 712,281 0,926 0,842

SNI -408,421 816,824 0,897 0,821 -356,305 712,847 0,926 0,842

SND -409,978 819,902 0,897 0,822 -356,634 713,605 0,926 0,842

Analisando a Tabela 4.7 vemos que o modelo utilizado na geracdo dos dados, modelo SNI,
ajustou melhor aos dados quando consideramos os critérios de CPO e DIC nos bancos de dados 2
e 3. Utizando os mesmos critérios, o modelo Normal foi melhor para os demais bancos de dados.
Note que o modelo SNI foi o que pior se ajustou aos dados no banco de dados 1, banco em que
os efeitos foram gerados considerando menores valores para variancia e para assimetria. O indice
C e a taxa de classificacdo correta pouco discriminaram os modelos. Estas medidas apresentam
diferencas minimas apenas no banco de dados 1 em que, segundo o indice C, o modelo normal
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teve o pior ajuste aos dados, e no banco de dados 2 em que, de acordo com a taxa de classificacao
correta, o modelo SNI teve o pior ajuste.

Para avaliar a estimacao da razao de chances vamos considerar OR;, OR2 e O R3 como descritos
na Secao 4.1. Os valores reais para OR nestas situacoes e as respctivas estimativa com cada modelo
sao apresentados na Tabela 4.8.

Tabela 4.8: Estimativas a posteriori para a razao de chances

Real Me Md Mo HPD Real Me Md Mo HPD
Banco de dados 1 Banco de dados 2

modelo Normal

OR; 6,079 1,738 1,513 1,182 [0,397; 3,691] 131,824 93,129 33,447 21,876 [2,230; 310,365]

OR3 12,182 10,853 10,626 10,126 [8,058; 14,467] 12,182 11,306 11,066 10,344 [7,916; 15,103]

OR3 74,063 18,892 16,446 12,397 [4,074; 41,594] 1605,951 1078,415 374,202 182,784 [19,351; 3681,392]
modelo SNI

ORq 6,079 1,792 1,519 1,215 [0,409; 3,919] 131,824 349,914 66,394 193,157 [1,8165 596,061]

OR, 12,182 10,827 10,610 10,362  [7,821; 14,329] 12,182 11,342 11,168 10,945 [8,009; 15,014]

OR3 74,063 19,489 16,427 12,249 [3,680; 42,586] 1605,951 4453,537 745,051 3063,459 [13,395; 6724,695]
modelo SND

ORy 6,079 1,736 1,526 1,201 [0,366; 3,685] 131,824 86,555 38,452 21,570 [1,728; 300,228]

OR> 12,182 10,908 10,790 10,548 [7,976; 14,134] 12,182 11,307 11,140 10,662 [8,281; 15,202]

OR3 74,063 18,985 16,415 13,028 [3,173; 40,946] 1605,951 1012,204 434,816 213,705 [13,130; 3575,617]

Banco de dados 3 Banco de dados 4

modelo Normal

OR;y 1,189 1,178 0,995 0,799 [0,209; 2,523] 6,103 5,389 4,159 3,066 [0,729; 13,104]

OR> 12,182 11,418 11,242 11,210  [8,283; 15,254] 12,182 14,005 13,566 12,930 [9,512; 19,021]

OR3 14,488 13,526 10,963 8,299 [3,145; 31,143] 74,350 76,693 57,448 40,815 [5,551; 187,993]
modelo SNI

OR; 1,189 1,073 1,002 0,929 [0,363; 1,894] 6,103 5,337 4,230 2,859 [0,808; 13,229]

OR, 12,182 11,196 10,984 10,561  [8,011; 14,518] 12,182 14,094 13,748 13,227 [9,537; 19,603]

OR3 14,488 12,006 11,008 9,601 [4,384; 22,754] 74,350 76,404 60,920 33,977 [9,537; 189,208]
modelo SND

OR; 1,189 1,148 1,007 0,716 [0,197; 2,472] 6,103 5,447 4,292 2,803 [0,582; 13,607]

OR; 12,182 11,406 11,238 11,206  [8,116; 15,179] 12,182 14,051 13,658 12,740 [9,537; 19,490]

OR3 14,488 13,159 11,213 8,579 [1,914; 28,944] 74,350 77,876 59,124 37,739 [6,825; 201,200]

Vemos na Tabela 4.8 que os trés exemplos de razao de chances foram bem estimados com
qualquer dos modelos apenas nos bancos de dados 3 e 4. Em qualquer dos bancos de dados,
as estimativas para ORy sao melhores do que as estimativas para os outros exemplos de razao de
chances. Isto se deve ao fato de que O Ry depender apenas de Gy e (31, parametros que foram melhor
estimados que os efeitos aleatérios. Para o banco de dados 1, o modelo SNI estimou melhor O Ry
e 0R3 quando o estimador considerado foi a média a posteriori. O modelo SND foi o melhor para
estimar OR; com a mediana a posteriori e OR3 com a moda a posteriori. Em geral, os intervalos
HPD dos trés modelos foram préximos e o valor real para OR; e OR3 nao foram incluidos entre
os limites dos intervalos, caracterizando uma estimacao intervalar ruim. Com o banco de dados
2 percebemos que o modelo SNI parece ter estimado melhor ORj, independente do estimador
considerado. Quanto a OR; e OR3 percebemos que suas estimativas pontuais foram ruins com
todos os trés modelos, mas as estimativas intervalares incluiram os valores reais. Para o banco
de dados 3 vemos que o estimador com estimativas mais préximas dos valores reais é a média a
posteriori, € com este estimador o modelo Normal é o melhor para estimar OR;, OR2 e OR3. Os
intervalos HPD dos trés modelos contiveram os valores reais e o modelo SNI forneceu os intervalos
mais precisos. Para o banco de dados 4, novamente a estimacao foi melhor ao considerar a média
a posteriori. De forma geral o modelo SND foi o melhor para estimar OR;, o modelo Normal foi
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o melhor para estimar ORy e o modelo SNI foi o melhor para estimar OR3. Os intervalos HPD
estimaram bem a razao de chances nos casos abordados. Em resumo podemos dizer que utilizar
o modelo SNI, que foi considerado na geracao dos dados, nao melhorou a estimacao da razao de
chances.

4.3 Efeitos Aleatérios com Distribuicao Normal As-
simétrica Multivariada

Nesta secao apresentamos o estudo de simulacdo com dados gerados de um modelo logistico
misto com efeitos aleatérios com distribui¢ao normal assimétrica multivariada. Neste estudo, foram
gerados quatro banco de dados, sendo que estes bancos diferem nos valores usados para o parametro
de assimetria o e para a variancia da distribuigao utilizada para gerar dos efeitos aleatérios. Os
valores especificados para o parametro de escala o2 foram escolhidos da forma a determinar que
V(7i) fosse igual a 1 nos banco de dados 1 e 3, e igual a 4 nos bancos de dados 2 e 4. O parametro
de locagao da distribui¢do normal assimétrica univariada foi escolhido para que E(v;) = 0. Com
as especificacoes utilizadas, em todos os quatro bancos de dados, o vetor de efeitos aleatorios foi
gerado com correlagao entre dois componentes genéricos do vetor sendo aproximadamente -0,026.
Esta correlacao parece ser muito pequena, mas é um valor proximo a maior correlacao negativa
possivel entre dois componentes genéricos do vetor quando k£ = 25, o valor para o parametro
de assimetria da distribuicao normal assimétrica é a mesmo para todos os componentes, ou seja,
consideramos a = al95, e a matriz de escala é diagonal. As distribuicGes utilizadas para gerar os
efeitos aleatorios v foram

Banco de dados 1: « ~ SNy (—0,162;1,026;5);

Banco de dados 2: « ~ SNi(—0,323;4,104;5);

(_
(—

Banco de dados 3: ~ ~ SNg(—0,162;1,026;10);
<_

Banco de dados 4: v ~ SNi(—0,323;4,104;10).

Na Figura 4.3 apresentamos o histograma dos efeitos aleatérios gerados. Note que neste caso
nao é possivel tragar a funcao de densidade tedrica juntamente com o histograma pelo fato de se
tratar de uma distribuicao multivariada. Sendo assim, neste caso, o histograma nao serve para
avaliar a qualidade da geracao dos efeitos aleatérios e é 1til apenas para ilustrar a presenca de
assimetria nos dados.
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Figura 4.3: Histograma dos efeitos aleatérios vy gerados para os bancos de dados 1 (esquerda
em cima), 2 (direita em cima), 3 (esquerda em baixo) e 4 (direita em baixo).

A Tabela 4.9 apresenta as estimativas, obtidas nos trés modelos que foram considerados, para os
parametros de efeitos fixos 3, para os parametros da distribuicao assumida para os efeitos aleatérios
e para a variancia dos efeitos aleatérios. Analisando esta tabela percebemos que utilizar o modelo
utilizado na geracao dos dados, ou seja, utilizar o modelo SND, nao estd melhorando a estimacao
dos parametros de efeitos fixos 3. Apenas no banco de dados 2 o modelo SND foi o que melhor
estimou os parametros Gy e $1. Além disso notamos que no banco de dados 4 todos os modelos
estimaram muito mal By e £1. Assim como nas se¢oes anteriores, para todos os bancos de dados
e em todos os modelos, os intervalos HPD com 95% de probabilidade para By e 51 incluiram os
verdadeiros valores e o modelo SND é o modelo que fornece os intervalos HPD com menor amplitude
para (p. Quando avaliamos a estimacao da variancia dos efeitos aleatorios, se utilizamos a média
a posteriori, percebemos que o modelo SND teve melhor desempenho nos bancos de dados 1, 2 e
3. Se utizarmos a mediana a posteriori, o modelo SND é o melhor apenas nos bancos de dados 1 e
2. Utilizando a moda a posteriori, o modelo SND tem melhor desempenho nos bancos de dados 1
e 3. Para a variancia dos efeitos aleatorios, em todos os bancos de dados e com todos os modelos,
o verdadeiro valor ficou contido nos intervalos HPD. O modelo SNI estimou valores positivos para
o parametro de variancia A, estimando, com a média a posteriori, os valores de 1,001 e 2,593 nos
bancos de dados 1 e 3, respectivamente. Para os demais bancos de dados os valores estimados
foram proximos de zero. Aparentemente, utilizar valores altos para « na geracao do vetor de
efeitos aleatdrios v com distribuicao normal assimétrica multivariada nao significa ter valores altos
para o parametro de assimetria A quando consideramos a distribuicdo marginal de ;. Apesar dos
verdadeiros valores de « serem 5 (nos bancos de dados 1 e 2) e 10 (nos bancos de dados 3 e 4),
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percebemos que o modelo SND sempre estima valores de « préximos de zero, ou seja, o modelo
SND néao estd sendo capaz de estimar assimétria.

Tabela 4.9: Estimativas a posteriori para os parametros

Bo
B1

Bo
B1

V(i)

Me

Md

Mo

HPD

Me

Md

Mo

HPD

Bancode dados 1 -aa=5¢e V(y;) =1

Banco de dados 2 - aa=5¢ V(y;) =4

0,619
2,598
1,342

0,628
2,602
1,793
1,347
1,001

0,633
2,601
1,325
1,292
0,044

0,620
2,597
1,251

0,630
2,597
1,545
1,259
0,255

0,631
2,593
1,239
1,210
-0,096

0,608
2,594
1,153

0,640
2,587
1,234
1,094
0,064

0,615
2,582
1,093
1,065

0,672

modelo Normal

[0,165; 1,161)
[2,278; 2,947]
[0,499; 2,217)

modelo SNI

[0,159; 1,118]
[2,290; 2,964]
[0,552; 3,639]
[0,605; 2,390
[-1,540; 6,380]

modelo SND

[0,281; 0,946]
[2,294; 2,978]
[0,533; 2,249]
[0,520; 2,191]
[-9,533; 9,098]

0,287
2,660
6,141

0,278
2,655
7,467
6,429
0,167

0,302
2,645
6,146
5,997
0,276

0,280
2,657
5,740

0,265
2,645
6,740
6,014
0,110

0,299
2,641
5,806
5,662
0,155

0,369
2,679
4,911

0,318
2,639
5,624
5,263
0,090

0,210
2,631
5,651
5,496
-1,049

[-0,616; 1,556]
[2,292; 3,019
[2,734; 10,151]

[-0,742; 1,338
[2,301; 3,006]
[3,035; 14,257]
[2,698; 11,174]
[-0,972; 1,287]

[-0,400; 0,875]
[2,263; 2,998
[2,714; 10,204]
[2,662; 9,964)
[-9,127; 9,533

Banco de dados

3-a=10eV(y)=1

Banco de dados

4-a=10eV(y) =4

0,587
2,568
1,412

0,548
2,556
2,123
1,382
2,593

0,572
2,564
1,410
1,376
-0,100

0,592
2,571
1,335

0,550
2,552
1,755
1,288
0,350

0,569
2,563
1,326
1,296

-0,174

0,659
2,583
1,267

0,597
2,542
1,471
1,227
0,024

0,586
2,581
1,169
1,132

-0,810

modelo Normal

[0,091; 1,139]
[2,228; 2,913
[0,635; 2,345]

modelo SNI

[0,012; 1,051]
[2,242; 2,898)
[0,505; 4,530]
[0,578; 2,409
[-1,594; 14,521]

modelo SND

[0,242; 0,936
[2,203; 2,865]
[0,632; 2,400]
[0,602; 2,327]
[-10,689; 8,943

1,012
2,952
3,082

0,990
2,952
3,928
3,124
0,679

1,006
2,047
3,035
2,061
0,019

1,007
2,948
2,873

0,970
2,943
3,446
2,966
0,128

1,005
2,946
2,842
2,774
0,049

0,934
2,955
2,532

0,925
2,910
2,057
2,735
-0,022

1,059
2,934
2,523
2,477
1,012

[0,331; 1,850
[2,580; 3,366]
[1,318; 5,373

[0,303; 1,739]
[2,588; 3,387
[1,402; 7,910]
[1,397; 5,199
[-1,431; 3,785

[0,520; 1,420]
[2,563; 3,322]
[1,292; 5,179]
[1,267; 5,064]
[-9,876; 9,426)
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A Tabela 4.10 apresenta os valores de SQE para os efeitos aleatérios obtidos com os modelos
Normal, SNI e SND nos bancos de dados gerados com distribuicdo normal assimétrica para os
efeitos aleatérios.

Tabela 4.10: Soma de quadrados dos erros para os efeitos aleatérios

Modelo Banco de dados
1 2 3 4
Normal 3,382 13,034 3,329 13,787
SNI 3,504 13,406 3,231 12,880
SND 3,406 12,866 3,324 13,478

Ao analisar a Tabela 4.10 vemos que o modelo SND, modelo com o qual os dados foram gerados,
foi o melhor quanto a estimacao dos efeitos aleatérios apenas no banco de dados 2. O modelo Normal
foi o melhor no banco de dados 1 e o modelo SNI obteve melhores estimativas nos demais bancos
de dados, bancos de dados em que a assimétria da distribuicao dos efeitos aleatérios é maior.

A Tabela 4.11 apresenta as medidas de CPO, DIC, indice C e taxa de classificacdo correta para
os modelos Normal, SNI e SND em todos os bancos de dados gerados com distribuicao normal
assimétrica multivariada para os efeitos aleatérios.

Tabela 4.11: Medidas de qualidade de ajuste dos modelos

Modelo CPO DIC Indice C  TCC CPO DIC Indice C  TCC
Banco de dados 1 Banco de dados 2

Normal -375,949 751,854 0,915 0,832 -320,298 640,736 0,942 0,863

SNI -376,628 753,186 0,915 0,832 -320,139 640,222 0,942 0,863

SND -375,711 751,418 0,915 0,832 -319,914 639,836 0,942 0,864
Banco de dados 3 Banco de dados 4

Normal -385,564 770,811 0,912 0,829 -333,121 666,036 0,934 0,859

SNI -386,070 771,939 0,912 0,829 -332,753 665,218 0,934 0,859

SND -385,745 771,086 0,912 0,828 -333,155 666,164 0,934 0,859

Através da Tabela 4.11, notamos que ao adotar os critérios de CPO e DIC o modelo SND teve
o melhor ajuste nos bancos de dados 1 e 2, bancos de dados em que os efeitos aleatérios foram
gerados com menor assimetria. O modelo normal apresentou melhor ajuste no banco de dados 3,
enquanto o modelo SNI foi o melhor para o banco de dados 3. Ao utilizar o indice C, em todos os
bancos de dados os modelos foram iguais. Se consideramos a taxa de classificagao correta dizemos
que em todos os bancos de dados praticamente nao houve diferenca entre os modelos.

A avaliacdo da estimacao da razao de chances serd realizada da mesma forma que nas Secoes
4.2 e 4.3. Os casos abordados para OR s&o os descritos na Secao 4.1. Para cada um dos quatro
bancos de dados analisados nesta secao, os valores reais e as estimativas a posteriori para razao de
chances nos casos abordados sao apresentadas na Tabela 4.12.



Tabela 4.12: Estimativas a posteriori para a razao de chances
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OR;
ORy
OR3

OR;
ORy
ORs3

OR;y
OR3
OR3

OR;
ORy
ORs3

OR;
ORsy
OR3

OR;
ORy
ORg

Real Me Md Mo HPD Real Me Md Mo HPD
Banco de dados 1 Banco de dados 2
modelo Normal
4,557 5,189 4,306 3,124 [0,926; 11,534] 0,241 0,159 0,130 0,097 [0,018; 0,382]
12,182 13,633 13,428 13,111 [9,305; 18,530] 12,182 14,543 14,259 14,389 [9,615; 20,173]
55,615 71,741 58,478 39,072 [9,220; 166,119] 2,940 2,286 1,840 1,265 [0,313; 5,284]
modelo SNT
4,557 5,073 4,288 3,528 [0,994; 11,635] 0,241 0,165 0,139 0,085 [0,021; 0,390]
12,182 13,698 13,423 13,099 [9,352; 18,575] 12,182 14,465 14,087 13,891 [9,890; 20,039]
55,515 70,623 57,923 39,362 [8,685; 163,120] 2,940 2,372 1,908 1,368 [0,293; 5,763]
modelo SND
4,557 5,302 4,427 3,058 [0,945; 11,641] 0,241 0,161 0,133 0,091 [0,022; 0,383)
12,182 13,681 13,364 13,077 [9,235; 18,615] 12,182 14,360 14,024 13,577 [9,568; 20,002]
55,515 74,177 59,023 42,309  [11,115; 175,292] 2,940 2,284 1,886 1,405 [0,370; 5,520]
Banco de dados 3 Banco de dados 4
modelo Normal
0,802 0,520 0,440 0,342 [0,099; 1,191] 0,112 0,061 0,050 0,031 [0,008; 0,145]
12,182 13,244 13,073 12,878  [8,677; 17,643] 12,182 19,537 19,062 18,582  [12,277; 27,265]
9,769 6,805 5,807 4,097 [1,088; 15,711] 1,368 1,156 0,935 0,613 [0,144; 2,827]
modelo SNI
0,802 0,534 0,457 0,394 [0,104; 1,157] 0,112 0,063 0,050 0,032 [0,006; 0,151]
12,182 13,064 12,838 12,610 [9,076; 17,657] 12,182 19,556 18,964 17,884  [12,592; 28,065]
9,769 6,934 5,867 4,690 [1,331; 15,688] 1,368 1,193 0,954 0,630  [0,171; 2,899]
modelo SND
0,802 0,505 0,418 0,336 [0,110; 1,150] 0,112 0,061 0,048 0,033 [0,005; 0,148]
12,182 13,183 12,979 11,747 (8,679; 17,153] 12,182 19,408 19,031 18,600 [12,671; 27,149]
9,769 6,618 5,364 4,248 [1,127; 14,879] 1,368 1,159 0,915 0,585 [0,144; 2,840]

Vemos na Tabela 4.12 que os trés modelos ajustados fornecem estimativas préoximas para a razao
de chances no casos abordados, mas em alguns casos estas estimativas sao distantes dos valores
verdadeiros. Além disso, em poucos casos utilizar o modelo SND, com o qual foram gerados os
dados, trouxe uma melhoria na estimacao da razao de chances. Em geral, as melhores estimativas
sao obtidas com os modelos Normal e SNI, variando de acordo com o banco de dados e com
o estimador a posteriori considerado. Considerando a média a posteriori, o modelo SNI obteve
estimativas um pouco melhores para OR; e OR3. No entanto parece nao haver um padrao definindo
em que situacao cada modelo é melhor. Quanto aos intervalos HPD com 95% de probabilidade,
notamos que estes contém os valores verdadeiros em cada um dos casos considerados.



Capitulo 5

Aplicacao a Dados Reais

Como aplicagao a dados reais, consideramos os dados apresentados em Liu e Dey (2008), des-
critos como obtidos em um experimento de atividade teratogénica conduzido por Landauer e Clark
(1962). Neste exemplo, a proposta é estudar a interacdo entre a atividade teratogénica de dois
andlogos de niacina 6-aminonicotinamide (ANG6) e 3-acetylpyridine (AP3). Todos os ovos utiliza-
dos no experimento vieram de frangos da linhagem White Leghorn do Departamento de Ciéncia
Galindcea da Universidade de Connecticut, Storrs. Os ovos foram incubados em uma incubadora
com mecanismo giratério automatico. Todas as injecoes foram dadas 96 horas apds a incubacgao
e foram aplicadas dentro da gema de cada ovo. As solucoes de 6AN e 3AP foram feitas em agua
desmineralizada e esterizada por filtragens através de filtros bacterolégicos ultrafinos. Depois, am-
bos os componentes foram injetados ao mesmo tempo e disolvidos juntos. O volume de fluido
injetado foi de 0,05 ml em todos os casos. Os experimentos foram realizados em quatros meses in-
dependentes e, assim como em Liu e Dey (2008), vamos tratar estes meses como clusters. Os dados
consistem de 2154 observagoes. Os dados sao apresentados na Tabela 5.1, na qual as observacoes
estao separadas em slots. Cada slot contém n observagoes, sendo em que r delas observou-se frangos
anormais (y = 1).

Tabela 5.1: Dados experimentais. (Tabela Reformulada)

Data Slot  Dosagem AN6  Dosagem AP3  Sobreviventes (n) Frangos anormais () r/n
Nov. 1961 (1) 2.5 0 110 17 0,155
(2) 2,5 375 108 28 0,259
(3) 0 375 107 25 0,234
(4) 2,5 500 107 43 0,402
(5) 0 500 103 36 0,350
Dez. 1961 (1) 4 0 98 22 0,224
(2) 4 375 102 39 0,382
(3) 4 500 106 80 0,755
Jan. 1962 (1) 10 0 203 198 0,975
(2) 10 500 175 153 0,875
(3) 0 500 180 90 0,500
Abr. 1962 (1) 5 0 156 93 0,596
(2) 5 375 152 41 0,270
(3) 0 375 148 32 0,216
(4) 5 500 151 106 0,702
(5) 0 500 148 70 0,473

Neste estudo, ao ajustar os modelos, consideramos as covaridveis AN6, AP3, a interacao entre
elas e o termo de intercepto. O preditor linear considerado para os modelos ajustados é dado
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Nij = Bo + ﬁlANGl] + /BQAPBZ] + ﬂg(ANG X AP?))U + Zij’}’, em que ¢ = 1,...,4, representa o
més em que a observagao foi coletada cluster, j representa a ordem da observacao nesse meés,
~ = (71,7273, 74) € Z;; é um vetor, de ordem 4 x 1, contendo o valor um na posicao equivalente
a ordem do meés que foi observado este individuo e zero na demais posi¢coes. Exemplificando,
se a observagao y;; foi coletada em dezembro de 1961 (segundo més do estudo), temos i = 2 e
Zs; = (0,1,0,0)". Além disso, transformamos as covaridveis AN6 e AP3 para que tivessem média
e variancia iguais a zero e um, respectivamente. Neste trabalho as observacoes para a varidvel
resposta sao tratadas como observacoes de uma variavel aleatéria Bernoulli, enquanto em Liu e Dey
(2008) trabalha-se supondo distribuicdo binomial para a varidvel resposta, ou seja, neste ultimo
cada slot é visto como sendo apenas um valor observado. Em decorréncia disto, apesar de que em
ambos os trabalhos foram utilizadas transformagoes para padronizar as varidveis explicativas, estas
transformacoes levam a diferentes valores para as varidveis explicativas. Por isso as estimativas
obtidas nesta dissertagao para os parametros de efeitos fixos (3 nao sdo comparaveis as estimativas
obtidas em Liu e Dey (2008).

As distribuigdo a priori utilizadas foram as mesmas do estudo de simulacao, a saber, consi-
deramos 3; ~ N(0,10), para i = 0,...,3, 02 ~ GI(2,001;1), A\ ~ N(0,1000) e o ~ N(0,1000).
Na implementacao dos modelos consideramos os mesmos valores para burn in, lag e tamanho das
amostras a posteriori que foram utilizados no estudo de simulagdo. A analise de convergéncia
também foi realizada utizando as mesmas ferramentas que foram citadas no Capitulo 4.

A Tabela 5.2 apresenta as estimativas a posteriori obtidas para média (Me), mediana (Md) e
moda (Mo) das distribuigbes marginais a posteriori de cada um dos parametros, além dos respectivos
intervalos de mais alta densidade (HPD) com 95% de probabilidade.

Tabela 5.2: Estimativas a posteriori para os parametros

Me Md Mo HPD Me Md Mo HPD

modelo Normal

Bo -0,093 -0,075 -0,028  [-0,683; 0,539] 7 -0,358  -0,377 -0,432  [-0,908; 0,334]
61 1,154 1,150 1,130 [ 0,998; 1,330] v2  -0,082 -0,095 -0,080 [-0,693; 0,540]
B2 0,479 0,480 0,503 [ 0,360; 0,599] v3 0,388 0,378 0,412  [-0,234; 1,079]
B3 -0,759  -0,757 -0,734  [-0,968;-0,581] v4 -0,113 -0,125 -0,110  [-0,766; 0,455]
a? 0,444 0,370 0,267 [ 0,091; 0,979]
modelo SNI
Bo -0,089 -0,089 -0,077  [-0,474; 0,425] v -0,345 -0,346 -0,344  [-0,854; 0,105]
61 1,166 1,163 1,157 [ 0,992; 1,324] y2  -0,090 -0,084 -0,034 [-0,596; 0,369]
B2 0,479 0,480 0,496  [0,357; 0,618] v3 0,368 0,364 0,364 [-0,171; 0,827]
B3 -0,762  -0,790  -0,567  [-0,968;-0,567] v4 -0,110 -0,104 -0,084 [-0,562; 0,370]
o? 0,533 0,442 0,304  [0,121; 1,258]
V(v) 0,226 0,185 0,129 [ 0,045; 0,562]
A 2,169 2,255 2914  [-15,694;21,017]
modelo SND
Bo -0,122  -0,134 -0,092  [-0,550; 0,371] 7 -0,329  -0,315 -0,291  [-0,797; 0,150]
61 1,156 1,154 1,128 [ 0,978; 1,323] v2  -0,056 -0,043 -0,013 [-0,517; 0,446]
B2 0,477 0,478 0,472 [ 0,354; 0,597 v3 0,422 0,425 0,410  [-0,017; 0,944]
B3 -0,787 -0,753 -0,759  [-0,966;-0,580] v4 -0,082 -0,069 -0,017 [-0,581; 0,326]

o2 0,476 0,354 0,273 [ 0,096; 1,054]
V(v;) 0,405 0,301 0,237  [0,096; 0,924]
a 0,812 -0,766 -1,932  [-21,200;16,849]

Analisando a Tabela 5.2 vemos que as estimativas dadas por cada modelo para os parametros
B3 sao ligeiramente diferentes. Para (y, vemos que o modelo SND estimou um efeito um pouco
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maior com todos os estimadores e as estimativas foram negativas em todos os modelos. Para
esse parametro o modelo SNI apresentou intervalo HPD com menor amplitude. As estimativas
pontuais para (7 foram bem préximas com os modelos Normal e SND. O efeito estimado foi
positivo, implicando que um aumento na covaridvel AN6 aumenta a probabilidade dos frangos
nascerem anormais. Para [y as estimativas foram muito préximas com todos os modelos e foram
positivas, implicando em efeito de aumento da probabilidade dos frangos nascerem anormais para
a covaridvel AP3. As estimativas para a interagao entre AN6 e AP3 foram negativas, sinalizando
que a interacao entre estas covaridveis diminui a probabilidade dos frangos nascerem anormais.
O modelo Normal estimou valores maiores para a variancia dos efeitos aleatérios com todos os
estimadores, inclusive com o intervalo HPD, enquanto o modelo SNI estimou os menores valores.
Com a média a posteriori, o modelo SNI estimou o valor de 2,169 para A e o intervalo HPD
estimado foi [-15,694;21,017]. Isto indica que a distribuicdo dos efeitos aleatérios é assimétrica,
mas a assimetria parece nao ser muito alta. O modelo SND estima, com a média a posteriori, o
valor de -0,812 para «. Para este parametro, o intervalo HPD estimado é [-21,200;16,849]. Para os
efeitos aleatérios, notamos que as estimativas obtidas nos trés modelos sdo um pouco diferentes.
Os modelos estimou valor positivo para 3 e valores negativos para 71, 72 € 74, ou seja, os clusters
1, 2 e 4 tem um efeito de diminuir a probabilidade do frango ser anormal. Se mantermos fixos os
valores da covaridveis, os frangos do cluster 3 sdo os mais provaveis de apresentarem anormalidade,
enquanto os frangos do cluster 1 s@o os menos provaveis. Visto que o modelo Normal apresenta
as maiores estimativas para a variancia dos efeitos aleatérios, este modelo também apresenta os
intervalos HPD para ~ com maior amplitude.

Na Tabela 5.3 apresentamos obtidos para as medidas que avaliam a qualidade de ajuste dos
modelos implementados.

Tabela 5.3: Medidas de qualidade ajuste dos modelos

Modelo CPO DIC Indice C TCC
Normal -1226,553 2453,040 0,735 0,670
SNI -1226,795 2453,458 0,735 0,670
SND -1226,701 2453,276 0,735 0,670

Analisando a Tabela 5.3 concluimos que embora o modelo Normal tenha sido indicado como
o que melhor ajustou aos dados tanto quando consideramos a medida de CPO quanto quando
consideramos o DIC, os modelos sao praticamente equivalentes. Este resultado era esperado uma
vez que, se nao houver assimetria na distribuicdo dos efeitos aleatoérios, ao adotarmos distribuicoes
a priori centradas em zero para os parametros de assimetria estamos especificado corretamente a
distribuicao a priori para todos os parametros e, assim, modelos menos parcimoniosos tenderiam a
ter desvantagens. As estimativas a posteriori foram iguais em todos os modelos tanto para o indice
C quanto para a taxa de classificagdo correta.

Vamos considerar algumas situacoes distintas para avaliar a estimagao da razao de chances.
Entre estas situagoes vamos considerar a razao entre individuos de clusters distintos mas com os
mesmos valores observados para as covaridveis. Consideramos também a razao de chances entre
individuos do mesmo cluster com diferentes valores observados para as covaridveis e a razao de
chances entre individuos de clusters distintos com diferentes valores observados para covaridaveis. A
razao de chances sera abordada nos seis casos descritos a seguir:

OR;: razao de chances entre frangos dos slots 4 e 5 do més de novembro de 1961;

OR3: razao de chances entre frangos dos slots 2 e 3 do més de abril de 1962;
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OR3: razao de chances entre frangos do slot 5 do més de novembro de 1961 e do slot 3 do més de
janeiro de 1962;

ORy: razao de chances entre frangos do slot 3 do més de novembro de 1961 e do slot 3 do més de
abril de 1962;

OR5: razao de chances entre frangos do slot 1 do més de dezembro de 1961 e do slot 1 do més de
janeiro de 1962;

ORg: razao de chances entre frangos do slot 2 do més de dezembro de 1961 e do slot 5 do més de
abril de 1962.

Note que as quantidades OR; e ORs dependem apenas das estimativas de 3, uma vez que sao
comparados frangos do mesmo cluster. As quantidades OR3 e OR4 dependem somente de =, pois
comparamos frangos com as mesmas covaridaveis. Por fim, as quantidades OR5; e ORg dependem
tanto de B quanto de ~.

As estimativas a posteriori para a razao de chances, nos casos abordados, sdo apresentadas na
Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Estimativas a posteriori para a razao de chances

Me Md Mo HPD Me Md Mo HPD

modelo Normal

OR1 1476 1475 1.468 [1.316; 1.621] ORy 0.790 0.781 0.744 [0.595; 1.002]

ORy 4.265 4.234 4.164 [3.410; 5.221] ORs 0.011 0.010 0.008 [0.004; 0.019]

OR3 0.481 0.476  0.458 [0.338; 0.646] ORg 1.497 1.471 1.421 [1.085; 1.975]
modelo SNI

OR; 1486 1.484 1.463 [1.329; 1.631] ORs4 0796 0.791 0.751 [0.616; 0.998]

OR> 4.334 4303 4.210 [3.525; 5.356] ORs 0.011 0.010 0.009 [0.004; 0.019]

OR3 0.497 0.489 0.483 [0.339; 0.648] ORg 1497 1479 1.390 [1.065; 1.954]
modelo SND

OR; 1480 1477 1478 [1.330; 1.626] ORy 0.788 0.783 0.808 [0.597; 0.988]

OR> 4.281 4.258 4.240 [3.405; 5.236] ORs 0.011 0.010 0.009 [0.004; 0.019]

OR3 0479 0471 0.460 [0.329; 0.642] ORg 1499 1477 1437 [1.048; 1.943]

Analisando as estimativas apresentadas na Tabela 5.4 percebemos que os modelos Normal,
SNI e SND forneceram estimativas semelhantes para a razao de chances nos casos abordados,
principalmente quando o estimador considerado é a média a posteriori. As estimativas dos modelos
sao um pouco mais distantes quando o estimador considerado é a moda a posteriori. De forma
geral, vemos que as estimativas intervalares também foram muito préximas. As estimativas ORg
e ORy, casos em que a razao de chances depende apenas dos efeitos aleatérios, foram um pouco
distantes do valor 1 e os intervalos HPD nao incluiram este valor. Por isso, ORs indica que, se
mantermos fixas as covariaveis, a chance do frango nascer anormal nao foi a mesma para os meses de
novembro de 1961 e janeiro de 1962. Com O R4 chegamos a mesma conclusao comparando os meses
de novembro de 1961 e abril de 1962 utilizando os modelos SNI e SND. Observe que o intervalo
de credibilidade obtido para OR4 no modelo Normal inclui o valor 1, logo a hipdtese ORs = 1
pode ser aceita, o que significa que a chance de um frango nascer anormal nao é diferente para os
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meses de novembro de 1961 e abril de 1962 se os valores das covariaveis sao iguais. Em termos de
exemplificar a interpretacao das estimativas obtidas considere o modelo SNI e a razao de chances
ORg. Falando informalmente, o valor mais provavel para ORg ¢é 1,390, pois este é o valor para a
moda a posteriori. Através da mediana vemos que, a posteriori, ORg tem 50% de probabilidade
ser maior ou igual a 1,479. Com 95% de probabilidade, a posteriori, ORg estd entre [1,065; 1, 954].
Para ORg, o valor médio a posteriori é 1,197. Para os demais modelos e demais casos para a razao
de chances temos que a interpretacao é a mesma.



Conclusoes e Discussoes

Nesta dissertagao apresentamos o modelo logistico misto com efeitos aleatdrios normalmente
distribuidos. Estendemos o modelo logistico misto ao considerar classes estendidas de distribuicoes
normais para os efeitos aleatorios. Esta extensao é realizada considerando as distribui¢oes normal
assimétrica univariada e normal assimétrica multivariada propostas por Azzalini (1985) e Azzalini
e Dalla-Valle (1996), respectivamente. Ao utilizarmos a distribuigdo normal assimétrica univariada
assumimos que os efeitos aleatdérios sao independentes enquanto estamos impondo uma estrutura de
dependéncia entre os efeitos aleatérios ao utilizar a distribuicao normal assimétrica multivariada.
Para realizar a inferéncia nestes modelos utilizamos a abordagem Bayesiana. Apresentamos a razao
de chances mediana proposta por Larsen et al. (2000). Tal medida é 1til para a interpretagao dos
parametros no modelo logistico misto. Os resultados em Larsen et al. (2000) foram obtidos segundo
o enfoque clédssico, mas também podem ser utilizados para ajudar a eliciar as distribuicées a prior:
para os parametros. Neste trabalho também estendemos os resultados obtidos por Larsen et al.
(2000) para os modelos considerando, para os efeitos aleatérios, as distribuigdes normal assimétrica
univariada e multivariada. Avaliamos a implementagdo dos modelos em um estudo de simulagao,
em que obtemos estimativas para os parametros e razao de chances em alguns bancos de dados
gerados. Foram gerados bancos de dados considerando diferentes distribuigbes para os efeitos
aleatérios, diferentes valores para variancia e assimetria destas distribuicoes utilizadas. Por fim,
realizamos inferéncia em um banco de dados reais.

Quanto a extensao da razao de chances mediana proposta por Larsen et al. (2000), conseguimos
provar resultados muito interessantes. Um deles é o fato de que ao assumirmos a distribui¢cao normal
assimétrica multivariada para os efeitos aleatérios, continuam véalidos todos os teoremas obtidos ao
termos assumido a distribuicdo normal para os efeitos aleatérios. Outra contribuicao interesse é o
fato de que, sob certas condigbes, a combinacao linear dos elementos de um vetor com distribuicao
normal assimétrica tem distribuicdo normal. Ao assumirmos a distribuicdo normal assimétrica
univariada para os efeitos aleatdrios obtivemos a distribuicdo de probabilidades para a razao de
chances e a formula analitica para a razao de chances mediana. E interessante lembrar que tais
resultados sao tuteis tanto ao implementarmos os modelos com a abordagem classica quanto para
eliciar as distribuicoes a priori ao adotarmos a abordagem bayesiana.

No estudo com dados simulados verificamos que, de forma geral, o modelo assumindo dis-
tribuicao normal assimétrica univariada para os efeitos aleatoérios foi capaz de detectar assimetria
na distribuicao dos efeitos aleatorios quando ela existia, e nestes casos, este modelo forneceu es-
timativas um pouco melhores para os efeitos aleatérios do que os demais modelos. No entanto,
de acordo com os critérios de avaliacao de ajuste, o modelo SNI foi o melhor modelo ajustado em
apenas algumas das situacoes nas quais havia assimetria.

Vimos também que o modelo logistico misto com efeitos aleatérios normalmente distribuidos
forneceu boas estimativas para os parametros de efeitos fixos até em situagoes em que a distribuicao
verdadeira dos efeitos aleatérios era muito assimétrica. Além disso, apesar do modelo Normal ser
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um caso particular dos modelos SNI e SND nos qual os parametros de assimetria sao iguais a zero,
o modelo Normal foi o melhor, de acordo com as medidas de ajuste, quando os dados foram gerados
com distribuicoes sem assimetria para os efeitos aleatérios. De certa forma isso era esperado pelo
fato do modelo Normal ser mais parcimonioso do que os demais.

Ainda no estudo com dados simulados, notamos que o modelo logistico misto com distribuicao
normal assimétrica multivariada para os efeitos aleatorios, modelo em que é imposta uma estrutura
de correlagao entre os efeitos aleatérios, nao foi capaz de fornecer boas estimativas para a assimetria
na distribuicdo dos efeitos. Uma possivel explicacao para este problema é que, como vimos na
Segao 2.2, ao assumirmos tal distribuigdo a priori segue de Azzalini e Dalla-Valle (1996) que as
distribuicoes marginais para cada efeito 7;, dados 02 e a, é SN(&,02%,a*) em que & = afl +
k‘ozz]_%o' 2/mea* =a[l + (k- 1)042]_%. Perceba que se o nimero de clusters k tende a infinito
tal distribuicdo marginal tenderd a uma distribuicao normal. Além disto, essa distribuicao conjunta
nao permite um grau de assimetria marginal muito elevado uma vez que o parametro a* esta contido
no intervalo entre —(k — 1)_% e (k— 1)_%. Exemplificando, em um banco de dados com k = 25,
o parametro o terd dominio apenas no intervalo entre -0,204 e 0,204. Percebemos também que
o maior valor possivel para o parametro de assimetria a* ocorre quando k = 2, situagao na qual
a* e (—1,1).

No capitulo de aplicacao a dados reais, verificamos que os modelos apresentaram estimativas
relativamente proximas. As estimativas para os parametros de efeitos fixos confirmaram a influéncia
dos dois andlogos de niacina na formacao dos frangos. As estimativas para os efeitos aleatérios
confirmaram que, fixados os valores para as covaridveis, ainda assim, frangos com ovos incubados
em meses diferentes tiveram chances diferentes de nascerem anormais.

Para trabalhos futuros, sugerimos implementar os modelos utilizados neste trabalho assumindo
a distribuicao a priori de Jeffreys para os parametros de efeitos fixos. A justificativa para tal
extensao é possibilitar a implementagao do modelo logistico misto considerando uma distribuicao
nao informativa para os efeitos fixos que nao requer a elicitacao de hiperparametros e depende ape-
nas da funcao de verossimilhanca. Pensamos também em implementar os modelo os considerados
aqui utilizando o enfoque da Estatistica classica. Além disso, adotando as abordagens bayesiana
e classica, pretendemos considerar classes de distribui¢coes mais flexiveis para representar o com-
portamento dos efeitos aleatérios no modelo logistico misto. As classes de distribuigoes a serem
consideradas seriam mais flexiveis no sentido de terem diferentes padroes de assimetria, curtose e
caudas. Tais distribuictes serao consideradas tanto quando os efeitos aleatérios sdo independente
entre si quanto quando estes sao dependentes. Entre as classes a serem consideradas estao as
distribuigoes t-assimétrica, normal-t-assimétrica e t-normal-assimétrica (ver Arellano-Valle et al.
(2008)). Acredita-se que, em alguns casos, tais classes poderiam representar mais adequadamente
o comportamento dos efeitos aleatoérios, e entao melhorar o ajuste e capacidade de predigao do
modelo logistico misto aos dados.



Apeéendice A
Prova da Proposicao 2.2.2

Neste apéndice sao apresentadas as demonstracoes de resultados exibidos na Segao 2.2. Primeiro
apresentamos a demonstragao para a representacao estocastica da distribuicao normal assimétrica
multivariada apresentada na Proposicao 2.2.2 e depois a demonstracao da Proposicao 2.2.1.
Demonstracao da Proposicao 2.2.2.

Inicialmente considere T' = |Yp|. Visto que Yy ~ N(0,1), entao T' ~ HN(0, 1). Condicional ao
conhecimento de T' =t temos que

Y|T =t ~ Ny(&€ + AL, ).

A distribuicao do vetor aleatério Y pode ser obtido por
fx(y) = /0 Syr(y,t)dt
= [ e

2

kg1 _1 1 v t
= /O 2(2m)" 2 det {W} 2exp{—2(y—£—At)Q 1(y—£—At)—2}dt.(A.1)

Fazendo z =y — £ e substituindo em (A.1) temos:
*© _kt1 _1 1 R t2
x(ly) = 2(2m)” 2 det {¥} 2exp —§(Z — At)'Q (z — At) — ) dt
0
> 1
= 2(277)_% det {\Il}_% / exp {—2 [(z — At)'ﬂ_l(z — At) + t2] }dt. (A.2)
0

Sabendo que A'® 1z = Z/T!A e denotando por A; o termo (z — At)Q Yz — At) + 12,
obtemos

A = (z—A)'Q Yz — At) + 2
= ZU Tz —ZU At - Atz + PATTIA 4¢P
= 21+ AT TTA) - 20(A T 12) + 2Ty

A1y

s —— L
1+ AT 1A

= (14+AT'A) |12 -2
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Avlg AT1z 2 ATz 2
— (1+ATIA) |2 -2t T < (=== ) | +Zw!
( ) [ 1+ AT A \1+ AT A 1+ AT A 2=
ATz \? (AT g)?
= 1+A T TA) [t - - "\plg, A3
( )( ]_+A/‘I/1A) 1+A/lIlilA+Z z ( )

Substituindo o termo em (A.3) em (A.2) e tirando fora da integral a parte que nao tem ¢
obtemos

e (LA
i) = 2em () on |3 [ EPAE o

%0 1+ AT A ATz
[ >@,g>ﬁ
0 2 1+ AP A
1 _1
= 2(277)‘5 det {\Il}fé exp { 5 [ T A’ z’\Il_lz} } (1+ A/\Il_lA) 2
1
2

° 1 1+ A’\If 'A) N
21)72 (14 AT 1A ( =
X/O (2m) "2 ( + ) exp{ 5 (t T A/\II_1A> dt

1
2

1+A w1

A1z -1
x[1-®(0)—————— 1+ A'T'A
(o e

= 2(2m) 7% det {W} % exp {_; [_ (Aw?

1 (A'pt
2

2
— 2(2m)7 % det { ¥} "2 exp {— - Z)A + z/\Il_lz} } (1+ AT 'A)

2 1

A/\Ilil
x® Gl (A.4)
(1+a'w'Aa)2

Para continuar vamos calcular o termo ¥~!. Para isto vamos utilizar uma propriedade do
A luv AT

Iculo d trizes i di A—uv |t =A"1
calculo de matrizes inversas que diz que | uv’| + oA u

, em que A é uma matriz

de dimensao k por k, u e v sao vetores de ordem k por 1.

Tl = [Q-PQad'Q]

A0 10aa/ Q0!

1— 2o/ 10a
oo’

1—c2a/'Qa’

= Q14

= Q4 (A.5)

Sabendo que A = ¢Qa e utilizando (A.5), segue que

2 /
Al = alo-ty X
o [ 1T Zaa
2a/Qaa’
1 —c2a/'Qa

ca’

1—c2a'Qa’

= c[a’—i—
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Substituindo ¢ = (1 + a’ﬂa)fé em (A.6) temos

Jun

(1+a'Qa) 2a

A/‘Il_l —
1-(1+aQa) ta/Qa
1+ a’ﬂa)féa’
T 1+ aQa) !
= (1+ a'ﬂa)%a'. (A.7)
Segue também que
1 1
(1+A'¥'A)2 = [1 +(1+ a’ﬂa)%a’cﬂa :
1
= [1 +(1+a'Qa)2d/(1+o/Qa) 2Qal’
1
= [1+dQal?. (A.8)
Logo utilizando (A.7) e (A.8) segue que
Aw! (14 a'Qa)za/
(1+A'wA)? 1+ a/Qal?
= . (A.9)

Utilizando (A.5) e substituindo ¢ = (1 + a’Qa)_% obtemos:

(1+a'Qa) tad’
1- (14 a'Qa) 1a/'Qa
(1+a'Qa) tad’
(1+ad'Qa— a/'Qa)(1 + a/'Qa) !
= Q' tad. (A.10)

vl o= oty

= Q14

rg—1, (AW )2
Agora vamos calcular o termo z’' ¥~ "z AT A

lados em (A.9) e (A.10).

Para isto, substituimos os termos calcu-

A/\I’_l 2 A/\Il_l / A,\I’_l
20 g — (AT2)” ; _Zl) = Z[Q7 '+ ad]z - ( 2) - z .
1+ AP A (1+A’lIF1A)§(1+A'\II*1A)§
A/‘Ilfl / AI‘Ilfl
= ZQ ' 4 ad]z—7 ( ) - 7
(1+AT'A)2 (1+A'TA)2

= 72O 'z2+7adz - 7Zad'z
= ZQ7 !z (A.11)

Para calcular o termo det {¥} é necessario utilizar a propriedade de determinantes que diz que
det {A — uw'} = det {A}(1 —u'A" u), em que A é uma matriz de dimensao k por k, u é um vetor
de ordem k por 1. Utilizando tal propriedade e considerando A = 2 e u = cQa temos que

det {T} = det{Q - *Qaa'Q}
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= det {Q}(1 - Z/'QQ7!Qa)

= det {Q}(1 - FZa'Qa)

= det{Q} (1 - (1+'Qa) 'a'Qa)

= det {Q}(1 + 'Qa)™? (A.12)

Por fim, substuimos os termos calculados em (A.9), (A.11) e (A.12) em (A.4), e fazemos z =
y — &, obtendo

frly) = 2(2m)77 [det {2}(1+ &/Qa) ]~ 5exp{—;z’91z} (1+ A®1A) 2 ¢ (o'2)

= 2(27r)_§ det {Q}_% exp {—;zlﬂ_lz}fb (o)

= 2¢(z[0;, Q) ® (a'z)
— 26 (y — &[0, Q) D (' (y — £))
= 2 (|, Q)0 (o/(y —£)).

Portanto Y ~ SNg(§, 2, o).

Demonstracao da Proposicao 2.2.1.

A funcao de densidade conjunta do vetor v pode ser reescrita da seguinte forma

f(vlo?,a) —2[H¢> (viléi, o ( Z% €z>7 (A.13)

=1

onde Z ~ N(0,1). Segue de (A.13) que

(vl o*)| P | Zo < a (Vj§j+2%5i>)

ViZj

f(vlo*,a) = 2

i ViFj

é(vil&i, o

C k
H ( )
- _

= 2([[e(ilé,o® | P ZUOC(%‘&;’)<OZZ%'§¢)
i1
. _
JJE )| @ 042%&04(%@)702)- (A.14)
i1

| Vitj
Faca v_rj3 = (v, o —1:%41 - )y &=y = (oo, §-1,8541, ..., &) e considere a

seguinte notacao dy_g; = dvi...dvj—1dvj+1 ... dyg. Integrando (A.14) segue que a fungao de
densidade conjunta de v, e y; — &; ¢

Fylg0%a) = / / f(vlE, 0%, a)dy_;
= 2¢(v;l¢,0%)
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/ /¢k TV L)@ [ @D i =&l = alyy = &), 0% | dv_yg

Vi#j

= 2¢(7j’§j7 )E’Y O Q| Z v — &l — O‘( g]) ) (A.15)

Vi#j

onde E»y_{],} [.] denota a esperanga com respeito a distribuigao de Y-y @ qual é Nk,l(é{_j}, o2lp_1).

Aplicando o Lema C.2.1 para calcularmos Ey_, [CI) (a Yovi—&Gl o+ — @)702)]
ViEj
m (A.15), temos que, desde que y_g;3 ~ Nk,l(E{_j},azlk,l) e assumindo A, 1) = alj_,

c=¢j,a=—a ) & b=—aly—¢§) B= 0% e C = 021}, tal esperanca torna-se
Vi#j
Ey ,, [2|ad vi—&l-aly—¢&)o = 9 (0] —aly; —&),0° (L +a*(k —1)))
Vi#£j

- ° ( 1 +aO;(k =y (v = &) |02) , (A.16)

uma vez que

Acta=al_ &+ (o Z &) =0, ¢
Vij
B+ ACA =0+ alj,_ 0’101 = 0* (1 + a*(k - 1)).

Portanto, substituindo (A.16) na equagao em (A.15) decorre que

FOslgg 0% ) = 20(yl¢.0 (I)<\/1+—_1)(%’—€j)|0’2>
_ —& =&
B ¢< >¢< 1+a2(k 1)< o >>

-1
Logo, v; ~ SN (&,0% %) em que & = « ( 1+ a2k — 1))

Agora vamos estudar qual é o dominio do parametro de assimetria a* nesta situacao. Note que,
mantendo k fixo, o* é uma fun¢do de a mondtona crescente. Além disso sabemos que —oo < a < oo.
Entao a* tera seu limite inferior quando « estiver em seu limite inferior e o mesmo vale para o
limite superior. Inicialmente vamos avaliar o limite inferior do dominio de a*. Segue que

(07

lim of = lim
a——00 a—=—oo /14 a?(k—1)

o V1+a2
= lim
a—— oo\/1+a2 —1)\/14—0[2
. V1 + o? . «
lim im ———
am—o0 /T4 a2(k —1) a=—° 1+ o?
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. 1+ a? «
= lim —_—
a——oco \[ 1+ 042(/{3 —1) am—o0 m
1+ a? 1/2 e
= li —_ li _. A.17
(a;moo1+az<k_1>> e (A.17)
Sabemos que
lim ——— = 1, (A.18)

e utilizando a regra de L’Hopital temos que

1+ o? 200 1

a0l +a2(k—1) a-s2(k—Da k-1

(A.19)

Substituindo (A.18) e (A.19) em (A.17) temos

1
li o — A2
BV (A.20)

Para avaliar o limite superior de variacao de a* fazemos o mesmo procedimento sabendo que

3 (0% —
O}gr;o g = 1 e obtemos que
1
1'[[] * = _—
041—>ooa k—1

(A.21)

Por fim, de (A.20) e (A.21) obtemos que —/ 27 < a* < /15, concluindo a prova.



Apeéendice B

Distribuicoes Condicionais Completas
para Modelo Logistico Misto com
distribuicoes assimétricas para os
Efeitos Aleatorios

Neste apéndice sao apresentadas as distribuigoes completas para os casos em que assumimos
as distribuicbes normal assimétrica univariada e normal assimétrica multivariada para os efeitos
eleatérios v e nao utilizamos as representagoes estocasticas para especificar tais distribuigoes. As
distribuigbes a priori consideradas sao as mesmas ja citadas nos Capitulos 1 e 2, ou seja, conside-
ramos o2 ~ GI(a,d) e A ~ N(h,7?).

B.1 Distribuicao Normal Assimétrica Univariada para
os Efeitos Aleatodrios

As distribuigoes condicionais completas para o vetor de efeitos aleatorios ~y, para os parametros

de assimetria A e escala o2, na situacdo em que 7; ~ SN(—d0+/2/m, 0% )\) e nio é utilizada a
representacao estocdstica para especificar a distribuicao de =, sao dadas, respectivamente, por:

fly,B.0%N) o< f(ylB, v, 0% A f(v|o”, A)

o [ ) ]|

i=1j=1

2
i (% + 50\/2) A 2
exp{ — 553 D, . v+ 100 - ,

fAly. B,7,0%) o f(vle®, ) f(N)
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X exp

202 272

Q>

St (e 0ny/2) oy @k( <7+1k50\ﬁ ))

@y, B,7,A) o f(v]o? N f(0?)

2
1 et Y (% + 60\/%) d A 2
x — exp{ — 5 — = ¢ @k | = |7+ Lkdoy/ = ,
o 20 o o s
no qual § = —=2

VI14A2T

B.2 Distribuicao Normal Assimétrica Multivariada para
os Efeitos Aleatodrios

As distribuictes condicionais completas para o vetor de efeitos aleatérios -y, para os parametros

de assimetria « e escala 02, na situacdo em que v ~ SNy(—Aoc+\/2/7,0%I, aly) e nio utilizamos
a representacao estocdstica para especificar a distribuicao de =, sao dadas, respectivamente, por:

fAly.B,0%a) o« [f(ylB,7,0% a)f(vl0*, a)

o [ﬁﬁ{ exp {n;; } ]yj{ 1 }1—%

i L+ e ;) 14 exp {ni;}

- 72521(%+Aa\/§>2 q)( i(”ﬁm\ﬁ»’

SHES

202
1

flaly,B,v,0%) o f(]o? a)f()

2
Y (i + Aoy /2 — h)? a
X expg — ! ( 572 \/7> - (a2T2h) @ <: Z (%‘ + AO‘\/E)) ;

@y, B,v,a) o f(v]o®, a)f(0?)
2
1 Frett Y (n+aey2) g k 5
() el (202 J2) 4 @@Z(%Maﬂ)),

no qual A = \/lfw




Apendice C

Provas dos Teoremas e Proposicoes do
Capitulo 3

Neste apéndice vamos apresentar as demonstracoes relacionadas aos teoremas e proposigoes uti-
lizados no decorrer do Capitulo 3. Estas demonstracoes sao apresentadas nas Segoes C.1, C.2 e C.3
que contém as demonstragoes dos teoremas e proposigoes das Segoes 3.1, 3.2 e 3.3, respectivamente.

C.1 Provas dos Teoremas da Secao 3.1

Neste apéndice sao apresentadas as demonstragoes dos teoremas da Secao 3.1. Para tal, os
seguintes resultados se fazem necessérios.

Teorema C.1.1. O vetor Y tem distribuicao normal multivariada se, e somente se, a'Y tem
distribuicao normal univariada para todo vetor real nao nulo a.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Seber e Lee (2003), pagina 30.

Teorema C.1.2. Se o vetor aleatério X = (Xi,...,X,), de dimensao n x 1, tem distribuicdo
normal multivariada com vetor de médias p e matriz de covariancia 3, entdo a varidvel aleatoria
Y =a'X +c, em que a € um vetor real de ordem n x 1 e ¢ € R € uma constante, tem distribuicdo
Normal com média a’'p + ¢ e variancia a’Xa.

Demonstragao.

Inicialmente, consideremos a varidvel aleatdria S = a’X. Pelo Teorema C.1.1, sabemos que S tem
distribuicao normal e de resultados usuais de cédlculos de probabilidade segue que a com média e a
variancia sao dadas , respectivamente, por:

O resultado segue por notarmos que Y = S + c. O

64



Prova do Teorema 3.1.1.
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Primeiramente vamos calcular a funcao de distribui¢cao acumulada de OR e a partir dela encon-

trarmos a funcao densidade. Seja t € R™ qualquer. Daf,

FOR|k,w2(t) = P(exp{k +WV} < t)
= P(k+wV <Int)

Derivando com respeito a t tem-se que a funcao densidade da varidvel OR é:

d
forkw2 () = 3 LORIkw? (t)

g (B=r) 2

w tw

L 1 /Int—k\>
g X —_—
V2rtw P 2 w

= [V2rtw] lexp {—;uﬂ(lnt - k)Q} :

Concluindo a prova.

Prova do Teorema 3.1.2.

(i) Denote por ®(.) a funcao distribuigao acumulada da distribui¢do normal padrao. Seja a; =
med{exp{|wV|}}. Assim, usando a defini¢ao de mediana e equivaléncia de eventos, segue que

P(exp{|lwV]|} < a1) =0,5
P(|lwV|<Ina;) =0,5
P(—Ina; <wV <lnay;)=0,5

P<V§ 1“‘“) P<V§ _ln‘“> =0,5
w w
2P <V§ 1“‘”) ~1=0,5
w

P<V§ h”“) —0,75
w

1
) < n‘“) —0,75.
w

Consequentemente, tem-se que

In aq

= ®1(0,75)
a; = exp{w®1(0,75)}.
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Agora, faca b = med{|wV|}. Similarmente temos que
P(lwV] <b)=0,5
P<b§V§b> =0,5

w w

P(ng)—P(Vg_b):O,5
w w

2P<V§b>—1:0,5
w

Segue como consequéncia que

w
b=wd 1(0,75).
O que implica que exp{b} = exp{w®~1(0,75)} e conclui a prova do item (i).
(ii) Seja med{exp{|wV|}} = h. Como em (i), segue que
Plexp{—|wV[} <h) =0,5
P(—|wV| <Inh) = 0,5
P(lwV|> —1Inh) = 0,5

r(onen(}) -
(o)) oo ors n(3)) -0

PwV >Inl—Inh)+ P(wV < —Inl+1Inh)=0,5
PwV > —Inh)+ P(wV <Inh)=0,5

P<V<h1wh>+P<V§1nh>:0,5

w
2P<V§lnh> ~0,5
w

1
) <nh> —0,25.
w

Consequentemente, tem-se que

1
i _ g-10,25)

w

In
22— _97Y0,75)
w

h = exp{—w®1(0,75)}
h = [med{exp{|wV[}}]7".
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O que conclui a prova do item (ii).
(iii) Defina a = med{exp{k + wV'}}. Logo temos que

Fogkwe(a) = 0,5
P(exp{k +wV} <a)=0,5

P<V§W>:O,5

w

o <ln(au))_k) =0,5. (C.2)

De (C.2) segue entao que

In(a) — k — -1(0,5)
w

1 —

n(a) — k —0
w

a = exp{k}

Portanto, med{exp{k + wV'}} = exp{k}, concluindo, assim, a prova do Teorema 3.1.2.

C.2 Provas das Proposicoes da Secao 3.2

Neste apéndice sao apresentadas as demonstragao das proposicoes da Secao 3.2.
Para provarmos os resultados a seguir e também outros do Apéndice C.3 o seguinte lema serd
utilizado.

Lema C.2.1. Se U ~ Ng(c,C) é um vetor nao-singular, entio para algum wvetor fizo a m-
dimensional e alguma matriz A com dimensao m X k, temos que:

E[®,,(AU + a|b, B)] = ®,,(Ac + alb, B+ ACA").

Mais sobre este lema pode ser visto em Arellano-Valle e Genton (2005) e Gupta et al. (2004).

Demonstracao da Proposicao 3.2.1.

Como 7 e y; sdo independentes, a fungao de densidade de probabilidade conjunta do vetor (7, 7;)’
é dada por:

frsvi(usy) = fu)f(v)
= oM (T o (2)e ()

- Ao ([ ] )
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Para encontrarmos a distribuigao de ; — 7; faremos uma transformagao de varidveis. Defina
W =, —~j e Y =~. Entao, utilizando o método do Jacobiano segue que:

oo
fwyw,y) = fumy@y—w)| & &
D

- (e (50) e 0], 2 i)

= ozt o (o [ ea] i)

-t ST C A CTHE

- o -8 e ()
AR

- s ) e (o1 ]+3 [ ])

A distribuicao marginal de W = ~; — y; é obtida como segue

fuw(w) = /fW,Y(w7y)dy
- o o5 %) (o]
= 4¢(w|20*)E, [% <2y[ 1 ] +§ [ _£ D] : (C.3)

onde E,[.] denota a esperanga com respeito a distribuicao N(y|%g, % ).

Para calcularmos E, [ (

Q>

1

Y [ ] [ 0 ])} na expressao (C.3), utilizaremos o Lema
%) Agxr = 2 { a= g 0

C.2.1, ondeassumlmoswa(% ,b=0y,B=DL,c=%e

Y

ol 1 —w
C= % Consequentemente, temos que

Ac+a_i 1 E_FA 0 _)\7’“} 1
o |1]2 o —w 20 | -1 |’
, [1 0] AT1]0%A IR
B+ACA—[01]+U ) 20[1 1]= vl
Dai, segue do Lema C.2.1 que
AXT1Y AT 01\] o (Mo 1] [142 X
EJ%(&L%J-AH-%@Mf et o) (@Y
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Substituindo o termo em (C.4) na equagao em (C.3), segue que a distribuigao de W é

2 2
143 % )
>\2

A2
7 5

Aw 1 1_,_/\j A2
= 4é(w|20%)Pq | = 2 2
fw (w) P(w[207) 2(%[—1}’ S [

= 4p(w|20%) Dy ()\w [ _} } 402

2 1 2 )‘2 /
= 4¢>(w|2o’ )@2 <)\w |: 1 :| |40‘ [Iz—{— 21212]) ,

onde 15 denota um vetor de uns de ordem 2 x 1.

Demonstracao da Proposicao 3.2.2.

Uma vez que OR = exp {k + W}, segue que W = In(OR) — k. Usando resultados do célculo de
probabilidades e o resultado da Proposicao 3.2.1 segue que

d
fOR|ﬁ’02’)\(t) = fW(lnt—k)’;:

2 2
_ AT _ i 2| 1+ % 1
= 4¢(Int — k|207°) Dy ()\ (Int — k) [ 1 |40 )\72 I+ /\; ;

4
— Z<;5(1myl<,202)<1>2 (Alnt[ _1 } |\E [ _1 ] 4o

concluindo a prova.

Demonstracao da Proposicao 3.2.3.

Seja a a mediana da distribuigdo de OR = exp {k + W}. Assim, por definicdo de mediana e da
Proposicao 3.2.2 segue que

FOR\,B,O—z,A(a) = /OfOR,@,zf?,/\(t)dt:QE’

a 4 1
& /0 Egzs(hqz:—k|202)<1>2 <)\(lnt—k:) [ 1 } 402

PP
1—’;22 2)\2 ])dt:0,5
T 5

Usando a transformacao z = Int — k, temos que dz = %dt, Assim, temos como consequéncia
que

)\2
1 —i—27
> 1

Ina—k 1
Forposl@) = [ 40(el20%, (Az[_l]vxa?

— 00

)\2
2
+
)\2
= dsunum (lna — k202, \[1, —1], 40> [Ig + 2121’2D =0,5.
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Disto, segue que:

)\2
Ina—k=®gyy (o, 51202, \[1, -1, 40> [Ig + 2121’2D :

)\2
@ = €xp {<I>S[1]NM <0¢5|202a )‘[L _1]/7402 |:12 + 2121/2:|) + k‘},

o que conclui a prova.

C.3 Provas das Proposicoes da Secao 3.3

Neste apéndice sao apresentadas as demonstracoes das proposigoes utilizadas na Secao 3.3.

Demonstragao da Proposicao 3.3.1.
Note de (2.10) que a fungao de densidade conjunta do vetor -y pode ser reescrita da seguinte forma

k k
f(vlo? ) =2 [Hﬁﬁ(%\UQ) P (Z < jZ%) ; (C.5)
=1

=1

onde Z ~ N(0,1). Segue de (C.5) que

L ]
fAlo®e) = 2|[[o(ile®) | P Zo<a|v+v+ > v
i=1 i Vi#lj

. ]

= 2([[eGile®)| P | Zo—a(m+r) <a Y v
Li=1 i ViElj

. ]

= 2|[[o¢ile®) | @ | @ D vl —atvi+7).0% ] - (C.6)

i=1 i Vil j

Faca v_g 53 = (V15 o eos V=1 V415 s Vi1, Vj+15 ---, Vi) € considere a seguinte notacao d'yf{u} =
dyi...dyi—1dy41...dyj—1dyjq1...dyg. Integrando (C.6) segue que a funcao de densidade conjunta de

Ve, é

fomlota) = / / Al @)y

= 26(mlo®)p(v;l0%)  x

X /---/¢k—2(7_{z,j}!021k—2)‘1> a Y wl—aty+),0% | dv_p,

Vil j

= 26(nlo*)o(vlo) By, (@ | @ D vl —alu+). 0 | |, (C.7)
Vitl,j

onde E’Y,{l A [.] denota a esperanga com respeito a distribuigio de y_y; ;3 a qual é Ni_2(0x—2, o2l ).
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Aplicando o Lema C.2.1 para calcularmos E-~ _ (3}

P <a > ’Yi’_a(’Yl‘F’Yj)aUZ)] em (C.7),
Vil j

temos que, desde que Y-{jy ™~ Ni_2(0x_2,0%I;_5) e assumindo Alx(k—2) = aly_,, ¢ = 0;_o,
a=0,b=—a(y+7;), B=0c%eC=02I;_stal esperanca torna-se

Ey o |®a Do vl —atu+),0% || = @0 —aly+7)0° (1+a°(k-2)))
Vitl,j

=0 ( 1+Oéo2é(k'— 2) (7l +7j) ‘02> ’ (CS)

uma vez que

Ac+a=al}_ 40, 2+0=0, e
B+ ACA = 02 + al),_,0°I}_saly_o = 0° (1+ o?(k — 2)).

Portanto, substituindo (C.8) na equac@o em (C.7)decorre que

oY
1+ a?(k—2)

_ 2, <[ z]l ] ‘021—2>¢< 1+;(k_2) (’Yz+7j)\a2>

m 2 o 1
= 2 I | ® 1,— Iy, | .
o[ 2] im) o (i)

Logo, 7v;; ~ SN2 <02,02I2, 0@12), fato que conclui a prova.

14+a?

fonvlo?,a) = 2¢(71102)¢(7j\02)<1>< (v + ;) ,g2>

Demonstracao para a Proposicao 3.3.2.

Utilizando a Proposigao 3.3.1 temos que v;; ~ SN2 (02, o’ls, a*12), em que o = a[l+a?(k—2)]7L.
Para encontrarmos a distribuigao de v; —+; utilizaremos o método do Jacobiano. Defina W = v;—;
e Y = ;. Entao, a distribuicao conjunta de W e Y ¢é

dy  dy
fW,Y(way) = f%ﬁj(yvy - ’U)) jliyj éliu; ‘
dy dw
= 2¢9 ({ y iJ w ] |021'2> P (a* (2y — w) |0?)
= 20(ylo*)d(y — wlo®)® (o (2y — w) |0?) . (C.9)

Considerando apenas o termo ¢(y|o?)¢(y — w|o?), da equacio (C.9) temos que

Bulo”)bly — ulo®) = 1exp{‘2i2(yz+<y—w>2>}

2mo?

1 1
W exp {_M (2y2 — 2yw + 'UJ2)}
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1 2 w2 L o, 1
= 252 P\ T2 (y‘§> XD\ T2 T W

4
1\/5{2(10)2}11 {12}
= ——exps——5 (y— =) p——expl ———w
N2 O P 202 y 2 \/271'\/50' P 402
w o2 9
= o \ul5, 5 ) o(w|207). (C.10)
2° 2
Desta forma, substituindo o termo em (C.10) na equagao em (C.9), temos:

w 02
iy (w.9) =26 (4. ) dtui2o?® (@ 2y - w) ).

Para encontrarmos a distribuicao de marginal de W = ~; — ~; fazemos:

fulw) = / fvy (w, y)dy

w o2
20(ui2e?) [o (435 ) ® 0" 25— w) o) dy
= 2¢(w|20?)E, (@ (o (2y — w) \02)] , (C.11)

onde E,[.] denota a esperanga com respeito a distribuicao N (y|%, %2)

2

Utilizando o Lema C.2.1 para calcular E,, [® (o* (2y — w) [0?)], onde agora temos y ~ N (%, %),

Aiy1 =20, a=—wa*,b=0,B=0% c= 5 e C = %, segue que

E, [® (a* (2y —w)|0?)] = @ <0|a2 <1 + 2Ha§‘(2k_2)>> (C.12)
uma vez que

Ac+a:2a*% —wa* =0, e
B+ ACA =0+ 204*022204* =0% (1+2(a")?).
Substituindo o termo em (C.12) na equagao em (C.11), temos, como consequéncia, que
fu(w) = 26(w20%)@ (0] (1 +2(a")?))
= p(w|20?).

Portanto, concluimos que W =, — v; ~ N(0, 20%), finalizando a prova.

Demonstracao da Proposicao 3.3.3.

A fungao geradora de momentos (f.g.m.) da distribuicao SNk(&, €2, ), com densidade dada em
(2.10), aplicada no ponto t = (t1,...,t;) é dada por

M(t) = 2exp {g’t + ;t’ﬂt}cﬁ (Alwt), (C.13)
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em que
A = (1+ a’Qa)_%Qa, (C.14)
Q = wlQuw (C.15)
Supondo que 2 = diag(o%,...,a,%) a f.g.m. pode ser simplificada. Neste caso temos que

w = diag(oq,...,0k). Desta forma segue que a expressao em (C.15) resulta em
Q = diag (01_1, . ,0,;1) diag(o?, ... ob)diag (01_1, e ak_l) = I;. (C.16)

Substituindo (C.16) em (C.14) obtemos

D=

1 1 k -
A=(1+d o) a=(1+da) ta= (1 + Za?) a. (C.17)
=1

Consequentemente, obtemos as seguintes expressoes:

1
k 2 k
Alwt = <1 + Z Oéz2> Z o0t (018)
=1 i=1

k

£t = Zf@'tia (C.19)
=1
k

't = > tio]. (C.20)
=1

Substituindo (C.18), (C.19) e (C.20) em (C.13), temos que a f.g.m. é dada por

k k k
1 1
M(t) = 2eXp{ > " &iti + 3 > t?a§}<1> ) wioiti |- (C.21)
i=1

i=1 V1I+SE  a2iS

Considere agora a seguinte combinagao linear C'Y = Zle ¢;Y; dos elementos do vetor aleatorio
Y. Por propriedades de f.g.m. segue que M¢ry é dada por:
MCIY(t) = F [exp {tC/Y}]
= My (tC)

k 3 3
1 1
2exp {Z gitei + 5 Y20 }q» ) awte,
k t2 k ; k
2 2
2 exp {tZ&Ci—FQZCiJi}(I) —kzzaiaiq
i=1 i=1 1+ Zi:l Qg i=1

. k ~ Lo
Se, por hipétese, > " | a;o5¢; = 0, temos que a fungdo geradora de momentos é simplificada
para

k 9 k
t
Mery (t) = exp {t E &ici + 3 C?O’?}.
i=1 1

1=

i=1"1"1

Portanto, conclui-se que C'Y ~ N (Zle &ici, Zk 020-2>, finalizando a prova.



Apeéendice D

Medidas de Qualidade de Ajuste dos
Modelos

Para comparar os modelos ajustados vamos utilizar as medidas CPO, DIC, indice C e taxa de
classificagao correta. Para efeito de simplificacao, vamos definir tais medidas de forma genérica,
considerando um vetor de respostas bindrias y = (y1,...,y,)’ com dimensdo n x 1. Destas ob-
servacoes bindrias, ny foram iguais a 1 e ny sdo iguais a 0, em que n = ny + ny. Além disso,
considere que a distribuicao de y;, ¢ = 1,...,n, é indexada pelo vetor de parametros 6 e que
dispomos de uma amostra de tamanho L da distribuicao a posteriori de 6.

D.1 Conditional Predictive Ordinate (CPO)

A ordenada preditiva condicional (CPO) é uma medida que reflete a qualidade de ajuste do
modelo e é definida como

CPO: = f(uly () = [ 1wI0)Oly-)d (D.1)

em que f(0]y_; ) representa a distribui¢ao a posteriori dado todas as respostas exceto ;. A medida
CPO pode ser interpretada como a altura da densidade marginal a posteriori de y; dado y(_y) e
maior CPO indica melhor modelo. Dey et al. (1997) propde estimar a CPO por

1 & ]
CPO; = |~ _— , D.2
[ Lgf(yzw(l))] ( )
em que 00 1 =1,2,..., L, sdo amostras das distribuicoes a posteriori, baseadas nos dados comple-

tos, para os parametros que indexam a distribuicao de y;. Uma alternativa para interpretar o CPO
é a estatistica resumo chamada de logaritmo da verossimilhanga pseudo-marginal (LPML) definida
por Geisser e Eddy (1979) como LPML = " , log (CPO;), em que n é o niimero de observagdes.
Maior LPM L indica melhor modelo.

D.2 Deviance Information Criterion (DIC)

Defina por deviance D = —2log(f(y|@)). Uma amostra a posteriori para a deviance pode
ser obtida fazendo DU = —2log (f(y|8®)). Seja D a média a posteriori da deviance e considere

74



75

D = —2log (f(y]0)), em que @ é média a posteriori de 6.
O critério de qualidade de ajuste DIC pode ser calculado por

DIC =D +pD =D + 2pD, (D.3)

em que pD =D — D. Menor DIC indica melhor modelo.

D.3 Indice C

O indice C (ver Hanley e McNeil (1982)) é uma aproximacao para a area sob a curva ROC
que assume valores entre zero e um. A curva ROC representa uma relagao entre probabilidades
condicionais denominadas por sensibilidade e especificidade. Sensibilidade é a probabilidade do
modelo prever o valor um para a observacao dado que o verdadeiro valor observado é um, ou seja,
P(y = 1|y = 1). Especificidade é a probabilidade do modelo prever valor zero para a observagao
dado que o verdadeiro valor observado é zero, ou seja, P(y = Oly = 0). Quanto maior for o valor
observado para o indice C melhor é capacidade de predicdo do modelo considerado. Em Souza e
Migon (2010) encontramos como calcular tal indice. Primeiro separamos todos os individuos da
amostra em dois grupos. O primeiro grupo, com tamanho ny, é formado pelos individuos para os
quais ocorreu o evento de interesse (y = 1) e o outro grupo, com tamamho ng, inclui os individuos
0]
1

para os quais o evento de interesse nao ocorreu (y = 0). Defina por m;;’ a probabilidade, no passo

[, do i-ésimo individuo do primeiro grupo ter resposta igual a um e por 7r](-l) a probabilidade, no
passo [, do j-ésimo individuo do segundo grupo ter resposta igual a um, em que i = 1,...,n; e
7=1,...,n0.

Um amostra da distribuigdo a posteriori do indice C' pode ser obtida por

O] )

0 .. . L.
em que Ci(j) € igual a um se m;;" > ;5 e igual a zero caso contrario.

D.4 Taxa de Classificagao Correta (TCC)

A taxa de classificagao correta (TCC) é a proporcao de individuos corretamente alocados pelo
modelo segundo a ocorréncia, ou nao, do evento de interesse. Uma amostra da distribuicdo a
posteriori da taxa de classificacao correta pode ser obtida por

1 n
! (1
Tcco® = - Zl(yl,yf )),
=1
em que I (y;, yg”) éigualalsey; = QZ@ e igual a 0 caso contrario. O valor de ¢
e 0 caso contrario, em que ¢ é um ponto de corte pré-especificado.
Naturalmente, por este critério, o melhor modelo é aquele que apresenta maior TCC.

(l)élseP(y1:1)>c

%
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