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Resumo

Os modelos de tráfego precisam ser detalhados o suficiente para captu-

rar as sutilezas fundamentais envolvidas. Precisam também ser simples o

bastante para se enquadrarem bem em um arcabouço de otimização. Nesta

dissertação investigamos um modelo de atribuição de tráfego de véıculos, o

clássico modelo do ótimo do sistema (do inglês, system optimum), baseado

em filas finitas configuradas em redes. O modelo de filas utilizado repre-

senta satisfatoriamente situações de congestionamento, isto é, situações em

que a velocidade de um usuário decai com o aumento do número de usuários

simultâneos no sistema. Obtivemos resultados com uma heuŕıstica do tipo

evolucionária que indicaram que as atribuições de tráfego produzidas são co-

erentes e robustas.

Palavras-chave: Ótimo do sistema, redes de filas, filas finitas, sistemas

estocásticos.
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Abstract

The traffic models must be detailed enough to capture the fundamental

details involved. Also these models must be simple enough to fit well into

an optimization framework. In this dissertation we investigate a traffic as-

signment model, the classical System Optimum (SO) model, which is based

on finite queueing networks. The queueing model chosen represents quite

well those situations with congestion effects in which the speed of an user

decays with the increase of the number of users simultaneously in the system.

We obtained results with and evolutionary heuristics that indicated that the

traffic assignments make sense and are robust.

Keywords: System optimum, queueing networks, finite queues, stochastic

systems.
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3.3 Resultados de Atribuição de Tráfego . . . . . . . . . . . . . . 19

4 Conclusões 22

4.1 Observações Finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

vii



4.2 Propostas de Continuidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

Referências Bibliográficas 24
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Motivação e Definição do Problema

Pesquisadores da área vêm fazendo tentativas sucessivas para modelar o

mais precisamente posśıvel a seleção de rotas, por parte dos usuários, em

redes congestionadas de tráfego de véıculos (veja, por exemplo, o trabalho de

Helbing et al., 2005). Comumente duas classes de modelos são consideradas,

o modelo do equiĺıbrio do usuário (UE, do inglês User Equilibrium Model) e

o modelo do ótimo do sistema (SO, do inglês System Optimum Model).

O modelo EU assume o perfeito conhecimento dos tempos de viagem e

que cada um dos usuários irá escolher aquela rota que minimiza apenas seu

próprio tempo de percurso. Por outro lado, o modelo SO assume que todos

os usuários são capazes de cooperar entre si (ou são ‘induzidos’ a cooperar,

via direcionamento do tráfego), a fim de minimizar o tempo total de viagem

no sistema como um todo.

O foco desta dissertação é o modelo SO, em que, basicamente, dada uma

rede de tráfego como o exemplo apresentado na Figura 1.1, o que precisa ser

feito é a determinação das probabilidades de roteamento pa1 e pa2 , para ir de

A até B, de tal forma a minimizar os custos globais do deslocamento.

O modelo SO pode ser formulado como se segue (detalhes podem ser
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A ✏✏✏✏✏✏✏✏

PPPPPPPP

PPPPPPPPq

✏✏✏✏✏✏✏✏✶ B

a1

a2

✲
✚✙
✛✘

✲1

✲
✚✙
✛✘

✲2

✑
✑
✑
✑✸

◗
◗
◗
◗s

pa1

pa2

A

◗
◗
◗
◗s

✑
✑
✑
✑✸ B

Figura 1.1: Uma rede com dois trechos e o respectivo modelo M/G/c/c

encontrados, por exemplo, em Sheffi, 1985):

min
∑

∀a

xaca(xa), (1.1)

sujeito a:

∑

k

f rs
k = qrs, ∀ r, s, (1.2)

xa =
∑

r

∑

s

∑

k

f rs
k δrsa,k, ∀ a, (1.3)

f rs
k ≥ 0, ∀ k, r, s, (1.4)

em que xa é o fluxo no trecho a, ca(xa) é o tempo de percurso no trecho a,

em função do fluxo xa neste percurso, f rs
k é o fluxo na rota k entre a origem

r e o destino s, qrs é a demanda entre r e s e δrsa,k é uma variável indicadora

que assume o valor 1, se o arco a está no caminho k entre r e s, ou o valor 0,

caso contrário (maiores detalhes sobre os modelos SO e UE, bem como suas

variantes e combinações, podem ser encontrados em Sheffi, 1985).

Um grande problema, em qualquer destas duas classes de modelos, é que

o tempo de percurso, a principal medida de qualidade, é usualmente consi-

derado determińıstico ou senão proveniente de aproximações de modelos es-

tocásticos. Os mais importantes modelos de tempo de percurso, constrúıdos

nos últimos 40 anos, podem ser observados na Figura 1.2, que apresenta o
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Figura 1.2: Tempos de serviço emṕıricos para tráfego de véıculos
(Drake et al., 1967; Edie, 1961; Greenshields, 1935; TRB, 1985; Underwood,
1961) e modelos M/G/c/c dependentes do estado (Jain & Smith, 1997)

resultado de vários estudos emṕıricos em rodovias norte americanas.

Redes de filas finitas aplicadas aos modelos SO e UE apenas começam a

ser estudas. Muitas das questões envolvidas são ainda tópico de pesquisa em

aberto. Em particular, estamos interessados em estudar aqui o modelo de

atribuição de tráfego SO no qual os tempos de percurso sejam modelados por

redes de filas M/G/c/c dependentes do estado (ver Figura 1.2). Na notação

de Kendall, M denota um processo markoviano de chegada, G, um tempo de

serviço com distribuição geral e dependente do estado e c representa tanto o

número de servidores em paralelo quanto o espaço total na fila, incluindo os

usuários que estão em serviço (ver Jain & Smith, 1997).
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1.2 Objetivos e Escopo da Dissertação

Um dos objetivos desta dissertação é contribuir com o desenvolvimento de

algoritmos para a melhoria do desempenho de sistemas de interesse prático,

através de uma modelagem matemática sofisticada que considera a estocas-

ticidade natural de tais sistemas. Em particular, nosso objetivo principal

nesta dissertação é estudar algoritmos para atribuição de tráfego em redes

de transporte modeladas por filas finitas com taxa de serviço dependentes do

estado (isto é, a distribuição do tempo de serviço depende do número total

de usuários presentes no sistema e seu valor esperado decai com o aumento

do número de usuários simultâneos).

Uma abordagem preferencialmente computacional é adotada para a es-

timação das medidas de desempenho das redes de filas finitas considera-

das (para detalhes, ver Artalejo & Gómez-Corral, 2008). Métodos de pro-

gramação matemática fundamentam o algoritmo de otimização selecionado

(Hillier & Lieberman, 2005), que é do tipo evolucionário (Goldberg, 1989).

1.3 Contribuições

A metodologia que ajudamos a desenvolver, descrita nessa dissertação,

servirá de suporte para estudos futuros envolvendo sistemas estocásticos nos

quais estejam presentes taxas de serviço que sejam dependentes do estado, em

particular aqueles sistemas em que esta taxa decai com o aumento do número

de usuários simultâneos. Em um arcabouço multi-objetivo, a metodologia

desenvolvida deverá atuar como uma importante ferramenta auxiliar que

possibilitará a expansão do leque de aplicações.

Destacamos que a linguagem de programação utilizada foi o C++, reco-

nhecidamente um ambiente poderoso e moderno, que permite, entre outras

4



vantagens, a inclusão de novas funcionalidades. Dessa forma, podemos es-

perar que a teoria aqui detalhada constitua-se um importante alicerce para

futuros estudos que visem a melhoria da qualidade de serviços, que é tão

importante no competitivo mundo globalizado.

1.4 Organização da Dissertação

Esta dissertação está organizada da seguinte forma. No Caṕıtulo 2 apre-

sentamos uma revisão da literatura e os algoritmos utilizados para a análise

de desempenho em redes de tráfego e sua otimização. No Caṕıtulo 3 apre-

sentamos alguns resultados de experimentos computacionais realizados para

validação do algoritmo de otimização utilizado. Finalmente, no Caṕıtulo 4

são apresentadas as principais conclusões alcançadas, bem como observações

finais.
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Caṕıtulo 2

Revisão da Literatura

2.1 Introdução

O modelo SO (e similares) não é recente. Já foi estudado anteriormente

por vários pesquisadores. Diversos algoritmos foram propostos para sua

resolução, tanto algoritmos do tipo exato quanto do tipo heuŕısticos (veja

Cruz et al., 2010, para um revisão).

Para resolução do modelo SO, serão utilizados aqui algoritmos heuŕısticos

do tipo evolucionários. Mais especificamente, usaremos um algoritmo do tipo

Differential Evolution (DE), membro da famı́lia dos algoritmos genéticos.

Algumas das propriedades do DE que o tornam adequado ao modelo SO são

a robustez, a rapidez, a facilidade de uso e a habilidade em operar bem em

superf́ıcies planas (Price & Storn, 2010).

Dado que o algoritmo DE fornece a cada iteração um vetor de roteamento

candidato p = (. . . , pa, . . .), medidas de desempenho precisam ser determi-

nadas, para o cálculo do respectivo valor da função objetivo, o que será feito

via modelos de filas finitas. A descrição do método de obtenção das medidas

de desempenho é apresentada na Seção 2.2. Os passos do algoritmo DE serão

detalhados na Seção 2.3.
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2.2 Medidas de Desempenho

Para um trecho único de via, podemos considerar que há c servidores em pa-

ralelo, que é também a capacidade total de tal trecho. Esse número máximo

de usuários (véıculos, pedestres, ...) permitidos no sistema pode ser obtido

da expressão:

c = ⌊κlw⌋, (2.1)

em que:

κ := é a densidade máxima de congestionamento (do inglês jam density pa-

rameter, definido em véıculos/milha-pista ou véıculos/km-pista), nor-

malmente situando-se na faixa de 185 a 265 véıculos/milha-pista;

l := distância do segmento de via (em milhas ou km);

w := largura do segmento de via (em número de pistas);

⌊x⌋ := é a função piso, isto é, o maior inteiro não superior a x.

Lembramos que os modelos mais usuais de tempo de percurso não levam

em consideração as dimensões (distância e largura, que são finitas) do trecho

de via (veja, por exemplo, Bureau of Public Roads, 1964; Akçelik, 1991).

Assim, podemos dizer que, em geral, a taxa de serviço µ é função da

velocidade média Vi na qual todos os i indiv́ıduos, presentemente no sistema

naquele momento, percorrem o trecho da via. Toma, portanto, um tempo

médio de ti = l/Vi (segundos, horas, ...), para cada um dos i usuários per-

correr o segmento, em que i, novamente, é o número de usuários presentes

simultaneamente neste segmento.

Para a dedução de um modelo exponencial para a taxa de serviço (também

seria posśıvel utilizar um modelo linear, fazendo as mudanças necessárias,
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conforme pode ser visto na Figura 1.2, pág. 3), assumimos que a taxa de

serviço de cada um dos n servidores ocupados, rn = Vn/l, é relacionada

com o número de usuários por meio de uma função exponencial. A forma

desta função exponencial é baseada na relação usuário-velocidade, conforme

apresentado na Eq. (2.2),

Vn = V1 exp

[

−(
n− 1

β
)γ
]

. (2.2)

Os parâmetros β e γ são denominados parâmetros de escala e de forma,

respectivamente, e podem ser encontrados pelo ajuste de alguns dos pontos

das curvas apresentadas na Figura 1.2. Pela aproximação cuidadosa das

posições de três pontos representativos das curvas da Figura 1.2, (1, V1),

(a, Va) e (b, Vb), temos as relações algébricas abaixo (para maiores detalhes,

veja Jain & Smith, 1997):

γ = ln

[

ln(Va/V1)

ln(Vb/V1)

]

/ ln(
a− 1

b− 1
), (2.3)

β =
a− 1

[ln(V1

Va
)]1/γ

=
b− 1

[ln(V1

Vb
)]1/γ

. (2.4)

Podemos selecionar diferentes pontos, para modelar diferentes situações,

com diferentes velocidades máximas V1 (isto é, a velocidade de um ocupante

único no sistema).

Combinando as Equações (2.2), (2.3) e (2.4), temos:

rn =
V1

l
exp

[

− (
n− 1

β
)γ
]

, (2.5)

em que V1 é a velocidade para um ocupante sozinho no sistema.

A taxa de serviço total do sistema é equivalente à taxa de serviço de

cada servidor multiplicada pelo número de servidores em operação (isto é, o

8



número de servidores que estão ocupados). Podemos, portanto, expressar a

taxa de serviço global por:

µn = nrn = n
V1

l
exp

[

−
(n− 1

β

)γ
]

. (2.6)

Admitindo-se um modelo de filas M/G/c/c dependente do estado, te-

remos que a expressão para a distribuição de probabilidades do número

de usuários no sistema pode ser obtida pela substituição da Eq. (2.6) nas

equações de Chapman-Kolmogorov, para uma única fila:

p(n) =
λn

Πn
i=1µi

p(0), (2.7)

para n = 1, . . . , c, em que λ é taxa de chegada e p(0) é a probabilidade de o

sistema estar vazio, dada por

p(0)−1 = 1 +
C
∑

n=1

{

λn

[

Πn
i=1µi

]

}

. (2.8)

Assim, substituindo-se a Eq. (2.6) nas Equações (2.7) e (2.8), tem-se:

p(n) =
λn

Πn
i=1i

(

V1

L

)

exp

{

[

−
(

i−1

β

)γ
]

}p(0), (2.9)

em que

p(0)−1 = 1 +
C
∑

n=1

{

λn

Πn
i=1i

(

V1

L

)

exp
[

−
(

i−1

β

)γ]

}

. (2.10)

Note que V1 pode ser expresso em quilômetros por hora (km/h) ou em

milhas por hora (mph), l pode ser expresso em quilômetros ou em milhas e

λ é expresso em horas−1.
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Conhecendo a distribuição de probabilidades do número de usuários no

sistema, podemos calcular a taxa de chegada efetiva, dada por:

θ = λ
[

1− p(c)
]

, (2.11)

em que p(c) é a probabilidade de bloqueio, isto é, p(c) ≡ Pr[N = c].

O número esperado de usuários no sistema L pode ser determinado dire-

tamente da definição de esperança matemática de uma variável aletória, isto

é,

L =
c

∑

n=0

np(n). (2.12)

Finalmente, podemos determinar o atraso esperado W pela Lei de Little:

W =
L

λ
, (2.13)

mas como existe uma capacidade finita, que produz o fenômeno do bloqueio

(isto é, alguns usuários podem se rejeitados se chegarem no sistema quando

ele estiver com a capacidade c esgotada), temos que:

W =
L

θ
. (2.14)

Concluindo, para o modelo exponencial (ou linear), como t ≡ W , temos:

t = θ−1

c
∑

n=0

np(n). (2.15)

Notamos que uma vez conhecido o vetor de probabilidades de roteamento

p = (. . . , pa, . . .), não é dif́ıcil determinar o valor da função objetivo, dada

pela Eq. (1.1), z(x) ≡
∑

∀a xaca(xa). De fato, como xa ≡ θ e ca(xa) ≡ t,

calculamos z(x) facilmente por meio das Equações (2.11) e (2.15).
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Ressaltamos, entretanto, que o problema de determinação de medidas

de desempenho está resolvido apenas parcialmente. A obtenção de medi-

das para redes de filas M/G/c/c é uma tarefa consideravelmente mais com-

plexa. Detalhes não serão dados aqui. Apenas diremos que será adotada

uma abordagem computacional aproximada para obtenção destas medidas.

Mais especificamente, utilizaremos o método da expansão generalizado, que

é uma combinação de métodos de tentativa-e-erro e decomposição nó-a-nó

(para detalhes, veja Jain & Smith, 1997).

Volume de fluxo (veiculos/h) por 1 milha de auto-estrada

T
em

po
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e 
pe

rc
ur

so
 (

h)

0 1000 2000 3000

0.
0

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

Expressao BPR
Expressao Akcelik
M/G/c/c (analitico)
M/G/c/c (simulacao)

Figura 2.1: Fluxos em um trecho de uma milha (Cruz et al., 2010)

Um último fato é importante mencionarmos. Se por um lado a utilização

do modelo M/G/c/c dependente do estado é mais aderente à realidade, por

outro este modelo complica bastante o problema de otimização. De fato,
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conforme vemos na Figura 2.1, uma curva clássica (do tipo BPR) de tempo

de percurso em função do volume de tráfego difere bastante daquela produ-

zida pelo modelo M/G/c/c dependente do estado, especialmente sob tráfego

pesado. Sob tráfego leve, a abordagem via filas finitas é bastante próxima da

fórmula BPR clássica, mas o modelo M/G/c/c dependente do estado produz

curvas de tempos de percurso com formato S, que representa problemas sérios

para qualquer algoritmo de otimização, pela não-convexidade. Este formato

em S é consequência direta da capacidade (considerada limitada, pelo modelo

de M/G/c/c dependente do estado) do trecho de via considerado.

2.3 Heuŕıstica de Otimização

Conforme já mencionado, para determinação das probabilidades de rotea-

mento ótimas, p∗ = (. . . , p∗a, . . .), empregaremos uma heuŕıstica do tipo DE,

que faz parte da ampla famı́lia dos algoritmos evolucionários. As seguin-

tes caracteŕısticas do algoritmo DE, válidas para problemas de otimização

em espaço cont́ınuo (Storn & Price, 1997), justificam sua utilização como

método de solução adequado ao modelo SO:

• é simples, rápido e robusto;

• possui a capacidade de encontrar ótimos globais;

• pode ser facilmente implementado em ambiente computacional para-

lelo, o que acelera a otimização;

• é eficaz em problemas de otimização não linear e pode ser facilmente

adaptado para problemas de otimização mistos;

• não requer função objetivo diferenciável;
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• opera em superf́ıcies suaves;

• consegue gerar múltiplas soluções em uma única execução.

Além disso, Babu & Sastry (1999) demonstraram que a técnica DE foi o

melhor algoritmo do tipo evolucionário, após o estudo de sete problemas bem

dif́ıceis de programação matemática inteira mista, na área de planejamento

e controle em engenharia qúımica. Lampinen & Zelinka (1999) reportaram,

para um conjunto de dif́ıceis funções-objetivo não-lineares com múltiplas res-

trições não-triviais, que as soluções obtidas pelo DE superaram qualquer ou-

tro método experimentado (branch-and-bound com programação quadrática

sequencial, programação não-linear cont́ınua discreta inteira, simulated an-

nealing, algoritmos genéticos, programação não-linear inteira mista, . . . ).

Os algoritmos DE são uma versão de algoritmo genético, da classe dos al-

goritmos evolucionários, baseados no prinćıpio da sobrevivência do mais apto.

São basicamente algoritmos de otimização e busca baseados em populações.

O DE difere de um algoritmo evolucionário na forma de uma mutação di-

ferencial. Em um algoritmo evolucionário, a mutação é baseada na sáıda

de uma função de distribuição pré-definida, enquanto o DE usa a diferença

de vetores-objeto aleatoriamente amostrados. Ao invés de usar apenas in-

formação local de cada vetor-objeto (indiv́ıduos da população), o DE muta

todos os vetores-objeto com a mesma probabilidade. Deste modo o espaço

de busca é coberto mais completamente na tentativa de encontrar um ótimo

global.

O método é definido como um método de busca direta e paralela que

opera em uma população PG de tamanho constante que é associada com

cada geração G e consiste de NP vetores, ou soluções candidatas, Xp,G,

p = 1, 2, . . . ,NP . Cada vetor Xp,G consiste de D variáveis de decisão Xo,p,G,

o = 1, 2, . . . , D.
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O acima exposto pode ser brevemente resumido como:

PG = {X1,G,X2,G, . . . ,Xp,G, . . . ,XNP ,G} ,

Xp,G = {X1,p,G, X2,p,G, . . . , Xo,p,G, . . . , XD,p,G} ,

G = 1, . . . , Gmax,

NP ≥ 4.

Cada probabilidade de roteamento é então considerada como a variável

de decisão pa ≡ Xo,p,G.

Os diferentes passos do algoritmo são:

Passo 1: Escolha uma estratégia DE/x/y/z, de acordo com a notação de

Price & Storn (2010), em que x especifica o vetor a sofrer mutação

(pode ser rand , se o vetor é escolhido aleatoriamente na população, ou

best , se o vetor é escolhido como o de menor custo na população atual),

y é o número de vetores-diferenças usados e z especifica o esquema de

cruzamento (pode ser bin, se o cruzamento é através de experimentos

binomiais independentes, ou exp, se o cruzamento é através de expe-

rimentos exponenciais). Price & Storn (2010) sugerem 10 estratégias

diferentes para o DE (por exemplo, DE/rand/1/bin, DE/rand/2/bin,

DE/current-to-rand/1, e assim por diante).

Passo 2: Inicialize os parâmetros de controle. Os parâmetros de controle de-

finidos pelo usuário, os quais permanecem constante durante o processo

de busca, são a constante de cruzamento CR, o tamanho da população

NP , o fator de escala de mutação F e o numero máximo de gerações

Gmax.
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Passo 3: Inicialize a população. A população inicial PG=0 nos fornece uma

solução de partida, para a busca do ótimo, e é escolhida aleatoriamente

entre os limites dos parâmetros que são definidos pelas restrições. Deve

cobrir todo espaço de busca.

Passo 4: Avalie a adequabilidade de cada vetor e encontre aquele com maior

adequabilidade. A função objetivo tem que ser avaliada para cada vetor

na população, após o qual o melhor pode facilmente ser determinado.

Passo 5: Realize mutação e cruzamento. A mutação é quando o DE gera no-

vos vetores (vetores mutantes), pela adição da diferença ponderada en-

tre dois ou mais vetores escolhidos aleatoriamente da população atual,

PG, a um terceiro vetor (vetor alvo). A mutação pretende manter

uma população robusta e procura uma nova área. O vetor mutante

será então usado para construir a população da próxima geração. A

mutação gera uma população de vetores de acordo com a equação:

Vi,G+1 = Xr1,G + F × (Xr2,G −Xr3,G) ,

em que Vi,G+1 é o vetor mutante, Xi,G, para i = 1, 2, . . . ,NP , é o vetor

alvo, r1, r2, r3 ∈ {1, 2, . . . ,NP} são os ı́ndices aleatórios e F ∈ [0, 2] é o

fator de escala de mutação.

Recombinação, ou cruzamento, é complementar a mutação e constrói

vetores tentativas fora dos parâmetros dos vetores objeto existente a

fim de reforçar os sucessos anteriores. A operação de cruzamento cria

um vetor tentativa Up,G+1 selecionando elementos do vetor alvo Xp,G

e do vetor mutante Vp,G+1. A constante de cruzamento CR controla a

probabilidade de que um parâmetro do vetor tentativa venha do vetor

mutante Vp,G+1, em vez do vetor atual Xp,G, e portanto varia de 0 a 1.
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Passo 6: Verifique os limites superiores e inferiores das variáveis. No caso

presente, os valores dos vetores tentativa devem ser conferidos para

garantir que ficaram entre 0 e 1 (que são as fronteiras das probabilidades

de roteamento). Se um parâmetro que sofreu mutação excede alguma

das restrições de fronteira, um caminho é selecionar um novo valor

aleatório que seja adequado.

Passo 7: Execute a seleção. Para selecionar os vetores da próxima geração,

cada vetor tentativa deve ser avaliado e comparado com o vetor alvo,

por meio do valor da função objetivo. Se a adequabilidade do vetor

tentativa é melhor que a do vetor alvo, o vetor tentativa passa a ser

o novo vetor alvo. Caso contrário, o vetor alvo é retido para próxima

geração. Como resultado, todos os indiv́ıduos da próxima geração são

tão bons quanto (ou melhores que) os indiv́ıduos da geração atual.

Passo 8: Repetir o ciclo evolucionário, até que Gmax seja alcançado.

Sugerimos consultar Lampinen & Zelinka (1999), Lampinen (2000) ou

Fan & Lampinen (2004), para maiores detalhes sobre o sistema de mutação,

os valores para os parâmetros de controle e o critério de parada. Diremos

aqui apenas que consideramos CR = 0.8, NP = 8, F = 1 e Gmax = 1.000.

Para a descrição de um estudo mais completo e detalhado sobre a seleção

destes valores, recomendamos consultar Cardoso (2010).
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Caṕıtulo 3

Resultados Experimentais

3.1 Introdução

Os algoritmos utilizados foram codificados em C++. O programa está dis-

pońıvel no Apêndice A, para ensino e pesquisa. Os experimentos foram

conduzidos em um PC, no Windows c© Vista. Passemos a seguir para a apre-

sentação dos resultados de uma análise emṕırica preliminar do desempenho

do algoritmo DE.

3.2 Análise do Algoritmo

Realizamos um análise emṕırica do desempenho do algoritmo, DE em ter-

mos do tempo de processamento e do número de variáveis de decisão. Foram

experimentadas redes de duas a sete variáveis de decisão, em topologia di-

visão (veja na Figura 3.1, a rede testada, com sete variáveis de decisão). Os

resultados estão sumarizados na Tabela 3.1.

O interesse foi apenas nos tempos de processamento. Para nossa comodi-

dade, foram obtidos resultados para os tempos de processamento para apenas

duas execuções por número de variáveis de decisão. O número de replicações

é baixo, mas serve aos nossos propósitos de fazer uma análise preliminar do
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Figura 3.1: Rede de sete variáveis de decisão em topologia divisão

Tabela 3.1: Tempo de processamento em função do número de variáveis

ucp (s)

Número de variáveis Execução 1 Execução 2

1 0,10 0,10

2 2,0 1,0

3 32 32

4 26 25

5 70 69

6 87 86

7 111 110
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algoritmo. De fato, podemos notar que esses tempos crescem com o aumento

do número de variáveis, mas para os casos testados esse crescimento não

foi explosivo. Essa caracteŕıstica mostra a robustez e adequação do DE ao

problema SO em questão.

3.3 Resultados de Atribuição de Tráfego

Utilizamos como exemplo a rede da Figura 1.1 (página 2). Os pontos A e

B estão conectados por duas rotas alternativas, sendo que uma delas é mais

curta (e consequentemente mais rápida) que a outra. A configuração desta

rede é apresentada na Tabela 3.2. Resultados de alocações ótimas podem ser

vistos na Tabela 3.3, para diferentes taxas de chegada (veja Carvalho et al.,

2011).

Tabela 3.2: Configuração para rede de dois trechos

Rota l
∗ pistas V

‡
1

V
‡
a V

‡
b c (veh) E[T1]

♯

a1 1,50 (2,41) 1 55 (88) 50 (80) 20 (32) 300 0,0273 (98)

a2 1,00 (1,61) 1 55 (88) 50 (80) 20 (32) 200 0,0182 (65)

Obs.: ∗em milhas (em km); ‡em milhas por hora (em km/h); ♯em h (em s);

Pela Tabela 3.3, observamos que quando não há chegadas (λ = 0), o

tempo esperado é igual ao menor tempo de percurso, que corresponde à

condição de sistema vazio e velocidade máxima. Ou seja, o ocupante está

sozinho no sistema e não tem impedimento de trafegar na velocidade máxima

permitida. A partir de λ = 500, observamos um aumento no tempo esperado

de percurso, restrito ao trecho utilizado. Adicionalmente, conforme esperado,

o algoritmo direciona o tráfego preferencialmente ao trecho mais rápido, o

que é promissor. Notamos também que o tempo de serviço nunca é igual

nos dois trechos. Isto significa que um usuário com conhecimento sobre o
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Tabela 3.3: Atribuição ótima para rede de dois trechos

λ rota atribuição E[T ]∗

0 a1 n/a 0,0273 ( 98)

a2 n/a 0,0182 ( 65)

500 a1 0 0,0273 ( 98)

a2 500 0,0190 ( 68)

1.000 a1 0 0,0273 ( 98)

a2 1.000 0,0202 ( 73)

2.000 a1 408 0,0282 (101)

a2 1.592 0,0222 ( 80)

4.000 a1 674 0,0290 (104)

a2 1.711 0,0228 ( 82)

8.000 a1 658 0,0289 (104)

a2 1.709 0,0228 ( 82)
∗Tempo em horas (em segundos);

pa1

z(
x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

20
40

60
80

10
0

lambda
8.000
4.000
2.000
1.000
500

otimo

otimo

otimo

otimo

Figura 3.2: Função objetivo e soluções ótimas
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sistema poderia reduzir o próprio tempo de percurso de A a B, mudando da

rota mais lenta para a mais rápida. Tal melhoria é imposśıvel no ótimo do

modelo UE (veja Sheffi, 1985), mas não no do modelo SO. De fato, o modelo

SO busca minimizar custos globais (e não individuais).

Observamos também pela Tabela 3.3 uma saturação da função objetivo,

aparentemente a partir de λ ≈ 2.400, uma vez que não há diferenças per-

cept́ıveis para a atribuição do tráfego, para taxas de chegada λ > 2.400.

Notamos também que no estado de saturação a rede alcança sua capacidade

e a restrição (1.2) não é mais atendida. Este é um importante tópico para

investigação futura.

Uma dúvida que havia sido levantada é se o algoritmo DE estaria re-

almente convergindo para o ótimo global. Na Figura 3.2, verificarmos a

acurácia das soluções obtidas, pelos gráficos da função objetivo, Eq. (1.1),

para várias taxas de chegada λ.

Entretanto, um resultado surpreendente surgiu, que parece contrariar a

conjectura inicial de que o tempo de percurso não-convexo produzirá uma

função objetivo também não-convexa. Experimentos adicionais necessitam

ser conduzidos, para verificar sob quais condições isto ocorre (topologia de

rede, taxas de chegada e assim por diante).
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Caṕıtulo 4

Conclusões

4.1 Observações Finais

Tivemos como objetivo nesta dissertação investigar um modelo de atribuição

de tráfego de véıculos, o clássico modelo do ótimo do sistema (SO, do inglês,

system optimum). Este é um modelo largamente conhecido dos pesquisa-

dores da área e para o qual há uma diversidade grande de algoritmos para

resolução, tanto exatos quanto aproximados. A novidade nesta dissertação

foi a consideração de modelos de filas para a estimação do tempo de percurso,

a principal medida de desempenho considerada nos modelos SO.

De fato, resolvemos o modelo SO com a utilização de uma expressão para

o tempo entre viagens, baseada em filas M/G/c/c dependentes do estado.

Esta nova expressão representa com maior precisão o fenômeno de congesti-

onamento (isto é, os tempos de viagem aumentam com o aumento do con-

gestionamento), embora traga dificuldades para o algoritmo de otimização,

pela não convexidade que acarreta a possibilidade de ocorrência de ótimos

locais.

Obtivemos resultados com uma heuŕıstica evolucionária do tipo DE (Dif-

ferential Evolution). Resultados preliminares indicaram que a heuŕıstica DE

não tem um comportamento explosivo do tempo de processamento em função

22



do número de variáveis de decisão. Esse é o comportamento esperado de um

algoritmo considerado eficiente, pelos pesquisadores da área de desenvolvi-

mento de algoritmos. Os resultados mostram também que as atribuições de

tráfego produzidas são coerentes e robustas.

4.2 Propostas de Continuidade

Ao final desta pesquisa, algumas questões foram respondidas, mas muitas

outras questões surgiram. Trabalhos futuros poderiam incluir algumas a

investigação de algumas destas questões.

Tópicos para trabalhos futuros incluem, por exemplo, a análise de redes

de dimensões maiores. Em outras palavras, configurações com maior número

de vias e topologias, que incluam fusões e divisões de vias, poderiam ser

analisadas. Também é de interesse conhecer o desempenho do algoritmo

frente a aplicação reais, com redes de tamanhos e configurações reais.

Uma outra questão relevante é como o algoritmo se comportaria em redes

de pedestres. De fato, a principal caracteŕıstica aqui modelada (ou seja, o

fenômeno de congestionamento, com a consequente redução da velocidade de

percurso em função do aumento do número de usuários) também se aplica

ao tráfego de pessoas.
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Apêndice A

Códigos em C++

Código A.1: mgccso-main.cpp
1 //
2 // Purpose :
3 // to a s s i g n t r a f f i c in ne tworks o f MGCC queues
4 //
5 //
6 // Vers ion :
7 // 3 .0
8 //
9 // Date :

10 // Nov/2010
11 //
12 #include <s t d l i b . h>
13 #include <s t d i o . h>
14 #include ” func t i on s . c”
15 #include ”DESchemes . c”
16 #include ”cmusr . cpp”
17 #include ”mgccso . cpp”
18 int main ( int argc , char ∗argv [ ] ) {
19 // check i npu t
20 i f ( argc < 2) {
21 f p r i n t f ( s tder r , ”mgccso−main :\ t a s s i gn s t r a f f i c in MGcc networks\n” ) ;
22 f p r i n t f ( s tder r , ”Usage :\ t mgccso−main [ s c r i p t f i l e ]\n” ) ;
23 e x i t (0 ) ;
24 }
25 OpenDEpar ( ) ;
26 int aux = 0 ;
27 while ( ( argv [ 1 ] [ aux ] != ´\n´ )&&(argv [ 1 ] [ aux ] != ´\0´ ) ) aux++;
28 argv [ 1 ] [ aux ] = ´\0´ ;
29 FILE ∗ i npu tF i l e = fopen ( argv [ 1 ] , ´r´ ) ;
30 i f ( i npu tF i l e == NULL) {
31 f p r i n t f ( s tder r , ”%s : No such f i l e \n” , argv [ 1 ] ) ;
32 e x i t (0 ) ;
33 }
34 MgccNet myMgccNet ;
35 myMgccNet . ReadData ( i npu tF i l e ) ;
36 myMgccNet . ShowNet ( ) ;
37 const int LLENGTH = 256;
38 char Line [LLENGTH] ;
39 int i ;
40 f g e t s ( Line , LLENGTH, inpu tF i l e ) ;
41 f p r i n t f ( stdout , ” Fina l Resu l t s :\n” ) ;
42 determineDV () ;
43 createSpecimen (nPop) ;
44 PrepareSpecimen ( ) ;
45 c r ea t eH i s t o ry ( Generat ions ) ;
46 c reatePopu la t i on ( ) ;
47 createTMPPopulation ( ) ;
48 SetScheme ( ) ;
49 I n i t i a l i z eP opu l a t i o n ( ) ;
50 (void ) time(&t1 ) ;
51 nmut=0;
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52 neval =0;
53 // i n i t i a l i z e p o pu l a t i o n
54 srand ( (unsigned ) time (NULL) ) ;
55 srand (135790) ;
56 for ( a1=0;a1<PNP−3;a1++) {
57 for ( a2=0;a2<PD−1;a2++) {
58 setPopu lat ion ( a2 , a1 ,
59 getSpecimen (0 , a2 )+
60 ( (double ) rand ( ) /RANDMAX) ∗( getSpecimen (1 , a2 ) − getSpecimen (0 , a2 ) )
61 ) ;
62 }
63 }
64 for ( l =0; l<Generat ions ; l++) {
65 // e v o l u t i o n
66 for ( a1=0;a1<PNP−3;a1++) {
67 SetProb ( a1 , 0 ) ;
68 myMgccNet . GetPerfMeasures (0 ) ;
69 myMgccNet . AggregatePerfMeasures ( ) ;
70 se tPopu lat ion (PD−1,a1 , sumd1) ;
71 neval++;
72 i f ( Scheme==1) {
73 DER1B( ) ;
74 } else {
75 i f ( Scheme==2) {
76 DER2B( ) ;
77 } else {
78 DECuRR() ;
79 }
80 }
81 // b e s t i n d i v i d u a l i n t o new gene r a t i on
82 SetProb (PNP−3 ,1) ;
83 int o r i g in , dest ;
84 change=0;
85 conNew=0;
86 conOld=0;
87 sumNew=0;
88 sumOld=0;
89 for ( g=0;g<iKT ; g++) {
90 o r i g i n=ArcKT [ g ] [ 0 ] ;
91 dest=ArcKT [ g ] [ 1 ] ;
92 i f (ArcKT [ g ] [0]==ArcKT [ g +1 ] [ 0 ] ) {
93 sumNew+=fabs ( prob [ 1 ] [ o r i g in −1] [ dest −1]) ;
94 sumOld+=fabs ( prob [ 0 ] [ o r i g in −1] [ dest −1]) ;
95 } else {
96 i f ( prob [ 1 ] [ o r i g in −1] [ dest −1]!=1) {
97 sumNew+=fabs ( prob [ 1 ] [ o r i g in −1] [ dest −1]) ;
98 sumOld+=fabs ( prob [ 0 ] [ o r i g in −1] [ dest −1]) ;
99 sumNew−−;

100 sumOld−−;
101 maxNew=maximum(sumNew, 0 ) ;
102 maxOld=maximum(sumOld , 0 ) ;
103 i f (maxNew < maxOld) {
104 con1++;
105 conNew+=maxNew ;
106 conOld+=maxOld ;
107 }
108 sumNew=0;
109 sumOld=0;
110 }
111 }
112 }
113 i f ( conNew > 0) {
114 change=1;
115 } else {
116 i f ( conOld>0) {
117 change=1;
118 myMgccNet . GetPerfMeasures (1 ) ; //New
119 myMgccNet . AggregatePerfMeasures ( ) ;
120 se tPopu lat ion (PD−1,PNP−3,sumd1) ;
121 neval++;
122 } else {
123 myMgccNet . GetPerfMeasures (1 ) ; //New
124 myMgccNet . AggregatePerfMeasures ( ) ;
125 se tPopu lat ion (PD−1,PNP−3,sumd1) ;
126 neval++;
127 i f ( getPopulat ion (PD−1,a1 )==0) {
128 myMgccNet . GetPerfMeasures (0 ) ; //Old
129 myMgccNet . AggregatePerfMeasures ( ) ;
130 se tPopu lat ion (PD−1,a1 , sumd1) ;
131 neval++;
132 }
133 i f ( getPopulat ion (PD−1,PNP−3)≤getPopulat ion (PD−1,a1 ) ) {
134 change=1;
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135 }
136 }
137 }
138 i f ( change==1) {
139 nmut++;
140 for ( a3=0;a3<PD; a3++) {
141 setTMPPopulation ( a3 , a1 , getPopulat ion ( a3 ,PNP−3) ) ;
142 }
143 } else {
144 for ( a3=0;a3<PD; a3++) {
145 setTMPPopulation ( a3 , a1 , getPopulat ion ( a3 , a1 ) ) ;
146 }
147 }
148 setPopu lat ion (PD−1,PNP−3 ,0) ;
149 }
150 //new popu l a t i o n r e p l a c e o l d p opu l a t i o n
151 for ( a1=0;a1<PNP; a1++) {
152 for ( a2=0;a2<PD; a2++) {
153 setPopu lat ion ( a2 , a1 , getTMPPopulation ( a2 , a1 ) ) ;
154 }
155 }
156 // search f o r t h e b e s t i n d i v i d u a l
157 WorstIndiv idual ( ) ;
158 Bes t Ind iv idua l ( ) ;
159 i f (hh−h≥Stagnat ion [0]− Pre c i s i on ∗(hh−h) &&
160 hh−h≤Stagnat ion [0 ]+ Pre c i s i on ∗(hh−h) ) {
161 Stagnat ion [1]++;
162 } else {
163 Stagnat ion [0 ]=h−hh ;
164 Stagnat ion [ 1 ]=0 ;
165 }
166 // append to H i s t o r y
167 /∗
168 sys tem (” c l s ”) ;
169 p r i n t f (” Scheme = %d\n” , Scheme ) ;
170 p r i n t f (” Generat ion = %d\n” , l +1) ;
171 p r i n t f (” Popu l a t i on \n”) ;
172 f o r ( a1=0;a1<PNP−3;a1++) {
173 f o r ( a2=0;a2<PD; a2++) {
174 p r i n t f (”% l f \ t ” , Popu l a t i on [PD ∗ a1 + a2 ] ) ;
175 }
176 p r i n t f (”\n”) ;
177 }
178 p r i n t f (” Best i n d i v i d u a l = %l g \n” , h ) ;
179 p r i n t f (”Worst i n d i v i d u a l = %l g \n” , hh ) ;
180 ∗/
181 History [ l ]=h ;
182 l d e f=l ;
183 i f (h != 0 && hh != 0) {
184 i f ( ( ( hh−h) / fabs (hh)<Pre c i s i on ) | | ( Stagnat ion [1] >10000) ) {
185 goto stoprun1 ;
186 }
187 } else {
188 i f (h == 0) {
189 Stagnat ion [2]++;
190 i f ( Stagnat ion [2] >1000000) {
191 goto stoprun1 ;
192 }
193 }
194 }
195 }// Genera t ions
196 stoprun1 :
197 (void ) time(&t2 ) ;
198 WritePOP(MutScheme) ;
199 SetProb (b , 0 ) ;
200 WriteOut (MutScheme) ;
201 WriteHistory ( ) ;
202 destroyTMPPopulation ( ) ;
203 dest royPopulat ion ( ) ;
204 des t royHi s to ry ( ) ;
205 destroySpecimen ( ) ;
206 while ( f s c a n f ( inputF i l e , ”%d/n” , &i ) == 1 ) {
207 myMgccNet . ShowPerfMeasures ( i −1) ;
208 }
209 f c l o s e ( i npu tF i l e ) ;
210 return 0 ;
211 }
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