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Resumo

No mapeamento de doengas, é necessario especificar uma estrutura de vizinhancga para fazer
inferéncias sobre a distribuicao geografica dos riscos relativos. Essa estrutura pode ser usada
para modelar a dependéncia espacial dos dados. Um ponto importante é como modelar essa
dependéncia, qual tipo de covariancia sera definida entre os pares de areas. Neste trabalho é
feita uma andlise da estrutura de covaridncias para dados de areas. Em partes desse trabalho
novos modelos sdo propostos e, em outras, modelos presentes na literatura sao analisados
cuidadosamente. Em um contexto um pouco diferente, a dependéncia entre os dados pode
ser utilizada para recuperar outros tipos de informagao, como, por exemplo, a localizagao
dos eventos. Resolvemos esse tipo de problema para o caso especifico de uma rede social,
o Tuwitter. As arestas do grafo agora nao representam mais vizinhanca geografica, mas sim
relagoes de amizades entre os usuarios. Mostramos como essa informagao associada ao tipo
de publicagdo de cada usuério pode ser utilizada para inferir sua localizagao.
Palavras-chaves: Mapeamento de doengas; Campos Aleatérios de Markov; Modelos

Hierarquicos Espaciais; Naive Bayes; Twitter.
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Abstract

In disease mapping, one must specify a neighborhood structure to make inferences about the
geographic distribution of the relative risks. This structure can be used for modeling spatial
dependence of the data. An important point is how to model this dependence, which type
of covariance is defined between pairs of areas. This work presents an analysis of covariance
structure for area data. In parts of this work new models are proposed and in other parts
some models proposed in the literature are analyzed carefully. In a somewhat different con-
text, the dependency between data can be used to retrieve other kind of information, such as
the location of events. We solve this kind of problem for the specific case of a social network,
Twitter. The edges of the graph no longer represent geographical neighborhood, but friend-
ships relationships among users. We show how this type of information associated with the
publication of each user can be used to infer their location.

Key words: Disease Mapping ; Markov Random Fields, Hierarchical Spatial Models;
Naive Bayes; Twitter.
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Resumo Estendido

O mapeamento das taxas de doencas é de grande importancia em estudos de epidemiologia.
Essa técnica permite analizar como determinada doenga se espalha na regiao em estudo,
levando em conta caracteristicas ambientais, socio-economicas, genéticas e fatores como o
risco de contagio. Dessa maneira, torna possivel a identificagdo de locais com risco elevado
e que, portanto, devem sofrer intervengao por agentes de satde. Elliott e Wartenberg (2004)
[26] fazem uma revisao sobre o assunto, apresentam alguns problemas relacionados a esse tipo
de analise, bem como técnincas que vem sendo desenvolvidas.

O procedimento que é adotado usualmente consiste em mapear o estimador de maxima
verossimilhanga dessa quantidade, que é denominado SMR (Standardized Mortality Ratio),
sobre as diferentes regides geograficas. Esse estimador é dado pela razao entre o nimero de
casos da doenga observados naquela area, pelo niimero que seria esperado caso nao houvesse
nenhuma estrutura espacial, ou seja, se o nimero de casos dependesse apenas da populagao
sob risco.

Porém, quando a doencga é rara e a populagao é muito pequena, essas estimativas sao
muito instaveis e acabam causando distor¢oes na apresentacao do mapa. Isso torna inviavel
a visualizacao de padroes de distribuicdo da doenga. A solugdo encontrada para esse prob-
lema é tentar suavizar essa estimativa. Essa suavizagao pode ser feita utilizando-se Modelos
Bayesianos Hierarquicos. Nesse tipo de modelagem, supoe-se que as contagens da doencga
seguem uma distribuicao de Poisson com uma média que é igual ao risco relativo da érea
multiplicado pelo niimero de casos esperados na regiao sob a hipdtese de risco constante. O
logaritmo do risco relativo é modelado por uma normal cuja média pode depender de algumas
covaridveis e soma-se a essa média um erro aleatério que apresenta uma estrutura espacial.
Isso é feito colocando uma distribuicao a priori que reflita tal variabilidade. Essa estrutura
deve comportar aspectos que sao semelhantes entre areas proximas no mapa, como caracteris-
ticas ambientais, econdmicas e sociais. Tais distribuicoes a priori podem ser definidas como
Campos Markovianos. Isso siginifica que a distribui¢do condicional de uma area dadas as
suas vizinhas nao depende do resto do mapa. Em outras palavras, dreas que nao sao vizinhas
sao condicionalmente independentes. No caso em que as variaveis aleatorias tém distribuicao
normal, essa estrutura de indepedéncia condicional é definida através da inversa da matriz
de precisao, ou seja, a inversa da matriz de covariancias da distribui¢do normal multivariada.
Esses tipos de modelos s@ao conhecidos como Campos Markovianos Gaussianos e um detalhado

estudo sobre esse assunto pode ser encontrado em Rue et at. (2005) [63]. Os termos nao nulos
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da matriz de precisao correspondem a arestas que ligam areas condicionalmente dependentes
e as entradas da diagonal fornecem as varidncias condicionais. Nesse contexto, um ponto
importante é a especificagao da estrutura de vizinhanca. Essa estrutura é responsavel por
induzir certos tipos de relacao de dependéncia entre as areas.

Neste trabalho analisamos esse tipo de dependéncia em determinados contextos e verifi-
camos como ela se comporta para alguns modelos especificos. Apresentamos uma maneira
alternativa de se definir a estrutura de vizinhanca espacial e mostramos quais as consequéncias
dessa defini¢do para a matriz de covaridncias induzida. Mostramos ainda que determinados
tipos de modelos podem apresentar interpretacoes até o momento nao evidentes, mas que
podem ajudar na anélise de resultados em aplicagbes préticas. Analisamos ainda casos em
que a definicao desse tipo de modelo leva a resultados nao intuitivos que devem ser analisados
com cuidado para evitar que modelos sem sentido pratico sejam ajustados a diversas bases de
dados sem muita cautela.

Lidamos ainda com um tipo de problema em que a varidvel para a qual se deseja se fazer
inferéncia é a propria localizacdo. Apenas parte da base de dados possui essa informacao
disponivel e queremos realizar uma imputagao para os casos em que ela nao esta presente. Essa
imputacao é feita considerando a estrutura de dependéncia entre os dados, que é modelada
utilizando-se um grafo. Mais uma vez, um ponto importante é como incorporar no modelo essa
dependéncia entre os dados e utilizar essa informacao de maneira adequada para realizarmos
nossas estimagoes. Uma complicacao adicional neste segundo tipo de problema é o grande
volume de dados que estamos tratando. Os dados se referem a usuarios de redes sociais, o
que significa que o nimero de nés do grafo possui uma ordem de grandeza muito superior
aquela quando estamos trabalhando com mapeamento de doengas. Dessa maneira, os métodos
propostos devem ser simples o suficiente a fim de nao tornar o processo inferencial inviavel
computacionalmente.

Neste trabalho apresentamos solugoes para os problemas acima descritos e mostramos
através de resultados préticos e tedricos quais as vantagens e os pontos fracos das metodolo-
gias propostas. O texto estd dividido em quatro artigos independentes entre si que serao
brevemente descritos a seguir.

O primeiro deles é intitulado Bayesian spatial models with a mixture neighborhood struc-
ture e foi publicado em Agosto de 2012 no Journal of Multivariate Analysis. Nesse artigo
apresentamos um modelo para dados espaciais no qual a estrutura de vizinhanca é parte do
espago paramétrico. Mantemos a propriedade markoviana dos modelos Bayesianos espaciais:
dado o grafo de vizinhancga, a taxa de incidéncia de uma doenca segue um modelo condicional
autoregressivo. Definimos a matriz de precisao do modelo de uma maneira mais flexivel. Isso
permite que o modelo seja capaz de ajustar diversos tipos de estruturas espaciais presentes
nos dados. Analisamos as propriedades teéricas do modelo proposto e mostramos que ele
apresenta resultados superiores aos demais tanto para casos simulados como para exemplos
reais.

O segundo artigo, Covariance decomposition in multivariate spatial models, consiste em

uma anélise cuidadosa de um modelo espacial para dados multivariados. Nesse caso, a resposta



observada em cada &rea consiste em um vetor de atributos. Define-se entao um modelo que
seja capaz de captar a dependéncia espacial entre as areas, a dependéncia entre os atributos de
cada area e a depenéncia entre varidveis observadas em areas distintas. Esse modelo é definido
a partir de um conjunto de distribui¢oes condicionais que apresentam um formato intuitivo.
Porém as covariancias marginais induzidas apresentam um formato complexo. Para fins de
interpretagao de modelos ajustados, é de grande importancia entendermos como as correlagoes
marginais se comportam. No6s mostramos neste trabalho que as matrizes de covaridncias
a priori e a posteriori podem ser escritas como uma soma infinita de matrizes. Obtemos
interpretacoes para as componentes que aparecem nessa soma e mostramos através de um
exemplo real como tais interpretagoes podem auxiliar na analise de problemas praticos.

O terceiro artigo, cujo titulo é Analisando o modelo espacial de decaimento exponencial,
consiste em uma anélise de um modelo espacial econométrico. Esse modelo foi proposto por
[49] e consiste em uma tentativa de resolver problemas numéricos adjacentes ao processo de
inferéncia de modelos espaciais para dados de area. Apesar de tornar o processo inferencial
mais eficiente computacionalmente, esse modelo possui uma estrutura de correlagdoes marginais
pouco intuitiva. Mostramos que ele apresenta comportamentos nao intuitivos para diversos
tipos de grafos de vizinhanca, desde os mais simples até os mais complexos. Em especial,
mostramos que para esse modelo podemos ter situagoes em que as correlagoes marginal e
condicional entre duas areas podem ter sinais opostos. Esse tipo de comportamento nao é
observado para modelos cléssicos de séries temporais, como os modelos Autoregressivos, e
nem para modelos bastante difundidos em estatistica espacial, como os Condicionais Autore-
gressivos. Mostramos esses resultados através de exemplos experimentais e demonstracoes
analiticas.

No quarto artigo, Inferindo a localizagdo de usudrios do Twitter, analisamos um outro
tipo de dado. Nosso grafo agora é formado por relagbes de amizades entre usuarios de redes
sociais, em particular do Twitter. O nosso objetivo nesse caso é inferir a localizagao dos
usuarios. Alguns trabalhos apresentados na literatura, como Davis et al. (2004) [24], utilizam
a rede de amizades para fazer essa inferéncia. Outros trabalhos , como de Cheng et al.
(2012) [19], coletam informagao do texto para alcangar esse objetivo. Vamos incorporar as
duas informagoes e uséa-las simultdneamente para fazer inferéncia sobre a localizacao. Essa
inferéncia é feita a nivel de cidade. Portanto vamos atribuir um rétulo a cada usuério do grafo,
que corresponde a cidade na qual ele mora. Consideramos que esse rotulos dispostos no grafo
seguem um Campo Markoviano. Nesse caso, como a varidvel resposta é categorica, nao é viavel
utilizar um Campo Gaussiano. Utilizamos, entao, o Modelo de Potts que é muito utilizado na
area de processamento de imagem e consiste em um Campo Markoviano para o qual a variavel
resposta corresponde a uma classificacao dos sitios. Nesse modelo, a suposicao principal é de
que areas conectadas diretamente tenderao a pertencer a mesma classe. Para recuperarmos
a informacao do texto utilizaremos o método Naive Bayes. Esse método classifica objetos
com base em um conjunto de caracteriticas. No nosso casso, esse conjunto de caracteristicas
sao as palavras postadas pelos usuarios. Uma suposigao subjacente ao método é de que,

dadas as classes dos objetos, tais caracteristicas sao independentes entre si. Unindo essas
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duas ferramentas, modelo de Potts e Naive Bayes, fomos capazes de incorporar informacoes
sobre o texto e a rede no processo de inferéncia. Mostramos por meio de experimentos que a
metodologia proposta atinge taxas de acertos muito superiores aos trabalhos apresentados na

literatura.
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Chapter 1

Bayesian spatial models with mixture

neighborhood structure

Abstract

In Bayesian disease mapping, one needs to specify a neighborhood structure to make
inference about the underlying geographical relative risks. We propose a model in which
the neighborhood structure is part of the parameter space. We retain the Markov property
of the typical Bayesian spatial models: given the neighborhood graph, disease rates follow
a conditional autoregressive model. However, the neighborhood graph itself is a parameter
that also needs to be estimated. We investigate the theoretical properties of our model.
In particular, we investigate carefully the prior and posterior covariance matrix induced
by this random neighborhood structure, providing interpretation for each element of these

matrices.

Keywords: Disease mapping; Markov Random Field; Spatial Hierarchical Models.

1.1 Introduction

In disease mapping, the Bayesian model proposed by [12], and denoted by BYM, is the
most popular choice to estimate relative risks in small areas or to evaluate the effects of
covariates acting as exposure measurements surrogates. Originally, BYM was introduced to
model a cross-section of counts collected in a set of disjoint geographical areas composing a
partitioned map. Since then, BYM has been extended into several directions to include space-
time generalized linear models [52, 58, 43, 71, 67|, spatial survival models [17, 39|, spatially-
varying parameters models [5, 1, 28|, and generalized additive models [45]. Multivariate
extensions incorporating two correlated sets of spatial effects have also been proposed in
recent years [39, 30, 35, 34]. Many of these models can be fit using freely available software
such as WinBUGS [51] and BayesX [16].

BYM is based on a conditional autoregressive (CAR) model for the spatial random effects.
In the CAR model, spatial dependence is expressed conditionally by requiring that the random

effect in a given area, given the values in all other areas, depends only on a small set of
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neighboring values. More specifically, the random effect b; associated with the i-th area is the
sum ¢; + 0; of two components, where ¢; is a spatially structured random effect assigned an
improper CAR prior distribution and 6; is a second set of i.i.d. zero-mean normally distributed
unstructured random effects. This is termed a convolution prior [12] because the density of
b;’s will be the convolution of the joint densities of the ¢; and 6; vectors.

An essential aspect of the BYM model and its extensions is the specification of the neigh-
borhood structure for the areas. Although this is quite flexible and can be arbitrarily defined,
in practice it is typically based only on adjacency relationships. There are few justifications
for this practice other than its easy calculation by means of GIS (Geographic information
system) routines. A related problem with the BYM model is that the neighborhood structure
determines the smoothing degree used in relative risk estimation. Some authors noticed its
tendency to oversmooth the risks when the usual adjacency neighborhood structure is used.
Therefore, it would be very useful to have a model that allows for multiple neighborhood
structure and automatically adapts itself according to the observed data.

Despite its crucial role in spatial Bayesian models, very few studies have considered dif-
ferent neighborhood structures for disease mapping problems. One notable exception is [52]
where the authors considered a model for disease rates with spatial effects structured at two
geographical levels. They used infant mortality data over the period 1985-1994 from the
province of British Columbia (BC) in Canada. The areas were organized in 21 health units
(HUs) that were further subdivided into 79 local health areas (LHAs). Health units (HUs)
are administrative health divisions overseeing the functioning of the health sub-units, the
local health areas (LHAs). Therefore, it was natural to expect that LHAs within the same
HU should share many health service and care characteristics beyond those determined by
factors that vary smoothly in space. Hence, they assumed a random effect shared by all LHAs
within the same HU. They also considered a neighborhood structure in which two LHAs are
considered neighbors if they share boundaries or if there is a third LHA sharing boundaries
with both local health areas. This second-order neighborhood structure is less common and
it recalls the higher autoregressive order models in the time series setting.

A more recent reference is [74], who introduced a stochastic neighborhood CAR model
where the neighborhood selection depends on unknown parameters. They estimate neigh-
borhood sizes by assuming that there is an unknown cutoff distance. Within this distance
proximity weights are equal and sum to one, and beyond it they decline exponentially with
distance, reaching zero at the edge of the map. In contrast with most of published applied pa-
pers in disease mapping, they base their model on the proper CAR speficication rather than
BYM. Most people prefer to use BYM, implying in an improper CAR model to deal with
the spatial random effects, because the proper CAR model induces little marginal correlation
between neighboring areas (see |7], page 81) and [2].

These studies consider only locally larger neighborhoods than the first order neighborhood
implied by using simple adjacency. Although in some situations a local neighborhood will be
enough to deal with the spatial effects, we feel that spatial models should span a larger range

of possibilities. Fundamentally, BYM and its variants consider random effects composed of
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either unstructured overdispersion or small-scale spatial conditional variation. These are two
extreme models and allowing for intermediate situations will be useful in some applications.
We will show examples where the typical adjacency neighborhood structure is not sufficient to
estimate the underlying risks, providing less smooth estimates than what should be inferred
from the data. Our purpose is to introduce spatial effects with that extend beyond the imme-
diate geographical neighborhood. This is likely to be especially useful in situations where the
underlying risk changes so smoothly over larger regions as to be considered indistinguishable
from a random constant value for all areas within it.

In this work, we investigate more flexible neighborhood structures for spatial conditional
autoregressive models. We propose a model in which the neighborhood structure is part
of the parameter space. We retain the Markov properties of most Bayesian spatial models.
That is, the disease rates follow a conditional autoregressive model, given the neighborhood
graph. However, the neighborhood graph itself is a parameter that also needs to be estimated.
The methodology described herein permits arbitrary neighborhood extension for incorporating
spatial random effects. It provides a simple mechanism for identifying the geographical extent
of the conditional influence of neighboring areas.

The manuscript is organized as follows. In Section 1.2, we introduce the notation and
present some models that were proposed previously. In section 3.2 present the definition our
model. In Section 1.4, we investigate the theoretical properties of the model. In particular, we
carefully study the prior and posterior covariance matrix induced by this random neighbor-
hood structure, providing interpretation for each element of these matrices. We also present
a specific, simple case of our model, allowing for a more thorough understanding of the co-
variance structure. In Section 2.6, we illustrate the use of our model for disease mapping.
In this section, we also present a simulation study to compare our method with alternative

proposals. We end in Section 1.8 with the main conclusions.

1.2 Disease Mapping

A Bayesian hierarchical model is one of the main tools for making inferences about the under-
lying relative risks of a disease observed on disjoint geographical areas of a map. Suppose that
we have N geographic areas and each has a relative risk ¥; for ¢ = 1,...; N that needs to be
estimated. Bayesian inference is based on the posterior distribution of 1 = (1, ..., ¥ ) given
by f(¥|y1, ..., yn) < L(y1, ..., yn|¥) f (), where l(y1, ..., yn|1p) is the likelihood function and
f(4p) is the prior distribution of the parameter vector ¥. Conditional on the values 91, ..., ¥y,
the values Y7, ..., Yy are assumed to be independent with a Poisson distribution with mean
Y E;, where F; is the expected value of cases under the hypotheses of constant relative risk
over the areas. Modeling the prior distribution f(t) allows the introduction of spatial de-
pendence between the risks such that close regions tend to have similar relative risks. This
dependence appears as a Markovian structure in which the value 1; of one area, conditional

on all other areas’ values, depends only upon the 1; values of its neighbors.
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More specifically, the relative risk ; is written as

log(¥i) = p + b; (1.1)

where p is the general level of the relative risk and b; is the random effect for the ¢-th
area. One simple possibility is to assume that the random effects b; are independent and
identically distributed with a normal distribution N(0,02). In this case, there will be no
spatial effects imposed on the relative risks and the posterior distribution of v will reflect this
independence. However, one typically expects spatial dependence between the relative risks
due to environmental and genetic similarities between neighboring areas. The most popular
prior distribution for modeling spatial structure was introduced by [12]. They decomposed
the random effect b; into two parts, a non-spatially structured component and a spatially

structured component:
log(vi) = p+0; + &

where 61,...,0, are the non-structured errors, independently and identically distributed ac-
cording to a normal distribution. The random effects ¢; have a spatially structured prior
distribution with intrinsic CAR (ICAR) distribution. The ICAR prior distribution is an im-
proper prior with a Markovian structure. The distribution of ¢;, conditional on all the other
values ¢; for j # i, is given by ,

¢ilp_; ~ N <<Ei; Z) (1.2)

(2

where ¢; is the mean of the i-th area neighboring values ?;.

This model presents some identifiability problems for the spatial and non-spatial effects,
as noticed by [25]. To fix these problem, [47]| presented an alternative, including a parameter
A which is able to measure the effect of each component. This parameter measures the level of
spatial correlation among the areas. In addition to this, it includes a parameter o to measure
the random effect variance. They proposed a multivariate normal distribution for the random

effects b = (by,...,by) in (1.1) with the following precision matrix
Q= (> ((1-=NI+)R) (1.3)

where I is the identity matrix and R is the precision matrix of the ICAR model, which means
that R;; is equal to n;, —1, and 0, if i = j, i ~ j, and otherwise, respectively, where n; is the
number of neighbors of site ¢ and ¢ ~ 7 means ¢ neighbor of j. For this model, the parameter
A assumes values in the interval [0, 1], so that, the precision matrix Q is a weighted sum of
the I and R matrices.

The BYM and Leroux models represent a mixing of two extreme situations. One situation
considers a conditional dependence only on the immediate neighbors represented by the single
neighborhood structure while the other situation represents the complete independence be-
tween the random effects. Both models assume that, if we have information on the immediate

neighbors, no additional information about the other areas is necessary to make inference
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about the random effects. We think that in many practical situations this is too restrictive.
Consider, for example, another extreme but possible situation in which the distribution of b;
(and hence, of 1);) in a given area, conditional on the rest of the map, should depend upon all
the other sites, not only on the immediate neighbors. In this case, all areas are neighboring
areas of all other areas. This can be a reasonable model when the region under study is small
enough such that economic, social and environmental characteristics are approximately con-
stant over the entire region. This implies on exchangeability between the areas and therefore
an all-inclusive dependence between the areas’ pairs. Every area gives incremental additional

information on a fixed area value, even if conditioning on all the other areas.

1.3 Model definition

We propose a model that expands the BYM and Leroux models beyond single-neighbor de-
pendence of BYM and Leroux models to a larger class that has geographically increasing
orders of neighborhood extension. Through Bayesian updating, we can make inference about
the more appropriate neighborhood structure underlying the observed data. More specifi-
cally, we extend the weighted sum precision matrix (1.3) by including matrices that represent
neighborhoods of all possible orders in the simple adjacency graph.

Let each area i be a node or site of a graph and connect two nodes by one edge if they
share boundaries. Let A be the n x n binary adjacency matrix where A;; = 1 if ¢ and j are
connected by one edge, and A;; = 0 otherwise. We say that area ¢ is an [-th order neighbor
of area j if the (i, j)-th element of the power matrix A! is greater than zero and Aj =0, for
s < land ! > 1. The maximum neighborhood order is given by the diameter of the graph,
which is the longest path among all the shortest paths that connect two sites. In other words,
the diameter counts the minimum number of steps necessary to leave a site and go to any
other site in the graph.

In our model, the vector b = (b1,...,by) in (1.1) has a multivariate normal distribution

with mean zero and precision matrix given by:

Q= (o) ()\11 + R £ AR 4 )\kHR(k))

where A\; + A2+ ...+ Ag+1 = 1L and A\; > 0 for all ¢. The integer k is the diameter of the graph
and R® is the graph Laplacian that includes neighborhoods up to order I. That is,

i =
RY={ -1 ifjeal
0 otherwise
0

where n,;’ is the number of neighbors of site ¢ up to order [ and (91-(” is the set of neighbors
of area i, from order 1 up to order [. Notice that, we are considering that the neighborhood
relationship is symmetric, that is, j € 8§Z) if, and only if, i € 8J(-l). These matrices are linearly

independent, ensuring the parameters identifiability.
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This matrix is positive definite if A\; > 0, as it satisfies the sufficient condition of being

diagonally dominant. That is, for all ¢ = 1,...,n, we have Q;; > Zjvzl |Qij| because

N N
Qi = M+ donl + 230l + L+ A = A+ > 1Qis1 > Qi -
=1 =1

From the precision matrix, it is possible to obtain the conditional distribution b;|b_; of
each area given the vector b_; = (by,...,bi—1,biy1,...,by). It is a normal distribution with

mean f(b, \) and variance g(b, \) given by

AonBY + A0 P6P + ApnPpR)

f(b,A) = A+ dand” + Asn 4 4 Aand?
and o
g(b,A) = A1+ )\znz(-l) + >\3n§2) Ralkitie )\k+1”§k)
where B§” is the mean of neighbors of site ¢ up to order I. The conditional expectation

is a convex linear combination of the means of its neighbors of all possible orders and the
conditional variance is inversely proportional to the number of neighbors of each of these
orders multiplied by their respective weight ;.

Let b_;; be the (n — 2)-dimensional vector obtained by omitting the i-th and j-th coor-
dinates from b. It can be shown that the conditional correlation Corr(b;,bj|b_;;) is given
by

Ao+ As+ ... +x, ifjeol

As+ o+ Mg if j € 9 — oV
Corr(bi, bj‘b_ij) X

A if j e o™ —Jitol

with the proportionality constant given by the inverse of the square root of

k k
Z )\mgz—n Z}\my—n
=1 1=1

and with nl(-o) = 1 by definition, for all ¢+ = 1,...,N. This shows that the conditional
correlation between the areas decreases with the neighborhood order [. For example, if a pair
of sites are third order neighbors, the conditional correlation between them will be smaller
than that between two first order neighbors. Notice also that, if all the A; are positive, then

the conditional correlation between any pair of areas is different from zero.
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We can also write the joint distribution in a more interpretable way:

1
f(b) o exp{ -5 ST A A A =2 33T by
@ i jijea
Az Y D bbby == A1y Y bib
i jijeal® i ojijeal™
1 2 Ao 2 Akl 2
= exp{ -5 > b + 5 S obi—b) +. .+ 5 > (bi—by)
i jiieal™ jiieat®

If \y = 0foralll > 1, we are in the case of independent normal distributions. We can interpret
the term associated with A; as a penalization for configurations showing too much variation
among [-th order neighbors. The larger the value of A;, the smoother is the spatial pattern
up to neighborhood order {. This distribution can also be written as

Mok X
ﬂmmGw{@;Z@D [[|erq-m> X -ty
‘ J=2 ¢ jigea®
which is a geometric mixture of normal distributions.

To complete the model specification, one needs to adopt prior distributions for the weights
(M,..., M) and for the hyperparameter o?. In our applications, we assumed an inverse
Gamma prior distribution for ¢ and a uniform distribution on the k-dimensional simplex
with the restriction that the A; > 0 and that they add to 1. A more general possibility is to
adopt a Dirichlet distribution in this simplex.

To represent the k-th order neighborhood, our model uses the cumulative neighboring
areas up to order k. As a referee suggested, an alternative way to define our model is to use
only the neighbors that are exactly at k steps away from each area. That is, consider the

following precision matrix:
1
Qzﬁ(m+gwm+£wm+w+&ﬂwwy (1.4)
o
In this formulation, the neighborhood matrix has the following definition

(), iti=j
wil=1{ 1, if j e ()"
0, otherwise

@

%

where (n*);" is the number of neighbors of site 7 of order  and (8*)1@ is the set of neighbors of
area 7 of order . We need to add the restriction A7 > A7 > --- > Aj ;| to guarantee that the
partial correlations decrease with the neighborhood order. This condition implies that there

exists non-negative Ag, ..., Agy1 such that, for j = 2,...,k+1, we have Af=Aj+ A1)
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Substituting these values in the Q' precision matrix, we have

Q = (NI WO W 4, W)
= (XII + A2+ + /\(k+1))w(1) + A3+ N )W 4 )\k+1W(k))

= NI+20WO £ (W(l) + W(2)> +oo At Xt (W W@ o wik)y
Therefore, the two models would be equivalent only if
WO w4 WO =R for 1=1,2,... k.

But this is not true for [ > 2. To see this, consider the simplest case, with [ = 2. We have
that
() + ), iti=
o e (1
w® +W(2>] _ -1, ifje (@)
ij —2, ifje(@)®

0, otherwise

which is different from REJQ-), defined previously. We will see next that our definition allows us
to derive several important properties that help to understand the model. Such developments

would not be possible if we had defined the precision matrix as in (1.4).

1.4 Model properties

To gain a better understanding of the prior and posterior distribution properties, we obtain its
marginal covariance matrix in addition to the conditional correlation given earlier. To avoid
a cumbersome notation and long formulas, we will consider the model that includes three
different values for \;, one corresponding to A; (associated with the individual areas and the
independent case), another corresponding to Ay (associated with pairs of adjacent areas), and
the third one, A3, corresponding to the highest possible order k, associated with a complete
graph, where every area is neighbor of every other area. The extension to the general case is
straightforward.

Considering only three components, our precision matrix reduces to
Q= (0?)! ()\11 + AR 4 AgR(k)> (1.5)

where R() is the precision matrix of the ICAR model and R*) = diag(N) — 117, with
N =N1land1=(1,...,1). The precision matrix in (1.5) can be rewritten as

Q = (02) 7' (MI+ Xodiag(n) + Azdiag(IN) — M A — A\3117)

where A is the binary adjacency matrix and A1 =n = (ny,...,ny) is the vector which has

the number of adjacent neighbors of each area. The following Theorem shows what is the
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inverse of this precision matrix.

Theorem 1 The inverse of the precision matrix Q is given by

o2 )\3
1-— )\3 Zz’j mij

where Sy =3 my; =32, my and M = M1+ Aadiag(n) + Azdiag(N) — A2 A.

Q=M1+ [S14 Sop ... Sni]T [Sig Sop .. Sny] (1.6)

Proof. From matrix algebra, we know that

P luvipP—!

-1 —
(P+uv’) =P — VP n

(1.7)

if P is an invertible matrix and u and v are vectors with the same dimension. Let M =
MI+ Aodiag(n) + Azdiag(IN) — A2 A and denote by m;; the ij-th element of M~!. Using the

result (1.7), we have that the covariance matrix Q! is given by

1-— )\31M_11T
D2y S ma e 3y Y N |

M-'117M!
Q' = o’ <M1+)\3 )

0'2)\3

2ng—1
= oMty —— 22
1— )‘321',]' mij

(D25 NG D Mt e D MNG D TN |

As the matrix M is symmetric, M~ is also symmetric and therefore, for all I = 1,..., N, we
have Zj my; =Y, mi. Let Siy = Zj myj = >, mi. We can write the covariance matrix as

o2 )3

— O [Siy Sar...Sni]T[S1y S . S . 1.8
1_)\3Zijmij[ 14 S24 ... Sn4]” [S14 Sa24 N+] (1.8)

Q71 _ 0_2M71 +

O

A better understanding of this covariance matrix structure can be obtained by initially

considering the matrix M~!. Following the analytical approach adopted by [2], we write

M1 = M!\I+ hodiag(n) + Azdiag(IN)] [AI + Aodiag(n) + Azdiag(IN)] ™
= [I—-XTA]'T

where

1 1
T =di .
e {Al T hens + AN A+ dgny AgN}

Theorem 2 The inverse matrix of I — A3TA can be written as

[I—XoTA] ' = [T+ X(TA) + A3(TA)2 + A3(TAP +..] T
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Proof. A well known linear algebra result ([38], page 45) states that, if P is a square matrix
and each of the terms of the power matrix P* tends to zero as k increases, then the inverse
(I—P)~! exists and it is given by (I-P)"! =I+P +P? +P3 +.... To use this result with
the matrix [I — AoTA] ™!, we need to show that the terms Ny[(TA)!];; of the power matrix
approximate zero when the power [ increases. This will be done finding an upper bound.
Consider initially [ = 2. We see that

Qik AL
(A1 + Xani + A3N) (A1 + Aang + A3N)

X [(TA)?], =

>
1N

M= 11

aikzakj/(nink:)
()\1/’01’ + Ao + )\3N/nz)()\1/nk + Ao + )\3N/TL]€)

i

1

azkak]
()\ /N+)\2+>\3 2;; n; ng ’

since n; < N. As diag(1/n)A is a stochastic matrix, it can be seen as a transition matrix of
a random walk on the map with equal probabilities of jumping from a given area to any of
its first-order neighbors. In this way, the second term in the multiplication is the probability
(2)

that a random walk leaves site ¢ and reaches site j in two steps and will be denoted by Dij

For an arbitrary | > 2, we have

A2 : )
A, [(TA) (
2[( )]z’j< (Al/N+>\z+A3> Pia

denotes the probability that the random walk goes from ¢ to j in [ steps. Therefore,

@

where i
pl(-é-) € [0,1] and since A2/(A1/N + A2 + A3) < 1, we have that

’ A2 g0
0< lim Xy [(TA)] < 1 D —p.
< Jlim Ay |(TA) | < Jim M/N + o+ A ) Lid
This shows that the terms of the matrix A, [(TA)!] tends to zero as [ goes to infinity and the
matrix expansion is valid.

O

The elements [(TA)'T] i of the the [-th matrix in this expansion are weighted sums of all

possible paths of length [ starting at the i-th site and ending at the j-th site. For example,
the three first matrices have elements equal to

s
TA)T],. = Y
[(TA)TI; (A1 4 A2mi + A3N) (A1 + Aa2nj + A3N)
NS e
2 (A demg + A3N) (AL + Aeng + A3N) (A1 + Agny + AsN)
SRl Qi kLAl
(TA)ST =y J

1=1 k=1 (A1 4 A2ns + A3N) (A1 + Aang + A3N) (AL + Aong + A3N) (A1 + danj + AzN) :

Considering the second matrix for illustration, the element [(TA)QT] counts all paths i —
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k — j giving a weight inversely proportional to the number of immediate neighbors n;, ng,
and n; of these areas. Going from 7 to j through a highly connected area contributes less to
M;jl than if the path goes through a poorly connected intermediate area. This shows that
two areas in a region of the map with highly connected areas will tend to be less correlated

than two areas in a region where the areas have few immediate neighbors.
To complete the understanding of the covariance matrix Q~! in (1.8), we consider now
the value S;4+. We have

N

Sﬂﬁzﬁénm::§:§iA§[TA ]
j=1

j=1k=0

§3A ﬁé[CﬂAfT]

U= =1 “

where we interchange the order of the terms because the sum is absolutely convergent. This
quantity is a weighted sum of all paths leaving site i, the weight decreasing with the path
length k. Hence, it is inversely related to the average degree of connectivity that the area 4
has with the other areas in the graph. Note that S;; is a value associated with the i-th area,
and not with pairs of areas.

In summary, the covariance Cov(b;,b;) = [Q_l]ij is the sum of two components. The
first one is [Mfl]ij and represents a weighted sum of all paths from ¢ to j with weights
inversely related to their length and to the connectivity of the areas in the path. The second
component is given by the product of ;1 S;; where S;; is a score associated with the average
connectivity of area ¢ to all the other areas in the map. The first component is influenced by
the neighborhood structure through a weighted counting of each path from i to j. The second
component is also influenced by the neighborhood structure but it considers only a marginal
structure. Its presence in the covariance matrix position (,j) is by means of the product of
these marginal values associated with the areas ¢ and j.

We can write S;4 S, in a different way in order to see how they reflect the structure of

(k)
iy
adjacency matrix, we can approximate S; by

N 0o oo o)
Sig & Zmij = (Zagf)) + (Z‘%@) et <Zal(fk\7)>
j=1 k=0 k=0 k=0

and therefore S;; S ; is approximately equal to

(S () o+ () (5500« 2 (5 ) (55)

A B

a complete graph. Let [Ak]l = a;;’. Ignoring the weights that multiply the terms of the

Reordering the terms in A, if we take the terms whose exponent sum up to k, we will have
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the following terms

aai) + -+ afyayy

aay; )+t agyagy !

(k) (0) (k) (0)
Q; ay o T aNay
All these terms count the number of paths from ¢ to j in k steps. This means that A can be
written as
[o.¢]
N + Z (number of paths from ¢ to j in k steps) (k + 1) .
k=1
Considering B, we rearrange the terms aggregating those with exponents adding up to k,
with £ =1,2,.... That is,
N ), (k)
_ p) (k—p
=YYl
I#m k=1 p=0
The term agf )ag;_p )
an edge connecting areas [ and m. It takes p steps to reach [ and k — p additional steps to

counts the number of k 4 1 steps paths from 4 to j and passing through

reach j from m. This edge [ — m can indeed exists in the original adjacency graph, in which
case we are counting a truly existing path. If it does not exist, we are counting paths on the
original graph with the additional edge | — m. Therefore, the term B can be written as

Z Z(k + 1) (number of k + 1 steps paths from i to j passing through an edge I — m) .
l#m k=1

This means that it counts all possible paths in the original graph, possibly adding one addi-
tional edge.
1.5 Posterior Covariance Matrix

More relevant to the Bayesian data analysis than the prior covariance matrix is the posterior
covariance implied by our prior spatial model. To obtain analytical expressions, assume that
y; can be approximated by a normal distribution with variance 1/7,. The posterior precision

matrix is given by
Q' =7, I+Q=1,+ (62" [MI+ Nadiag(n) + Azdiag(N) — \oA — A\3117]

and therefore, the covariance matrix is

(U_QAg)(hd*)_l(11T)(BA*)_1.

x—1 x—1
=M1+
Q 1—(0—2x3)17 (M*) 11
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where \ \ \ \
* 1 2 5. 3 5. 2
M* = <Ty + 02) I+ ?dlag(n) + ﬁdlag(N) — ﬁA

It is rather surprising that it is possible to interpret each one of the two component matri-
ces of the covariance Q*~!. Considering initially M* !, after some algebraic manipulations

analogous to those carried out earlier for the prior covariance matrix, we have that
M* ! = [I— (7,\3) T*A] ' T*

where

1 1
T* = di .
lag{7y+0_2 (A1 + Aamg —i—)\g,]\f)7 ’Ty+0'_2 ()\1+/\2nN+)\3N)}

The elements of this diagonal matrix involve the data precision 7, and the weights of the
prior covariance o2 (A1 + Aan; + A3N). The relevance of each of these parts for the posterior
covariance will depend on the ratio between the likelihood variance and the prior variance.

The same matrix expansion that was used earlier can be applied here:
M= T + (072h) T*AT* + (07 20) (T*A)? T* + (07 20)” (T*A)® T* +

As a result, the posterior covariance matrix Q*~! has the same structure as the prior covari-

ance matrix, being written as the sum of two matrices:

— 2 -
* * * * *
(S11)"  SipS5y - SiiShy
0'_2)\3
_ 2 *
1-—0 )‘3Zi,jsij
LY N+~1+ N+~24+ - N+) |
and
* * *
My Mg - MYy
* * *
LM N1 Mg - MpyN]

where mj; is the (i, j)-th element of the matrix M*~! and Sty =22, mi; = > m.
Therefore the posterior covariance matrix can be interpreted in the same way as the
prior covariance matrix. The main difference between the two are the weights appear-
ing in the counts of the possible paths between pairs of areas. While they were equal to
(AL 4 Xani + A3N) ! in the case of the prior covariance, they are now equal to o2/ (ty + 0% (M1 + Ao + A3N)
This means that, as the prior covariance, the posterior covariance can be decomposed into
two components reflecting different aspects of the neighborhood graph. One component is a

weighted average of all paths connecting areas ¢ and j, longer paths having smaller weights



1. BAYESIAN SPATIAL MODELS WITH MIXTURE NEIGHBORHOOD STRUCTURE 14

than shorter ones. Additionally, the paths are weighted according to the connection degree
of the intervening areas in the path, more connected paths having less weights. The other
component of [Q*_l]ij reflects intrinsic aspects of the pair of areas 7 and j. It does not matter
where they are located with respect to each other, this covariance component is simply a
product of scores specific to each area and, in this sense, has less spatial content than the first

component.

1.5.1 The special case of two components

We consider briefly a specific case in which the inversion of the prior and posterior covariance
matrices are feasible and allow an easier interpretation of the covariance matrix. Suppose
that, a priori, the area-specific values b; follow a multivariate normal distribution with mean

zero and precision matrix
1
Q== (1-=NI+A(NI-117)) .
o

where A € [0,1). Compared to the model in (1.3), this model exchanges the first order
neighborhood matrix R of Leroux model by the matrix associated with the exchangeable
risks model of [§].

Using (1.7), we can calculate the covariance matrix:

2
Q! " [I+ A 11T}.

TI1-AF AN 1—\

and the correlation Corr(b;,b;) = X. The correlation approaches 1 as the weight of the
exchangeable model increases.

We can also find the posterior covariance matrix, if we assume that the data are normally
distributed with variance (7,)~!. In this case, the posterior correlation of the random effects

of areas ¢ and j is given by

A
PRACORI Y

Corr(bs, bjly) =

This correlation is close to zero if A is also close to zero. In the opposite direction, to get
correlation close to 1, we need to have both, A and Ty0'2, close to 1. That is, we need an
exchangeable component with large relative weight and, at the same time, the underlying

risks should have a variation similar to the likelihood variance.

1.6 Illustrative application

In this section, we analyze the spatial incidence of sudden infant death syndrome (SIDS) in
the 100 counties of the North Carolina state for the period 1999-2006. This spatial pattern in
the period from 1974 to 1984 was analyzed previously by [72], [22] (page 386), [44], [46], and

this early data set is part of many spatial statistics software manuals. There have been found
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spatial variation of the relative risk with an increasing trend from west to east in the whole
U.S.A. According to the National Center for Health Statistics, the US SIDS incidence rate
(per thousand live births) has been decreasing steadily from 1.53 in 1980 to 0.51 in 2005. The
southern region presents the highest rates and, in the period 1999 to 2006, the North Carolina
rate was 0.73 cases per thousand live births. One of the main aims of the spatial analysis of
the SIDS underlying risk is to find hints for the identification of unknown risk factors. We
show how our model can be used in this problem considering the effect of known risk factors.

We fitted all models using the software WinBUGS [51] to obtain the posterior distribution
of the relative risks. Taking all possible neighborhood matrices R, we have [ varying from
1 to 19, where the maximum is determined by the graph diameter, as defined in Section
3.2. We considered also the particular three-components model, which uses only the identity
matrix, the first order neighborhood matrix, and the matrix 117. We adopted a gamma
distribution with parameters equal to either 0.5 and 0.0005 or 0.01 and 0.01 for all inverse
variance parameters and a uniform distribution on the I-dimensional simplex for the weights
(AM,...,A1). We ran the Markov chain Monte Carlo (MCMC) chains for 30,000 iterations,
with 15,000 iterations as burn-in, and convergence was assessed by a variety of methods,
including graphical diagnostics. The posterior inference was based on a thinned sample of
1000 elements, resulting from retaining every 15-th simulated parameter vector. In order to
compare the different models, we calculated the deviance information criterion (DIC) proposed
by [68].

The DIC values are presented in the first row of Table 1.1. The model proposed by Leroux
has the poorest fit followed by the model with all neighborhood components and the BYM
model. Although they have similar values, it is clear that the model with three components is
the best one for these data. In order to check the model sensitivity with respect to the choice
of the prior distribution for the variance parameters, we fit the model considering a Gamma
distribution with parameters 0.01 and 0.01 for these precision parameters. The values of the
DIC criterion are shown in the second row of Table 1.1. The results are almost the same as
before. Again, the best model is that with three components, while the BYM and Leroux
models had the worst fit.

The DIC has been criticized as an inadequate measure to evaluate models and it should be
considered cautiously [62]. Therefore, in addition to this global measure, we also calculated
a cross-validation posterior predictive distribution check proposed by [69]. We computed
the approximated conditional probability ordinate using their importance weights and the
importance resampling methods. The basic idea of posterior predictive checking is to assess
the fitness of the model in a given area in a two step procedure. In the first one, we obtain
a predictive distribution for the i-th area without using the observed count in the area in
question. In the second one, we compare the truly observed disease count in that area with
the predictive distribution evaluating how extreme it is.

More specifically, let 8 be the vector of all parameters in a given Bayesian model and
Y _; denote the data vector without the i-th area count. Let p(@|Y_;) denote the posterior

distribution of @ computed without the observation in the i-th region. We define a cross-
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Prior All comp 3 comp Leroux BYM

DIC
Gamma(0.5, 0.0005)  438.63 438.59  439.27  439.28
Gamma(0.01, 0.01) 438.74 438.66  439.63 441.85

Logarithm Score using the importance weights method

Gamma(0.5, 0.0005) 2.22 2.24 7.87 2.48
Gamma(0.01, 0.01) 2.25 2.22 7.86 2.62
Logarithm Score using the importance resampling method
Gamma(0.5, 0.0005) 2.05 2.04 2.82 2.40
Gamma(0.01, 0.01) 2.03 2.04 2.67 2.27

Table 1.1: DIC and Logarithm Score criteria for North Carolina data base using
Gamma(0.5,0.0005) (first row) and Gamma(0.01,0.01) (second row). The models compared
are BYM, Leroux and our model with all and with three components. The logarithm score
criterium is evaluated with the importance weights and the importance resampling methods.

rep

validation posterior predictive distribution of Y —; as

CPOi=p (VI5IY-1) = [ (v i0p(e1Y )0

where erej is a predicted value for the count in region ¢ based on the given model and data
Y_;. This measure is also called conditional predictive ordinate (CPO). A small value of the
CPO; indicates that the i-th observation is very unlikely under the model and the remaining
observations.

As it is very costly to refit the model without each observation in turn, [69] avoid the
refitting of the model using two different methods. They propose the use of importance
weighting and importance resampling to approximate the posterior distribution that would
be obtained if the analysis were repeated without a small area. In order to compare the
observed CPO’s, we used a summary measure known as Logarithmic Score [32]. This is a
scoring rule providing an evaluation of a model forecasting performance based on the posterior

predictive distribution. This measure is calculated as

L5 _ _ Liilog(CPO:)

v (1.9)

The lower this value, the better the model. According to |70], this logarithm score is asymp-
totically equivalent to the Akaike Information Criterion if the observations are independent.

Table 1.1 shows the values computed for these measures for the two priors considered
before. Considering the resampling weight method, we note that the models with all the
components and the one with three components presented the best performance with respect
to this criterion, since they have lower values. The model proposed by Leroux had the
poorest performance among the four. Table 1.1 also shows the results using the method of

importance resampling using the same priors. Once again, our two models, with all and with
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three components, were better than the others. It is also noticeable that Leroux model had a
poor performance in all the cases.

One additional cross-validation measure, proposed by [57], can be used to evaluate the
goodness of fit of the models. This method is based on the simulation of both, replicate random
effects and data, and it is simpler to apply than the methods from Stern and Cressie. The
simplicity comes from the embedding of the leave-one-out predictive distributions replications
within the MCMC simulations. The Bayesian p-value is defined as the minimum between
P} < yily—i) + 5PV = wily—i) and P(Y]% > yily—i) + 3 P(Y;% = yily—i). These p-
values should be approximately uniformly distributed if the model is correct and [57] suggested
that a QQ-plot as a diagnostic tool for model checking. Figure 1.1 shows the QQ-plot for
each of the models using a Gamma(0.5,0.0005) as a hyperprior while Figure 1.2 shows the
same QQ-plot using a Gamma(0.01,0.01) as a hyperprior. The model proposed by Leroux is
not adequate as the points clearly depart from the straight line, while the other three models

have their p-values equally well fitted by the uniform distribution.

1.6.1 Including covariates

Most epidemiologic studies involve risk factors. The spatial analysis of disease rates should
always take into account known or suspected risk factors. The random effects modeled
with Bayesian spatial models stands for unknown risk factors and their estimation through
the posterior distribution could help on spotting underlying causes for these as yet un-
known risks. There is not much knowledge of the syndrome’s biological cause or poten-
tial causes but some epidemiological studies have found an ecological correlation between
SIDS rates and social-economic conditions (see [36]). Black, American Indian or Eskimo
infants have a larger incidence of SIDS, as well as those under maternal risks such as be-
ing a teenage mother, being a smoker, drug or alcohol user, and having inadequate prena-
tal care. Therefore, we included the following covariates in our model: the average pro-
portion of Black and American Indians in the county population from 2001 to 2009 (see
http://www.census.gov/popest/counties/asrh/CC-EST2009-RACES . html), the proportion
of mothers who had prenatal care and the proportion of mothers who were smokers from 2005
to 2009 (see http://www.epi.state.nc.us/SCHS/data/databook/).

We centered all three covariates and fitted the all components model with the three covari-
ates simultaneously present in the model. We obtained the posterior densities in Figure 1.3.
Fitting our model with three components gave virtually the same result. We find evidence of
covariate effects only for the proportion of mothers who had prenatal care (second plot), since
zero is on the border of the 95% highest density interval (given by (—2.719,0.139)) and the
posterior probability that the covariate coefficient is less than zero is given by 0.963. We refit-
ted the model three times, each time with a single covariate and the only significant covariate
was again the proportion of mothers who had prenatal care. Focusing on the model with this
single covariate, we obtain a posterior mean equal to —1.419. This means that a 1% increase
in prenatal care leads to an average reduction in the SIDS risk of exp(—1.419 % 0.01) = 0.987
or 1.41% reduction.
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Figure 1.1: QQ-plot of p-values using Gamma(0.5, 0.0005) for all components, three com-
ponents, Leroux and Bym models. The p-values were calculated using the cross-validation
proposal of [57].

1.7 Simulation study

In this section, we present a simulation study that helps to understand our formulation bet-
ter and that shows clearly its advantages and benefits with respect to the other two main
approaches available to spatial statisticians, the Leroux and the BYM models. We used the
North Carolina counties with the observed live births in the period 1999-2006. The precision
coefficient o2 is fixed and equal to 5 in all simulations. The simulated SIDS counts were
generated according to six different scenarios, as we explain next.

The first model for the SIDS counts assumed an extreme situation, in which we have a
constant underlying rate equal to the observed NC SIDS rate (0.73 per thousand live births).
That is, each y; is generated independently from a Poisson distribution with mean E; =
0.73m; /1000, where m; is the observed number of live births in the i-th county. This implies

that the relative risk v; is equal to 1 for all areas. The other five scenarios were less extreme
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Figure 1.2: QQ-plot of p-values using Gamma(0.01, 0.01) for all components, three com-
ponents, Leroux and Bym models. The p-values were calculated using the cross-validation
proposal of [57].

and had spatially varying relative risks. In these other cases, y; was simulated independently
from a Poisson with mean FE;i; where ¢; = exp(b;). In the second scenario, 1; ~ 1 for
all 7, implying that the precision matrix is composed basically by the neighborhood matrix
full of 1’'s. More specifically, b; follows our model with Aoy = 0.979 and A\ = ... = A9 =
(1= Ag0)/19 = 0.001.

In the third scenario, we used our component model with four heavily weighted neighbor-
hood matrices in the precision matrix: the identity matrix, the first and the second neigh-
borhood order matrices, and the matrix full of 1’s, with Ay = 0.007, Ay = 0.421, A3 = 0.351,
and Ayg = 0.210. All the other A’s are small and equal to 0.001. The fourth scenario had
a high weight associated with the second neighborhood order matrix, and moderate weights
associated with the identity and the matrix full of 1’s. That is, \; = 0.108, Ao = 0.011,
A3 = 0.540, Ayp = 0.324. All the other A’s are equal to 0.001. The fifth scenario follows
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Figure 1.3: Posterior density of the 5 coefficients for three covariates using our model with
all components for the spatial random effect. The first plot refers to the proportion of Black
and American Indians in the population, the second plot refers to proportion of mothers who
had prenatal care and the third plot refers to the proportion of mothers who were smokers.

Leroux model with A\; = Ay = 0.5 and all the other \’s equal to zero. The sixth scenario
follows a CAR model with p = 0.99 to mimic the behavior of the improper ICAR prior.

We fitted four different models to each simulated dataset: our model with 20 increasing
neighborhood orders, our model with three components (described in Section 1.5.1), and the
BYM and Leroux models. The prior distribution for the precision parameter was taken as a
Gamma(0.5,0.0005) in all models. In all cases, we ran the MCMC for 3000 iterations with
1500 as a burn-in period.

Let

MSE: = 3 S () — exp(b))?
j=1

where ng ) is the Jj-th simulated value of the relative risk v;, exp(b;) is the realized relative risk
under each one of the scenarios, and B is the number of simulations retained after burn-in.
Note that b; = 0 in the first scenario. Denote by MSE the average of the MSE; values,
i =1,...,100. We considered four summary statistics to evaluate the fitted models: the
average MSE, the DIC, and the two logarithm scores, based on importance weights and
on importance resampling. The measure M SE is our preferred criterium to select the best
model since we compare the estimated with the true relative risks in each model. Of course,
this is only possible in simulations, not in real data analysis. We simulated 10 independent
copies of each scenario. The results shown below are the averages of the summary statistics
in these 10 independent replications.

Table 1.2 shows the values of these evaluation measures for each one of the four possible
models in each scenario. Considering the MSE criterium, our models are always the best one,
either the three components model or the 20 components model. This is rather surprising
considering that at least in one case (Scenario 5), we are fitting a model (Leroux) to data
generated according to this same model. It is also clear that the BYM model is the worst
model in all scenarios. In all of them the three component model had almost the same MSFE

as the 20 component model. The third column shows how careful one must be when using
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Model MSE DIC Logarithm-score Logarithm-score
(importance weights) | (importance resampling)
Scenario 1
All comp | 0.0024 | 400.7232 2.0029 1.9925
Three comp | 0.0024 | 400.8519 2.0034 1.9928
Leroux 0.0042 | 401.0085 2.0038 1.991
BYM 0.0209 | 403.0931 2.0114 1.9812
Scenario 2
All comp | 0.0019 | 407.8364 2.0396 2.0282
Three comp | 0.0023 | 407.9339 2.0398 2.0279
Leroux 0.0051 | 408.0303 2.0403 2.024
BYM 0.0235 | 408.6293 2.0417 2.0057
Scenario 3
All comp | 0.0022 | 407.9054 2.0393 2.0287
Three comp | 0.0024 | 407.9057 2.0391 2.0280
Leroux 0.0047 | 408.0214 2.0398 2.0250
BYM 0.0218 | 409.5973 2.0455 2.0113
Scenario 4
All comp | 0.0027 | 407.1517 2.0354 2.0238
Three comp | 0.0021 | 407.0670 2.0349 2.0245
Leroux 0.0048 | 407.2710 2.0357 2.0214
BYM 0.0233 | 408.6199 2.0408 2.0052
Scenario 5
All comp 0.0101 | 411.4990 2.0578 2.0431
Three comp | 0.0098 | 411.5712 2.0581 2.0444
Leroux 0.0115 | 411.5052 2.0572 2.0409
BYM 0.0295 | 412.1749 2.0606 2.0221
Scenario 6
All comp | 0.0106 | 412.7021 2.0637 2.0509
Three comp | 0.0104 | 412.6090 2.0631 2.0508
Leroux 0.0131 | 412.5638 2.0629 2.0454
BYM 0.0299 | 412.5616 2.0618 2.0229

Table 1.2: MSE, DIC, and LS for the simulation of the six scenarios. Summary statistics
are the average of 10 independent replications of each model.

the DIC measure. In all scenarios, the difference between the DIC measures is very small.
Furthermore, these numbers are averages and, in some replications, the DIC did not select
the best model. For example, in 4 of the 10 replications of scenario 1, DIC selected Leroux
or BYM although MSE indicated clearly that our model was better. The C'PO measures
are not very sensitive either, with differences showing up in the third decimal place in most
cases. In the Web-based supplementary material we show the estimated posterior densities of
the differences between 1; and the true values of the relative risks realized in one particular

and typical simulation.
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1.8 Conclusions

In our model, we considered a precision matrix equal to a weighted average of increasing
neighborhood matrices. One possibility we have not explored in this paper is to define a
continuous version of this model. Let A(tf) be a probability density function defined for
t €0,1] and R® be a continuously defined precision matrix. Assume that R® as a function

of t is an injective function. The precision matrix of the mixture model is given then by

1 1
== HROdt .
Q U{AAU

This model would allow different degrees of neighborhood and could be more flexible to adapt
to empirical data.

Another possible extension of the model is to include other kinds of neighborhood structure
in the mixture of matrices that compose the precision. For example, we can include a matrix
which has neighborhood criteria based on the size of the cities. It is also possible treat
space-time data including matrices that represent time relationship.

The BYM model is very popular but one problem with it is to find the appropriate
spatial smoothing degree to estimate the relative risks. In fact, other authors have noticed
its tendency to oversmooth the estimates in some cases [13|. The model we treat in this
paper allows for the multiple definition of a smoothing neighborhood. In our model, the A;
parameters control automatically this smoothing. The model can be specially useful in the
situation where the underlying risk is practically constant. However, our simulation study
shows that in many other spatial underlying structures our models were able to fit the data
better than current spatial alternative models. In particular, the three components model is
a very good option as it has a small number of parameters and it is able to estimate the true
relative risk much better than other models with almost the same number of parameters.

One important outcome of this paper is to provide an interpretation for the posterior
distributions involved in our model. We were able to show how the correlation between
neighbors depends on the vector of A; values and on the graph structure.

We view our model as an additional tool the statistician has available to made inference
about the relative risks of disease mapping problems. However, the model can also be applied
to other type of spatial data that requires the specification of neighborhood structures such

as space-time problem or spatial survival data analysis.



Chapter 2

Covariance decomposition in

multivariate spatial models

Abstract

In this paper, we deal with a Bayesian model for multivariate spatial data which
specifies the joint prior distribution for the graph-structured random effects through con-
ditional distributions. The conditional distributions are based on an intuitively sim-
ple spatial structure but they entail non-intuitive structures for the prior and posterior
marginal covariance matrix which are not amenable to closed-form solutions. We derive
explicit expressions in the form of a matrix series for the prior and posterior covariance
matrices of the underlying parameters. The terms in this infinite matrix sum are asso-
ciated with weighted paths in a three-dimensional graph connecting geographical areas
and variables. Our analytical expressions decompose the covariance into factors that de-
pend either on the spatial structure or the cross-variable partial correlations. We provide
intuitive interpretation for the components appearing in these analytical formulas. We
illustrate how this decomposition may be useful to understand the correlations between

spatial multivariate variables with an analysis based on Florida counties.

Keywords: Markov random field; Conditional autoregressive model; Bayesian hierarchi-

cal model; Lattice data; Conditional independence.

2.1 Introduction

The development of spatial statistical methods had great advances in the last two decades.
Major innovations were developed for disease rates mapping, geostatistics, and spatial point
process data [6, 23, 27]. The applications are as diverse as in epidemiologic, economic, de-
mographic and environmental problems [59, 48, 4, 21|. In this paper, the initial motivation
is this last type of application. The study of environmental problems requires the analysis of
spatial and temporal data in widely different geographical and temporal scales. Accordingly,
statisticians have developed several models allowing for complex structures that describe the

environmental phenomena.

23



2. COVARIANCE DECOMPOSITION IN MULTIVARIATE SPATIAL MODELS 24

The purely spatial methods for modeling a single response random variable with covariates
and spatial dependence have been intensively studied and many of its statistical problems
received good solutions. The model proposed by [11] is the main framework when one deals
with area (or lattice) data with spatial dependence. However, in many applications we have
multivariate responses in each area. An important case is the space-time situation, where
the multivariate response is a time series observed at each location. Some models have been
proposed to deal with these types of data, but we have not yet reached a satisfactory model
and hence there is not clearly dominating models. An excellent survey of the space-time
data analysis is the newly released book [23]. Researchers are actively searching for a model
capturing the diverse types of structure that may be present in multivariate and space-time
models and, at the same time, simple enough to be interpretable and computable.

[64] introduced a promising model for multivariate spatial response in lattice data. In a
follow-up paper, [65] adapted this proposal to analyze Regional Climate Model (RCM) data.
The RCM outputs maps of several variables associated with a set of geographical locations.
The aim of [65] is to develop a multivariate model for these multivariate RCM outputs that
takes into account the spatial dependence in the variables. They use a multivariate Markov
Gaussian Random Field (MMGRF) based on a graph whose neighborhood structure reflects
not only the geographical proximity, but also the crossed dependence between different vari-
ables. A previous attempt to use a MMGRF was presented by [56] but this earlier model
has several implementation difficulties except in rather simple cases. [65] introduced a new
way to model multivariate spatial data. The main idea of the authors is to represent the
multivariate lattice as if it was univariate, but with a more complex structure. The most
important implication is that the usual theory for univariate Markov random fields [63] can
be applied to their graph structure.

The model proposed by [64] and [65] is very general and an important alternative for
modeling multivariate data, including space-time data, especially considering the scarcity of
flexible models for these more complex situations. However, this model inherits most of the
difficulties associated with the Markov random field (MRF) models. They both define the
joint distribution through a set of conditionally specified distributions that depend heavily on
the neighborhood structure. As usual in graphical models, the neighborhood graph reflects the
conditional independence structure. It allows to reduce substantially the joint distribution
complexity by specifying the zeros of the precision matrix in a simple and intuitive way,
connected to the spatial dependence. However, the effect that the neighborhood structure
and other parameters have on the implied covariance structure is not well understood and
many puzzling results have been reported [73, 10, 6, 63, 3|.

The MMGRF has the same difficulty: although its partial correlation matrix is sparse and
simple, the correlation matrix is dense and it is not intuitive. Many times, the covariance
structure is more easily understood by the user and hence it is important to know what are
the implied consequences of assuming a certain precision matrix for the spatial multivariate
model. The intuitive gap between the simple precision structure and the induced covariance

matrix is larger when the MMGRYF is used as a model for richly structured unobserved random
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effects. Since this the main use for the MMGRF, the hiatus between the conditionally specified
distributions and the covariance structure becomes a severe problem for the practice of data
analysis.

Recently, there are at least two previous successful attempts to understand the induced
covariance matrix of conditionally specified models. [40] showed how to decompose the covari-
ance matrix associated with a graphical model, not necessarily with spatial content, in more
intuitive terms. Their approach is more difficult to apply to MMRGF seen as prior models
for random effects. In the purely spatial case, [3] showed that the covariance matrix of MRF
models is associated with connected paths between areas in the map. Their approach is more
amenable to the analysis of the joint posterior covariance and it is the one we follow in this
paper.

Our objective in this work is to study the covariance structure induced by multivariate
Markov Gaussian Random field models, focusing on the model proposed by [65]. We show
that the covariance between two random variables in the multivariate spatial field can be
decomposed in terms of the paths between variables in the three-dimensional multivariate
spatial neighborhood graph underlying the model. The decomposition is a weighted sum
of these paths and these weights are determined by the intervening variables in the three-
dimensional graph.

The manuscript is organized as follows. In Section 2.2, we present the model introduced
by [65] and introduce changes that are important to the correct interpretation of the general
multivariate spatial cases. In the next section, we derive explicit expressions for the prior
and posterior covariance structure when the MMGRF model is used as a prior distribution
for random effects. In section 2.6, we use the spatial structure of the counties in Florida to
illustrate how our decomposition can be useful for data analysis. In section 2.7, we present

the conclusions and the main considerations.

2.2 Model Definition

Denote the j-th variable measured at the ¢-th area by y;;, withi=1,...,n,and j =1,...,p.
The MMGF proposed by [65] is a Gaussian model for the np random variables Y;; collected

in a single vector as

Y = (Yi,....Y,)
= Vi, Y, Yar, oo Yap oo Yor, o Yoy (2.1)

Since Y has a multivariate normal distribution, it suffices to specify the first two multivariate
moments. Without loss of generality, the mean can be assumed equal to zero. Let 3 be the
np X np covariance matrix with elements 3;; 11 = Cov(Yjj, Yz). We will denote by Y _g the
vector with all random variables in Y except those in the index set S. The Markov Gaussian
Random fields are specified through the precision matrix Q = X!, which is typically sparse.

The reason for imposing a large number of zeros in this precision matrix is the property that
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Yij is conditionally independent of Yy, given all the other values in Y _(;; 4y if, and only if,
Qijr=0 [see 63, p. 21]. Indeed, from the elements of @, we can obtain the partial correlation
Corr(Yij, YialY _gijnty) = = Qujpi/ /Qij,ij Qut -

In the univariate case, every Markov random field has an associated graph that can be rep-
resented in the plane with each node standing for a random variable measured in a geographical
area. Typically, the nodes are placed in the geographical centroids of the corresponding areas.
There is an edge connecting two areas if, and only if, their partial correlation is non-null. In
the multivariate case, we can imagine a stack of maps, one for each variable. The combi-
nation of an area and a variable is called a site in this paper. In Figure 2.1 we represent a
spatial dataset with two variables measured in each area. This is represented by two regular
lattices, one for each variable. The sites can be seen as nodes of a three-dimensional graph.
As usual in Markov random fields, the partial correlation between y;; and yy; is represented
by the presence or absence of edges connecting these sites. That is, in the three-dimensional
graph, two sites are not connected by an edge if, and only if, they are independent of each
other conditioned on the values of the remaining sites. These edges identify the neighborhood
structure necessary to specify a MMGF.

[65] included three types of neighborhood between the sites, as illustrated in the Figure 2.1.
The first type, called within-variable neighborhood type, represents conditional dependence
between measurements of the same variable measured in two geographically close areas. In
principle, it is possible to allow within-variable neighborhoods to change between variables.
However, in practice, this is taken to be the same for all variables. The left hand side plot
shows the edges corresponding to this first neighborhood type. There are no edges connecting
sites of different variables (or maps) in this type of neighborhood. These edges will appear
in the next two neighborhood types. The second type, called within-location neighborhood
type, captures the conditional dependence between two distinct variables in the same area in
the map. The center graph illustrates this neighborhood type, with the i-th area in the two
different maps connected by an edge. We show also the edges of the first neighborhood type
with faint lines. Finally, the third type represents the conditional dependence between two
distinct variables in geographically close areas and it is called cross-variable neighborhood
type. The right hand side plot shows this third type of neighborhood between y;; in the j-th
variable map and its neighbors y; in the [-th variable map, with i # k.

The MMGF proposed by [65] specify the conditional expectation in the following way:

E(Yii[Y ij) = pij + Y bigig (Unj — i) + > bigia (yir — par) (2.2)
ki 1£j
+ > bigr (Y — ) -
kil

where b;j1; are parameters that will be specified latter. In this expression, each sum represents
one of the three types of dependence, in the same order in which we introduced them. For

the conditional variance, the authors simplify the model by assuming that it is constant in
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Figure 2.1: Examples of different types of neighborhoods using variables j and [ measured in a
spatial regular lattice. The left hand side frame shows a within-variable spatial neighborhood,
while the middle frame shows a within-location neighborhood. The right hand side frame
demonstrates the neighborhood associated with cross-variable connections.

the map of each variable, possibly changing only when we change variables:

Var(Yy[Y_ij) =717 . (2.3)

Additional restrictions must be imposed on the parameters b;j; and Tj2 to yield a sym-
metric, positive-definite covariance matrix for the joint distribution. [65] assume constraints
that make b;jz; independent of ¢ and k. With these restrictions, the conditional distribution
specification has some non-intuitive aspects. Firstly, it is not reasonable to assume that the
conditional variance is constant in each map. If one tries to predict y;; out of the remaining
values y_;; in the graph using the conditional mean (2.2), the prediction variance should
depend on the number of neighbors of a given area. The larger the number of neighbors of
a given area, the greater the information we have to carry out a prediction. Secondly, in a
non-regular grid, a weighted mean of neighboring values must depend on the specific area in
consideration. Hence, if we want the conditional expectation (2.2) to represent a weighted
mean of the neighboring deviates yi; — pu;, the coefficients b;;;; must depend on 4, which it is
not possible in the specification adopted by [65]. This implies that the conditional expectation
(2.2) is more like a sum over neighboring areas rather than some kind of weighted mean. To
see that this is not reasonable, consider a simple example. Take p; = 0 for all k,j, and
bijii = 1 if i and k are geographical neighbors, and equal to zero, otherwise. One area with
three other spatial neighboring areas with y values equal to 10 has its conditional expected
value equal to 30. If the area has only one neighbor with y value equal to 10, its conditional
expected value is equal to 10.

We believe that it is more appropriate to divide both, the conditional expectation and
the conditional variance, by the total number of neighboring sites. The case study considered
by [65] uses a regular lattice and hence this modification would be unnecessary. However,
irregular lattices are very common in applications and our modification is more appropriate
in these cases. Let d; be the number of within-variable spatial neighboring sites of the i-th

area in the j-th variable and let p be the number of variable. Then, we define the total number
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of neighboring sites of area i as equal to
di+(p—1)+di(p—1)=dip+p—1

which is simply the number of edges involving the ¢j site. In this way, the conditional expec-

tation becomes

1
E(Yi;[Y i) T | pas > i (ks — 1) + Y biga(yar — par)

dip+p— o oy
+ > bigra Yk — )
i,

In the usual case where b;;i; are binary, this conditional mean can be rewritten as

[4i diy—i + (p = 1)§—j + J-ijdi(p — 1)
dip+p—1 di+(p—1)+di(p—1)

E(Yi;[Y—ij) =

where §j_; is the mean of yy; — ug; for k varying among the d; within-variable spatial neighbors
of the i-th area. The value y_; is the mean of y; — u; for [ varying among the within-location
neighboring nodes ! of the j-th variable in area i. Finally, y_;; is the mean of y; — uy; for
the nodes kl that are cross-variable neighbors of node ij. The conditional mean of each site
is a convex linear combination of the means of their three types of neighboring sites.

In the same way, the conditional variance is defined as

72

Var(Yi;|Y—ij) = dp—i—ijp—l )

becoming inversely proportional to the number of neighboring sites.

2.3 Covariance matrix

Let 7 = (72,... ,Tg)t be a p-dimensional vector and diag(7) = T a diagonal matrix with the
elements of 7. Define also another diagonal matrix with the total number of neighbors of
each area, V = diag(v) where v is a vector with i-th element given by v; = d;p +p — 1. The

within-variable neighborhood matrix is defined by

where §;; = 1, if the areas ¢ and k are geographical neighbors, and §;z = 0, otherwise. We
also set 9;; = 0.

The partial correlation between the within locations random variables Y;; and Yj; is given
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by

biji(dip +p — 1) T ~ byam

it = Corr(Yig, YaY _iia1) = =
Pijil ( 1J zl| zy,zl) 7_]2 \/d@'p-l-p— 1\/dz'p+p— 1 T

To guarantee the symmetry of the precision matrix, [65] assume that this partial correlation
does not depend on the area ¢ and denote it simply by p;;i = pji. This simplification determine
the value of b;j;; as equal to pj;7; /7. This implies that b;j; does not involve the number of
neighboring sites and hence (2.2) can not be written as a weighted mean.

Let A be the p x p matrix given by
1o =y

—pp1 1

The matrix A is the same for all areas in the map and it is sometimes called the within-location
partial correlation matrix.

Another simplification assumed by [65], sufficient to guarantee the symmetry of the pre-
cision matrix Q, is to take b;ji; = ¢;7/7; for i # k and 0;, # 0. For d;, = 0, we set byjp; = 0.
Again, this implies that b;jz; does not depend on the neighboring areas 7 and k. Let the p x p

matrix containing these terms be defined as

Gp1 - Dpp

Our definition of B differs from [65] by a negative sign, because it simplifies the mathematical
expresssions in our paper. [64] and [65] allow ¢j; # ¢;; and, therefore, an asymmetric B.
However, these authors found posterior estimates for the matrix B in their applied examples
that are essentially symmetric. The right frame of Figure 4 in [65] and the bottom plot of
Figure 9 in [64] show kernel density estimates of the posterior marginals for ¢12 and ¢a1
with such a large overlap that justifies assuming that they are the same. This symmetric
restriction is also present in the models of [14], [42], [61], [18] and [31]. Therefore, from now

on, we assume that ¢;; = ¢y;.

2.3.1 Blocking by areas

In this section, the precision matrix is the same as that considered by [65]. Its dimension is

np X np and it can be represented by a n X n block matrix, each block being a p X p matrix.
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The block in position (i, k) refers to areas ¢ and k, where 1 < i,k < n and it is given by:

Ay(dip+p—1) —B12d12 - —B1,01n

—Ba1621 Ay(dop+p—1) ... —B2,02, .

| | . 1T
_Bnl(snl _Bn25n2 cee An(dnp + b= 1)

where

1 cee _bil’ip bilk;l T bilkp

We can write

_ bugg(diptp—1)  big
—
Tp Tp

= (dip+p—1) <T—1/2> A (T—l/Q)
where A was previously defined.
For the matrices B;;, we have that

T-'B,, = T /?2BT~1/2

Therefore, the precision matrix is symmetric and it can be written as
(d1p+p_ 1)T71/2AT71/2 _61HT71/2BT71/2
—8, T~ V/2BTT1/2 L. Sy, T V/2BT /2
(2.4)
_5n1T_1/2BTT_1/2 (dnp+p— 1)T—1/2AT_1/2

Due to the symmetry of B, we can write the precision matrix as

(dip+p—1A —5,,B
Q- (I@T*W) (I@T*l/z)
—61,B (dnp+p—1)A

= (I®T’1/2) {V@A—(S@B} (I®T’1/2>
= IeT ' (VeA)[I-(VeA) '(deB)] 1T 1/?).

Here we use some results from linear algebra [37, p. 45]. If P is a square matrix and all

elements of the power matrix P* tend to zero as k increases, then the inverse (I —P)~! exists
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and it is given by
I-P)'=1+P+P*+P3+. .. (2.5)

We will apply this matrix expansion to the matrix [I—(V ® A)~!(6 ® B)] ~'. For that, we

will verify the necessary conditions to have

lim (Ve A) '(6eB)) =0.

k—o0

Given that (A®B)(C®V) = AC®BVe (A®B)™! = A~' ® B7!, we can rewrite that

matrix as

(VoA (6eB) = (V'eA ) seB) = (Ve (A 'B)

0 s A-1B]"
dip+p—1

57L1 -1
dnp+p—1 AT'B 0

The term (V~18)* can be rewritten as

oy 5, [ _d o 1"
dy dy dip+p—1

(V71o)* =
dn, dn, dnp+p—1

The first matrix in the right hand side of this last expression is a Markov matrix and, as a
consequence, the elements of its k-th power will be between 0 and 1. When taking the k-th
power of the second matrix, it will remain a diagonal matrix with its diagonal elements raised
to the k-th power. However, since

d;

0< ————— < 1foralli
dip+p—1

then .
lim 7di =0
k—oo \d;p+p—1
This means that, if (A7'B)¥ is limited, then (V® A)~}(d ® B))k goes to zero and we

can use (2.5). Applying this result to the matrix [I—(V ® A)~1(6 ® B)] ! we can write it

in the following way:

I-(VeA) '6eB)] ' = i ol
k=0

where

C=(VoA) d2B) (2.6)
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Therefore, the covariance matrix is equal to

IeT/?] Y cF v A IeT?. (2.7)
k

The matrices multiplying . C* are diagonal matrices or involve only within-location
partial correlations. Therefore, the graph structure corresponding to the within-variable and
cross-variable neighborhood types is fully concentrated in the matrix -, C*, to be interpreted

in section 2.4.

2.3.2 Blocking by variables

Another way to think about this problem can be analised. We can consider the vector Y

ordered in a different way. Let
Y*=Yi,..., Y0, Yio, ..., Yoo, .. Yip, . Yy (2.8)

In this case, the precision matrix @ is a p X p block matrix, where each block has dimension
n x n. The block in position j, I (where 1 < j,1 < p) represents the association between
variables j and [ measured in any pair of neighboring areas. Interpreting the problem by this
point of view, we have another way to derive the precision matrix. The results are very similar
to those presented in the section 2.3.1, but there is an exchange between the matrices involved
in Kronecker product of equation (2.6). Here it tuns out to be C* = (A ® V)" }{(B ® §).

2.4 Interpreting the decomposition

In this section, we interpret the matrices
C=(VeoA)'(deB) C*=(AV) (B

involved in the covariance matrix (2.7) expressed as a power series as well as its equivalent
form in the case of variable blocking.

As we saw previously, these terms can be rewritten as
Ch= (V1o (ATB)F (¢ =(AT'B)F e (VTI9)F.

Therefore, the matrix expansion is the sum of Kronecker products. In this product, one
factor is associated solely with the geographical locations of the areas and it represents the
transition matrix of a random walk on the within-variable neighborhood graph. The other
factor involved in the product represents association between the p variables, irrespectively of
the spatial location. The interaction between the two types of dependence is induced by the

Kronecker product of the matrices. To better understand each one of these factors, we write
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the general form of the block matrix C*. The block associated with areas i and h is given by
[CMin = [(V716)* @ (A™'B)*n = [(V7'6)in(A7'B)" . (2.9)

We deal initially with the term [(V™8)*];; of the matrix

o b o 1"
dp dy dip+p—1

(V71o)k = . " : (2.10)
dn, dn dnp+p—1

Observe that the first matrix in the right hand side is a transition matrix of a random walk. As
observed by [3], the terms of the k-th power of this matrix can be seen as weighted sum of all
paths from area i to area h in k steps. The paths are those determined by the within-variable
neighborhood graph. Each path contributes with a positive term inversely proportional to
the product of the number of spatial neighbors of each area comprising the path. Multiplying
this matrix by the diagonal matrix in the right hand side of (2.10) simply multiplies each row
by a constant. This implies that the block of C* associated with areas ¢ and h is the product
of (A~'B)* by a number representing a weighted sum of all possible paths from i to h.

We turn now to the interpretation of the (A~'B)* terms of C* block associated with areas
i and h. Let Aj be the ii-th block of the precision matrix Q as expressed in (2.4):

1 —1/2 1 -1/2 —-1/2 -1/2
A= () A(oT) — ) A

ip+p—1 p+p—1

1 1/2 1 1/2
T I T ey
dip+p—1 dip+p—1

+ . . . . . . .
Note that T, is the p x p diagonal matrix with partial variances and given by

and therefore

Var(Yil |Y,i1) 1 7'12
(]
Var(Y;1|Y_ip) T2

We can also rewrite the matrix B by pivoting around area i as
_ (rH\2 gt (p+)1/2

where (Tj)l/ ? is defined as above and Bj is the 4, h-th block of the precision matrix Q in
(2.4) multiplied by d;p + p — 1. Note that B} is the zero matrix if 6;, = 0.

Therefore we see that

AT'B = (TH) VP@ah (1) V(T B (T
= () AN B (1)

1
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Figure 2.2: Dual graph of areas i and k (right). An example of a possible path between these
areas (left).

Raising this matrix to the square we get the following expression
1o\ 2 —1/2 _ 1/2
(A7'B)" = (T7) "2 (AH) B (1))

and in general
(A7'B)" = (1) (A BH (1))

Now let us look closely to the product ((A;")"!B;"). We have seen that A is the precision
matrix of the p x 1 vector Y, , and therefore (A;7)~! is a covariance matrix. [40] showed that
the terms j,[ of a graphical model covariance matrix can be written as weighted sums of all

possible paths between the variables j and [. Using this result, we can interpret the term

P
(AN 'Bf =) [(AaH)™'],, B, (2.11)
s=1

as a weighted sum of paths from variable j in area i to variable [ in the neighboring area h. In
order to facilitate the interpretation, we consider a kind of dual of the original neighborhood
graph, where each area has a graph associated with their variables, as illustrated in Figure
2.2 (left). This variable-graph is induced by the matrix A, with edges conecting variables if,
and only if, pj; # 0. Therefore, the edge structure of these variable-graphs is the same for all

areas in the map.

Consider the possible edges connecting the variable-graph of area ¢ to the nodes of the
variable-graph of area h. The random variables Y;; and Yj; are linked if, and only if,
Cor(Yis, YulY _gis,niy) # 0 or, equivalently, if, and only if, d;n¢s # 0. This is the same
as having [Bf]s # 0. Therefore, the term [(A;r)*l]js [Bﬂsl is the product of the weighted
sum of all paths from j to s in the variable-graph of area ¢ times a factor that is proportional
to ¢gd;n. This is the sum of all weigthed paths from Y;; to Y,;, where it is possible to change
areas only in the last step. Figure 2.2 (right) shows an example of a possible path.

In conclusion, the product [(A;")"1B;] represents the interaction between two variable
graphs of neighboring areas. If the areas are not neighbors, the entire matrix is null. When we
raise this product to the k-th power we are just counting more paths, but the interpretation

is the same.
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2.5 Posterior Covariance Matrix

[65] use their multivariate model as a prior distribution for random effects in a hierarchical
model to analyze RCM data assuming a normal distribution likelihood. The posterior co-
variance induced by this prior multivariate model is more relevant to the analyst than the
covariance prior distribution. Fortunately, we can obtain explicit forms for the posterior
covariance matrix in the normal distribution case, as we explain now. For the first hierar-
chical level, we will keep similar notation and assumptions as [65]. Let y; be independent
n-dimensional vectors representing a RCM outputs where j is the j-th variable, j =1,...,p,
with the following distribution
yj|aj,,3j,hj,aj2~ ~ N(X o + hj,O'JQ-I) .

In this model, X;ja; is a fixed effect associated with the j-th variable. The spatial effects
are included by means of the term h;. The set of hy, ..., h), follows the multivariate MMGF
spatial model defined in section 2.2.

Therefore, conditioned on the vectors h;, the joint distribution can be written as

Y1
Y2 ) 9
| ~ N (m+H,I®diag(o?))
Yp
where m = (Xjay,...,Xi1a,)!, H= (hy,...,h,)! and 02 = (o%,... ,012)).

We can write the posterior precision matrix equal to the sum of the likelihood and the

prior precision matrices. Following the same approach of [3], we have

I@diag ™ (02) + (1o T7?) [Ve A -s0B| (1o T7?)
- (I ® T—1/2) (I ® T1/2) (I® diag™(o'2)) (I ® T1/2> (1 ® T—1/2>
+(1eT ) [VeA-soB| (1aT?)
= (1o ) [(ToT?) (1o dag (%)) (To TV?)
YV®A - d® B (I@T*W) .
The matrix (I ® T1/2) (I ® diagfl(oj)) (I ® T1/2) is a diagonal matrix given by
(10 T2) (12 diag ™ (2)) (12 T'/?) =1 diag(o?)"

where (02)* = (1/(o%71),...,1/(02772)) -

Therefore, the posterior precision matrix becomes

(1o T712) 1o diag(e?)* + Vo A~ 6B (To T/2) |
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and the posterior covariance matrix turns out be

(I ® (Tl/Q)) [I ® diag(02)* + VR A — 6 ® B} B (I ® <T1/2)) .

Considering the middle matrix

1
T diag(0?)" + VoA -5 B

we have
1

- ~1
Iodiag(e®) +VeoA-62B| =[1-U'(@EeB)| U™

where U = I ® diag(o?)* + V ® A.
If the terms of the matrix (U™ (6 ® B))k tend to zero as k increases, we can use the

matrix expansion (2.5) obtaining:
-1
1-U'@eB)| =1+U'@E)eB+ (U GeB) +...

Take the p x p block at the position (i, h) associated with areas i and h of the np X np matrix
I-U"!(6®B)] ~'. This block is weighted sum of matrices associated with the paths from
i to h where the weighting factor comes from the matrices U™! and B. To better understand
this interpretation, consider the third term in the expansion when k = 2:

(UT'6@B) |l = > (diag(e®)" + (dip +p — 1)A) '8, B(diag(c?)"

=1

+(dip+p—1)A)"'6,,B

(diag(e®)" + (dip+p — 1)A)_1 B (Z 861, (diag(o?)”

=1

+(dp+p—1)A)"")B

The sum in the right hand side of the last equation yields a p X p matrix that considers all
the paths from 4 to h in two steps. Each of these paths receives a weight given by the p x p
matrix (diag(o?)* + (dip +p — 1)A)_1 associated with the number d; of spatial neighbors of
the intervening area [. To verify how this weight matrix changes as d; changes, we take the
derivative with respect to d;p + p — 1 considered as a continuous value. Since

op~t _p-19P

-1
or 8xP ’

we obtain B
0 [diag(0'2)* + (dip+p— 1)A] B
Idip+p—1)

— [diag(a®)* + (dip + p — 1)A] " A [diag(®)" + (dip +p— 1)A] .

Observe that the term (u,v) of this matrix is given by
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Z [— [diag(a?)* + (dip +p — 1)A] - A} [[diag(a2)* + (dip+p—1)A] _1}

us Sv

= =203 [diag(@?)" + (dp+p— DA, Avs |[ding(o®)* + (dp+p—1A] |

v

_ ([diag(a2)* +(dp+p— 1)A};1) A ([diag(az)* + (dip+p—1)A] ‘1)t

where [diag(o?)* 4 (d;p + p — 1)A]  denotes the u-th row of the matrix. As A is a principal
diagonal block of a definite positive matrix, it is itself a positive definite matrix. Therefore,

we know that

([diag(aZ)* + (dip+p— 1)A];1)t A ([diag(0'2)* + (dip+p— 1)A];1) >0

since [diag(o®)* + (dip + p — 1)A]; # 0. This implies that
0 [diag(0?)* + (dp +p — DA]

<0.
Adip+p—1)

For larger k, the formulas are longer and more complicated but they are analogous to k = 2.

In conclusion, the weighting matrix decreases as the number of neighbors dip + p — 1
increases or, equivalently, the number of within-variable neighbors d; increases. Therefore,
the weighted sum is such that paths going through more densely connected areas receive less
weight than paths going through more isolated areas. This also happens in the purely spatial

univariate case, as observed by [3].

2.6 An illustrative synthetic example

In this section, we provide an example to show how the decomposition we developed in this
paper can be useful in the practice of data analysis. As spatial setting, we took the Florida
map partitioned into n = 68 counties and §;;, = 1 if, and only if, areas ¢ and h share border

(see the map in Figure 2.3). We took p = 2 and we adopted

1 - 1 012
A= P2 _ :
—p 1 012 1
for the within-location partial correlation matrix, which is a matrix similar to that estimated
by [65] in their studies of the precipitation and temperature variables over the western United
States and part of western Canada. For B, we departed from the values estimated by [65].

Their parameters implied on marginal correlations Cor(Y;;, Y3;) between neighboring areas in

the same variable no larger than 0.08, a very low value. Hence, to make the example more
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B_ o1 Prz| _
P21 P22
Finally, we fixed 7 = 7o = 1. With these choices, we obtained Q and X.

Figure 2.3 show the marginal correlations Cor(Yj;, Y3;) among all pairs of random variables

interesting, we adopted

0.30 0.85

0.80 0.30]

at increasing spatial neighborhood order s. That is, s = 1 implies that the areas ¢ and h are
geographically adjacent, s = 2 means that there is one intervening area between i and h, etc.
The vertical axis are in the logarithmic scale. Clearly, the correlations decrease linearly (in
log-scale) with the spatial neighborhood order, although there is some variability depending
on the pair of areas considered. [3] showed how this variation can be understood in the purely

spatial case.
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Figure 2.3: Map of Florida counties with some areas identified. The other three plots show
the marginal correlations Cor(Yj;, Yx) (in log-scale) versus the spatial neighborhood order s.
In clockwise direction, they represent variables (j,1) equal to (1,1), (2,2), and (1,2).

The usefulness of our covariance decomposition can be appreciated in Figure 2.4. As we
saw, the covariance between Y;; and Y}, is determined by the infinite sum Zk[Ck]ih of the
i, h-th blocks of the 2 x 2 matrix C* given in (2.9). Each element in this block is the product
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of a factor representing the weighted sum of all k-steps paths from area ¢ to area h in the
purely geographical neighborhood graph times a factor representing the partial correlation

structure between variables without consideration to the spatial structure.

= ' L
(0]
c
o
2 i LI i
E i i O
O
g ‘
o]
: it (TR
T T T
land1 2and 2 1land?2
Spatial Component
. o © ) ~ )
@ 3 4 a3
S o 3 g 3 i
LEERF %z ]
%°,§ & ° | & S |
8 i i [ 8_—0 i i §—o ] i
© T T T T o T T T T o T T T T
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

Figure 2.4: Top: Rectangles showing the spatial and variable components of covariance be-
tween Y;; and Y}, for increasing neighborhood order k and for different pairs of areas. Bottom:
Spatial component as a function of k for all first, second, and third order spatial neighboring
areas.

In the top plot of Figure 2.4, we show graphically how these two factors interact to generate
the elements in [Ck]ih as k varies. Each row represents a pair of areas (i,h) and there are
three blocks of rectangles representing the possible pair (j,[) of variables. In each block, the
successive rectangles represent the increasing power k. Each rectangle has area equal to the
elements of [C¥];;, with the basis length representing [(V_lé)k} " which is a weighted sum
of all spatial paths from ¢ to h. We call this factor the spatial component of the covariance.
The rectangle’s height is the variable component and it is given by the (7, )-th element of the
matrix (A_lB)k.
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From top to bottom, the four rows of rectangles corresponds to the pair of areas (i, h)
equal to (44,28), (44,11), (28,42), and (28,54), respectively. These areas are highlighted
in the Florida counties’ map. The first and third pairs are composed by areas that are not
contiguous, being separated from each other by three and two intervening areas, respectively.
The second and fourth rows use neighboring areas, the former being located at the south
corner of the map, with few other neighbors, while the latter are located in the middle of
the map and hence possessing more neighbors. The first column of rectangles represent the
variables j = 1 and [ = 1, while the second and third columns are 2,2 and 1, 2, respectively.
Concerning the first two columns, for all pairs of areas, the rectangles shrink quickly to
zero showing visually that the convergence of the matrix series ), C* is rather quick. The
variable component is dominant in the rectangle areas and it decreases slowly as k increases.
The shrinking towards a null area rectangle is mainly due to the spatial component, which
decreases quickly to zero in rows two and four, the adjacent pairs of areas. In the case of
non-neighboring areas (rows one and three), this decrease is even faster. Indeed, the first
rectangles’ areas are zero as one is not able to reach area h from area ¢ in less than £ = 3
and k = 2 steps, respectively. For larger k, the rectangles areas are not exactly equal to zero
but they are essentially zero as the spatial component is very small. The third column of
rectangles show the cross-variable correlation with j = 1 and [ = 2. As in the within-variable
case, the rectangles shrink quickly to zero with k, showing that the first terms in the infinite
sum Zk[Ck]ih are responsible for the bulk of the values. However, in this case, a different
behavior is observed for the variable component as k increases. Although the rectangles areas
decrease towards zero, their heights increases as k varies. We conjecture that this behavior
could be due to the larger number of possible jumps between the variables 1 and 2 maps as k
increases. This allows for more interaction between the variables and hence a larger relative
weight for the variable component.

To show that these conclusions are not specific for the pair of areas considered in this first
plot, we produced the bottom row of plots. As the variable component is the same for all
pair of areas and it has been already shown as the rectangle’s heights in the previous plot,
we considered only the spatial component in this second row of plots. They show the spatial
component {(V‘15) k} . in the vertical axis versus the number of steps k in the horizontal
axis. From left to right, the plots show respectively all pairs of geographically neighboring
areas (s = 1), pairs of areas with s = 2, and s = 3. Indeed, the decrease to zero is fast with

the first terms largely accounting for the final value.

2.7 Concluding remarks

In this paper, we provided a close look at the induced covariance structure of a flexible
spatial model for multivariate lattice data recently introduced in the literature. The model is
conditionally specified and it implies on a covariance structure that is not intuitively derived
from this model specification. We have been able to find explicit formulas for this covariance

structure and to interpret its components. Hence, our work provides a deeper understanding
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of the promising [65] model. Given the increasing importance of the multivariate spatial
data analysis, including spatial-temporal data, and given the scarcity of flexible models in
the literature, this model is likely to reach great popularity in the next few years and a clear
interpretation of their structure will be crucial in this eventual success. In fact, if there is any
chance that this multivariate model provide a good fit for complex data, it seems prudent
to first understand it deeper. It is essential to have a clear idea of which type of correlation
structure is implied by the definitions, otherwise we can be simply fitting a model to the data

set that does not have any meaningful interpretation.



Chapter 3

Analisando o modelo espacial de

decaimento exponencial

Abstract

Neste trabalho a analisamos as estruturas de covariancias parcial e marginal presentes
no modelo proposto por [49]. Mostramos que esse modelo apresenta comportamentos nao
intuitivos para diversos tipos de grafos de vizinhanca, desde os mais simples até os mais
complexos. Em especial, mostramos que para esse modelo podemos ter situacoes em que a
correlagoes marginal e condicional entre duas éreas podem ter sinais opostos. Mostramos

esses resultados através de exemplos experimentais e demonstragoes analiticas.

3.1 Introducao

Em estudos de epidemiologia, um dos principais interesses dos pesquisadores é investigar
como a incidéncia de uma doenca varia geograficamente. Ao analisarmos esse padrao, torna-
se possivel identificar regioes que apresentam um nimero de casos acima do esperado e que
devem sofrer intervencoes por agentes de saide. A modelagem desse tipo de padrao deve levar
em conta a dependéncia espacial entre as areas, a fim de reduzir o efeito de ruidos presentes
em contagens feitas em pequenas areas [53]. Os dados coletados podem estar tanto na forma
de coordendas geogréficas, que indicam a posicao exata do caso da doenca, ou agregados por
unidades tais como condados, municipios e setores censitarios. Neste trabalho trataremos com
dados coletados da segunda maneira, que sao denominados dados de area.

Quando estamos lidando com esse tipo de dado, temos uma regiao R particionada em n
areas disjuntas A1, Ag,..., A,. Tais que U} ;4; = R. Os dados observados em cada uma
dessas areas sao, tipicamente, somas ou médias de variaveis observadas sobre cada uma dessas
unidades. A fim de introduzir a dependéncia espacial entre elas, precisamos definir uma estru-
tura de vizinhanga de acordo com a forma como essas areas estao dispostas em toda a regiao.
Uma vez definida a estrutura de vizinhanca, podemos utiliza-la para definirmos modelos que
reflitam a dependéncia espacial dos dados. Uma abordagem muito recorrente se baseia nas

idéias dos modelos autoregressivos de séries temporais. Dois modelos muito populares, que

42
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incluem esse tipo de estrutura, sdo os modelos CAR (conditional autoregressive) e SAR (si-
multaneous autoregressive), que foram propostos originalmente por 9] e [75], respectivamente.
Vejamos agora com mais detalhes como o modelo SAR ¢ definido, pois serd com base na ideia
central desse modelo que o trabalho sera desenvolvido.

O modelo SAR é especificado por meio de um conjunto de equagoes de regressao nas quais
a variavel resposta é a observagao em uma determinada &rea e as varidveis explicativas sao as
observagoes em suas vizinhas. Esse sistema de equacoes é resolvido de uma forma simultanea
e dai surge o nome do modelo. Vejamos sua defini¢ao formal.

Seja y; o valor da varidvel Y; observado na area A;. O modelo SAR é determinado pela

solucao simultanea do conjunto de equagdes dado por:

n
Yi:,ui—FZsij(Yj—uj)—i—q para 1=1,...,n (3.1)
j=1

onde os ¢; sao normais i.i.d. com varidncia 02, wi = E(Y;), sij sao constantes, geralmente
conhecidas, e s; = 0.
Vamos definir Y como vetor de dimensao n, Y = (Y1, Ys,...,Y,). O conjunto de equagdes

apresentado anteriormente leva a uma distribuicao normal multivariada para Y:

Y ~ N, (p,0*(1, —S)" (1, - 9))

onde p = (u1, 2, .. ., n) € o vetor de médias, I,, é a matriz identidade de ordem n e S é uma
matriz n x n formada pelas constantes s;;.

Devido ao formato de sua distribuicdo conjunta, a forma mais adequada de se estimar o
modelo SAR é usando méaxima verossimilhanga. Porém, mesmo usando essa abordagem, o
processo de estimagao ainda nao é simples, apesar da estrutura de covaridncia nao apresentar
grandes complexidades. Diante desse problema, [49] apresentam um modelo com objetivo de
resolver problemas numeéricos e tornar o processo de estimacgao mais eficiente. Eles definem
a matriz de covaridncia de uma forma um pouco diferente. Essa nova matriz de covariancia
apresenta certas propriedades que simplificam bastante o processo de maximizagao. Apesar de
resolver esse problema, o modelo proposto apresenta alguns aspectos nao intuitivos. O ponto
principal é que utilizando-se essa abordagem podemos ter correlagoes marginais e parciais
entre pares de areas que possuem sinais opostos.

O nosso objetivo entao é entender melhor o modelo e apontar alguns de seus aspectos nao
intuitivos, tentando sempre explicitar qual o motivo do comportamento observado. O artigo
esté organizado da seguinte maneira. Na Segao 3.2 apresentamos o modelo proposto por [49].
Nas Secgoes 3.3, 3.4 e 3.5 apontamos aspectos nao intuitivos do modelo, primeiro para o caso
do lattice regular, em seguida para uma série temporal e finalmente para mapas reais com
estrutura de vizinhanga espacial. Na Se¢ao 4.5 apresentamos as conclusoes e discussoes sobre
o trabalho.
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3.2 Definicao do Modelo

Para que a distribui¢do normal induzida pelo conjunto de equagdes simultaneas (3.1) seja
propria, a matriz (I—S) deve ser de posto completo. Uma das possibilidades para se garantir
essa propriedade é definir S = pD e colocar restrigoes no intervalo onde o parametro p é
definido. A matriz D pode ser especificada de varias maneiras. As duas abordagens mais
comuns sao as seguintes. A primeira delas, vamos denota-la por W, é definir a matriz como
uma matriz binaria, ou seja, W;; recebe valor 1 se as 4reas i e j forem vizinhas e zero, caso
contrario, sendo que Wy = 0. Uma outra alternativa comumente utilizada é definir a matriz
D como uma versao padronizada por linhas da matriz W. Ou seja, D;; = W;;/ Wi+, onde
Wi+ =>" j W;;. O parametro p ¢ um parametro que mede associacao espacial entre as areas.

Pode-se mostrar que (I — pD) sera nao singular se

S(Ll L
P N,

onde \; < 0 < A\, sdo, respectivamente, o menor e maior autovalores da matriz D.
Considerando-se a matriz D padronizada por linhas, temos que A, = 1 e, nesse caso, o
intervalo em que p esta definido fica na forma p € (1/A1,1). Sob essas condigoes, é possivel

mostrar que a matriz (I — pD)~! pode ser expressa como

(I—-pD) ' =1+ pD + p’D? + p°D?. .. (3.2)

onde a matriz DF representa as vizinhancas de ordem k. Por vizinhanca de segunda ordem
entre as areas i e j entendemos que precisamos percorrer no minimo duas arestas do grafo
de vizinhanga para sairmos da area i e chegar em j. Vizinhanca de terceira ordem significa
que precisamos de passar por no minimos trés arestas. O mesmo é valido para matriz DF
em geral, que irad representar vizinhangas de k-ésima ordem, ou seja, pares de areas para os
quais precisamos de passar por no minimo k arestas para sair de uma e chega até outra.
Notamos, portanto, a partir da equagao (3.2), que a influéncia de vizinhangas mais longin-
guas cai geometricamente nesse modelo. [3] analisaram como esse decaimento influencia no
comportamento das correlagoes marginais induzidas pelo modelo CAR.

A ideia de [49] é propor um modelo no qual essa influéncia de vizinhangas mais distantes
cai de maneira mais radpida. Uma possibilidade seria substituir, na versao original do modelo,

a matriz (I — pD)~! pela matriz

2 3
(o T S
I+aD+f2!D +—3!D

Essa série ¢ denominada matriz exponencial e é denotada por e®P. Ela tem propriedades
interessantes que serao listadas a seguir. Considere X e Y duas matrizes de dimensao n x n

e sejam a e b dois escalares, entao
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eozI;

XX _ (e th)X,

se XY =YX entdo e¥eX = eXe¥ = XY,
. . - -1 _
se Y é inversivel entao e Y XY  =YeXY L.

No modelo proposto por [49], a matriz de covariancias é definida como
Y g2 (e—aD’e—aD>
o =

onde D é uma matriz de pesos espaciais nao-negativa n x n. Como ja mencionado anterior-
mente, tipicamente, define-se D;; > 0 se i e j sao vizinhas e D;; = 0 caso contréario.

Uma abordagem semelhante a essa foi proposta por [20] para modelar matrizes de covar-
iancia em geral. Os autores definem essa matriz com uma funcao da matriz de delineamento.
Uma grande vantagem dessa definicdo é que ela garante que a matriz de covaridncias sera
sempre positiva definida. Dessa maneira, torna-se dispenséavel colocar restri¢oes nos paramet-
ros durante o processo de estimacao para garantir que tal propriedade seja satisfeita. Uma
outra vantagem ¢ a facilidade de se obter a inversa da matriz exponencial.

O modelo proposto por [20] é mais genérico e pode ser usado em diversas situagoes. Porém,
em muitas delas, os aspectos nao intuitivos identificados para o modelo proposto por [49] tam-
bém estarao presentes. Uma de suas principais aplicagoes sao para dados longitudinais. Nesse
caso também nao é razoavel que as correlagoes parciais e marginais tenham sinais opostos.
Isso significaria, por exemplo, que se a medida do tempo ¢ de um individuo tende a estar
acima (abaixo) da média, a medida do tempo t 4+ 1 também tenderia a ficar acima (abaixo)
da média. Porém, condicionando-se na informagao obtida em todos os outros instantes de
tempo, essa relacdo assume uma direcdo oposta. E possivel verificar que para determinadas
matrizes de delineamento, isso de fato ocorre. Observe porém que esse tipo de comporta-
mento pouco intuitivo nao é observado para modelos classicos de séries temporais, como os
modelos autoregressivos, por exemplo. Se seus pardmetros sao todos positivos, a fungao de
autocorrelacao e a fungdo de autocorrelagdo parcial terdo ambas sinal positivo para qualquer
ordem de vizinhanca considerada.

Veremos agora varios exemplos que mostram que essa definigdo proposta por [49] pode
induzir correlagoes marginais e condicionais com sinais opostos. Em outras palavras, podemos
ter um par de areas ¢ e j cuja correlacao marginal é positiva, porém quando condicionamos nas
demais areas do mapa, a correlagdo condicional passa a ser negativa. Esse tipo de problema
ja fol amplamente estudado quando estamos lidando com estrutura de dependéncia entre
variaveis e é conhecido como “Paradoxo de Simpson” ([15]). Esse paradoxo diz que o sinal da
correlag@o entre duas variaveis pode se modificar de acordo com os grupos que consideramos
dentro da populagao. Ou seja, a correlagdo marginal, sem considerar o fator grupo, tem

um sinal diferente da correlagdao obtida quando se condiciona no grupo ao qual o individuo
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pertence.

Esse tipo de comportamento nao intuitivo para modelos espaciais foi apontado por [6]
(veja pagina 169) que falam que para os modelos SAR e CAR the transformation to (the co-
variance matriz) Xy is very complicated and very non-linear. Positive conditional association
can become negative unconditional association. Ocorre porém, que para os modelos SAR e
CAR esse tipo de comportamento é observado apenas em situagoes de pouco interesse pratico,
que sao aquelas em que existe uma associagao espacial negativa, ou seja, uma repulsao entre
as areas. Uma explicagdo bem simples para esse fato pode ser obtida a partir de um resultado
mostrado por [41]. Tal resultado garante que se todas as correlagoes parciais tém sinal posi-
tivo, ent@o a correlagdo marginal também seréd positiva. Na especificagdo dos modelo SAR e
CAR, para valores positivos do parametro de associac¢ao espacial, as correlagbes parcial entre
quaisquer pares de areas sao sempre positivas. Dessa maneira, a correlacao marginal também
tera sinal positivo. Ja para o modelo de [49], como veremos ao longo deste trabalho, essa

troca de sinais ocorre mesmo quando existe uma associagao positiva entre as areas.

3.3 Lattice Regular

O primeiro caso a ser analisado é uma situacgao simples, em que estamos em um lattice regular.
Isso significa que o nimero de vizinhos (n;) de cada area é fixo e igual a 4. Vamos assumir
que a matrix D é uma matriz padronizada, ou seja, [D];; = 1/n; se as areas i e j sao vizinhas
e 0 caso contrario. Vamos considerar ainda que 0> = 1. Dessa forma, a matriz de covariancia

do modelo se reduz a
No— efaD’efaD
o= .
Como D' =D e D'D = DD’ temos que

— /_ —
e aD O‘D:e 2aD‘

no— e—aD/e—aD o
o=

Sabemos que, pela definigdo da matriz exponencial

o) (20 Ls (o), (20)°

5
51 31 Al 5 Dt

e 2D — 1 (2a)D +

O termo ij da matriz D¥ nos fornece a probabilidade de um passeio aleatério que percorre

o grafo de vizinhanca sair da area ¢ em chegar em j em k passos. Sabemos que para um lattice
regular s6 é possivel ir para um vizinho de ordem impar (de primeira, terceira, quinta, etc)
em um numero impar de passos. E para um vizinho de ordem par (segunda, quarta, sexta,

etc) em um niumero par de passos. Isso significa que se k é impar

x ] >0 seiejsao vizinhos de ordem impar

ij .
=0 caso contrario
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se k é par
x ] >0 seiejsao vizinhos de ordem par
D »
=0 caso contrario .
Portanto se ¢ e j sdo vizinhos de primeira ordem, por exemplo, o termo ¢j da matriz de
covaridncia fica na forma

a)? a)®
[e7**P]ij = —(2)[D]yj — (23!) [D?];; — (25!) D5 + ... (3.3)

ou seja, a correlacao entre as areas ¢ e j tera o sinal oposto ao sinal do parametro a.
Sabemos ainda que a matriz de precisao (inverso da matriz de covariancia) nesse caso sera

dada por

D®+ ...

2 3 4 5
—aD\~1 _ oD _ (20)° o | (20)° 3 (20)" 4 (20)
(e7*P) =€ =1+ (20)D + 5y D+ DY D
Como o sinal da correlagdo condicional é dado pelo oposto do sinal do termo da matriz de
precisao, veremos que, para o lattice regular, todas as correlagoes condicionais entre quaisquer
pares de sitios terao sinal oposto ao sinal de a.

Por exemplo, se i e j sdo vizinhos de primeira ordem o termo ij dessa matriz fica

. 20/)3 2a))°
[e>*P];; = (20)[D]y; + ( 3!) [Dij + ( 5!)

Comparando essa expressao com aquela apresentada em (3.3) percebemos que as corre-

D) + ...

lagbes parciais e marginais entre ¢ e j apresentam o mesmo sinal.
Vamos olhar agora para um par de vizinhos de segunda ordem, ¢ e j. Nesse caso temos

que a o termo ¢j da matriz de covariancia sera dado por

2 (2)° (20)* (20)°
[e™*PLij = - [D%; + -~ [D%;; + o D%+ (3.4)
J& o termo ¢j da matriz de precisao fica
o (20)? (20)* (22)°
[e**P)ij = 5 [D%);; + =D + o D+

comparando essa expressao com (3.4) percebemos que a correlagdo marginal entre ¢ e j sera
sempre positiva, porém a correlacao parcial sera sempre negativa. Esse mesmo comportamento
pode ser observado para todos vizinhos de ordem par. Ou seja, para quaisquer pares de
vizinhos de ordem par, a correlagdo marginal entre eles serd sempre positiva, porém quando
condicionamos nas demais areas do mapa essa correlagao passa a ter valor negativo. Esse nao
é um resultado razoével para um modelo de dependéncia espacial, visto que uma correlagao
marginal positiva significa que se a area i apresenta um valor acima da média, a area j tenderé
também a apresentar um valor acima do esperado. Porém, se consideramos conhecidos os

valores de todas as areas do mapa, o fato da area i ter um valor acima da média, induz a area
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7 a ter um valor abaixo da média.

Para os vizinhos de ordem par observamos ainda outra restricao forte do modelo. Ele
s6 permite que existam correlagdes marginais positivas entre vizinhos desse tipo. Ou seja,
vizinhos de segunda, quarta, sexta ordem s6 poderao estar positivamente correlacionados
quando utilizamos esse modelo, independentemente do valor de «.

Vejamos agora quais sao as consequéncias desses resultados para as esperancas condi-
cionais, visto que a esperanca condicional tem uma interpretacdo um pouco mais direta do
que a correlacdo condicional. Considere Campo Gaussiano Markoviano cuja matriz de pre-
cisao ¢ denotada por Q com entradas ();; e cujo vetor de médias p ¢ igual a zero. Sabe-se
que a esperanca condicional da variavel aleatoria em um sitio i, dado o resto do mapa (Y_;),

pode ser obtida a partir da seguinte expressao

B(¥ily ) = 5= 3 Quy, (3.5)

onde ¢ ~ j significa ¢ vizinho de j. Vimos que para o caso do lattice regular se i e j sdo
vizinhos de ordem fmpar, Q;; < 0 e se i e j sao vizinhos de ordem par, (;; > 0. Notamos
entdo, a partir da equagao (3.5), que se quisermos prever o valor da variavel Y usando valores
observados de seus vizinhos, os valores observados para os vizinhos de ordem impar darao
uma contribuicao positiva, ja os valores observados para os vizinhos de ordem par entrarao
um peso negativo para esperanca. Isso nao parece razoavel, visto que a correlacdo marginal
da &area ¢ com todos os seus vizinhos tem sinal positivo, de maneira que todos eles deveriam
entrar com peso positivo na média condicional.

Observe que, apesar do caso do lattice regular ser um caso muito especifico de estrutura
de vizinhanca, ele esta presente em muita situagoes praticas, como, por exemplo, no proces-
samento de imagens. Veremos mais a frente que esse tipo de comportamento se repete mesmo
para casos em que nao consideramos um lattice regular.

A fim de entendermos melhor qual o significado desta troca de sinal entre as as correlagoes
marginais e condicionais, apresentaremos na secao a seguir um breve estudo de simulagao para

o caso unidimensional, ou seja, quando os dados sao observados ao longo do tempo.

3.4 Lattice unidimensional

O objetivo dessa segdo é mostrar visualmente os tipos de dados que sao gerados quando
se considera a estrutura de covariancia proposta por [49]. Para facilitar o entendimento e
a apresentacao grafica vamos considerar o caso em que os dados sao observados ao longo
do tempo. Fixamos os parametros 0> = 1 e @ = —1 e geramos séries temporais com 51
observagoes. A estrutura de vizinhanga é uma Cadeia de Markov de ordem um. A série
gerada é apresentada na Figura 3.1 a esquerda. Duas das observagoes foram apagadas e seus
valores foram gerados novamente a partir das distribuicoes condicionais da variavel nesses dois

pontos no tempo, dado todo o resto da série. O gréfico a direita da Figura 3.1 mostra a série
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com as duas observagoes faltantes. Em outra palavras, temos um conjunto de observagoes

T1,X2y-.-,T51 -
~ ~
X o 4 X o ’

-2
|

Figure 3.1: Série temporal com 51 observagoes simuladas (esquerda) e série simulada
retirando-se as observagoes de ordem 25 e 27 (direita).

Descartamos os valores za5 e x97 € consideramos essas posi¢oes como se fossem observagoes
perdidas do nosso banco de dados. Sabemos que a distribui¢ao condicional do vetor (Xa5, Xo7),
dado todo o resto da série, é uma normal bivariada. Geramos entao varios pares de observagoes
com tal distribuicao a fim de verificar o tipo de relagao que aparece entre as duas observacgoes.
Na Figura 3.2, o grafico da esquerda mostra em linha cheia as observagoes da série original e
a linha tracejada mostram os valores gerados a partir da distribui¢ao condicional. Os ponto
marcados em preto representam os valores das esperancas condicionais. Observa-se que, como
j& era esperado, se os valores de um dos dois pontos selecionados esté abaixo da esperanca
condicional, o outro tende a estar acima de sua esperanga condicional e vice versa. A Figura
3.2 apresenta ainda o grafico de dispersao entre varias observagoes geradas para essas duas
varidveis. Notamos claramente que existe uma correlacao negativa entre as duas variaveis, o
que ja era de se esperar visto que os dois sitios considerados sao vizinhos de segunda ordem.
Além disso, para quatro dentre os cinco pontos gerados, se a observagao para um sitio esta
abaixo (acima) de sua média condicional, a observagao do outro estara acima (abaixo).

A tendéncia geral desse tipo de comportamento pode ser observada gerando-se mais ob-
servagoes da distribui¢ao condicional de (Xs5, X27) dado o resto da série. Os mesmos graficos
apresentados na Figura 3.2 sao mostrados na Figura 3.3, mas agora com 20 pares observagoes
gerados no primeiro grafico e 200 gerados no segundo. Nota-se que existe claramente uma
correlacao negativa entre as observagoes nos dois pontos que estao sendo analisados.

A fim de compararmos o comportamento da série gerada a partir do modelo analisado com
o comportamento de um modelo ARIMA cléssico, geramos 51 observagbes de um processo
autoregressivo de ordem 2. Os parametros do modelo foram fixados em 0,3 e 0,4 e a variancia

foi fixada em o2 = 1. Os dados foram gerados da mesma forma como feito no caso anterior.
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Figure 3.2: Série temporal gerada, linhas tracejadas representam as cinco observagoes ger-
adas a partir das distribui¢coes condicionais e os pontos marcam as esperancgas condicionais
(esquerda). Grafico de dispers@o das cinco observagoes geradas a partir da distribui¢ao condi-
cional (direita).
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Figure 3.3: Série temporal gerada, linhas tracejadas representam as 20 observacoes geradas
a partir das distribuigdes condicionais e os pontos marcam as esperancas condicionais (es-
querda). Gréfico de dispersao das 200 observagoes geradas a partir da distribui¢ao condicional
(direita).

Os gréficos da Figura 3.4 mostram, & esquerda, a série original em linha cheia e as observagoes
geradas através das distribui¢oes condicionais em linha tracejada. Os pontos em preto marcam
as esperancas condicionais. A direita da Figura 3.4 é apresentado o grafico de dispersao das
observagoes geradas a partir da distribuigdo condicional. Observa-se que, ao contrario do que
ocorre no caso anterior, existe claramente uma associagao positiva entre as observagoes nos

dois pontos.
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Figure 3.4: Série temporal gerada de um processo autoregressivo de ordem 2. Linhas trace-
jadas representam as 20 observagoes geradas a partir das distribui¢des condicionais e os pontos
marcam as esperangas condicionais (esquerda). Grafico de dispersao das 200 observagoes ger-
adas a partir da distribui¢do condicional (direita).

3.5 Lattice irregular espacial

No caso de mapas reais, o lattice serd tipicamente irregular. Os fendémenos apontados an-
teriormente ainda se repetem nessa situacdo. Consideraremos primeiramente um caso bem
proximo do lattice regular, que apresenta resultados contraintuitivos adicionais. Observa-se
que a troca de sinal ocorre até mesmo entre vizinhos de primeira ordem. Essa situagao sera
ilustrada com o mapa de Iowa.

O mapa analisado é apresentado na Figura 3.5. O critério de vizinhanga utilizado foi o de
adjacéncia, ou seja, duas areas sao consideradas vizinhas se, e somente se, dividem fronteira
e a matriz de vizinhanca é especificada como uma matriz binéria, que assume apenas valores

zero e um. Fixamos o = —1 e ¢ = 1. De maneira que a matriz de covariancia fica na forma

!
Yo = eWeW

onde W é uma matriz binaria tal que [W];; = 1, se i e j s@o vizinhas, e zero, caso contrario.

Iremos verificar agora para quais pares de vizinhos as correlagoes marginais e condicionais
possuem sinais opostos. O primeiro mapa da Figura 3.5 mostra as ligagoes entre vizinhos
de primeira ordem. O segundo mapa dessa mesma figura apresenta as ligagbes entre areas
vizinhas que possuem correlacado marginal positiva. Nota-se que todos os pares destacados
no mapa anterior satisfazem essa condigao. O mapa logo abaixo a esquerda mostra ligacoes
entre areas vizinhas que possuem correlacoes condicionais positivas. Portanto, para todas as
ligagOes apresentadas nessa figura nao hé troca de sinais. J4 o mapa a direita mostra ligagoes
entre areas vizinhas que possuem correlagao condicional negativa. Isso significa que para tais

ligagoes ocorre a troca de sinal. Notamos, entao, que para esse exemplo mesmo vizinhos de



3. ANALISANDO O MODELO ESPACIAL DE DECAIMENTO EXPONENCIAL 52

primeira ordem possuem correlacoes marginais e condicionais com sinais opostos. Apesar da
disposicao das areas no mapa se parecer muito com um lattice regular, para esse caso temos

um comportamento ainda menos intuitivo.
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Figure 3.5: Mapa lowa representando correlacoes marginais e condicionais entre pares de areas
vizinhas. A primeira figura mostra o mapa de Ilowa com as ligagoes representando vizinhos de
primeira ordem. A segunda mostra ligagoes entre vizinhos de primeira ordem que possuem
correlagdo marginal positiva. A terceira figura mostra ligagoes entre pares de areas vizinhas
que possuem correlacdo condicional positiva. A quarta figura mostra ligacoes entre pares de
areas que possuem correlagoes condicionais negativas.

Mapas reais costumam apresentar areas de dimensoes muito diferentes, induzindo grafos
de vizinhancgas muito irregulares. Essa situagao é mais dificil de ser analisada pois a topologia
do grafo torna-se mais complexa.

Para ilustrar esse tipo de situacdo, vamos considerar o mapa utilizado na aplicacao apre-
sentada por [49]. Os autores analisam a participagao dos americanos nas elei¢oes presidenciais
no ano de 2000. Os dados sdo agregados em nivel de condados e todo o estado do Texas é
excluido da analisde devido a problemas de irregularidades nas elei¢coes. O mapa utilizado
é apresentado na Figura 3.6. Os autores consideram dois tipos de vizinhanga: adjacéncia
e k vizinhos mais préoximos. Por motivos de simplificagao, consideraremos aqui apenas o
critério de adjacéncia. As ligacGes entre algumas areas vizinhas de acordo com esse critério
sdo mostradas no primeiro grafico da Figura 3.6. Observe que estamos ampliando apenas
uma regiao dos Estados Unidos a fim de facilitar a visualizagao. O valor estimado para « na
aplicacao foi de -0.74 e esse sera o valor utilizado aqui.

O segundo grafico da Figura 3.6 alguns dos pares de vizinhos que possuem correlagao
marginal positiva. Todos vizinhos de primeira ordem apresentam essa propriedade. Isso ja
era esperado pois para a < 0 todos os termos da matriz de covaridncia sao positivos. O
primeiro grafico da segunda linha nessa mesma figura mostra as ligagoes entre vizinhos de
primeira ordem que possuem correlagao parcial positiva. Observe que sao todos vizinhos de

primeira ordem, ou seja, nesse caso nao existe troca de sinal. O ultimo grafico dessa figura



3. ANALISANDO O MODELO ESPACIAL DE DECAIMENTO EXPONENCIAL 53

apresenta ligacoes entre vizinhos de primeira ordem que possuem correlacao parcial negativa,

ou seja, nenhum par de vizinhos, o que confirma a observagao feita anteriormente.

Figure 3.6: Vizinhos de primeira ordem, vizinhos de primeia ordem com correlagao marginal
positiva, vizinhos de primeira ordem com correlagao parcial positiva e vizinhos de primeira
ordem com correlagao parcial negativa.

O primeiro grafico da Figura 3.7 mostra as ligagoes entre vizinhos de segunda ordem.
O segundo grafico dessa figura mostra os pares de vizinhos de segunda ordem que possuem
correlacdo marginal positva. Assim como ocorre para vizinhanca de primeira ordem, nesse
caso também a correlagdo entre quaisquer pares de areas é positiva. O primeiro grafico da
segunda linha da Figura 3.7 mostra as ligacoes entre pares de vizinhos de segunda ordem que
possuem correlagao parcial positiva, ou seja, nenhum par de vizinhos. Ja o gréfico seguinte
mostra as ligagoes entre vizinhos de segunda ordem que possuem correlagao parcial negativa.
Observamos entao que ao considerarmos vizinhos de segunda ordem, observamos troca de
sinal para todos os pares. Esse comportamento se repete em geral para vizinhos de ordem
par.

Notamos entao que as correlagoes para esse mapa se comportam da mesma maneira que o
grafico regular. Analisando-se outros mapas, com configuragoes completamente distintas, para
esse valor de «, 0 mesmo comportamento foi observado. Veremos que isso ocorre pois, como
o valor de a é pequeno, as primeiras ordens de vizinhanca dominam a matriz de covariancia
e de precisao.

Vamos mostrar agora porque esse comportamento ocorrerd para qualquer tipo de mapa.

Vimos que a matriz de covariancias do modelo proposto é dada por

J— ,_
026 aDe aD_
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Figure 3.7: Vizinhos de segunda ordem, vizinhos de segunda ordem com correlagao marginal
positiva, vizinhos de segunda ordem com correlacao parcial positiva e vizinhos de segunda
ordem com correlagao parcial negativa.

2 aD

Ignorando o termo de varidncia ¢® e usando a definicao de e~*"- esse produto fica na forma

2 3 2 3
L s LR s Yz Qo 3

Percebemos entao que se a < 0 todos os termos da matriz de covaridncias serao positivos.
Ou seja, a correlagdo entre quaisquer pares de areas serd positiva. Vejamos agora qual o

formato da matriz de precisao. Temos que essa matriz é dada por

(0,2)71604D604D’ )

Novamente, usando a definicdo de e®P ficamos com

a3

3!

a3

13
3!D + ...

2 2

Q@ Q
I—|—aD—|—§D2+ D3+ ... I+aD’+§D’2+
Nesse caso, se « é negativo teremos o produto de dois somatérios que envolvem termos pos-
itivos e negativos. Dessa forma, os termos da matriz de precisdo podem ser positivos ou
negativos, dependendo de quais matrizes dominem a soma. Podemos reescrever o produto na

forma

2 2
I+aD +aD + %D’Q + %DQ +a?D'D + ... (3.6)

Notamos ainda que como « é pequeno e D esta limitada entre [0, 1] & medida que aumen-

tamos k os termos N )
ﬂDk e &D/k
k! k!
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ficam cada vez mais proximos de zero. Portanto, a soma apresenta em (3.6) serda dominada
apenas pelos expoentes mais baixos. Vamos considerar primeiramente o caso em que duas
areas i e j sao vizinhas de primeira ordem. Temos entdo que os termos [D];; e [D'];; séo

ambos maiores que zero. Dessa maneira a soma em (3.6) fica dominada pelos termos
/
aD" +aD.

Como estamos considerando @ < 0 essa soma fica menor que zero, o que implica em uma
correlagao condicional positiva. Ou seja, se ¢ e j sao vizinhos de primeira ordem, as correlagoes
marginal e condicional possuem o mesmo sinal, como ja tinhamos observado no exemplo.
Consideremos agora o caso em que ¢ e j sao vizinhos de segunda ordem. Nesse caso temos
que [D];; = [D'];; = 0, porém [D?];; e [D"?];; sio ambos maiores que zero. Portanto a soma

em (3.6) fica dominada pelos termos
2 2
2 Y2 21/

Como todas as matrizes envolvidas na soma acima sdo positivas o resultado serd um ntmero
positivo. Isso implica em uma correlacdo condicional negativa. Ou seja, se i e j sdo vizinhos
de segunda ordem, as correlacoes marginal e condicional possuem sinais trocados. Mostramos
assim porque o comportamento observado no exemplo anterior nao é devido a estrutura de
vizinhanca utilizada. Para um valor pequeno de «, seja qual for o mapa considerado, sempre

havera troca de sinais nas correlagoes de vizinhos de segunda ordem.

3.5.1 Como a correlagao parcial varia com «

A forma como as correlagoes parciais variam com o também apresenta aspectos pouco intu-
itivos.

Vejamos primeiramente qual seria o tipo de relacao esperada entre o parametro « e o grau
de associagao entre as areas p. De acordo com [49] a relagao entre o parametro o do modelo

proposto e o parametro p do modelo SAR é dada por

axIn(l-p).

Como os valores de p que possuem interesse pratico sao p > 0, observamos dois pontos
importantes a partir dessa relagao. O primeiro deles é que os valores de o que terao interesse

pratico serao a < 0. Além disso, observe que

din(l1—p) ~ p

dp 1—p

e como p < 1, a derivada possui sinal negativo. Portanto, & medida que p aumenta, o diminui.
Tendo isso em vista, seria razoavel que as correlagbes marginais e condicionais tivessem
um comportamento decrescente com relagao ao parametro . Veremos aqui que para o caso

das correlagoes condicionais esse fato ndo é sempre verdade.
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Considerando novamente o mesmo mapa utilizado por [49] vamos encontrar os valores das
correlacgoes condicionais para diversos valores do pardmetro a.

Verificaremos inicialmente como se dé essa relagao para os pares de sitios que sao vizinhos
de primeira ordem. A Figura 3.8 apresenta valores das correlagoes entre vizinhos de primeira
ordem para « variando entre [—1,0]. Notamos, portanto, que a correlagao condicional decresce
com o valor de a. E, como ja explicado anteriormente, esse é um comportamento razoéavel, pois
significa que a medida que a associacao espacial entre as areas fica mais forte, a correlacao
condicional entre determinados pares de areas ird crescer. Por exemplo, o = 0 equivale a
p = 0, ou seja, significaria a independéncia entre as areas. Nesse caso, percebemos pelo
grafico que a correlagdo parcial entre os vizinhos de primeira ordem é zero. Para o = —1
temos que p ~ 0.632, ou seja, deveria haver um aumento na correlagao parcial entre as areas.

Pelo grafico apresentado na Figura 3.8 notamos que é isso que ocorre.

0.4 0.6 0.8

Partial Correlation

0.2

0.0

Figure 3.8: Correlagdo entre vizinhos de primeira ordem para diferentes valores de a.

Vejamos agora o que ocorre para os pares de sitios que sao vizinhos de segunda ordem. A
Figura 3.9 apresenta valores das correlagoes entre vizinhos de segunda ordem para « variando
entre [—1,0]. Notamos, portanto, que a correla¢gdo condicional cresce com o valor de a.
Percebe-se que nesse caso, & medida que o valor de a diminui, associacao espacial fica mais
forte, a correlacao parcial entre vizinhos de segunda ordem aumenta, porém ela tem sinal
negativo. Esse ndao é um comportamento razoével, pois o que seria esperado era que & medida
que a associacao espacial aumentasse, a correlacao parcial entre as areas deveria aumentar,
porém no sentido positivo e ndo negativo, como ocorre.

Mostraremos agora o motivo pelo qual esse comportamento nao intuitivo ocorre para

vizinhos de segunda ordem. Relembre que a matriz de precisao é dada por
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Figure 3.9: Correlagao entre vizinhos de segunda ordem para diferentes valores de a.

/
O_QGaDeaD )

Iremos agora derivar esse produto de matrizes em relagdo ao pardmetro « a fim de verificar
seu comportamento. A derivada do produto de duas matrizes pode ser obtida de forma analoga
a derivada do produto de duas fungoes, usando a seguinte propriedade. Sejam X e Y duas

matrizes quaisquer, que dependem de «, entao

doe  da da

Aplicando essa propriedade a matriz de precisao (3.6) temos que

da da da

Vamos usar agora o fato de que

!/
de®PeD"  geaD (oD’ LoD de*D’

deaD
o = DeP .
Y
Portanto
deO‘DeO‘D, ’ ’
— DeaDeaD + eaDDleaD )
(6%

D

Usando a definigdo de e*", esse produto fica

D2 D/2
D<I+aD+a22‘—|—...> <I+aD'+a22l+...>
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D2 D/2
+<I+aD—|—a22'+...>D’ <I+aD’+a22‘—|—...>

que pode ser reescrito como

D2
D + aDD’ + aD? +a2D2D'+a2? +...

D/2
+D’ + aDD’ + aD”? + o’DD"? + aQ? +...
Como essa soma converge absolutamente, podemos mudar a ordem do somatoério. Supondo
que « é pequeno, podemos ignorar os termos com poténcia maior ou igual a trés e ficamos

com

D2 12
(D +D') + a(DD’' + D'D + D? + D?) + o? <D2D’+DD’2+2'+2‘+...>

Analisaremos agora qual o sinal dessa derivada quando o par de areas i e j sdo vizinhos
de primeira ou segunda ordem. Quando sao vizinhos de primeira ordem, o primeiro termo
da soma domina e a derivada é positiva. Ou seja, a correlacao condicional aumenta quando
o pardmetro « diminui. Lembre-se que a correlagao condicional tem o sinal oposto ao sinal
de cada um dos termos da matriz de precisao. Portanto, & medida que a associagao espacial
entre as areas aumenta (o — —o0), a correla¢do condicional entre todos vizinhos de primeira
ordem aumenta. Por outro lado, se i e j sao vizinhos de segunda ordem, o primeiro termo
da soma é zero e o segundo termo é diferente de zero e, portanto, domina a soma. Como,
em geral, estamos interessados no caso em que o < 0 essa soma assume valor negativo. Isso
significa que, se duas areas sao vizinhas de segunda ordem o valor da correlagdo condicional
entre elas diminui & medida que o pardmetro « diminui. Ou seja, & medida que a associagao
espacial entre as dreas aumenta, a correlagao condicional entre vizinhos de segunda ordem fica
mais forte. Porém fica mais forte negativamente, o que nao é intuitivo, visto que o aumento

da associagao espacial esta causando uma maior repulsao entre as areas.

3.6 Conclusao

Mostramos nesse trabalho que o modelo proposto por [49], apesar de apresentar vantagens,
principalmente no que se refere & eficiéncia computacional, apresenta alguns aspectos pouco
intuitivos. Esse tipo de comportamento pode ser observado para outros modelo amplamente
utilizados, como por exemplo os modelos CAR. Porém no caso desse tltimo modelo isso s6
ocorre quando o pardmetro de dependéncia espacial tem sinal negativo, ou seja, um caso com
pouca aplicabilidade em problemas reais. Ja para o modelo de [49], esse comportamento é
observado mesmo em situacoes de grande interesse pratico. Portanto, a aplicacao desse modelo
deve ser feita com cautela, visto que os resultados apresentados podem estar refletindo um

tipo de dependéncia espacial que nao possui menor sentido pratico.



Chapter 4

Inferindo a localizacao de usuarios do
Twitter

Abstract

As redes sociais como o Twitter e o Facebook sao fontes valiosas para monitoramento
de eventos em tempo real, como terremotos, epidemias, etc. Para esse tipo de vigilan-
cia uma informacao essencial é a localizagao do usuario. Grande parte desse conteido
nao possui uma informagao geografica associada, visto que nem todos usuérios optam
por divulgar esse tipo de informacao. Entretanto, caracteristicas do comportamento dos
usuarios, como os amigos aos quais ele se associa e os tipos de mensagens que ele publica
podem nos dar dicas de sua localizacao espacial. Neste trabalho apresentamos um método
para inferir a localizagao espacial de usuarios do Twitter. Ao contrario das abordagens
apresentadas até o momento, nés incorporamos dois tipo de informacéo no processo de
inferéncia, o texto postado pelos usuarios e a sua rede de amigos. O método é avaliado e

as taxas de acerto ficam em torno de 90%.

4.1 Introducao

A Internet 2.0 tém se tornado uma fonte inesgotavel e barata de dados a serem analisados.
Os usuérios s&o motivados continuamente a publicarem suas opinioes, caracteristicas pessoais
e registrar fatos que ocorrem a sua volta. Isso tudo de uma maneira bem simples e rapida.
Servicos de microblog, como o Twitter, permitem a disseminagao da informagdo em uma
velocidade sem precedentes. Criado em 2006, o Twitter ¢ um microblog através do qual os
usuarios podem publicar mensagens de até 140 caracteres, que sao chamadas de tweets.

Os usuarios desse servigo podem funcionar como uma espécie de radar que provém infor-
magao em tempo real sobre eventos como terremotos [66], epidemias [33], etc. Para fazer esse
tipo de vigilancia, uma informacao essencial é a localiza¢ao do usuario. Ela pode ser informada
de trés maneiras distintas, cada uma delas com graus diferentes de precisdo e acuracia. O
usuério pode informar em seu perfil o local onde mora. Como esse campo pode ser preenchido

livremente, um grande volume de localizagoes invélidas, como “Marte”, ou com baixa precisao,

99
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como “Brasil”, sao informadas pelos usuarios. A segunda maneira consiste em obter a local-
izagdo geogréfica a partir do enderego de IP da maquina. Esse tipo de georeferenciamento nao
é muito confidvel e deve ser atualizado continuamente. No Brasil, por exemplo, esse servigo
localiza corretamente 72% dos IP’s dentro de um raio de 40 quilometros. A terceira forma
é obtida a partir das coordenadas do GPS de aparelhos celulares. Esse terceiro tipo é o que
tem maior precisdo e confiabilidade, porém, como estd restrito aos casos em que o usuario
posta a mensagem de um aparelho celular com GPS e ainda permite que essa informagao seja
divulgada, esse tipo de informagao geografica esté presente apenas em uma pequena fragao
dos tweets. Em alguns paises como o Brasil, essa propor¢ao nao passa de 1%.

Apesar da informagdo geogréfica nao ser explicita em grande parte dos casos, alguns
aspectos sobre o comportamento do usuario podem nos dar dicas sobre sua localizagao. Por
exemplo, o conjunto de tweets publicados por um usuario podem nos fornecer informagao
sobre onde ele reside. Alguns trabalhos tém sido desenvolvidos nesse sentido. [19] estimam a
localizagao do usuério identificando palavras que caracterizam determinadas localizacoes, com
por exemplo o termo “rockets” que esté associado a cidade de Houston. Os autores definem
que esse tipo de palavra deve ter uma alta frequéncia em um determinado ponto do espaco
e essa frequéncia deve cair rapidamente quando nos afastamos desse ponto. [55] inferem a
localizagao do usuéario, também com base no texto, utilizando algoritmos de classificagao.
Esses ultimos sao capazes de inferir a localizagao para diferentes niveis de granularidade:
cidade, estado e zona temporal.

Além do texto, as relagoes de seguidor/seguido entre os usuérios também podem nos
trazer informagao geogréfica. Sabe-se que, principalmente em paises onde a lingua falada nao
é o inglés, as relagoes de amizade no Twitter tendem a refletir a proximidade geografica
entre usuarios. Tendo isso em vista, a rede de amizades pode ser usada como fonte de
informacao para o processo de inferéncia. [24| propoem um método de estimacao segundo
o qual localizacao de um usuério sera aquela mais frequente entre seus amigos. Ao determinar
as relacoes de amizade consideram que dois usuarios sao amigos apenas se eles se seguem
mutuamente. Isso evita que paginas institucionais ou perfis de celebridades atrapalhem o
processo de inferéncia. Ao longo deste trabalho consideraremos essa mesma definicdo de
amizade entre os usuérios. Alguns dos problemas encontrados por esses autores se referem ao
reduzido nimero de amigos que alguns usuarios possuem, o que dificulta bastante o processo
de inferéncia. Além disso, usuérios com muitos amigos também sao fonte de erros, visto que
tais relagoes de amizades, muito provavelmente, nao refletem a proximidade geogréafica.

A nossa principal contribuicao neste trabalho é apresentar um método que seja capaz de
incorporar os dois tipos de informagcao, o texto e a rede de amizades, para fazer inferéncia
sobre a localizacao do usuério. Este manuscrito estd organizado da seguinte maneira. Na
Secao 4.2 apresentamos com mais detalhes os principais métodos apresentados até o momento
para se resolver o problema de inferéncia de localizagao de usuarios em redes sociais. Na
Segao 4.3 descrevemos a metodologia proposta. Em seguida, na Segdo 4.4, apresentamos os
resultados experimentais obtidos até o momento. E, finalmente, na Secao 4.5, apresentamos

as principais conclusoes do trabalho e os trabalhos futuros a serem realizados.
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4.2 Trabalhos Relacionados

O trabalho de [24] tém como objetivo aumentar o numero de tweets geolocalizados. Dessa
maneira sao capazes de aprimorar o uso do Twitter como ferramenta de monitoramento em
tempo real, capturando de maneira adequada tendéncias espago-temporais das mensagens.
A motivacao original desse trabalho se iniciou a partir de uma tentativa de monitoramento
da dengue apresentada por [33]. A base de dados utilizada pelos autores corresponde aos
tweets relevantes para o monitoramento dessa doenga. Ocorre, porém, que se forem coletados
apenas 0s usudrios que publicam mensagens sobre a dengue, o grafo ficaria muito esparso e
pouco informacéio estaria disponivel para o processo de inferéncia. A solugao encontrada foi
utilizar esses usuérios inicialmente coletados como sementes e em seguida fazer uma busca em
profundidade no grafo. Essa coleta corresponde a um tipo de amostragem “bola de neve”. Ao
realizar essa coleta, eles iniciam com 5 usuarios sementes e fazem a busca em profundidade
terminando com 61.400 usuarios. Desses usudrios, apenas 24.767 tinham uma informagao
valida sobre localizacdo em seu perfil. Nos casos em que o usuério tinha mais de uma de uma
fonte de informacao, GPS e IP, por exemplo, consideravam aquela mais confidvel. Para as
informagoes obtidas através do GPS, como elas se referem cada tweet postado pelo usuério,
eles consideravam localizacdo mais frequente entre as 100 tltimas postagens. Observaram,
porém, que as 10 ultimas publicagOes ji eram suficiente para atingir os objetivos desejados.
A inferéncia sobre a localizacao de cada usuério é feita através de um esquema de votacao.
A localizagdo de um usuério é definida como aquela mais frequente entre seus amigos. Entre-
tanto, esse processo de inferéncia apresenta uma série de complicagoes. Primeiramente, para
usuarios com poucos vizinhos, a inferéncia nao é confidvel. Usuarios com muitos vizinhos
também apresentam o mesmo tipo de problema, visto que muito provavelmente suas relagoes
de amizade nao estarao refletindo proximidade geografica. Um outro problema encontrado é
que esse esquema de votacao pode levar a empates. A solugdo encontrada pelos autores para
resolver alguns desses problemas consiste em definir um ntmero minimo e maximo de ami-
gos necessarios para se inferir a localizacdo. Eles mostram experimentalmente que esses dois
pardmetros tém grande influéncia sobre os resultados obtidos. A performance da metodologia
¢ avaliada através de duas medidas: sensibilidade e precisao. A sensibilidade é definida como
a porcentagem de usudrios para os quais inferiu-se corretamente a localizacdo. A precisdo
é definida como a proporcao de localizagoes inferidas corretamente. Avaliam os resultados
para o nimero minimo de amigos iguais a 1, 5, 10, 15 e 20; e o niimero maximo igual a 50,
100 e 200. Ao definir esses limiares podem determinar que apenas o usuério para o qual a
inferéncia esta sendo realizada deve ter o ntimero de amigos dentro do intervalo ou que seus
amigos também devem satisfazer essa condi¢ao. Os autores observam que, ao exigir que tanto
0 usuério quanto seus amigos satisfacam os critérios estabelecidos, os resultados obtidos sao
melhores. Para resolver o problema do empate, determinam um ndmero minimo de votos
necessérios para se inferir a localizagao do usuério. Testam os valores 2, 3, 5 e 10. Observam
que o valor 2 leva a melhores resultados. Selecionando-se os melhores critérios conseguem

uma taxa de acerto proxima a 80%.
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O método proposto por [24]| é bem simples, mas necessita da calibra¢ao de varios paramet-
ros, como nimero minimo e méximo de vizinhos considerados; frequéncia minima de amigos
residentes em um determinado local. Outros métodos de classificagao para dados dispostos
em grafos ja foram apresentados na literatura e uma revisao ampla sobre o assunto pode ser
obtida em [54]

[50] apresentam uma metodologia que é capaz de classificar os sitios de uma maneira
semi-supervisionada. Isso significa que apenas alguns vértices precisarao estar rotulados. Os
autores mostram que essa nova proposta apresenta bons resultados se comparada com aqueles
obtidos nos demais trabalhos. A ideia deles consiste em utilizar o algoritmo PageRank [60]
para inferir os rétulos dos vértices. O PageRank é um algoritmo de classificacdo de paginas
da internet utilizado pelo Google. Ele associa um peso a cada pagina, que mensura qual a sua
importancia em toda a rede. Para obtengao desses pesos, considera-se um modelo segundo o
qual o usuario percorre as paginas da internet seguindo um passeio aleatério. Em cada passo
ele escolhe, com igual probabilidade, uma dentre as paginas referenciadas por aquela na qual
ele esta atualmente. Os pesos associados a paginas serao dados pela distribui¢ao estacionaria
dessa Cadeia de Markov. Para evitar que essa cadeia entre em um estado absorvente, a cada
passo, atribui-se uma probabilidade p de que o usuério escolha aleatoriamente entre todas as
péginas disponiveis na internet. Essa propriedade é denominada teleportagdo. A forma como
usuario escolhe uma dessas péaginas pode ser definida de vérias maneiras. A mais simples
delas é considerar todas as probabilidade iguais. Pode-se a atribuir ainda probabilidades que
dependam de fatores externos a rede. [50] modificam essas probabilidades de teleportagao
a fim de inferir a classificagdo dos nos do grafo. A ideia dos autores é obter o PageRank
das paginas um nimero k de vezes, onde k é o ntiimero de categorias as quais cada nd pode
pertencer. Para cada uma, eles consideram que o passeio pode teleportar apenas para os
sitios pertencentes aquela categoria. Por exemplo, a primeira vez corresponde a categoria de
nimero 1. Entao a teleportagao sé seré permitida para aquelas noés rotulados com a categoria
1. Apo6s calcular esses pesos k vezes, cada nd terd a sua importancia medida em cada um
dos k cenérios. A categoria de cada nd ndo rotulado serd dada pela categoria para a qual
esse nd possui maior peso. A intuicdo por tras do método é que se um determinado né tem
grande importincia no grafo quando a teleportacao s6 pode ser feita para nos da categoria i,
com alta probabilidade esse né também deve ser da categoria ¢. Aplicamos essa técnica para
inferéncia das localiza¢bes dos usuarios do Twitter e os resultados obtidos sao apresentados
na Segao 4.4.

Como mencionado anteriormente, uma outra fonte de informagao que pode ser utilizada
para se fazer inferéncia sobre a localiza¢ao do usuério sao as mensagens que e ele publica. [19]
fazem uso do fato de que os tweets postados pelos usuarios podem conter alguma informacao
sobre sua posicao geografica. Essa informagao pode vir de nomes especificos ou expressoes
que tenham maior probabilidade de estarem associadas a um determinado local. Por exem-
plo, a expressao Howdy, que em portugués significa “o0ld”, é tipicamente utilizada no estado
do Texas. Ao se utilizar esse tipo de informacéo no processo de inferéncia, aparecem uma

série de complicagbes. Algumas delas sao apontadas pelos autores. As mensagens postadas
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apresentam muito ruido. Elas abordam os mais diversos assuntos: comida, esportes, didlogos
pessoais, etc. Uma pequena fragdo possui, de fato, contetido espacial. Um outro problema
é a presenca recorrente de girias e expressoes informais. Além disso, existe o problema da
mobilidade do usuario. Ele pode morar em local, mas postar mensagens sobre outro. Por
exemplo, habitantes de Nova York podem postar mensagens sobre o terremoto no Haiti. O
usuéario pode ainda ter mais de uma localizacao vélida. Ele pode, por exemplo, estar viajando
ou se mudar de um local para o outro. Todos esses aspectos dificultam o processo de inferéncia
e alguns deles sao abordados pelos autores do trabalho.

[19] utilizam como base dados uma amostra aleatoria de 1% de todos os tweets postados
em um determinado periodo. Dentro dessa amostra, descartam todas mensagens que nao
possuem uma localizagao valida associada. Observam que essa amostra representa bem a
distribuigao espacial da populacao americana. O processo de inferéncia é realizado estimando-
se a probabilidade do usuario pertencer a determinada cidade, de acordo com as palavras por
ele publicadas. Denotam por Syyeets(u) conjunto de tweets postados pelo usuéario u e por
P(7|Stweets(u)) probabilidade do usuario u estar localizado na cidade i dado que ele postou um
conjunto de tweets Spypeets(w). O objetivo é estimar p, (i), ou seja, a probabilidade do usuario
u pertencer a cidade ¢. Primeiramente é feito um pré-processamento do texto. Removem-se
caracteres especiais, palavras com frequéncia muito baixa e as stoping words, que sao artigos,
preposigoes, etc. O conjunto filtrado de palavras é denotado por Syords(t) C Stpeets(u). A

probabilidade de interesse p, (i) é estimada por

pu(i) = > plilw)p(w)
WESyords(U)
onde w representa cada uma das palavras postadas pelo usuério, p(w) é a proporcao de vezes
que a palavra w aparece em todo conjunto de dados e p(ilw) propor¢ao de vezes em que a
cidade i aparece dentre as vezes que w é citada.

Os autores observam, porém, que essa maneira de estimar nao gera bons resultados. Con-
seguem localizar apenas 10,21% dos usuéarios a menos de 100 milhas de sua localizagao ver-
dadeira. Identificam, entdo, duas possiveis fontes de problemas. A primeira delas é que muitas
palavras sdo postadas em diversos locais, ou seja, nao tém informacao local, como, por ex-
emplo, as palavras peace e world. Essas palavras nao trazem nenhum informagao relevante e
adicionam ruido aos dados. O segundo problema é que muitas cidades, principalmente aque-
las com populagao pequena, tém um conjunto muito esparso de palavras. Para resolver o
primeiro problema, os autores tentam identificar as palavras que devem ser classificadas como
“palavras locais”. Elas devem ser caracterizadas por apresentarem uma alta frequéncia em
um ponto central e sua frequéncia deve cair rapidamente quando nos afastamos desse ponto.
Esses pontos sao definidos como centréides das cidades. Consideram um ponto fixo. Deno-
tam por d a distancia do centrbide de onde a palavra foi postada até o ponto considerado. A

probabilidade de uma palavra a w ser postada & uma distancia d do centro é dada por

cd“
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onde C' identifica a frequéncia no centro e « controla a velocidade com que a frequéncia cai
quando d aumenta. Seja S um conjunto de ocorréncias da palavra w. Tal palavra pode ou
nao ser mencionada na cidade 7. A probabilidade de ser mencionada é

cd; “

1

e de nao ser mencionada é

1—Cd ™.

Portanto log-verossimilhanga do modelo é dada por

f(Ca) = Zlog Cd; > + Zlog(l - Cd; ).
i€S i¢S

Estimam C' e o para cada uma das palavras usando méxima verossimilhanga. Se a palavra
w é local, os valores estimados de C' e o devem ser altos. Portanto, uma forma simples de se
definir quais sdo as palavras locais seria definindo-se limiares para os pardmetros C' e a.. Essa
estratégia, porém, nao apresenta bons resultados. Os autores, entdao, optam por utilizar um
método de classificagado denominado SimpleCart.

O segundo problema, de esparsidade das palavras, é resolvido aplicando-se um método
de suavizagao. Isso é feito de trés maneiras distintas. A primeira delas é utilizar o método
de Laplace, que consiste em somar um em todas as contagens. Uma segunda possibilidade
é realizar uma suavizacdo geografica, que consiste em utilizar a informagoes dos vizinhos
espaciais de cada cidade. A terceira tentativa dos autores foi utilizar o mesmo modelo que
identifica as palavras locais, ou seja, a probabilidade de um usuario pertencer a cidade ¢, dado
que publicou a palavra w, sera definida por p/(i|w) = C(w)d;a(w).

Os resultados experimentais mostram que a metodologia mais simples, sem filtrar as
palavras ou fazer suavizacao, atinge uma taxa de acertos de apenas 10,21%. Ao selecionarem
apenas as palavras locais, essa proporcao sobre para 49%. Incorporando a suavizagao na
metodologia, a porcentagem de acerto aumenta para 51%. Verifica-se, portanto, que o grande
impacto nos resultados é obtido quando se classifica as palavras em locais e nao locais. O
ganho marginal ao se incorporar a suavizagao é bem reduzido, o que indica que talvez ela seja
até dispenséavel. Os autores apontam duas possiveis diregdes de trabalhos futuros. A primeira
delas desenvolver um modelo capaz de inferir a movimentacao do usuario ao longo do tempo.
A segunda consiste associar a informacao do texto com a informacado da rede para prever a
localizagao. Esse tltimo problema que é o foco principal deste trabalho.

Até o presente momento, nenhum trabalho publicado apresentou uma abordagem que
integra as duas informagoes: o grafo de amizades e o texto do tweet. Na proxima segao
apresentamos um método de inferéncia que leva em conta as duas fontes de informacao. Para
tanto, o modelo considerado para o grafo serd um Campo de Markov e a informacgao do texto

serd extraida através do método Naive Bayes.
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4.3 Metodologia

Vamos denotar por 6; a localizagao do usuario i. A informacao geogréfica sera a cidade usuario.
Chamaremos de 8_; o vetor com as localizagoes de todos usuarios, com excegao do i-ésimo.
O vetor w; sera formado por todas as palavras dos tweets postados pelos usuérios nos tltimos
tempos. O nosso objeto entao é, para um usuario ¢ cuja localizagdo é desconhecida, encontrar
o valor mais provavel de ;. Para encontrarmos esse valor, precisamos da distribuigao de
probabilidade de todo o vetor @ = (61,6s,...,0x), onde N é o ntimero total de usuérios
analisados. Essa distribuigao sera obtida através de um amostrador de Gibbs [29]. Vamos

gerar os valores dos 6; desconhecidos a partir da seguinte distribuicao condicional:

Sabe-se que a amostra do vetor de 6’s gerados dessa maneira tera uma distribuigao que
aproxima a distriui¢ao conjunta P(8).
Para encontrarmos a expressao da distribuigdo condicional completa em (4.1) , podemos

fazer algumas simplificagoes. Sabemos que

Vamos analisar primeiramente o termo P(6;|60_;). E razoavel supor que as localizagoes dos

usuérios no grafo seguem um Campo de Markov. Dessa maneira P(6;|60_;) se simplifica em
P(6;|0_;) = P(6;|05;)

onde o vetor By; contém a localizacao de todos os vizinhos de i. Essa é uma suposicao razoavel,
visto que se fornecemos a informacao sobre a localizacao dos amigos de um usuério, toda a
informacao contida no resto da rede é dispenséavel. Vamos supor ainda que a distribuicao das
localizagoes dos usuérios pode ser modelada por um campo markoviano denominado Modelo
de Potts [76]. Esse modelo é uma generalizagao de um modelo mais simples, o Modelo de Ising.
No modelo de Ising cada sitio pode pertencer a duas classes, o que seria equivalente a termos
apenas duas localizagoes. J4 no modelo de Potts podemos ter um niimero arbitrario de classes
ou de localizagoes. De acordo com esse modelo, probabilidade de um sitio pertencer a uma
determinada classe serd uma funcao crescente do niimero de vizinhos desse sitio pertencentes

A essa classe, ou seja

P(91|031) X exp ,3 Z 045
J:j€0;
onde 0;; é¢ uma funcao indicadora, que recebe valor 1 se ¢ e j pertencem & mesma classe e zero,
caso contrario. O parametro  é conhecido como a temperatura do modelo e mede o grau
de interacao entre os sitios. Para § > 0 temos um modelo atrativo, ou seja, sitios vizinhos

tenderao pertencer & mesma classe.
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Vejamos agora como podemos simplificar o termo P(w;|6;,0_;). Primeiramente, observe
que se queremos predizer o texto de um usuéario, dado que sabemos sua localizagao, a infor-
magao geografica sobre seus amigos é desnecessaria. Dessa maneira, essa probabilidade se
simplifica a

P(wi|0;, 0—i) = P(wil0;) .

Para encontrarmos o valor de P(w;|6;) utilizaremos o método Naive Bayes. Vamos considerar

que as palavras postadas pelo usuério sao independentes entre si, ou seja

P(w;|0;) HP (wi]0;)

onde w;; denota a j-ésima palavra publicada pelo i-ésimo usuario. Essa suposicao ¢ aparente-
mente pouco razoavel, porém método Naive Bayes tém mostrados 6timos resultados apesar
de sua simplicidade [77]. Cada uma das probabilidade P(w;;|0;) pode ser estimada como a
proporgao de vezes que a palavra w;; aparece dentre todas as palavras publicadas por usuérios
que residem na localizacao 6;.

Temos entao que a probabilidade condicional P(6;|60_;, w;) fica na forma

P(0;10_;, wi) < P(0;]05;) Hp(wijwz’) ~
J
E os valores de 6; para aqueles usuérios cuja localizagao é desconhecida podem ser atualizados

através do amostrador de Gibbs.

4.4 Resultados Experimentais

A fim de verificar a adequagao do método proposto consideramos um conjunto de 8477 usuarios
do Twitter residentes nas cidades de Belo Horizonte, Rio de Janeiro e Sao Paulo. O namero
total de usuarios coletados dessas trés cidades sao respectivamente 1402, 4061 e 3014. Consid-
eramos a principio apenas essas trés localidades, pois em cidades muito pequenas a informacao
geografica disponivel nao é suficiente para fazermos inferéncia. Esses 8477 usuarios formam
um grafo composto por 140715 arestas, o qual é apresentado na Figura 4.1. Notamos que ex-
iste uma componente fortemente conectada nesse grafo e varios usuarios isolados, com menos
de dois amigos.

Desses 8477, escondemos a localidade de 1000 e vamos tentar prever o seu valor correto.
A inferéncia sobre a localizacdo do usuério foi feita em um primeiro momento usando apenas
o grafo. O método utilizado foi aquele proposto por [50]. Essa metodologia foi implementada
para os dados do Twitter utilizando o pacote igraph, inserido no software R. A probabilidade
de teleportacao foi fixada em 0,5. Separamos 1000 usuarios para fazer a inferéncia e a taxa
de acerto obtida foi de 58,4%. Para os usuarios residentes em Belo Horizonte, a proporcao
de acertos foi de 62,89%. Dentre os usuarios residentes no Rio de Janeiro e Sao Paulo as

proporcoes de acerto foram de respectivamente 67,98% e 43,22%. Notamos que o método
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Figure 4.1: Grafo de relagoes amizades dos 8477 usuéarios coletados.

apresentou uma pior performance para os usuérios residentes na cidade de Sao Paulo. Notamos
que essa abordagem, apesar de apresentar uma taxa de acerto proxima a alguns trabalhos
anteriores, como [19], ndo apresenta ainda resultados satisfatorios. Vamos aplicar entao o
segundo método, que incorpora informagoes da rede e do texto simultaneamente.

Para a implementagao da segunda metodologia precisamos, além do grafo de amizades
dos usuérios, dos tweets por eles publicados. Como até o momento nao foi possivel finalizar
a coleta de texto dos usudarios, os mesmos foram simulados. Por motivos de simplificagao,
consideramos um dicionédrio com apenas 20 palavras. A distribuicao de palavras postadas
por cada usuario ird depender do local onde ele reside. A distribuicdo de palavras para cada
cidade segue uma Multinomial de vetor de pardmetros a. Os parametros a sao gerados de
uma Dirichlet com todos parametros iguais a um. O numero de palavras que cada usuério
posta segue uma distribuicao Poisson de parametro 7.

De posse dos dados simulados, fixamos a temperatura em 8 = 1 e atualizamos o amostrador
de Gibbs 1000 vezes. Consideramos como a localidade do usuario 4 aquela que tivesse maior
probabilidade, ou seja, aquela que foi mais frequente no nosso processo de amostragem. Em
seguida, contamos dentre os usudrios para os quais estavamos estimando a localizagdo, em
quantos deles conseguimos acertar. Dentre os 1000 usuarios, a localizacao foi predita correta-
mente para 922, o que representa um taxa de acerto de 92,2%. Dentre os usuarios residentes
em Belo Horizonte, a proporcao de acerto foi de 93,91%. Para os que moram no Rio de Janeiro

e Sao Paulo as propor¢oes de acerto foram de 91,68% e 92,1% respectivamente. Isso mostra
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que o método conseguiu uma boa taxa de acerto para as trés cidades.

A fim de avaliarmos a qualidade do método proposto executamos uma validagao cruzada
com fator 10. Ou seja, dividimos o conjunto de dados em 10 partes e realizamos o processo
inferéncia para cada uma dessas partes utilizando o restante dos dados. Em seguida, tiramos a
meédia das taxas de acerto obtidas em cada uma dessas 10 vezes. A taxa de acerto média obtida
para todos os usudrios foi de 91,16%. Para os usuérios residentes no Rio de Janeiro e Sao
Paulo, a taxa média de acerto foi de respectivamente 91,39% e 91,42%. Dentre os usuérios
que residem na cidade de Belo Horizonte, essa propor¢ao foi 72,45%. A média de acerto
para essa cidade foi baixa, pois em uma das realizacoes a taxa de acerto foi de apenas 50%.
Nao se conseguiu até o momento nenhuma explicagao para esse resultado atipico. Percebe-
se, portanto, que em média o método apresenta resultados bons, com taxas de acerto que
ultrapassam aquelas obtidas em trabalhos anteriores, que nao passam de 80%. A Figura 4.2
apresenta as matrizes de confusao dos resultados obtidos pelo método proposto. A matriz a
esquerda mostra os valores da medida de sensibilidade, ou seja, a probabilidade do usuéario
ser classificado na cidade ¢, dado que ele é de fato da cidade ¢. Por exemplo, um usuério
de Belo Horizonte, tem uma probabilidade de 72,45% de ser classificado como sendo de Belo
Horizonte; 6,39% de chance de ser classificado como do Rio de Janeiro e 21,17% de chance
de ser classificado como de Sao Paulo. A matriz & direita apresenta os valores da precisao
do método, a probabilidade de um usuério ser da cidade 7, dado que ele foi classificado como
sendo dessa cidade. Por exemplo, se um usuério é classificado como sendo de Belo Horizonte,
ele tem 77,39% de ser de fato de Belo Horizonte, 7,63% de ser do Rio de Janeiro e 14,98% de
chance de ser de Sao Paulo. Nota-se entao, que para a cidade de Belo Horizonte grande parte
dos erros consistem em classificar o usuario como sendo de Sao Paulo. Isso pode ocorrer devido
& uma interecao maior entre os usudarios dessas duas cidades. De um modo geral, notamos

que o método apresenta bons resultados e as probabilidades de acertos sao claramente altas.

BH - 6.39% | 21.17% | 15.11% BH - 7.63% | 14.98% | 15.11%

RJ - 41.91% @ freq RJ - 41.91% @ freq
- |20 - |20
e 40 g |40
3 [0 3 6o
a | B a | B

SP -| 3.38% | 5.19% B0 SP - | 452% | 8.45% 42.98% B0

Total - | 15.35% | 39.79% Total- | 15.35% | 39.79% = 44.86%
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Figure 4.2: Matrizes de confusao dos resultados obtidos aplicando-se a metodologia proposta.

A matriz a esquerda apresenta medidas de sensibilidade e a direita as medidas de precisao do
método.
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4.5 Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma metodologia para inferir a localizagdo de usuérios do Twit-
ter. Notamos que ao integrarmos as informacoes dos textos do usuério e de sua rede de
amizade, fomos capazes de inferir sua localizacdo com uma alta precisao.

Como trabalhos futuros, pretendemos utilizar a base de textos real publicada pelos usuarios
do Twitter. Essa base de texto estd em processamento e alguns problemas adicionais ja estao
sendo identificados ao lidarmos com o texto real. Algumas dessas complica¢oes ja foram
apontadas por [19]. Como por exemplo, o fato de muitas palavras postadas por usuarios nao
conterem informacao espacial alguma. Muito provavelmente precisaremos filtrar essas palavras
de alguma maneira. Pretende-se ainda aplicar o método para uma base de dados maior, com
um maior nimero de cidades e usuarios. A metodologia utilizada neste trabalho pode ser

estendida para analisar dados de outra redes sociais, como Facebook, Flickr, Instagram, etc.
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