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Resumo

Em um dos mais desafiadores problemas de otimizacao de redes de filas fini-
tas, a drea total de espera (do inglés, buffer), fi, e a taxa total de servigo,
f2, devem ser as menores possiveis, enquanto que a taxa de saida (do inglés,
throughput), f3, deve ser a maior possivel. Para satisfazer a esses trés obje-
tivos conflitantes (min f;, min fy e max f3), um algoritmo do tipo genético
multiobjetivo foi desenvolvido, especialmente para redes de filas finitas, com
tempos de servico com distribuicao geral e configuradas em redes aciclicas.
Assim, o método proposto produziu um conjunto de solugoes eficientes, para
os trés objetivos f1, fo e f3. Um conjunto completo de experimentos compu-
tacionais foi conduzido, para determinar a eficacia da abordagem proposta.
As conclusoes apresentadas, obtidas através da andlise de varias redes, podem

auxiliar aos profissionais da area no planejamento de redes de filas gerais.

Palavras-chaves: Manufatura; redes de filas; alocacao de areas de espera;

alocacao de servigos; algoritmos genéticos.
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Abstract

In one of the most challenging finite queueing network optimization problems,
the number of buffers (fi) and the overall service rate (f3) must be reduced
while the throughput (f3;) must be maximized. In order to meet these three
conflicting objectives (min f;, min f5, and max f3), a multi-objective gene-
tic algorithm was developed specially for acyclic general-service queueing
networks. The proposed method is shown to produce a set of efficient soluti-
ons for the three objectives fi, f2, and f3. In order to determine the efficacy
of the proposed approach, a comprehensive set of computational experiments
was conducted and analyzed. The insights obtained from the analysis of some
queueing networks may be helpful to practitioners and scientists in the com-
plex task of analyzing and planning general-service time queueing acyclic

networks.

Keywords: Manufacturing; queueing networks; buffer allocation; service

allocation; genetic algorithms.
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Glossario

Neste glossario encontram-se defini¢oes de simbolos e abreviagoes usadas fre-
quentemente e consistentemente ao longo do texto. Simbolos que sao usados
apenas ocasionalmente em secoes isoladas podem nao estar incluidos. Os
simbolos estao listados em ordem alfabética, com as letras gregas inseridas

de acordo com seu nome em portugueés.

A/B/X/Y/Z Notagao para descrigdo dos modelos de filas, em que A indica
o padrao de chegada, B indica o padrao do servigo, X indica o
nimero de canais, Y indica o limite de capacidade do sistema

(inclusive os itens em servigo) e Z indica a disciplina da fila;

A Conjunto (finito) de arcos (conexoes entre filas);

A(t) Funcao de distribuicao acumulada do tempo entre chegadas;

a(t) Funcao de densidade de probabilidade do tempo entre chega-
das;

B(t) Funcao de distribuicao acumulada do tempo de servico;

b(t) Funcao de densidade de probabilidade do tempo de servico;

B Vetor de areas de espera das filas (= (By, B, ..., By)");

B; Area de espera da i-ésima fila da rede de filas (= K; — 1, em

filas M/G/1/K);

xiii



cv?

FCFS

Ntumero de servidores;

Quadrado do coeficiente de variacao da variavel aleatéria S,

tempo de servico (= Var(S)/E(S5)?);

Vetor coluna com todos os elementos unitdrios (= (1,1,...,1)T);
Tempo deterministico entre chegadas;

Distribuicao Erlang tipo-k de tempos entre chegadas;

Valor esperado;

Disciplina de fila ‘primeiro a chegar, primeiro a ser atendido’

(do inglés First-Come, First-Served);
Fungoes objetivo (com i =1,2,...,1);
Restrigoes de igualdade (com j =1,2,...,J);

Distribuicao geral do tempo entre chegadas e/ou do tempo de

Servigo;

Funcao de distribuicao acumulada do periodo ocupado para

os modelos M/G/1 e G/M/1;
Grafo direcionado (digrafo);
Numero de objetivos;

Numero de restrigoes de igualdade;

(1) Ntmero de restrigoes de desigualdade; (2) Limite da capa-

cidade do sistema;
Vetor dos limites de capacidade das filas (= (K1, K, ..., K,)T);

Xiv



K; Capacidade total da i-ésima fila da rede de filas (= B; + 1, em
filas M/G/1/K);

L Tamanho esperado do sistema;

LCFS Disciplina de fila ‘dltimo a chegar, primeiro a ser atendido’ (do

inglés Last-Come, First-Served);

L, Tamanho esperado da fila;
A Vetor de taxas de chegada externas das filas (= (A1, Ag, ..., An) T );
Nefe Taxa de chegada efetiva (descontados os usudrios perdidos);
Ai Taxa de chegada externa da i-ésima fila da rede de filas;
M Processo de chegada e/ou de servico Poisson (equivalente-
mente, tempo entre chegadas e/ou de servigo exponencial);
m Vetor de taxas de servigo das filas (= (u1, pio, - - -, ftn)");
1bi Taxa de servigo da i-ésima fila da rede de filas;
N Conjunto (finito) de nés (filas finitas);
o( At
o(At) Ordem At, ou seja, lim o(At) =0;
Atlo At
P Matriz de transicao de um passo de uma cadeia de Markov de
tempo discreto;
P Matriz de transicao de m passos de uma cadeia de Markov de
tempo discreto;
P Vetor de probabilidade estacionaria de uma cadeia de Markov

de tempo continuo;
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Pn

Dij
(m)

Pij

Pk

T

(1) Probabilidade estaciondria de n usudrios no sistema de
filas; (2) Probabilidade estacionéria que uma cadeia de Markov

de tempo continuo esteja no estado n;

Probabilidade de transicao do estado ¢ ao estado j, em um

passo;

Probabilidade de transicao do estado ¢ ao estado j, em m

passos;

Probabilidade de bloqueio (i.e., existir K usudrios no sistema

de filas);

Vetor de probabilidades estacionarias de uma cadeia de Mar-

kov de tempo discreto;

(1) Probabilidade estaciondria de n usudrios no sistema de filas
no instante de partida; (2) Probabilidade estacionaria de que

uma cadeia de Markov de tempo discreto esteja no estado n;

Probabilidade de que uma cadeia de Markov de tempo dis-
creto esteja no estado n no tempo t independente do ponto de

partida da cadeia de Markov;
Restrigoes de desigualdade (com k= 1,2,..., K);
Espago de busca (espaco das varidveis de decisao);

Razao entre a taxa de entrada e a taxa de atendimento de uma

fila (= A/p);

Intensidade de trafego (= A\/u = r, para servidor tnico, e

= \/cu, para miltiplos servidores);
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Soc

Evento em que o cliente que chega em uma fila encontra o

servidor ocupado;
Taxa de saida do sistema (do inglés throughput);
Taxa de saida limiar;

Variavel aleatéria que representa o tempo de servico residual
para algum cliente ja em atendimento pelo servidor de uma

fila;

Variancia;

Tempo esperado no sistema;

Tempo esperado na fila;

Processo estocastico com espago de estados X e parametro t;
Vetor de decisao ou de projeto (= (z1,x2,...,2,)");

Componentes do vetor de decisao ou de projeto.
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Capitulo 1

Introducao

Conforme ressaltado por Yang [65], no seu recente livro, Engineering Optimi-
zation: An Introduction with Metaheuristic Applications, embora os proble-
mas de otimizagao estejam presente em todo lugar, da engenharia a ciéncia
da computacao e do sequenciamento de tarefas a economia, constatar tal fato
nao torna a resolucao de tais problemas mais facil. Na verdade, problemas
de descricao bastante simples podem ser muito dificeis de resolver. Tome-se
por exemplo o problema do caixeiro viajante, no qual um vendedor precisa
visitar, digamos, 50 cidades, exatamente uma tunica vez, em uma sequéncia
tal que a distancia total percorrida seja minimizada. A despeito da facilidade
de definicao e compreensao deste problema e da simplicidade do objetivo a
ser minimizado, é de certa forma surpreendente que nao se conheca ainda
um algoritmo eficiente para ele. Os desenvolvimentos mais recentes que fo-
ram criados ao longo nas ultimas duas décadas para o problema do caixeiro
viajante tendem a usar algoritmos metaheuristicos. Na verdade, as mais mo-
dernas técnicas de otimizacao de maneira geral sao usualmente heuristicas ou
metaheuristicas, tais como o recosimento simulado, a otimizacao por enxame
de particulas, a busca harmonica e os algoritmos genéticos. Estes algoritmos

vém se tornando bastante poderosos na resolucao de dificeis problemas de



’

otimizacao, em todas as principais areas da ciéncia e da engenharia. E so-
bre um destes problemas dificeis e um destes algoritmos metaheuristicos que

trata esta tese.

1.1 Motivacao

Sempre que ha incerteza sobre o fluxo de produtos, usuarios, mensagens, e
assim por diante, com uma taxa de chegada A, e incerteza quanto ao seu pro-
cessamento, com uma taxa de servico pu, tem-se como resultado um sistema
de filas. O seu arranjo em uma configuracao em rede é uma generalizagao
bastante natural e relevante, pelos diversos sistemas reais que pode modelar.

Este trabalho trata da maximizagao do nimero de usuarios atendidos
por unidade de tempo (do inglés throughput), 6, em uma rede de filas aci-
clica (rede de filas em que os usudrios que passaram por uma determinada
estacao de atendimento nunca retornam a mesma estacao, ou seja nao existe
nenhuma possibilidade de o usudrio retornar para alguma estagao anterior-
mente visitada na rede de filas), com servidor tnico e tempos de servigo
geral (por exemplo, veja Fig. 1.1). Em outras palavras, trata-se de redes
de filas M/G/1/K, em que, conforme a notagdo de Kendall [38], M repre-
senta tempos entre chegadas independentes e com distribui¢ao exponencial
(markoviana), G representa tempos de servico com distribuigao geral (nao
especificada), “1” indica que hd um unico servidor para realizar os atendi-
mentos e K ¢é a capacidade total do sistema, incluindo o item em servigo
(isto é, a drea de espera em fila e o servidor).

O méximo # é procurado simultaneamente com as menores capacidades,
K = (K, Ky, ..., K,)T, e as menores taxas de servigo, u = (i1, flo, - - -, fin) ",
que precisam ser alocadas a rede de filas, para uma topologia dada (para

um exemplo, ver Fig. 1.1) e para um vetor de taxas de chegada externas
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especificado, X = (A1, Ag,..., \,)T. Potenciais usudrios destes modelos de
otimizacao baseados em redes de filas finitas gerais incluem cientistas da
computacao e engenheiros de producao. De fato, tais modelos podem auxiliar
na compreensao e na melhoria de varios sistemas reais, incluindo sistemas
de manufatura [45, 36, 66, 28, 2|, de produgao [35, 3, 60] e de saide [43,
23, H4], sistemas de trafego de veiculos e de pedestres [20, 22|, sistemas de
computagao e de comunicagao [1, 12, 64, 33], aplicagoes baseadas na web [10],
e métodos para garantia de qualidade de servigo, medida em termos de tempo
de resposta, taxa de atendimento, disponibilidade de servigo e seguranga [51].

De fato, h4 um compromisso (trade-off ) critico entre a capacidade total,
as taxas de servigo e a taxa de saida. Devido ao alto custo, a capacidade
total e as taxas de servico devem ser as menores possiveis. Infelizmente, a
taxa de servico é diretamente afetada pela capacidade, ou seja, um aumento
da capacidade do sistema implica em uma taxa de atendimento em geral
maior. De forma similar, a taxa de servigo afeta a taxa de atendimento, isto
é, afeta-a diretamente.

Um caso mais simples de estudo pode ser obtido através da anélise de filas
M/M/1/K, em que tanto os tempos entre chegadas seguem uma distribui-
¢ao exponencial, sendo independentes entre si, quanto os tempos de servigo
no unico servidor da fila também sao exponenciais e independentes. Entre-
tanto em muitas situagoes de interesse, os tempos entre chegadas preservam
a distribuicao exponencial, mas os tempos de servico nao, ou seja, seguem
uma distribuicao geral. Tal situacao pode ser exemplificada pelos sistemas
denominados hipoexponenciais e hiperexponenciais. Em sistemas hipoexpo-
nenciais, o quadrado do coeficiente de variagao (razdo entre a variancia e o
quadrado da média) é menor que a unidade. J4 os sistemas hiperexponenciais

apresentam o quadrado do coeficiente de variacao maior que a unidade. Vale



ressaltar que para os sistemas markovianos (tempos de servigo independentes
com distribui¢ao exponencial) o quadrado do coeficiente de variagao é igual
a 1. Os casos hipoexponenciais e hiperexponenciais sao utilizados nesta tese

como casos particulares de filas M/G/1/K.

1.2 Escopo e objetivos da tese

A Figura 1.2-a mostra a taxa de saida, #, em funcao da capacidade do sistema,
K, e da taxa de servigo, u (ver Equagoes 4.1 e 4.3, na pédg. 69), para uma
unica fila M/G/1/K, com quadrado do coeficiente de variagao para a varidvel
aleatéria tempo de servico (representado por CV?) igual a 1,5 (variabilidade
maior, portanto, que aquela apresentada por uma distribui¢ao exponencial),
e taxa de chegada externa A igual a 5 usudrios por unidade de tempo. As
respetivas curvas de nivel (contorno) podem ser vistas na Figura 1.2-b. Um
comportamento similar é também observado em redes de filas, conforme seréd
mostrado mais adiante. O grafico de curvas de nivel mostrado na Fig. 1.2-b é
suave e tem uma concavidade aparente, semelhante aos resultados observados
em redes de filas [56, 50]. No entanto, a parte superior da superficie 3-d
(Figura 1.2-a) é visivelmente plana, o que dificulta bastante a utilizacao de
métodos de otimizacao tradicionais. Por exemplo, Smith & Cruz [59] foram
bem sucedidos com o emprego do método Powell, mas precisaram de usar
miultiplos pontos de partida, para evitar a convergéncia prematura para um
otimo local e obter um algoritmo de otimizacao bem sucedido.

O tipo de problema de interesse é o de desenvolvimento de algoritmos
para otimizagao da taxa de saida de uma rede de filas finitas gerais, simulta-
neamente com a alocacao 6tima de capacidades e taxas de servico. Busca-se
a alocagao 6tima e o planejamento da topologia 6tima, incluindo a deter-

minagao da ordem dos servidores, bem como a iteracao destes dois fatores.
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Figura 1.2: Resultados para fila M/G/1/K tnica com A\ =5



A questao colocada nesta tese é de como é possivel modelar sistemas reais
envolvendo incerteza no fluxo de produtos e no seu processamento, predizer
com precisao medidas de desempenho dos modelos e planejar adequadamente
tais sistemas para que tenham desempenho 6timo.

Nesta tese procura-se caracterizar e otimizar a topologia de um sistema
de redes de filas finitas gerais, via formulagao multiobjetivo. Procura-se por
propriedades que permitam modelar e construir algoritmos para otimiza-los.
Trabalhos anteriores sao estendidos, nos quais redes de filas finitas com um
unico servidor foram consideradas apenas na abordagem mono-objetivo. As-
sim, para a formulagao multiobjetivo, precisa-se compreender como as taxas
de servigo influenciam as capacidades 6timas e como as vérias topologias e os
valores dos quadrados dos coeficientes de variacao do tempo de servigo podem
influenciar a configuracao 6tima do sistema de filas finitas gerais configuradas

em redes.

1.3 Contribuicoes

As principais contribui¢oes da tese consistem nos seguintes aspectos.

e Uma extensiva e atualizada revisao bibliografica sobre os avancos na

area de otimizagao de redes de filas gerais é apresentada.

e Uma formulacao multiobjetivo alternativa para o problema de minimi-
zacao de dreas de espera (buffers) é estudada em detalhes. Essa for-
mulacao substitui com vantagens algumas formulagoes existentes, por

permitir a obtencao de novas informagoes a respeito das redes de filas.

e Algoritmos para estimagao das medidas de desempenho sao descritos
em detalhes. Em particular é detalhado o método da expansao genera-

lizada (GEM, do inglés Generalized Expansion Method), que permite a
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determinacao acurada de medidas de desempenho da rede de filas, via

combinacgao de uma decomposi¢ao né-a-no e tentativas repetidas.

Um algoritmo multiobjetivo é proposto para a determinacao de uma
configuragao sub-6tima de menor custo para as areas de espera e as
taxas de servigo, assegurando simultaneamente a maximizacao da taxa
de saida global da rede. E um algoritmo do tipo evolucionario, bastante

eficaz e eficiente na resolucao de problemas similares.

E feito um extensivo estudo empirico sobre a sintonia da configuragao
de inicializacao do algoritmo de otimizagao multiobjetivo, em que é
também atestada a robustez deste algoritmo. De fato, o desempenho
do algoritmo, em termos de tempo de processamento até a convergéen-
cia, apresenta-se pouco dependente da instancia do problema que é

resolvida.

E mostrada a similaridade entre o comportamento de uma rede de filas

finitas, com o de uma fila finita simples.

Resultados sao obtidos com a metodologia multiobjetivo para uma rede
extensa (com 16 filas), em configuragdo mista, com divisao e fusao de

fluxos. Os tempos de processamento apresentaram-se razoaveis.

E demonstrado como os resultados obtidos podem auxiliar a anélise e

o planejamento de redes de filas finitas gerais.

Apresentam-se e discutem-se possiveis formas de melhoria dos resulta-
dos obtidos, com a sugestao de possiveis dire¢oes para a continuidade

da pesquisa nesta drea.



1.4 Organizacgao

Este texto encontra-se organizado como se segue. No Capitulo 2 apresentam-
se conceitos fundamentais relevantes para a melhor compreensao dos proble-
mas de alocacao de area de espera em filas finitas configuradas em redes.
No Capitulo 3 é descrita a formalizacao deste problema, como um problema
de programacao matematica inteira estocdstica e também a motivacao para
a escolha de tal formulacao. Os algoritmos de resolucao sao apresentados
detalhadamente no Capitulo 4. No Capitulo 5 sao apresentados e discutidos
os resultados dos experimentos computacionais realizados. Véarias das redes
tém seus resultados analisados de forma detalhada. Finalmente, no Capi-
tulo 6 as principais conclusoes sao apresentadas, juntamente com a sugestao

de topicos para trabalhos futuros nesta area, que demonstra ter caréncias.



Capitulo 2

Introducao a Teoria de Filas

Este capitulo tem por objetivo apresentar conceitos associados a teoria de
filas. Entretanto, para uma facilidade de leitura, é necessaria a revisao de
conceitos mais elementares da area de processos estocdasticos, o que sera feito

a seguir.

2.1 Processos estocasticos e cadeias de Mar-
kov

Um processo estocastico é uma abstracao matematica de um processo em-
pirico cujo desenvolvimento é governado por leis probabilisticas. Do ponto
de vista da teoria matematica de probabilidade, um processo estocastico é
melhor definido como uma familia de varidveis aleatérias { X (t),t € T} defi-
nidas sobre um conjunto de indices ou espaco paramétrico 7. O conjunto T’
¢ algumas vezes chamado de intervalo de tempo e X(¢) denota o estado do
processo no tempo t. Dependendo da natureza de T', o processo é classificado

como de parametro discreto ou de parametro continuo.

e Se T é uma sequéncia enumeravel, por exemplo, T'= {0,+1,4+2...} ou
T =1{0,1,2,...}, entao o processo estocastico { X (t),t € T} é chamado

de processo de parametro discreto definido no conjunto de indices T.
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e Se T' é um intervalo ou uma combinacao algébrica de intervalos, por
exemplo, T'={t: —co <t < +oo}ouT = {t:0 <t < 400}, entdo o
processo estocastico { X (t),t € T'} é chamado de processo de parametro

continuo definido no conjunto de indices 7.

2.1.1 Processo de Markov

Um processo estocastico de parametro discreto {X(¢),t = 0,1,2,...} ou de
parametro continuo {X(¢),t > 0} é chamado de processo de Markov se, para
qualquer conjunto de n pontos t; < ty < --- < t, no conjunto de indices ou
intervalo de indices do processo, a distribui¢ao condicional de X (t,), dados
os valores de X (1), X (t2), X (t3), ..., X (tn_1), depende apenas do valor ime-
diatamente precedente, X (¢,_1); mais precisamente, para quaisquer nimeros

reais xi,Za, ..., Tn,

P{X(t,) <x,|X(t1) =21,..., X(tno1) = Tpa} =
P{X(t,) < x| X (tn-1) = xpn_1}
Em linguagem nao matematica isso significa que, dada a condigao “pre-
sente” do processo, o “futuro” é independente do “passado” e o processo tem,

entao, perda de memoria.

Os processos de Markov sao classificados conforme:

1. anatureza do conjunto de indices do processo (se o conjunto de indices

é discreto ou continuo);

2. a natureza do estado de espagos do processo (se o espaco de estados é

discreto ou continuo).

Diz-se que um numero real x é algum dos estados de um processo esto-

castico {X(t),t € T'} se existe um ponto no tempo ¢ tal que a probabilidade
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P{zx —h < X(t) < x4+ h} é nao nula para todo h > 0. O conjunto de todos
os estados possiveis constitui o espaco de estados do processo. Se o espago
de estados é discreto, o processo de Markov é geralmente chamado de cadeia
de Markov, apesar de alguns autores reservarem o termo “cadeia” somente
para aqueles processos com espago de estados e espaco de parametro, ambos
discretos. Neste texto, diremos que um processo de Markov de parametro
discreto com espaco de estados discreto é uma cadeia de Markov plana e que
um processo de Markov de parametro continuo com espaco de estados dis-
creto é uma cadeia de Markov de tempo continuo. (Extensdes multivariadas
podem ser formuladas para vetores de estado x.)

Uma cadeia de Markov é finita se o espaco de estados é finito; caso con-
trario, ela é infinita. Uma vez que um processo de parametro discreto é
observado em uma quantidade enumeravel de pontos no tempo, sejam as
sucessivas observacoes denotadas por Xg, X1, Xs,..., X, em que X, é a va-
riavel aleatéria cujos valores representam o estado do sistema no n-ésimo
ponto do tempo. Uma sequéncia arbitraria de varidveis aleatérias {X,} é
uma cadeia de Markov se cada variavel aleatéria X,, é discreta e vale a se-
guinte propriedade:

Para qualquer valor inteiro m > 2 e qualquer conjunto de m pontos

ng < ng < --- < Ny, a distribuicao condicional de X, , dados valores

de X, Xpnyy-ooy X depende apenas de X,

) Nm—1"

o valor imediatamente

m—17

precedente, isto é,

P{Xan - xn'm|X1 - l‘”l? et 7X’Vlm71 = xnmfl} =

P{Xnm - xnm|Xnm71 - xnmfl}'

Uma importante generalizagao da cadeia de Markov, que é muito usada

em teoria de filas, é o semi-processo de Markov (SMP, do inglés semi-Markov
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process) ou processo de renovagao de Markov (MRP, do inglés Markov re-
newal process). As transigoes de estado em um SMP formam uma cadeia
de Markov discreta, mas os tempos entre sucessivas transi¢oes sao variaveis
aleatorias. Se estas varidveis aleatérias tém distribuicao exponencial, no caso
de parametro continuo, ou distribuicao geométrica, no caso discreto, com
média dependente apenas do estado atual, o SMP reduz-se a um processo de

Markov devido a falta de memoria dessas variaveis aleatorias.

2.1.2 Cadeia de Markov de parametro discreto

Considere uma sequéncia {X,;n = 0,1,2,...} de varidveis aleatérias com
X, €{0,1,2,...}, formando uma cadeia de Markov com espaco de parame-

tros discreto, isto é, para todo n,

P{X, = j|Xo =10, X1 =i1,..., Xp1 = in1} = P{X,, = j[ X1 = i1}

Se o valor da variavel aleatéria X,, é j, entao diz-se que o sistema esta
no estado j apds n passos de transicoes. Nesse caso, as probabilidades con-
dicionais P{X, = j|X,_1 = i} sdo chamadas probabilidades de transi¢ao
de um passo do estado i para o estado j ou simplesmente probabilidades de
transicao de i para j. Se estas probabilidades sao independentes de n, entao
diz-se que a cadeia é homogénea e as probabilidades P{X,, = j|X,_1 = i}
podem ser escritas como p;;. A matriz definida através dos elementos p;;
na posicao (i,j) é conhecida como matriz de transi¢io, sendo denotada
por P. Para cadeias homogéneas, as probabilidades de transicao de m pas-
sos P{Xpim = j|X, = i} = pl(»;n) também sao independentes de n. A
probabilidade nao condicional do estado j na n-ésima tentativa serd es-

)

crita como P{X, = j} = 7r](-n , tal que a distribuicao inicial é dada por

P{Xy=j} ="
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Das leis basicas de probabilidade, podemos mostrar que a matriz P(m),

formada pelos elementos {p(m)

i } pode ser obtida multiplicando p(m=F) por

P® para qualquer valor de k, com 0 < k < m. Esta matriz é equivalente

a obtida através das classicas equagoes de Chapman-Kolmogorov para este
(m)

(]

(m—k

processo de Markov, qual seja, p;;’ = Dir )pf,’;), (0 < k < m), ou em

notacao matricial,

P — pm=Hp®), (2.1)

Tomando k = m — 1 na Equacao (2.1), temos:

P = p.pm1), (2.2)

que, recursivamente, fornece P™ = P.P...P = P™. Por esta razio P
pode ser obtida multiplicando a matriz P por ela mesma m vezes.
Frequentemente, estamos interessados nas probabilidades de a cadeia es-

tar no estado j depois de m transicoes, independentemente do estado inicial.

Se o vetor w(™ tém coordenadas sendo as probabilidades {W](.m)}, entao te-

1Mos:

xm = gm=-Dp, (2.3)

que, recursivamente, fornece

xm = zOpm, (2.4)
para o vetor @ do estado inicial.
2.1.3 Cadeia de Markov de parametro continuo

Consideremos agora uma cadeia de Markov de parametro continuo { X (¢),t €

T}, paraT = {t : 0 <t < oo}. Considere quaisquer tempos u,t e s com
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0 <u<t<seosestados i e j, entao:

pij<u> S) = Zpir(u7 t)prj (tv S)v (25)

em que p;;(u, s) é a probabilidade de ir do estado i para o estado j no tempo
comecando em u e terminando em s, e 0 somatorio é sobre todos os estados da
cadeia. Esta é a equagao de Chapman-Kolmogorov para o processo continuo
(andloga a Equagao (2.1) para o processo discreto).

Em notagao matricial, a Equacao (2.5) pode ser escrita da seguinte forma:

P(u,s) = P(u,t)P(t,s).

Fazendo u = 0 e s = t + At na Equacao (2.5) vem:

pij (0,6 + A = pir(0,0)pr (£, + At).

Definindo p;(0) como a probabilidade de a cadeia iniciar no estado i no
tempo 0 e p;(t) como a probabilidade incondicional de a cadeia estar no estado
J no tempo t, indiferentemente do estado de inicio, podemos multiplicar a

equagao acima por p;(0) e, da soma sobre todos os estados, obter:

Z pi(0)pi (0,6 + At) = Z Pir(0, )i (0)pys (¢, + Ab),

ou

pi(t+ At) = " po(t)prj(t,t + At). (2.6)

Para o processo de Poisson tratado anteriormente, temos:
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AAL + o(At), parar=7j7—1ej>1,
prj(t,t+At) =< 1 - MAt +o(At), parar =j,

o(At), caso contrério.

Substituindo esta ultima expressdo na Equagao (2.6), vem que p;(t +
At) = [MNAL + o(At)]pj—1(t) + [1 — AAt + o(At)]p;(t) + o(At), para j > 1.
Se as fungdes de transi¢do de probabilidade p;;(u,s) da cadeia tem a

propriedade da existéncia de fungoes continuas ¢;(t) e ¢;;(t) tais que:

P{X(t+At) — X(£) £ 0} = 1 — pis(t, t + At) = qi(t)At + o(At) e

(2.7)
pij(t, t + At) = q;;(t) At 4 o(At).

Para uma matriz Q(t) satisfazendo Q(¢)At = P(t,t + At) — I em que |

¢ a matriz identidade, terfamos, a menos de o(At):

—qo(t) qoi(t) qo2(t) qos(t)
qo(t) —qi(t) q2(t) qus(t)
q0(t)  qn(t) —aq(t) qs(t)

Q1) =

Se a matriz Q satisfaz a condi¢ao de Q(u) = Q(¢)P(u,t), ou em outros

termos, ¢;;(u) = Zpir(u, t)qri(t) — pij(u, t)q;(t), tem-se que
vy

2 (st = tim POt E A0 =P () e Gy (WAL= () X O

ot ALL0 At ALL0 At = ij (1),

e, portanto

i) = 4 Ops(w0) + Y palu ). (@23)
i
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Considere a Equagao (2.8), seja u = 0 e assuma um processo homogéneo,
tal que ¢;(t) = ¢; e ¢;;(t) = ¢, Vt. Entao,

jd—t = _quij (07 t) + szr(oa t)qrj-

r#j

Multiplicando ambos os lados da equacao anterior por p;(0) e somando

sobre todos os valores de 7, vem:

dp;(t)

—g = wupit)+ > v,
T#j
que, em notagao matricial é
p'(t) =p()Q, (2.9)

em que p(t) é o vetor (po(t),pi(t),...), p'(t) é a derivada desse vetor e Q
independe de t.

Note que, da Equagao (2.7), ¢; = Z#i gij, pois Zpij(t,t +At)=1,0
J
que implica que 1 — ¢;At + o(At) + Z[ql-jAt + o(At)] = 1, ou ainda que
J#
—q; At + o(At) = — Z [gi;At + o(At)], tal que ¢; = 3, Gij-

Referindo-nos noif;:mente ao processo de Poisson, podemos usar a Equa-
¢ao (2.9), observando que ¢; = A, ¢,; = A\, parar =7 —1,7 > 1, e ¢q; =0,
caso contrario. Para obter diretamente, dpzl_it) = Ap;(t) + Apj_1(t).

Como o espaco de estados é composto de inteiros nao-negativos (repre-
sentando o numero de clientes presentes), uma grande percentagem de pro-
blemas de filas pode ser categorizado como cadeias de Markov de parametro
de tempo continuo. Muitos desses modelos tém a propriedade adicional de

nascimento e morte tal que um estado sé pode dar um passo para a frente,

um passo para tras ou permanecer no estado em que se encontra, assim:

17



P{X(t+ At) — X(t) = 1|X(t) = n} = \,At + o(At), paran > 0,
P{X(t+ At) — X(t) = —1|X(t) = n} = p, At + o(At), para n > 1,
P{X(t+ At) — X(t) =0|X(t) =n} =1— (A, + pn) At + o(At), para n > 1.

Este resultado leva a ¢, n41 = Ay, também a ¢, ,—1 = p, considerando
ty, 7 0, também a ¢, = A, + p, para gy = Ao e ainda ¢g,; = 0 caso contrario.

Substituindo por ¢; e ¢;;, a matriz Q(t) V¢ passa a ser

—Xo Ao 0 0
Q- pr —(Ar ) A 0
0 42 —(A2 +p2) A

2.1.4 Comportamento de longo prazo do processo de
Markov

Na maioria das vezes estamos interessados no comportamento de um processo
de Markov apos um longo periodo de tempo, particularmente se esse compor-
tamento se “estabiliza” probabilisticamente. Serao discutidos trés conceitos
relacionados ao comportamento de longo prazo, quais sejam: distribuicoes
limite, distribuicoes estaciondrias e ergodicidade.

Considere uma cadeia de Markov de parametro discreto e suponha existir
7; sendo a probabilidade de o processo estar no estado j quando o compri-

mento do prazo de execucao do processo tende a infinito. Para tal situacao
(m)

temos entao lim p;;

in = 7j, para todo i. Isto é, ap6s um longo tempo, a
m oo

probabilidade de que o processo esteja no estado j, dado que ele comecou no
estado 7, é independente do estado inicial i. Isto significa que P™ se aproxima
de um limite, a medida que m tende a infinito, a saber, que todas as linhas

de P™ tornam-se iguais. Neste caso, as probabilidades {m;} sd@o chamadas
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de probabilidades de estado estaciondrio ou probabilidades limite da cadeia
de Markov.
Considere agora as probabilidades incondicionais de estado apds m passos

dadas por (™ = 7#(OP™ Equacio (2.4), isto é, 7T](-m) = Zﬂl-(o)pgn), entao:

(m) _

lim =
m—0o0
: (0), (m) _ 0) 1 (m) _ 0)_ _ 0) _
ng})ozﬁz Py = Zﬂ-i Wlllg})opij = Zﬁi = szﬂi = Ty
Dai 7r](-m) converge para o mesmo limite pg-n) e é independente das proba-

bilidades do estado inicial e do parametro de tempo m. Quando estas pro-

babilidades incondicionais limitantes existem, elas podem ser obtidas como

segue.
Da Equacio (2.3), vem lim w™ = lim «™ YP. Assim, fazendo 7 =
m—0o0 m—0o0
(T, 71, . .. ) representar o vetor limite, temos lim 7™ = lim w™Y = 7
m—00 m—00
tal que:
7 =7P. (2.10)

Disto, junto com a condigao de fronteira, » ;T = 1, podemos obter {m;}.
Estas condigoes, bem conhecidas, sao chamadas equacoes estaciondrias da
cadeia de Markov e sua solucao é chamada distribuicao estaciondria. Note
que a condicao de fronteira pode ser escrita em notagao vetorial como e = 1,

sendo e um vetor coluna com todos os elementos iguais a 1.

2.1.5 Ergodicidade

Intimamente associado com os conceitos de distribuicoes limite e estacionéria
estd a ideia de ergodicidade. A ergodicidade é importante na medida em que

lida com problemas de determinacao das medidas de um processo estocastico

19



X(t) de uma unica realiza¢do, como é frequentemente feito em anélise de
saida de simulagao. Um processo estocdstico X (¢) é ergddico, no senso mais
geral, se, com probabilidade 1, todas as suas “medidas” podem ser determi-
nadas ou bem aproximadas por uma unica realizac¢do, x(t), do processo. Um
processo estocastico é ergodico se o valor esperado ¢é calculado “através da
média do conjunto”.

Em geral, nao é facil mostrar ergodicidade através de métodos diretos.
Antes de enunciar os teoremas fundamentais que nos permitirao determinar
quando uma solugao para a equagao estaciondria existir, se uma distribuicao
limite existe e quando o processo é ergdédico ou nao, apresentaremos algu-
mas definicoes necessarias para caracterizar cadeias de Markov de parametro
discreto.

Dois estados i e j se comunicam entre si (i <> j) se i pode ser acessado
de j (j — i) e 7 pode ser acessado de i (i — j), ou seja, existem n e m
inteiros positivos, tais que a probabilidade de ir do estado ¢ para o estado j
em n passos ¢ nao nula, assim como, a probabilidade de ir do estado j para
o estado 7 em m passos é nao nula.

Uma cadeia é chamada irredutivel se todos os seus estados se comunicam,

isto é, se existe algum n;; inteiro positivo, tal que pg” ) > 0, para todos os
pares (i, 7).

O periodo de retorno a um estado k de uma cadeia é definido como o maior
divisor comum (MDC) do conjunto de inteiros {n} para os quais p,(gz) > 0.
Um estado é chamado aperiédico se o MDC do conjunto de valores n definido
anteriormente ¢é igual a 1, isto é, se seu periodo é igual a 1. Diz-se que uma
cadeia é aperiddica se cada um de seus estados é aperiddico.

Defina f](Jn) como a probabilidade que uma cadeia, comecando no estado j

retornar para j pela primeira vez em n transigoes. Por isso, a probabilidade
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oo
de a cadeia retornar sempre a j é f;; = E f](?).
n=1
Se f;; = 1, entao diz-se que j ¢ um estado recorrente. Por sua vez, se

fj; <1, diz-se que j é um estado transiente. Quando f;; = 1, o tempo médio
o0

(m)

de recorréncia, denotado por m;; é dado por m;; = E nfi;

n=1
Se mj; < 0o, entao j ¢ conhecido como estado recorrente positivo. Se
m;; = 00, entao j é um estado recorrente nulo.
Defina fz-(f), © # 7, como a probabilidade de a primeira passagem do estado
1 para o estado j ocorrer em n passos. Entao, a probabilidade de o estado j
o0
: C4 (n)
ter vindo de i é f;; = E fij
n=1
Existe uma extensa lista de teoremas na literatura que permitem deter-
minar a presenca de recorréncia em uma cadeia de Markov e calcular o tempo
médio de recorréncia. Os teoremas a seguir, cujas provas sao omitidas, rela-
cionam os conceitos de ergodicidade, probabilidades limite e probabilidades

estacionarias para cadeias de estado discreto.

Teorema 2.1

1. Em uma cadeia de Markov de parametro discreto irredutivel e recorrente
positiva, uma solugao nao-degenerada para as equagoes estaciondrias
7 = P, we = 1 sempre existe, quando o vetor w = {m;} € tal que
7Tj = 1/mjj.

2. Se o wvetor de probabilidades de partida 7 ¢é um conjunto igual ao
vetor de probabilidades estaciondrias 7, a cadeia acima torna-se um
processo estocdstico estaciondrio e, por isso, ergodico.

3. Se a cadeia é aperiodica, bem como irredutivel e recorrente positiva,
entao o processo € ergodico e possut uma distribuicao de probabilidade
limite igual a distribuicdo estaciondria.

Note que a existéncia de uma distribuicao limite é a condigao mais forte,
ergodicidade é um pouco mais fraca e a solucao nao-degenerada para as

equacoes estaciondarias é a mais fraca das trés condicoes.
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Teorema 2.2 Uma cadeta irredutivel, aperiodica € recorrente positiva se
[o.¢]

eziste uma solu¢ao nao-negativa do sistema E pijr; < x; — 1, para i # 0,
J=0

tal que Zpoj:z:j < 00.
=0

2.2 O Processo de Poisson e a distribuicao
exponencial

Sao bastante comuns os casos de estudo de processos estocaticos em que os
tempos entre chegadas e os tempos de servico obedecem a uma distribuicao
exponencial ou, equivalentemente, que o nimero de chegadas no sistema o
nimero de atendimento por unidade de tempo seguem uma distribuicao de
Poisson. Nesta secao sera derivada a distribuicao de Poisson e mostrado
que assumir que o numero de ocorréncias em algum intervalo de tempo é
uma variavel aleatoria de Poisson é equivalente a assumir que o tempo entre
ocorréncias sucessivas é uma variavel aleatoria com distribuicao exponencial.

Seja {N(t),t > 0} a variavel aleatéria que contabiliza o niimero de che-
gadas até o instante de tempo t, com N(0) = 0, que satisfaz as seguintes

hipdteses:

1. A probabilidade de uma chegada ocorrer entre os instantes ¢ e t + At
é igual a AAt + o(At), em que A é uma constante independente de
N(t), At é um elemento incremental e o(At) denota a quantidade que
pode (ser )negligenciada na comparacao com At, quando At | 0; isto é,

o(At

Eﬁ% N

2. A probabilidade de ocorrer mais que uma chegada entre os instantes

t et+ At éigual a o(At).
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3. Os nimeros de chegadas em intervalos nao sobrepostos sao estatistica-

mente independentes, isto é, o processo tem incrementos independentes.

Busca-se calcular a probabilidade p,(t) de ocorrerem n chegadas em um

intervalo de tempo de comprimento ¢, sendo n > 0 inteiro. Paran > 1 temos:
pat+ At) =" P{N(t+ At) — N(T) = i|N(t) = n — i}
i=0

Usando as hipdteses 1, 2 e 3 acima, vem:

Pt + At) = p,(t)[1 — AAL — o(At)] + pr_1(t) [NAL 4+ o(At)] + o(At), (2.11)

em que o ultimo termo, o(At), representa a soma dos termos do somatdrio
de probabilidades P{N(t + At) — N(T') = ¢|N(t) =n — i}, para 2 < i < n.

Para o caso n = 0, temos:
po(t + At) = po(t)[1 — NAt — o(At)]. (2.12)

Reescrevendo as Equagoes (2.11) e (2.12) e combinando todos os valores

o(At), temos:

po(t + At) — po(t) = —AAtpo(t) + o(At) (2.13)

pu(t + At) — pu(t) = —=AAtp,(t) + AAtp,—1(t) + o(At), para n > 1. (2.14)

Dividindo as Equagoes (2.13) e (2.14) por At e tomando o limite quando
At | 0, temos:

[ po(t + At) = po(?) _ o(At)
it [ At = O+ Im =
[ palt + At) — pa(t) . o(At)
_ A=y >
Eﬁ% { A AP (t) + Apn_1(t) + E}ﬂ) A o paran 21,
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reduzindo-se portanto a:

dpo(t)
—Apo(t 2.1
! nlt). o .15
dpt;—t(t) = —Apn(t) + Apn_1(t), paran > 1. (2.16)

A equacao diferencial ordinédria de primeira ordem, Equacao (2.16), tem
solugao geral po(t) = Ce™, em que a constante C' é igual a 1, pois py(0) = 1.

Agora, seja n = 1 na Equacgao (2.16). Entao:

dp (¢ dpi (¢
p;; )~ pnt) + welt) = p;; ) i (t) = Ae .

A solugao desta equagao é p(t) = Ce M + Me *. Usando a condigio

p1(0) = 0, temos C' = 0, entdo p;(t) = Ate .
\t n—1
Assumindo p,_1(t) = %e_’\t, pode-se obter através do principio
n—1)!

da indugado matemédtica uma expressao para p,(t). A equacdo diferencial

ordindria de primeira ordem, Equagao (2.16), torna-se:

dpn(t At)nt
%U + Apn(t) = Aﬁe‘”, paran > 1,
O

com solucdo geral p,(t) = Ce ™ + We
n)!
Usando a condigao p,(0) = 0,Vn > 0, temos C' = 0, entao:

pa(t) = %e”. (2.17)

O processo de Poisson possui algumas propriedades interessantes. Uma
das mais importantes é que os numeros de ocorréncias em intervalos de lar-
gura igual sao identicamente distribuidos (incrementos estacionarios). Em
particular, para t > s, a diferenca N(t) — N(s) é identicamente distribuida a
N(t+ h) — N(s+ h) Vh, com fungao de probabilidade:

P‘(t — S)]ne—k(t—s)'

pn<t_3> = o
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Veremos agora que, se o processo ¢ de Poisson, entao uma variavel aleato-
ria associada definida como o tempo entre sucessivas chegadas (tempo entre
chegadas) segue uma distribui¢do exponencial. Seja T a varidvel aleatéria

“tempo entre chegadas sucessivas”. Entao

P{T >t} = P{N(t) = 0} = po(t) = e ™.

Portanto, a funcao de distribuicao de T" pode ser escrita como

Aty =P{T <t} =1—e™,

que corresponde a funcao densidade

Assim, T tem distribuigao exponencial com média 1/A. Intuitivamente,
¢ esperado que o tempo médio entre chegadas seja 1/, se a taxa média de
chegada é A\. A seguir serd demostrado que se os tempos entre chegadas sao
independentes e possuem a mesma distribuicao exponencial, entao a taxa de
chegada segue a distribuicao de Poisson.

Inicialmente, seja a funcao de distribuicao do processo de contagem de

chegadas até o instante ¢, P{N(¢) < n} denotada por P,(t¢). Entao,

pa(t) = PAN(t) = n} = Py(t) = Poa(?).

Mas P,(t) é também a probabilidade da soma de n + 1 tempos entre
chegadas ser superior a t. Como a soma de variaveis aleatérias independentes

e identicamente distribuidas tem distribuicao Erlang, entao

Pu(t) = /t TN g (2.18)

n!
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Usando a transformacgao de variaveis u = x — t, temos:

n!

>\n+1 —At f)\u
n— ltl ' d
/0 Z v ol

em que a ultima igualdade procede do teorema binomial. Trocando a ordem

oo yn+l1 n
P,(t)= / At ) e MeMdy =
0

entre a soma e a integral, temos:

n >\n+1€—)\tti 00 B
P,(t) = Z —(n - /o e My du.
=0

Entretanto, a integral acima, a menos de uma adequada substituicao, ¢ a

funcao gama e vale (n —)!/A\"~“*1. Entao:

7!
=0
que ¢é a funcao de distribuicao do processo de Poisson.

Uma importante consequéncia da propriedade uniforme do processo de
Poisson é que os resultados de observagoes aleatérias de um processo esto-
céstico X (t) tém as mesmas probabilidades como se os exames fossem reali-
zados em pontos selecionados. Quando X (¢) é uma fila, esta propriedade é

chamada PASTA, do inglés “Poisson arrivals see times averages”.

2.2.1 Propriedade markoviana da distribuicao expo-
nencial

Nesta segao provaremos a propriedade markoviana (ou falta de memdria)
da distribuicao exponencial. Para explicar esta propriedade em palavras,
suponha que os tempos de servico sao exponencialmente distribuidos. Esta

propriedade estabelece que a probabilidade de um cliente atualmente em
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servico ter ¢t unidades de servico remanescentes é independente de quanto
tempo ja se passou em durante seu atendimento. Assim, desejamos provar
que

P{T <t;]T > to} =Pr{0 < T <t; —to} para t; > t,.

Da definicao de probabilidade condicional, temos:

P{T <t))N(T >1ty)} e M —ePn
P{T > ty} e

=1- eiA(tlitO) = P{O <T <t — to}

2.2.2 O processo nascimento e morte

Um processo nascimento e morte é um tipo especifico de cadeia de Markov
de tempo continuo, que consiste em um conjunto de estados {0,1,2,...},
denotando a “populacao” de algum sistema. Transicoes de estado ocorrem
com saltos de uma unidade para frente ou para tras, em relacao ao estado
atual. Mais especificamente, quando o sistema esta no estado n > 0, o tempo
até a proxima chegada (“nascimento”) é uma varidvel aleatdria exponencial
com taxa A, e move-se do estado n para o estado n + 1. Quando o sistema
estd no estadon > 1, o tempo até a préxima partida (“morte”) é uma variavel
aleatoria exponencial com taxa pu, e move-se do estado n para o estado n— 1.
Isto é uma cadeia de Markov de tempo continuo.

Defina p,, como a fracao de tempo do sistema no estado n em regime
estacionario. Entao, a solu¢ao {p,} existe e pode ser determinada através
da equacao matricial 0 = pQ (com a matriz Q obtida anteriormente para as
cadeias de Markov em tempo continuo), sujeita a certas condi¢oes sobre A, e
ln. Para o processo nascimento e morte, a equagao matricial 0 = pQ pode

ser reescrita como:
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0= _(/\n + Mn)pn + M—1Pn—1 + Unt1Pnt1 (n > 1),
0= —Xopo + p1p1,

ou

(An + )P = Anc1Pn—1 + Hng1Pn1 (02> 1), (2.19)
AoPo = H1P1-

Estas equacgoes também podem ser obtidas usando o conceito de equilibrio
de fluro, cuja ideia bésica é que, em estado estacionario, a taxa de transi¢oes
para fora de um dado estado precisa ser igual a taxa de transicoes para
dentro daquele estado. Assim, a Equacao (2.19) é simplesmente o balango
da taxa de transicoes de entrada e saida do estado n, como sera explicado
mais detalhadamente no paragrafo a seguir.

Quando o sistema estd no estado n, a taxa média de chegadas (ou “nas-
cimentos”) é A, chegadas por unidade de tempo. Uma vez que o sistema
encontra-se no estado n a fracao p, do tempo, \,p, € a taxa de transi¢oes em
regime permanente de n para n + 1. Por outro lado, quando o sistema esté
no estado n, a taxa de partida (ou “morte”) é p, partidas por unidade de
tempo. Assim, u,p, é a taxa de transi¢coes em regime estacionério de n para
n — 1. Como uma transicao para fora do estado n pode ser para frente ou
para tras, (A, + fn)pn € a taxa de saida do estado n em regime estaciondrio.

De forma similar, como transi¢oes para o estado n podem ocorrer do
estado (n — 1) ou do estado (n + 1), a taxa de transigoes para dentro do
estado n é A\, 1Pn—1 + fni1Pni1- Assim, a Equacao (2.19) faz o balango de
transicoes para fora e para dentro do estado n > 1.

A segunda equacao, A\opy = u1p1, representa o balanco para o estado
de fronteira 0, que é diferente dos demais estados pois nao podem ocorrer

transigoes do estado 0 para o estado —1 ou vice-versa. Os proximos passos
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serao dados para obter a solugao para a Equacao (2.19), que pode ser reescrita

COINo.

>\n + m )\n— )‘
Pny1 = K Dn — lpn,l paran > 1ep = —Opo. (2.20)
Hn+1 Hn+1 M1

Fazendo n = 1 na Equagao 2.20, vem:

A1+ Ao A1+ 1 Ao Ao A1 \o

b2 = P1— —Po = —Po— —Po = Po-
M2 2 M2 1 M2 1153251
Similarmente, podemos obter ps3, py4, ..., de modo que o padrao é:
A1 An_2... A .
Pn = 1 2 Opo = Do H 1, paran > 1. (2.21)
Hnfn—1 .- H1 ey M

Para verificar que esta, de fato, é a féormula correta para todo n > 0,
aplica-se o principio da inducao matemadtica a Equagao (2.21). Primeira-
mente, note que a Equagao (2.21) é satisfeita para n = 0, pois [[}_,(.) é
assumida por definicao igual a 1 quando n = 0. E possivel também mostrar
que a Equagao (2.21) é satisfeita paran = 1,2,3. A partir dai, demonstra-se
que se ela estd satisfeita para n = k£ > 0, entao também estara satisfeita para
n =k + 1 (Para a prova completa, ver Gross et al. [34]).

Considerando que as probabilidades precisam somar 1, segue que:

[e.e] n

po = (1 +3 11 AH)_I. (2.22)

e

2.3 Teoria de filas

Nenhum de nés consegue escapar de uma fila. Cada um de nés provavelmente
tem uma situacao relativa a uma fila que marcou. Infelizmente, este feno-

meno ¢é cada vez mais comum nas sociedades desenvolvidas. Esperamos em
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uma fila dentro dos carros em congestionamentos de transito ou em pracas
de pedéagio. Esperamos em fila para sermos atendidos em supermercados,
bancos, restaurantes, etc. Assim como os clientes nao gostam de filas, os
gerentes dos servigos que as geram também nao, pois elas representam um
custo para os negécios. Entao, por qué existe a fila de espera?

A resposta é simples. E porque existe maior demanda pelo servico do
que recursos para realiza-lo. Isto ocorre por diversas razoes. Uma delas é
a escassez de servidores disponiveis. Outra razao que podemos citar é que
pode ser economicamente inviavel para um negécio disponibilizar o nivel de
servigco necessario para prevenir filas de espera. Pode, ainda, haver limi-
tacao de espaco no volume de servico que pode ser disponibilizado. De um
modo geral, essas limitacoes podem ser resolvidas com gasto de capital e pelo
conhecimento do quanto de servigo poderia ser diponibilizado, desde que co-
nhecamos a resposta a questoes do tipo “Qual o custo de um usuario ficar
esperando?” ou “Quantas pessoas podem ficar em uma fila?” A teoria das
filas tenta — e em muitos casos, com sucesso — responder a essas questoes

através de uma andlise matematica detalhada.

2.3.1 Notacao usual

A caracterizacao de uma fila, em geral, é feita utilizando a notacao de Kendall
[38], cuja forma é A/B/X/Y/Z, em que A descreve a distribui¢ao do tempo
entre chegadas, B, a distribuicao do tempo de servico, X, o nimero de
estagoes de servico em paralelo, Y, a capacidade do sistema, ou seja, nimero
de usudrios na sala de espera mais o nimero de usuarios que estao sendo
atendidos, e Z, a disciplina de atendimento. Alguns exemplos de escolhas

para A e B:

M: distribuicao exponencial (markoviana);
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Ey: distribuicao Erlang tipo-k (distribuigdo gama com parametro de forma

inteiro);
G: distribuigao geral (nao especificada);
D: deterministica.

Por exemplo, a notacdo M/D/2/0co/FCFS indica um processo de fila
com tempo entre chegadas exponencial, tempo de servigo deterministico, dois
servidores em paralelo, sem restricao no tamanho méaximo da capacidade do
sistema e disciplina de fila ‘primeiro a chegar, primeiro a ser atendido’ (FCF'S,
do inglés First-Come, First-Served).

Quando sao omitidos Y e Z na notagao de Kendall, entende-se que a fila
tem capacidade infinita e disciplina FCFS. Por exemplo, a fila M/G/1 tem
chegadas exponenciais, servico com distribuicao geral, um tnico servidor, nao
h& limite na capacidade do sistema e o atendimento é por ordem de chegada.

Pode parecer estranho utilizar o simbolo M para a distribuicao exponen-
cial, em vez do simbolo usual F. A razao para isso é evitar confusao com E},
simbolo utilizado para a distribuicao Erlang do tipo k. Da propriedade da
falta de memoria (do inglés memoryless) da distribuigdo exponencial, bem
como em associagao a propriedade markoviana, surge a ideia do simbolo M.

As caracteristicas de um sistema de filas sdo (1) modelo de chegada dos
usudrios, (2) modelo de servigo dos servidores, (3) disciplina de atendimento
da fila, (4) capacidade do sistema, (5) numero de canais de servigo e (6)

numero de estagios de servigo, que sao detalhadas a seguir.

Modelo de chegada dos usuarios

Em situacoes usuais de fila, o processo de chegada é estocdstico, sendo, entao,

necessario conhecer a distribuigao de probabilidade que descreve os tempos
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entre chegadas sucessivas (tempos entre chegadas). Também se faz necessario
saber se as chegadas sao unitarias ou em blocos, como é o caso da chegada
de passageiros de um voo em um aeroporto. Neste ultimo caso, precisa-se
conhecer a distribuicao de probabilidade que descreve o tamanho do bloco.
Outro fator importante a ser considerado no que diz respeito ao processo de
chegada ¢ a maneira como ele muda com o tempo. Um processo de chegada
que nao muda com o tempo, isto é, aquele cuja distribuicao da probabilidade

¢ independente do tempo, é chamado um processo de chegada estaciondrio.

Modelo de servico

Muito da discussao anterior a respeito de modelo de chegada também ¢é ade-
quado ao servigo. Uma distribuigao de probabilidade é necesséaria para des-
crever a sequeéncia dos tempos de servico dos usuarios. O servico também
pode ser unitario ou em blocos. Geralmente, pensamos em um usuério sendo
servido a cada instante por um dado servidor, mas ha casos em que varios
usuarios podem ser servidos simultaneamente pelo mesmo servidor, como em
um computador com processamento em paralelo ou pessoas embarcando em
um trem.

O processo de servico pode depender do nimero de usudrios esperando
pelo servico. A situagao em que o servigo depende do niimero de usuarios em
espera é denominado servico dependente do estado. O servico, assim como a
chegada, pode ser estaciondrio ou nao-estaciondrio, com relagao ao tempo. A
dependéncia no tempo nao deve ser confundida com dependéncia no estado.
O primeiro caso nao depende do niimero de clientes no sistema, mas de quanto
tempo o sistema estd em operacao. A dependéncia no estado nao depende
de quanto tempo o sistema estd em operacao, mas somente do estado do

sistema em um dado tempo, isto é, de quantos clientes estao atualmente no
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sistema. Note que um sistema de filas pode ser nao-estaciondrio e dependente
do estado.

Mesmo com uma taxa de servico alta, é provavel que alguns usudrios
sejam atrasados pela espera na fila. Em geral, usudrios chegam e saem em
intervalos irregulares. Portanto, o comprimento da fila nao assumirda um
padrao deterministico, mas sim um padrao aleatério. Segue-se, entao, que a
distribuicao de probabilidade para comprimentos de fila serd o resultado de
dois processos separados — chegadas e servigos — que sao, geralmente, mas

nao universalmente, assumidos mutuamente independentes.

Disciplina de atendimento da fila

A disciplina de atendimento refere-se a maneira pela qual os clientes sao sele-
cionados para o servico quando a fila esta formada. A disciplina mais comum
que tem sido observada é “primeiro a chegar, primeiro a ser servido” (FCFS,
do inglés first come, first served). Outra disciplina comum de atendimento
é “ultimo a chegar, primeiro a ser servido” (LCFS, do inglés last come, first
served), que se aplica a muitos sistemas de estoque, quando nao hé obsoles-
céncia de unidades armazenadas, uma vez que é mais facil atingir os itens

mais proximos, no caso o ultimo que chegou.

Capacidade do sistema

Em alguns processos de fila, existe uma limitagao fisica no tamanho da area
de espera. Entao, quando o comprimento da fila atinge certo tamanho, ne-
nhum cliente adicional serd admitido na area de espera até que haja espaco
disponivel devido a conclusao de um servigo. Este tipo de situacao é conhe-
cido como fila finita. Isto é, existe um limite finito méximo para o tamanho

do sistema.
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Numero de canais de servigo

O numero de canais de servico refere-se ao nimero de estacoes de servico em
paralelo que podem atender usudrios simultaneamente. Os sistemas podem
ser de um tunico canal ou multicanal. Estes dois sistemas diferem porque
o primeiro possui uma fila Unica e o segundo admite uma fila para cada
canal. Um salao de cabeleireiro com muitas cadeiras ¢ um exemplo do pri-
meiro tipo de sistema multicanal (assumindo que nenhum cliente espera por
algum cabeleireiro particular). Um restaurante fast-food ou um supermer-
cado sao exemplos do segundo tipo de sistema multicanal. De um modo
geral é assumido que os mecanismos de servigo de canais em paralelo operam

independentemente um do outro.

Numero de estagios de servigo

Um sistema de filas pode ter apenas um estagio de servigo, como em um
salao de cabeleireiro, ou muitos estagios, como no caso do procedimento de
um exame fisico, em que cada paciente precisa passar por varios estagios, tais
como, recepgao, exame de ouvido, nariz e garganta, exame de sangue, eletro-
cardiograma, exame oftalmolégico, e assim por diante. Em alguns processos
de fila multiestagio pode ocorrer reciclagem, muito comum em processos de
fabricacao, em que inspecoes de controle de qualidade sao feitas apds de-
terminados estagios e as partes que nao se encontram dentro dos padroes
de qualidade sao enviadas de volta para reprocessamento. De forma simi-
lar, uma rede de telecomunicacao pode processar mensagens através de uma
sequencia de nos selecionados aleatoriamente, com a possibilidade de que al-
gumas mensagens irao requerer reencaminhamento de vez em quando através

do mesmo estagio.
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Observacoes finais

As seis caracteristicas de um sistema de filas citadas nesta secao, em geral
sao suficientes para descrever completamente um processo sob estudo. Cla-
ramente, uma grande variedade de sistemas de filas pode ser encontrada.
Entretanto, antes de realizar qualquer analise matematica, é necessario des-
crever adequadamente o processo que esta sendo modelado e o conhecimento
das seis caracteristicas basicas é essencial nesta tarefa.

No procedimento de selecao do modelo para o processo de fila é extre-
mamente importante utilizar o modelo correto ou pelo menos um modelo
que melhor descreve a real situacao que esta sendo estudada. Por exemplo,
reconsiderando o caso do supermercado citado anteriormente, suponha que
existem c estacoes de servigo. Se os clientes escolhem uma estacao de servico
de maneira puramente aleatéria e nunca mudam de fila (ndo ha disputa), en-
tao ha verdadeiramente ¢ modelos independentes de filas simples. Por outro
lado, se existe uma fila inica de espera e, quando uma estacao de servigo fica
ociosa o cliente que esta na frente da fila entra no servigo, diz-se que o mo-
delo é de c canais. Este nao é o caso da maioria dos supermercados, embora
alguns adotem parte do servigo com este modelo (caixas para até n pacotes).
Usualmente, o que ocorre é que sao formadas filas na frente de cada estacao
de servigo e novos clientes entram na menor delas. A questdo neste ponto
é escolher qual modelo é mais adequado — c¢ filas simples independentes ou

uma unica fila com c¢ canais.

2.3.2 Resultados gerais e relacgoes para filas

Denotando por A a taxa média de entrada de usuarios no sistema e p a
taxa média de servico, pode-se definir a intensidade de trdfego p = —, uma
cp

medida do congestionamento de trafego para um sistema com c¢ servidores.
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Quando p > 1, isto é, A > cpu, a taxa de chegada excede a maxima taxa de
servigo do sistema, ¢ esperado, com o passar do tempo, que a fila se torne cada
vez maior, a menos que novos usuarios nao sejam mais autorizados a entrar
no sistema. Se o interesse reside nas condigbes de estado de equilibrio (o
estado do sistema apds estar em operagao durante um longo tempo), quando
p > 1, o tamanho da fila nunca se estabiliza e nao ha estado de equilibrio.
Verifica-se que para os resultados de estado de equilibrio existirem, p precisa
ser estritamente menor do que 1. Quando p = 1, a menos que chegadas e
servico sejam deterministicos e perfeitamente programados, nao existe estado
de equilibrio, pois a aleatoriedade vai evitar que a fila se esvazie e que os
servidores continuem buscando clientes, causando assim um crescimento sem
limite na fila. No entanto, conhecendo-se a taxa média de chegada e a taxa
média de servico, pode-se calcular o niimero minimo de servidores em paralelo
para garantir uma solucao de estado de equilibrio encontrando o menor valor
A
de c tal que — < 1.
cp

Na maioria das vezes, resolver modelos de filas significa encontrar a dis-
tribuicao de probabilidade do niimero total de usuarios no sistema no tempo
t, N(t), que é composto por aqueles que esperam na fila, N,(¢), como também
os do servigo, N(t). Sejam p,(t) = P{N(t) = n} e p, = P{N = n}, no
estado de equilibrio. Considerando uma fila com ¢ servidores em estado de

equilibrio, duas medidas de grande interesse sao:

L =E[N] = inpn,
n=0

o0

Ly=E[N]= ) (n—c)pa,

n=c+1

respectivamente, o nimero médio de clientes no sistema e o nimero médio

de clientes na fila.
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Formulas de Little

Uma das mais importantes relacoes em teoria de filas foi desenvolvida por
John D. C. Little no comeco dos anos 1960. Little relacionou o tamanho
médio do sistema ao tempo médio de espera do cliente em estado de equili-
brio. Seja T a varidvel aleatéria que descreve o tempo que um cliente gasta
esperando na fila para entrar no sistema e T" a variavel aleatoria que descreve
o tempo total que o cliente gasta no sistema, ou seja, 7' = T, + S, em que
S é a varidvel aleatéria que descreve o tempo de servico. Duas medidas de
desempenho do sistema frequentemente usadas, com respeito ao cliente, sao
W, =E[T,] e W = E[T], respectivamente, o tempo médio de espera na fila e

o tempo médio de espera no sistema. As formulas de Little sao:

L=\W (2.23)

L, = AW, (2.24)

Entao, é necessario encontrar apenas um dos quatro valores esperados,
em vista das férmulas de Little e do fato que E[T] = E[T,] + E[S] ou, equiva-
lentemente, W = W, + i, em que i, como definido anteriormente, é a taxa
média de servico.

Apesar de o procedimento a seguir nao constituir uma prova, ele serve
para ilustrar o conceito das formulas de Little, pois analisa um caminho
aleatdrio de um periodo ocupado (tempo desde quando um cliente entra em
um sistema vazio até quando ele esvazia novamente).

Considere a Figura 2.1, em que o nimero de clientes N, que chega durante
o periodo de tempo (0,7) é 4. Os valores de L e W podem ser calculados

pelas equagoes abaixo:
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clientes no sistema

= =

Figura 2.1: Ilustragao para um processo de chegada e atendimento de cli-
entes

L= [1(ta —t1) +2(t3 — to) + 1(ts — t3) + 2(t5 — t4)
+3(te — ts5) + 2(t7 — t6) + L(T" — t7)]/T

(2.25)
= (&rea sob a curva) /T
= (T4ty+te—ts—ty+ts—ts—t1)/T.
(§
W= [(ts = t1) + (ts = t2) + (tr — ta) + (T" = t5)] /4
= (THtrdts—ts—ty+ts—ty—1t)/4 (2.26)

= (&rea sob a curva) /N..
Das Equagoes (2.25) e (2.26) temos que a drea sob a curva é LT = W N,
o que implica L = WN,/T. A fragdo N./T é o nimero de clientes chegando
durante o tempo T e, para este periodo, a taxa de chegada é A, logo, L = AW.
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Uma argumentacao similar produz para, um nimero de clientes na fila N,
no periodo (0,7), L, = AW,.
Um resultado interessante que pode ser obtido das férmulas de Little e

das relagoes entre W e W, ¢
L—L,=XW-=W,) =X1/p). (2.27)

Mas, L — L, = E[N] — E[N,] = E[N — N,|] = E[N,]. Entao, o nimero
esperado de clientes em servigo no estado de equilibrio é \/u, que serd deno-
tado por r. Note que, para um sistema com um tnico servidor, temos r = p

e, entao, segue que

n=1 n=1 n=1

Disto, podemos derivar a probabilidade de algum servidor estar ocupado
em um sistema multiservidor em estado de equilibrio. Esta probabilidade
serd denotada por pocyp. Como ja mostrado, o nimero esperado de clientes
em servico em qualquer instante no estado de equilibrio, 7, segue, da simetria
dos ¢ servidores, que o nimero esperado de clientes em um servidor é r/c.
Entéao, r/c = p =0 X (1 = Pocup) + 1 X Docup-

Para uma fila de um tnico servidor G/G/1, a probabilidade de um sistema
estar ocioso é a mesma probabilidade de um servidor estar ocioso. Assim,

Po =1 — Pocup Deste caso, epp=1—p=1—r=1—-X\/pn.

2.4 Modelos de filas markovianas simples

O propdsito desta segao é desenvolver uma ampla classe de modelos de filas
utilizando a teoria dos processos de nascimento e morte. Sao exemplos de filas
que podem ser modeladas como processos de nascimento e morte: M/M/1,
M/M/e, M/M/c/K, M/M/c/c, M/M/oo e as variagoes dessas filas com

independéncia entre taxas de chegada e taxas de servico.

39



2.4.1 Filas M/M/1

Para uma fila com um tnico servidor M /M /1 em estado estacionério, os
tempos entre chegadas e os tempos de servigo tém distribuicao exponencial
com fungoes de densidade, respectivamente, a(t) = Ae ™ e b(t) = pe .
Seja n o numero de clientes no sistema, as chegadas podem ser consideradas
como “nascimentos” e as saidas, como “mortes”. A taxa de chegadas \ é fixa,
assim como a taxa de servigo pu, independentemente do nimero de clientes
no sistema. Assim, a fila M /M /1 é um processo de nascimento e morte com
A =AVn>0e p, =pu,¥n > 1. As equagoes de balan¢o de fluxo para este

sistema sao:

(A + )P0 = ppns1 + Apn_1, para n > 1

(2.28)
APo = [1p1 -
De forma alternativa, elas podem ser escritas como:
A+ A
Pnt1 = _,upn — —Pn-1, paran > 1
H A (2.29)
P1 = —Do-
14

Trés métodos podem ser utilizados para resolver as Euagoes (2.28). De-
senvolveremos apenas o método que envolve um procedimento iterativo. Para

os demais possibilidades de solugao, ver Gross et al. [34].

Obtencao de {p,} por método iterativo

Nesta secao usaremos iterativamente as equacoes de balanco dadas pela Equa-
¢ao (2.28) e (2.29), para obter uma sequéncia de probabilidades de estado,
D1, P2, P3, - .., em termos de pg.

Como o sistema M /M /1 é um processo nascimento e morte com taxas

de nascimento e morte constantes, podemos aplicar diretamente a Equa-
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¢ao (2.21), com A, = X e pu, = p, para todo n. Segue-se, entao, que:

PoH( ) —po< >n, paran > 1.

Para obter py, usa-se o fato que as probabilidades {p,} deverao somar 1:

A\ " =
I = an = Zm(—) =po Yo"
n=0
No 1ltimo passo foi utilizado o fato que p = ﬁ, para filas de um tnico

servidor, em que p é a intensidade de trafego ou utilizacao.
1

220:0 p"

somente se, p < 1. Usando o resultado conhecido para séries geométricas,

Entao, py = , que é uma série geométrica que converge se, e

temos
o0

Yt =14ptp4=

—, parap <1,
n=0 P

1 —
que implica em py =1 — p, com p = A/u < 1.
Em resumo, a solugao completa de estado permanente para o sistema

M/M/1 é a funcao de probabilidade geométrica

pn=(1—=p)p", (2.30)

para p = A/p < 1.
E bom ressaltar que a existéncia de uma solucao de estado permanente

depende da condicao p < 1 ou, de forma equivalente, A < p.
Medidas de desempenho

Duas medidas de interesse imediato sao o valor esperado do niimero de usué-

rios no sistema e do nimero de usuarios na fila. Sejam N a variavel aleatéria
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“nimero de usuarios no sistema em regime estacionario” e L seu valor espe-

rado, temos:
= ann =(1-=p) ann. (2.31)
n=0 n=0

Considere a soma
n_ 2 3 _ 2 _ n—1
D onpt=p+207 4307+ =p(L+ 204307 +..)=p > _np
n=0 _
Podemos observar que >~ np" ! é a derivada de Y - ) p" com respeito

a p e, como as operagoes de somatdrio e diferenciacao podem ser intercam-

biadas.
Comop<le Z Pl =

entaoan di1/(1 = p)] = !

ot dp (1—p)*
Logo, o niimero de usuarios esperado no sistema no regime estacionario é
1—
= p(—p2)’ ou simplesmente,
(1—p)
p A
L = = . 2.32
i (2.32)

Se a variavel aleatéria “nimero de usuérios na fila em regime estacionario”

¢ denotada por N, e seu valor esperado, por L, entao:

L,=E(N,) =
>(n =V, ann an—L (1=po) = o= =7

Equivalentemente, podemos escrever:

_ ,02 _ )\2
Tol-p pwp—N)

Finalmente, os valores esperados do tempo de espera no sistema, W, e na

L (2.33)

fila, W, em regime estaciondrio, podem ser obtidos utilizando as férmulas

de Little:
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W= = - . (2.34)

W, = =2 O — (2.35)

Aop(l=p) =X

2.4.2 Filas multiservidores M/M/c

Analogamente a fila M/M/1, a fila multiservidor M /M /c pode ser mode-
lada por um processo nascimento e morte. A taxa de chegada é constante

(nascimento) A\, = A para todo n e a taxa de servigo (morte) é dada por:

nu, paral <n <gc,
o, = (2.36)
cl, paran > c.
Usando a teoria desenvolvida anteriormente para o processo nascimento

e morte podemos inserir os valores de A, e u, na Equagao (2.21), para obter

/\n
— Do, se 0 <n <c,
_ ) nlun
Pn = )\n
T~ g o Po, Sen Z Cy
(Cn—c) C!’un

Assim,

c—1 oo -1
A" A
Po= ( — nly" + ; c"‘%!u”) '

A .
= —, entao obtemos:
cp

3
|

A
Defina r = —, logo p =
]

c—1 P 00 n -1
o= Z mtliaal)
n=c

n=0

o3

Entretanto, o segundo somatoério da equacao acima pode ser reescrito

como uma série geométrica, qual seja:

Tom [T\ ¢  TCem /r\™ 1¢ 1 r
(B =aX ) G my
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Logo,

c—1 . c -1
r r T
= — -=p<l 2.37
Po (Zn!+c!(1—p)> com — = p (2.37)

n=0
E importante notar que, quando ¢ = 1, temos py = 1 —p que ¢ o resultado

para fila M/M/1.

Medidas de desempenho para uma fila M/M/c

As medidas de desempenho da fila M /M /c serdao determinadas a partir das
equacoes de estado estaciondrio para p,. Come¢aremos por L,, por apresen-

tar maior facilidade algébrica em sua manipulacao.

[e's) 0o rn Tcpo 00 -
Li=E(N)= > (n—cp.= Y _ (n—c) P = > (n—c)p" .
n=c+1 n=c+1 : " on=c+1

Fazendo uma mudanca de variavel podemos escrever:

TDo o= m TPPO = w1 TPP0 A =
—=N mp™ = m = — -

Como o ultimo somatoério é uma série geométrica, podemos substitui-lo

pelo resultado de sua convergéncia, qual seja,

r’ppo d ( 1 _1) _Tppo

o dp\1—p (1= p)?’

e assim obter:

1—p)?

Usando as equacoes das medidas de desempenho e considerando o fato

L, - (C,(L) . (2.38)

que W =W, + i, obtemos:
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=5 () - (=) e

v =+ () - (d@c)!giu;([fy—;)jm) @A)

v (AT =p)? +Mrpe ) (el(e)p(1 = p)* + prépo
Lo = () = () ea

2.4.3 Filas finitas M/M/c/K

As taxas de servigo sao idénticas as do modelo M /M /c. Porém as taxas de
chegada se modificarao, uma vez que o sistema nao aceita mais de K clientes

no sistema. Ou seja, a capacidade da fila agora ¢é limitada. Teremos, entao:

nu, paral <n <g,
Hn, =
cu, paran > c,

A, para0<n< K,

0, paran > K,

Do, se 0 <n <c,

pa=14 "M\ (2.42)
Zzgzzggﬁzgpo, Se Cfg n/fgf(

E importante notar que o espaco de estados esté restrito a {0,1,2,...,K}.

Assim,

-1 yn K \n -1
= (an *Z—w> '

n=0 n=c

r
Fazendo novamente, r = — e p = — = —, obtemos para a segunda soma:
M ¢ cu
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r¢ /1 chJrl
. g< T, , sep#1
> - C,ZP -

%(K—c—i—l) se p=1

assim,

Po (2.43)

—'( —c+1 +Zn‘] ,se p=1

Podemos obter o comprimento esperado da fila L,, para p # 1:

\

K
L=B) = Y (- o, poz T
n=c+1 n=c+1 'u
pOT . rnic_p()?ﬂp . n—c—1 _

Kf prpd K—c
-1 _ 0 il

po,r, p d 1— pK ct+1
c dp 1—p ’

logo,

L,=E(N,) = % (1=p " — (1= p)(K —c+1)p"7) . (2.44)

Para obter o tamanho esperado do sistema, vamos lembrar do modelo
M/M/ec, em que L = L, + r. No entanto, no caso da fila finita M/M/c/K

precisamos fazer um ajuste na taxa de entrada. E importante notar que
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algumas chegadas podem ser “perdidas” pelo sistema, por nao haver mais
espago na area de espera — overflow do sistema (que se deve a capacidade
finita K do sistema).

A probabilidade de o sistema permitir entradas é 1 — pg e, assim, a taxa
efetiva de entrada Aege serd Aege = A(1 — pi).

Assim,

Aefe Al —
f :Lq+ ( MPK)

L=L,+ =L, +7(1—pK). (2.45)

Note que a quantidade r(1 — px) deve ser menor que ¢, uma vez que o
numero médio de usudarios em servigo deve ser menor do que o ntimero total
de servidores disponiveis.

Temos, entao:

L L
W=-—"=—" 2.46
>\efe )\(1 _pK> ( )
1 L L
W,=W-——=-9—-__~4 (2.47)

2.5 Filas gerais M/G/1

Vamos tratar de filas com distribuicao geral do servigo, isto é, filas que nao
possuem propriedade especial alguma, a nao ser a independéncia entre su-
cessivos servigos e entre servigos e chegadas.

De acordo com notagao de Kendal [38] a fila M/G/1 tem chegadas se-
guindo um processo de Poisson com taxa A, sala de espera de capacidade
ilimitada, disciplina de atendimento FCFS e um tnico servidor com tempo
de servigo denotado por S, que segue uma distribuigao geral G.

Sendo A a taxa de chegada e S o tempo de servico que segue distribuicao

geral, seja u = a taxa de servigo. Assume-se que p = — < 1 e que a
1

1
E(S)

fila esteja em estado permanente.

47



Inicialmente sera deduzida uma colecao de resultados para os valores espe-
rados de medidas de desempenho, W, W, L, e L. Estes resultados para me-
didas de desempenho sao conhecidas como férmulas de Pollaczek-Khintchine
(PK). A estratégia serd obter uma dessas medidas e deduzir as outras utili-
zando a férmula de Little e/ou W = W, 4+ E(S5).

O tempo de espera para uma nova chegada é exponencial com parametro
A. Entretanto, o tempo para completar o servico nao pode ser determinado,
pois sua distribuicao nao tem necessariamente a propriedade de falta de me-
moria. Dessa forma, a informagao disponivel para um estado nao é suficiente
para determinar as probabilidades de transigao e, consequentemente, N (), o
numero de clientes no sistema no instante ¢, nao é um processo markoviano.
A ideia é encontrar alguns pontos de tempo especiais, tais que, a partir deles,
se possa obter o comportamento do sistema. Isto pode ser tratado de duas
maneiras: a primeira obtem resultados considerando o sistema nos instantes
em que os clientes chegam e a segunda obtem resultados considerando o sis-
tema nos momentos de partida dos clientes. Neste trabalho serao deduzidos
apenas os resultados utilizando os tempos de chegada. A outra abordagem
pode ser vista em Gross et al. [34].

Considere um cliente chegando na fila, seu tempo de espera é determi-
nado pelos usudrios que ja estao no sistema quando esse cliente chega. Mais
especificamente, podem haver usuérios na fila e pode haver um usuario em
servico. Primeiramente considere os usudrios na fila no instante em que o
cliente chega. Cada usudrio que esta posicionado a sua frente na fila contri-
bui, em média, E(S) para seu tempo de espera. Ha, em média, L, usudrios
na fila quando o cliente chega. Entao seu tempo de espera médio devido a
esses usudrios é L,E(S) (esta logica exige a hipdtese de chegadas seguindo

um processo de Poisson e a propriedade PASTA implicando que o nimero
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médio de usudrios na fila, observado por um cliente que chega, é o mesmo
tempo médio do nimero de usudrios na fila, ou seja, L,).

O usuario que esta em servico quando um cliente chega contribui com
um valor diferente para seu tempo de espera. Se esse usudrio ja completou
alguma parte de seu servico, entao sua contribuicao para o tempo de espera
é seu tempo de servico remanescente e nao o tempo de servigo total. Em
geral, esses tempos nao tem esperancas iguais.

Considere Spc 0 evento servidor estar ocupado e Tgr 0 tempo de servico

residual, resumindo, a fila média para o cliente que chega é dada por:

W, = L,E(S) + P(Soc)E(Tsr|Soc).

Usando L, = AW, para eliminar L, da expressao anterior e rearranjando

termos, tem-se:

P(Soc)E(Tsr|Soc)
I—p

Entretanto, P(Spc) é a probabilidade de o cliente que chega encontrar o

W, = : (2.48)

servidor ocupado. Pela propriedade PASTA ela é a mesma que a fracao de
tempo em que o servidor estd ocupado, ou seja, P(Soc) = p.

Assim, s6 resta obter o valor esperado do tempo de servico residual dado
que o servidor esta ocupado. Utilizando “informacoes” do tempo médio resi-

dual de um processo de renovacao é possivel mostrar que:

E(S?) 1+CV?

EX]ERMbC)::QEQS) 2

E(‘S)?

Var(S)
E2(S5)

em que CV? = ¢é o quadrado do coeficiente de variagao da distribuigao

do servigo.
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Este resultado esta relacionado com o resultado padrao da teoria da re-
novacao. A férmula é denominada tempo médio residual de um processo de
renovacao. Intuitivamente, é o tempo médio até o fim de um ciclo de re-
novagao, visto por um observador que chega ao processo em um instante
aleatorio.

Entao, combinando os resultados precedentes, temos:

1+CV? p

Wo= 57 ES) (2.49)

Note que este é um resultado poderoso. Sao necessarios apenas trés pa-
rametros para calcular W,: a taxa de chegadas A\, a média da distribuigao do
servigo E(S) = 1 e o quadrado do coeficiente de variacdo CV? da distribuicao
do servigo. 8

Equivalentemente, o segundo momento E(S?) ou a variancia Var(S) da

distribuicdo do servico pode ser usado no lugar de CV?, através das relacoes

o _ Var(5) _ 2 2 2
CV* = E2(5) e Var(S) = o = E(S?) — E*(9).

Em um sistema real, as informagoes com respeito ao mecanismo de servico

sao frequentemente disponiveis e os parametros podem facilmente estimados.

As outras medidas de desempenho podem ser obtidas pelas expressoes:

L, = AW,

1
W = Wq—f—;, e (250)
L = AW =L,+p.

A Tabela 2.1 fornece diversas maneiras de expressar os resultados. A pri-
meira parte utiliza CV?; a segunda parte, o segundo momento da distribuicao
do servigo E(S?), e a terceira, a variancia da distribui¢ao do servigo o2. Cada

uma dessas férmulas é conhecida como férmula de Pollaczek-Khintchine, ou

formulas PK.
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Tabela 2.1: Expressoes para as medidas de desempenho

em funcao de

Medida % E(S?) o
I 14+CV? p? MNE(S?) P2+ N2,
! 2 1-p 2(1-p) 2(1=p)
P 2
W 1+CV? ) AE(S?) ~ tAos
! 2 p—A 2(1-p) ,2(L=p)
P 2
W 1+CV? p 1 AE(S?) 1 7+A03+1
2 p=A p  21-p) n 20l=p) n
1—|—CV2 2 )\QJE SQ 2+)\2 2
2 1-p 2(1—-p) 2(1—p)

2.5.1 Probabilidades do regime estacionario

Seja m, a probabilidade de regime estacionario de haver n clientes no sistema
em um ponto de saida (um instante imediatamente apds um usudrio ter
completado o servigo) e seja p, a probabilidade de estado permanente de n
no sistema em um ponto arbitrario no tempo. Prova-se que no caso da fila
M/G/1, {mn} = {pn}-

Mostra-se que a fila M /G /1, vista somente nos instantes de saida, resulta
em uma cadeia de Markov de tempo discreto. Seja tq,ts, t3,... uma sequéncia
de instantes de partida da fila. Seja X,, = X(t,) o numero de clientes no

sistema imediatamente apds a saida do usuario no instante ¢,,. Tem-se:

X,—1+A,., seX,>1
Xpi =14 " m . (2.51)
Anta, se X,, =0,
em que X, é o numero de clientes remanescentes no sistema imediatamente

apds a saida do n-ésimo usudrio (obviamente, o cliente que saiu nao foi in-
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cluido nesta contagem) e A, 1 é o nimero de clientes que chegaram durante
o tempo de servigo do (n + 1)-ésimo cliente.

Para mostrar que Xi, X,,... é uma cadeia de Markov é preciso provar
que os estados futuros da cadeia dependem apenas do estado atual, ou seja,
é preciso provar que, dado o estado atual X,,, o estado futuro X, é inde-
pendente dos estados anteriores X,,_1, X,,_o,.... Para isto, basta observar as
Equagoes (2.51), nas quais X, ;1 depende de X,, e de A,+1. Como A, é
independente dos estados passados X,,_1, X,,_o, ..., entao (X,) é uma cadeia
de Markov. Isto é verdade porque A, depende do tamanho do tempo de
servi¢o do (n+ 1)-ésimo cliente, mas nao depende dos eventos que ocorreram
anteriormente, ou seja, nao depende do tamanho da fila nos pontos de partida
anteriores X,,_1, X,,_a,.... Assim, o processo de tempo discreto X, Xo,... é
uma cadeia de Markov de tempo discreto.

As probabilidades de transicao para esta cadeia de Markov sao p;; =
P(Xn41 = j|X,, = i), que dependem da distribuicdo do nimero de clientes
que chegam durante um tempo de servico. Como essa distribuicao nao de-
pende do indice do cliente, pode-se abandonar o subscrito. Especificamente,
denote por S a variavel aleatéria tempo de servico, por A a varidavel aleato-
ria nimero de clientes que chegaram durante esse tempo e G(t) a funcao de

distribuicao para a variavel aleatéria S. Defina entao:
k; = P(i chegadas durante um tempo de servigo) = P(A = i).

Tem-se que P(A = i) pode ser calculado condicionando no comprimento

do tempo de servico, pela integral de Stieltjes:
ki — P(A =) — / P(A = ]S = 1)dG(b). (2.52)
0

Nos casos em que a funcao densidade existe, dG(t) pode ser substituido

por g(t)dt e entao calcula-se através da integral de Riemann.
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Entretanto, {A|S = t} ¢ uma varidvel aleatéria de Poisson com média .

Logo,
M\
P(A=ilS=1t) = %
00—\t )\tl ’ (253)
ki = / N e,
0 2!
Entao, da Equagao (2.51), tem-se:
. . PA=j—i+1) ,sei>1,
P(Xp1 =jlX,=1) = (2.54)
P(A =) ,sei =0,
e a matriz de transicao é:
ko k1 ko k3
ko ki ko ks
P={pj}=1|0 ko ki ko
0 0 ko k

Assumindo que o estado permanente é alcancado, o vetor de probabili-
dades de estado permanente m = {m,} pode ser obtido usando a teoria de
cadeia de Markov. Em particular, {m,} é a solugao para a equacao estacio-
naria wP = 7 e, entao:

i+1

Uy :Woki+Z7Tjki,j+1, parai:O,l,.... (255)

2.6 Filas gerais finitas M/G/1/K

A andlise de uma fila com capacidade finita M/G/1/K ¢ feita de maneira

similar ao caso sala de espera ilimitada. Serao examinados cada um dos

principais resultados da fila M /G/1/00 e aplicados a fila M/G/1/K.
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As férmulas PK nao se aplicam, pois o nimero esperado de chegadas
durante um periodo de servigo precisa estar condicionado ao tamanho do
sistema. A melhor forma de conseguir esse novo resultado é diretamente
das probabilidades de estado estacionario, uma vez que agora ha um ntmero
finito de estados.

A matriz de transicao truncada em K — 1 é:

_ Ko A
ko ki ko ... 1— Ky,
n=0
K—2
T .
=
0 ko ki ..o 1= k|,
i
0 0 ko 1-— ky,
n=0
00 0 ... 1— ko |
cuja equagao estaciondria é:
i+1
Wﬂki + Zﬂjki—j-&-l? para 1= 0, 1, 2, Ce ,K — 2,
T = K72j=1 (2.56)
1—Z7Tj, para: = K — 1.
j=0

Estas K equagoes (consistentes) em K incégnitas podem entao ser resol-

vidas para todas as probabilidades e o tamanho médio do sistema nos pontos
K-1

de partida é dado por L = Z im;. (Note que o maior estado da cadeia de
=0

Markov nao é K, pois o sistema esta sendo observado o sistema apds uma

partida. Assuma K > 1 pois, caso contrario, o modelo resultante M/G/1/1

¢ um caso particular do modelo M/G/c/c.)
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A primeira parte da equagao de regime estacionario é idéntica a do caso
de uma fila M/G/1 de capacidade ilimitada. No entanto, as respectivas
probabilidades estaciondrias {m;} para a fila M/G/1/K e {n}} para a fila
M/G/1/00 devem ser, na pior das hip6teses, proporcionais para i < K — 1,

isto é, m; = Cnf, 1 = 0,1,..., K — 1. A condicao usual de que a soma das
1

probabilidades é igual a um implica que C' = Py

Além disso, a distribuicao de probabilidade pé?g 0 éamanho da fila encon-
trada por uma chegada serd diferente de {;}, pois agora o espago de estados
precisa ser aumentado para incluir K. Seja ¢/, a probabilidade de um cliente
que chega encontrar n usuarios. Na Secao 2.5.1 afirmou-se que 7, = p,, para
uma fila M/G/1. Na prova dessa igualdade, a distribui¢do do tamanho do
sistema nos pontos de chegada {g,} é idéntica as probabilidades nos pontos
de partida {m,} com as chegadas ocorrendo isoladamente e o servigo nao
sendo em blocos. Este também é o caso com ¢/, exceto que o espaco de

estado é diferente.

Neste caso,
7, = P(encontrar n clientes|usuérios nao estao juntos) =
/ (2.57)
— g = qn
n 1 _ q/K7

para 0 <n < K — 1.

Ou equivalentemente,

¢n=(1-¢Kg)m, pra0<n<K—1.

Para obter ¢/, usa-se uma aproximacao, em que se iguala a taxa efetiva

de chegada com a taxa efetiva de partida, isto é,

M1 = q'k) = p(1 = po), (2.58)
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entao,

1- n
W Chub L) LU WP
P
q/K: P_l‘l'p() <259)
P

Entretanto, o processo inicial de chegada é Poisson, com ¢',, = p,, para

todo n. Assim,

1 —po)m mm
¢o=po = (L= po)mo — Py = ——, (2.60)
p To+p
finalmente,
/ Tn
n = . 2.61
= (2.61)

De posse deste leque de informagoes, associadas aos processos estocasticos
e mais particularmente a teoria das filas, sera possivel voltar a discussao do
problema de otimizag¢ao multiobjetivo em redes de filas finitas, que é o foco

desta tese.
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Capitulo 3

Otimizacao em Engenharia

De acordo com Yang [65], otimizagao pode incluir uma variedade grande de
problemas cujo objetivo é buscar por alguma otimalidade. Otimizacao esta
em todo lugar, da engenharia ao mercado financeiro, das nossas atividades
diarias ao planejamento dos nossos feriados. Uma organizagao procura ma-
Ximizar suas receitas, minimizar seus custos e maximizar seu desempenho.
Mesmo quando planejamos nossos feriados, queremos maximizar nossa satis-
fagdo ao menor custo (ou idealmente de graga). De fato, estamos procurando
sempre pelas solucoes otimas de todos os problemas que encontramos, em-
bora nao necessariamente sejamos capazes de encontrar tais solugoes. Nao
¢ nenhum exagero dizer que encontrar a solugao de problemas de otimiza-
¢ao, intencionalmente ou nao, é tao antigo quanto a histéria humana. Por
exemplo, o principio do menor esfor¢co pode frequentemente explicar muitos
dos comportamentos humanos. Sabemos que a menor distancia entre dois
pontos diferentes quaisquer em um plano é uma linha reta, mesmo que seja
necessario uma matematica complexa, tal como o calculo das variagoes, para
provar formalmente que um segmento de linha reta entre os dois pontos é
realmente o mais curto. Sobre os problemas de otimizacao, ha varias formas

diferentes de nomeé-los e classificd-los (vide Figura 3.1) e tipicamente as téc-
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nicas de otimizacao podem variar significativamente de problema a problema.
Uma abordagem unificada é impossivel e a complexidade de um problema de

otimizacao depende largamente da forma da sua funcao objetivo e de suas

restricoes.
o mono-objetivo
*obJetwo;[ T
multiobjetivo
- irrestrito
—restri¢ao 4[ _
restrito
— unimodal (convexa)
— topografia
— multimodal
— linear
otimizacao —— funcao o — quadratica
) — nao-linear ...
— inteira
— discreta ..
— varidveis —
— continua
— mista
. _  —deterministico (todos acima)
'— determinacao —

— estocastico

Figura 3.1: Classificagdo dos problemas de otimizagao segundo Yang [65]

Assim, nesta tese o foco de interesse recai sobre um problema multiob-
jetivo, wrrestrito, unimodal, nao-linear geral, misto e estocastico, como sera

definido a seguir.
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3.1 Preliminares

Otimizacao pode significar muitas coisas diferentes. Entretanto, matemati-
camente falando, conforme Yang [65], é possivel escrever um problema de

otimizacao na seguinte forma genérica:

minei%}lizefi(x), (1=1,2,...,1), (3.1)

sujeito a:
oi(x)=0, (=12,...,J), (3.2)
Ue(x) <0, (k=1,2,... K), (3.3)

em que f;(x), ¢j(x) e ¥r(x) sdo fungdes do vetor de decisdo ou de projeto
x = (21,T2,...,7,)T. As componentes z; de x sdo denominadas varidveis de
decisao ou de projeto e podem ser continuas reais, discretas ou uma mistura
das duas. As fungoes f;(x), em que i = 1,2,..., 1, sdo denominadas funcoes
objetivo e, no caso de M = 1, ha somente um objetivo. Na literatura, a
funcao objetivo é algumas vezes chamada de fungao custo ou funcao energia.
O espago das variaveis de decisao é denominado de espaco de busca R", en-
quanto que o espaco formado pelos valores das funcoes objetivo é denominado
de espaco das solugoes.

As fungoes objetivo podem ser lineares ou nao-lineares. As igualdades
para ¢; e desigualdades para v, sao denominadas restrigoes. E importante
ressaltar que é possivel escrever as inequagoes da forma > e que se podem
formular os objetivos como um problema de maximizacao. Isto porque a
maximizagdo de f;(x) é equivalente & minimizacao de —f;(x), e qualquer

inequagao ¥(x) < 0 é equivalente a —1)(x) > 0. Para as restri¢oes, o caso

29



mais simples para a varidvel de decisao x; € Tjmin < i < T max, chamados

limites.

3.2 Formulacoes matematicas tradicionais

Existem algumas possibilidades de formulagao para o problema de otimizagao
de taxa de saida, objeto desta tese, ja tratadas na literatura. Pode-se optar
por uma abordagem mono-objetivo, em que a funcao objetivo seria expressa
em termos da taxa de atendimento alcancada pelo sistema de filas e por meio
de um conjunto de restrigoes associadas as areas de circulacao nas filas do
sistema e as taxas de servico em cada servidor na rede filas.

Uma outra possivel opcao remete a uma abordagem multiobjetivo em que
a funcao objetivo teria imagem em um espaco de dimensao maior que um.
Para tanto podem ser incluidos objetivos associados as areas de circulagao,
as taxas de servico ou outras variaveis de decisao associadas ao problema.

O Capitulo 1 ja remete a uma abordagem multiobjetivo, mas uma ques-
tao que surge de forma bastante natural é sobre o motivo da utilizacao da
abordagem multiobjetivo para o problema em estudo. Sera discutido a se-
guir, de forma resumida, um conjunto de possibilidades para a formulagao
matematica do problema.

Uma formulagao mono-objetivo, que se encontra na literatura e em muitos
problemas aplicados, propoe a maximizacao da taxa de atendimento 6 sujeita
a restricdo de uma soma maéaxima pré-fixada K, definindo-se a rede de filas
como um grafo direcionado (digrafo), G(N, A), em que N é o conjunto (finito)
de nés e A é o conjunto (também finito) de arcos. Esta formulagdo mono-

objetivo é apresenta a seguir.

maximize 0(K), (3.4)
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sujeito a

K; € {1,2,...}, Vi€ N, (3.5)
Y K <K (3.6)
iEN

As taxas de servigo p; nao sao mencionadas nesta formulagao, por serem
consideradas constante reais positivas ja fixadas de antemao. Para esta for-
mulacao temos um problema combinatério bastante similar ao problema do
caixeiro viajante citado no Capitulo 1. Este problema pode ser resolvido atra-
vés de uma busca exaustiva, para problemas com uma quantidade pequena
de filas e valores pequenos para a capacidade K. Por outro lado, para situ-
acoes maiores nao se conhece uma estratégia completamente eficiente para
solucionar o problema.

Aliado ao problema anteriormente mencionado, é facil observar que a
soma total da capacidade do sistema de filas, Z K;, pode ser considerada

ieN
como um objetivo e nao como uma restricao. Para tanto, basta considerar
cendrios em que uma maior capacidade é atribuida ao sistema (piora neste
objetivo especifico), com a vantagem de haver um aumento na taxa de saida
(melhora neste objetivo). Desta forma estar-se-ia substituindo a formulacao

mono-objetivo por uma nova formulagao bi-objetivo, que é descrita a seguir.

T
minimize F(K) = <ZK —e(K)) , (3.7)
1EN
sujeito a
K;e{1,2,...}, Vie N. (3.8)
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Nessa formulagao, a soma total das capacidades, E K;, é minimizada e
iEN

a taxa de atendimento do sistema, 0(K), é maximizada de forma simultanea.
As taxas de servigo p; novamente nao sao mencionadas nesta formulagao,
sendo também constante reais positivas ja fixadas de antemao.

Andriansyah et al. [3] discutem essa abordagem para redes de filas bas-
tante semelhantes as redes mencionadas nesta tese. Uma melhor compreensao
sobre esta abordagem requer uma estratégia de ordenacao de pares ordenados

(elementos pertencentes ao R?). Estes assuntos serdo discutidos em detalhes

no Capitulo 4.

3.3 Uma nova formulacao tri-objetivo

Do ponto de vista de modelagem, a otimizacao da taxa de atendimento pode
ser definida por um modelo de programagao matematica inteira mista, em que
esta taxa de atendimento é maximizada, enquanto que sao minimizados os
custos das capacidades alocadas e das taxas de servico, sujeito a um nimero
inteiro de capacidade alocada e taxas de servico nao negativas. A seguinte

formulacao é proposta.

minimize F(K, p), (3.9)

sujeito a
K; €{1,2,...}, Vi € N, (3.10)
wi >0, Vie N, (3.11)

em que as variaveis de decisao, K; e p;, indicam a capacidade do sistema e a

taxa de servigo, respectivamente, para a i-ésima fila. A funcao multiobjetivo
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T
FK,p) = <f1 (K), fa(p), — f3(K, p,)) inclui a minimizagao da capacidade

alocada global, f;(K) = Z K;, a taxa de servico total alocada, fo(p) =
VieN
Z Wi, € a taxa de atendimento, f3(K, p) = 0(K, ).
VieN
A nova proposta de formulagdo matemética, Equagoes (3.9)—(3.11), acres-

centa uma terceira funcao objetivo de otimizacao, que é associada as taxas
de servigo em cada uma das filas do sistema. Um questionamento natural
seria sobre a possibilidade real de variacao nos valores p;, ou se os mes-
mos deveriam ser considerados fixos como nas abordagens anteriores. Um
pensamento simplista pode levar a crenca de que uma vez estabelecido o
servidor, encontra-se automaticamente definida a taxa de servico do mesmo.
Entretanto, tal bijecao pode nao ser verificada para uma grande gama de pro-
blemas. Neste caso, discutem-se situagoes em que o servidor pode se tornar
mais eficiente, seja através de uma substituicao de equipamentos, ou qualquer
possivel estratégia de treinamento voltada para os servidores. Obviamente o
aumento da eficiéncia do servidor acarreta algum tipo de custo, que pode ser
justificavel ou nao, de acordo com o ganho gerado na taxa de atendimento
final do sistema.

A literatura que trata os problemas de otimizacao em redes de filas ja
inclui estudos que consideram as taxas de servigo, j;, como componentes
da funcao objetivo. Dong et al. [29] consideram o problema de alocacao de
tempos de manutencao de equipamentos. O interesse esta em obter a taxa
de servigo (para a manutencao dos equipamentos) que seja adequada para
um limiar de operacionalidade e para minimizar um problema de geracao
de residuos decorrente da manutencao. Um estudo de caso é utilizado para
demonstrar a forma como o modelo pode ser aplicado na pratica.

Um processo de producao em linhas de multi-estagio de montagem é dis-
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cutido por Manitz [47]. Esses sistemas de producao compreendem processa-
mento simples em estagoes de montagem. Sao consideradas filas de capaci-
dades finitas e tempos de processamento com distribuicao geral, constituindo
um sistema de filas G/G/1/K. E descrito um procedimento de aproximacio
para a determinacao da taxa de atendimento na linha de montagem através
de uma abordagem heuristica em que as taxas de servigos, e os quadrados dos
coeficientes de variagao (caracterizando distribuigao geral) sdo determinados.

Os problemas de otimizacao em redes de filas sao abordados também na
industria automotiva. Um exemplo destes sistemas pode ser encontrado em
Spieckermann et al. [62], em que uma rede de filas executa rotinas de aca-
bamento na producao de veiculos. O problema-alvo é encontrar um layout
eficiente, caracterizado pelo tamanho das areas de circulagao e pela otimi-
zagao dos tempos de servigo, sem deixar de cumprir a taxa de producao
desejada. Adicionalmente, em Spieckermann et al. [62], algumas vezes, a
otimizacao de algum servidor é feita manualmente, possivelmente apoiada
por um modelo de simulacao para analisar o impacto de diferentes tempos
de servigo e tamanhos de area de circulagao. E apresentada uma formulacao
matematica e um sistema automatizado de otimizagao para este problema
de planejamento. Os moddulos de otimizacao, que tém uma interface direta
com o modelo de simulacao subjacente, sao baseados em metaheuristicas,
tais como algoritmos genéticos e recozimento simulado. Um estudo de caso

é apresentado para um fabricante de automdveis alemao.

3.4 Observacgoes finais

Neste capitulo, foi descrito um novo modelo matemético para o problema
de alocacao de éareas de espera e de taxas de servigo, bem como para a

maximizacao da taxa de saida. De maneira diferente da usual, na formulacao
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multiobjetivo aqui proposta, definida pelas Equagoes (3.9)—(3.11), a taxa de
atendimento passa a ser considerada como um objetivo a ser maximizado.
Sobre o problema de alocacao de areas de espera é importante reforcar
que se trata de um problema mais frequentemente descrito por uma formu-
lagao mono-objetivo [59, 17], em que a taxa de atendimento é modelada pela
restrigao de assumir um valor ndo inferior a uma certa taxa limiar (isto é,
(K, ) > Oye). Para resolver a formulagdo mono-objetivo com sucesso, a
restricao da taxa de atendimento precisa ser relaxada. Assim, valores tais
como a taxa de atendimento limiar 6, e o peso da relaxagao precisam ser de-
terminados de antemao. E estabelecer um valor limiar apropriado nao é uma
tarefa trivial. Além disso, é possivel que um pequeno decréscimo no valor
da taxa de atendimento limiar resulte em uma reducao significativa na area
de espera 6tima. Este compromisso (trade-off ) entre a taxa de atendimento
e a area de espera nao fica evidente na formulagao mono-objetivo. Também
o vetor de pesos para a composi¢ao de uma funcao mono-objetivo relaxada
tém efeitos significativos nos objetivos e nos parametros, incluindo os erros
nas estimativas de medidas de desempenho e na taxa de atendimento limiar
Oimr- Desse modo, a determinacao dos pesos é dificil e os resultados obtidos
por meio de técnicas de otimizagao mono-objetivo podem ser arbitrarios.
No Capitulo 4, serd descrito um método de otimizacao multiobjetivo para
determinar o conjunto de Pareto 6timo para o modelo proposto. Assim, o
método devera produzir um conjunto de solucoes eficientes para trés objetivos
simultaneos. Com o método multiobjetivo proposto, o efeito da substituicao
de solucoes podera ser avaliado por quem for tomar uma decisao. Além do
mais, o tratamento multiobjetivo também permite ao usuario promover um
aumento em um objetivo (por exemplo, a taxa de atendimento) enquanto

reduz simultaneamente outro objetivo (por exemplo, a alocagdo das areas
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de espera e das taxas de servi¢o). Maiores detalhes sobre caracteristicas
e vantagens dos métodos de otimizacao multiobjetivo pode ser vistos em
Chankong & Haimes [9].

Os algoritmos desenvolvidos combinam um algoritmo evolucionario mul-
tiobjetivo (MOEA) associado ao método de expansao generalizada (GEM),
sendo este um método bem sucedido para a obtencao de boas aproximagoes
de medidas de desempenho em redes de filas finitas [39, 40, 41]. MOEAs sao
particularmente adequados para problemas multiobjetivos e tém-se mostrado
com bom desempenho em problemas similares de otimizagao multiobjetivo

em redes (por exemplo, veja Carrano et al. [8], e referéncias citadas).

66



Capitulo 4

Algoritmos Propostos

Para diferentes problemas de otimizacao, frequentemente é necessario usar
técnicas de otimizacao diferentes, uma vez que alguns algoritmos, entre as
existentes (vide Figura 4.1), tal como o método Newton-Raphson, sdo mais
adequados para certos tipos de otimizacao que outros. Conforme bem co-
locado por Yang [65], a busca pela solu¢ao 6tima pode ser vista como uma
busca por um tesouro escondido. Imagine que se tenta achar o tesouro em
uma topografia montanhosa, durante um tempo limitado. Em um extremo,
suponha que se estd com os olhos vendados, sem nenhum guia. Assim, o
processo de busca é essencialmente uma busca aleatoria pura, a qual é usual-
mente muito menos eficiente que se deseja. No outro extremo, se se sabe que
o tesouro estd no pico mais elevado, adota-se a estratégia de subir o morro
mais elevado e tentar encontrar o tesouro. Este cenario é o da classica subida
na direcao de maximo crescimento. Na maioria dos casos, a busca esta entre
esses dois extremos, uma vez que usualmente nao se esta de olhos venda-
dos nem se sabe exatamente onde procurar. Nesta tese, sera utilizada uma
metaheuristica baseada em populacao. Aqui, meta significa ‘além’ ou ‘mais
alto nivel’ e as metaheuristicas geralmente funcionam melhor que as heu-

risticas, em parte porque toda metaheuristica usa certo compromisso entre
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aleatorizacao e busca local. Passa-se a seguir a descreverem-se os algoritmos

propostos.
— programacao linear
— programacao nao-linear
deterministicos ——- - -
— baseados em gradiente
algoritmos L—sem gradiente

— heuristicos

baseados em populagao
*metaheuristicos{ L.
baseados em trajetoérias

estocasticos

Figura 4.1: Classificagao dos algoritmos de otimizagao segundo Yang [65]

4.1 Introducao

A explicacao dos algoritmos propostos é apresentada em duas partes. Pri-
meiramente, o algoritmo de anélise de desempenho é descrito. Este algoritmo
produz uma estimativa para a taxa de atendimento da rede de filas finitas
gerais, §(K, u), conhecida a topologia da rede e dados os vetores de capaci-
dades, K, e das taxas de servico, p. Finalmente, o algoritmo de otimizagao
proposto é detalhado. Este algoritmo permite a maximizagao simultanea da
taxa de atendimento, enquanto sao minimizadas a alocacao de capacidades

e as taxas de servico.

4.2 Algoritmo para avaliacao de desempenho
4.2.1 Filas simples

Para que seja possivel a maximizacao da taxa de atendimento (through-
put) O(K, p) é necessario algum método para estima-la. Em uma inica

fila M/G/1/K, o procedimento de estimagao pode ser executado através de
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uma forma matematica fechada, computacionalmente eficiente, para a pro-
babilidade px de ocorréncia de bloqueio na fila. O método para obtencao
da estimativa desta probabilidade apresentado a seguir, proposto por Smith
[58], baseia-se na aproximacao de dois momentos de Kimura [42] e é bastante

eficaz:

(2+\/acv27\/;+2(1<71)>
2+,/pCV2—
p e Jp—=1)

b= (22+\/ﬁcv2*\/ﬁ+(K71)) ’
P —1

(4.1)

2+/pCV2—/p
em que p = \/p é a intensidade de tréfego (note que p < 1, pois, caso contré-
rio, isto é, se A > p, a fila “explode”, conforme ja mencionado anteriormente),
CV? é o quadrado do coeficiente de variacdo da varidvel aleatéria tempo de
servico, S, ou seja, CV? = Var(S)/E(S)2. Resultados empiricos indicam
que esta aproximagao para px ¢ bastante acurada, para uma vasta gama de
valores [59, 17, 57].

Para obter a taxa de atendimento para uma unica fila M/G/1/K é ne-
cessario o ajuste da taxa de chegada. Na verdade uma fracao px dos recém-
chegados nao pode ingressar no sistema, porque eles vém quando nao hé
espaco deixado na area de espera. Assim, a taxa real de chegadas para in-
gressar no sistema deve ser ajustada convenientemente. De acordo com a
propriedade PASTA (do inglés Poisson Arrivals See Time Averages), segue-

se que a taxa de chegada efetiva vista pelos servidores é [34]:

)\efe = )\(1 — pK). (42)

Assim, a taxa de atendimento efetiva pode ser dada pela expressao se-
guinte:

6= Aefe = )‘<1 _pK) (43)
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4.2.2 Redes de filas

Para uma rede de filas a estimacao da taxa de atendimento é consideravel-
mente mais complicada. O método de expansao generalizada (GEM) é um
algoritmo que tem sido utilizado com sucesso na estimacao do desempenho
de redes aciclicas arbitrariamente configuradas de filas finitas [41]. O GEM
é uma combinagao de decomposicao no-a-né e tentativas repetidas, na qual
cada fila é analisada separadamente e correcoes sao feitas para contabilizar
os efeitos de inter-relacionamentos entre as filas finitas da rede. O GEM con-
sidera que os bloqueios ocorrem se, apds o servico ser concluido em uma fila,
a fila seguinte estiver completamente cheia (isto é, um cliente estd em servigo
no unico servidor da fila seguinte e todos os espacos de espera nela estao
ocupados). Isto é frequentemente referido como “bloqueio apés o servigo”
(BAS, do inglés Blocking After Service).

Com o auxilio da Fig. 4.2 vamos descrever o GEM. Em primeiro lugar,
lembramos que a distribui¢ao exponencial é uma boa aproximacao para os
tempos entre partidas de entidades deixando um né M/G/1/K. De fato,
é possivel mostrar a “quase-reversibilidade” de uma classe ampla de filas
finitas, que é a classe das filas finitas gerais dependentes do estado, M /G /c/c
[11]. Quando os clientes perdidos pelo bloqueio sao incluidos, o processo de
saida é Poisson. Esta hipdtese é confirmada por diversos resultados empiricos
[3, 60, 22, 59, 17, 19]. Os trés estdgios descritos as seguir fazem parte do
GEM: reconfiguracao de rede, estimacdo dos parametros, e eliminac¢do da

retroalimentacao.

Reconfiguragao de rede

Este estagio envolve a reconfiguracao de rede. Um né auxiliar h; é criado.

Tal né é modelado como uma fila M/G /oo com taxa de servigo py, e precede

70



M/G/1/K; M/G/1/K;

ij
M/G/1/K; M/G /oo M/G/1/K;
A PK; (1= pl;) 0;
0 o o=

Figura 4.2: Método da expansao generalizada

cada fila finita j. Quando um cliente deixa o né 7, o né seguinte, j, pode
estar bloqueado (cheio) com probabilidade pg;, ou desbloqueado com pro-
babilidade (1 — pg;). Sob bloqueio, os clientes sao redirecionados para o n6
hj, para passarem por um periodo de tempo espera, enquanto o né j estiver
ocupado. Apds essa espera, o cliente pode ser novamente bloqueado, com
probabilidade p’Kj, para um segundo periodo de espera. O né h; contabiliza
o tempo que um cliente deve aguardar, antes de ser aceito no n6 j. Conta-
biliza também a taxa de chegada efetiva (isto é, descontado os bloqueios) ao

no j.
Estimacao de parametros

Neste estagio s@o estimados importantes parametros, quais sejam o px, 0 P,

e a taxa pyp, (para simplificar foi omitido o subscrito referente ao né j).

1. A probabilidade de bloqueio, pg, é obtida pela aproximacao de dois
momentos de Kimura, desenvolvida, para o caso M/G/1/K, por Smith

(58], Eq. (4.1):
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(2+ﬁcv2—ﬁ+2(K—1)>
2+4.,/pCV2—
p e J(p—1)

Pr = 22+\/ﬁCV2—\/E+(K—1)
p 2+/pCV2— /5 -1

2. A probabilidade de um segundo bloqueio, p, é obtida por uma apro-
ximacgao via técnicas de difusao, desenvolvida por Labetoulle & Pujolle

[44]:

-1
o (w MOF == @ =)

pK - ) (44)
e (5 ) = (=)
em que rq e ry sao as raizes do polinomio
A= (A + )+ ppa® = 0, (4.5)

com A = A\; — M\(1 — pl), sendo A, a taxa de chegada real ao né
artificial criado e \;, a taxa de chegada real para o né finito j, dadas

pela expressao:

)‘j = ):1(1 — pK) = ):1 — >\h~ (46)
em que ); é a taxa de atendimento na fila antecessora.

3. Finalmente, a taxa u; é calculada como se segue, pela teoria da reno-

vagao:
24
J
= — (4.7)
L+ o513
em que ajz- ¢ a variancia do tempo de servigo.
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Eliminacao da retroalimentagao

As visitas repetidas ao né artificial h; (devidas a retroalimentacao) produzem
uma forte dependéncia no processo de chegada ao né j. Portanto, devem
ser eliminadas. Isto é conseguido por um acréscimo adequado ao tempo de
servigo no no i, durante sua primeira passagem através do né de retencao. A

taxa de servico ajustada, para o né h;, uj,, é entdo:

i, = (1 — P ) an- (4.8)
Resumo

Sumarizando, o objetivo do GEM ¢é proporcionar um esquema algoritmico
para aproximacao das taxas de servico dos nods i, que levem em conta o

bloqueio apds servico, causados por possiveis bloqueios no nés que o seguem

J:

it =+ ok () (4.9)

Para cada né (fila finita) j na rede, sucedendo o né (fila finita) i, te-
mos um conjunto de equacoes nao lineares simultaneas para as variaveis pg,
Py, € fn, associadas com varidveis auxiliares, tais como A e \;. Resolvendo
tais equagoes simultaneamente de forma recursiva, pode-se calcular todas as

medidas de desempenho da rede:

A=A = Al =Pk, (4.10)
A= Al —px), (4.11)
A= =, (4.12)
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-1
K _ Ky _ (nK-1_ K-l
g = fy+ )‘<<T2 r) = (ry &1 )> (4.13)
e (8 ) = (=)

z o= (AN 2u)? — 4y, (4.14)
[\ + 2012) — 22]

= 4.15

A 2,uh ) ( )
1

— [(A+2pn) + 2 ]7 (4.16)

24,

pxk = Eq. (4.1).

As Equagoes (4.10) a (4.13) sao relativas as chegadas e a retroalimentacao
no no artificial h;. As Equagoes (4.14) a (4.16) s@o necessérias para resolver a
Equagao (4.13), sendo o z uma varidvel intermediaria auxiliar, usada apenas
por simplicidade. Finalmente, a Equagao (4.1) fornece a probabilidade de
bloqueio para a fila M/G/1/K. Assim, essencialmente temos cinco equagoes

para resolver, i.e., as Equagoes (4.10) a (4.13) e a Equacao (4.1).

4.3 Algoritmo de otimizacao

Para o problema de otimizacao multiobjetivo em maos, definido pelas Equa-
¢oes (3.9)—(3.11), os algoritmos multiobjetivos evolucionarios (MOEAs, do
inglés, Multi-Objective Evolutionary Algorithms), parecem ser uma escolha
bastante apropriada. O MOEAs sao algoritmos de otimizagao que realizam
uma busca aproximada global baseada na informagao obtida da estimativa
de diversos pontos no espago de busca [24, 14]. A populagao de pontos, que
converge para um valor étimo, é obtida através da aplicacao dos operadores
genéticos, quais sejam a mutacao, o cruzamento, a selecao, e o elitismo. Cada
um desse operadores caracteriza um tipo diferente de MOEA e pode ser im-

plementado de diferentes maneiras. Além disso, a convergéncia do MOEA
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é garantida pela atribuicao de um valor de aptidao (do inglés, fitness) para
cada membro da populacao, preservando a diversidade. De fato, aplicagoes
bem-sucedidas recentes de algoritmos genéticos (GAs, do inglés Genetic Al-
gorithms) em otimizagdo mono-objetivo sao relatadas por Lin [46] e Calvete
et al. [7], enquanto que Carrano et al. [8] utilizam GAs em problemas de
otimizagao multi-objetivo em redes. Adicionalmente, a eficiéencia dos GAs é
bem estabelecida para problemas multiobjetivos [13, 32]. Muitas referéncias

bibliograficas sao fornecidas pelos autores mencionados.

4.3.1 Descricao

O tipo de MOEA usado nesta tese baseia-se no algoritmo NSGA-II (algo-
ritmo genético de ordenacao nao-dominante elitista, do inglés Elitist Non-
dominated Sorting Genetic Algorithm) de Deb et al. [27], mostrado na Fi-
gura 4.3. Na aplicacao dos GAs a problemas de otimizagao multiobjetivo, os
operadores de selecao e de elitismo precisam estar especificamente estrutu-
rados, para identificar corretamente as condigoes de otimalidade, conforme
serd mostrado em breve. O elitismo é baseado no conceito de dominancia.
Assim, um ponto x; = (z;,,Z4,,...,2;,) ¢ dito dominar um outro ponto
x; = (x,,%j,,...,2;,) se X; é superior a X; em pelo menos um objetivo
(fr(x:) < fe(x;), para minimizagao) e é nao inferior nos demais outros obje-
tivos (fy(x:) # fi(x;), para minimizacao).

Por exemplo, a Figura 4.4 mostra pontos (solugoes) para um problema de
maximizagao em duas dimensoes (duas varidveis). Na Figura 4.4, o ponto V
¢ dito dominado pelo ponto I, mas nao pelos pontos II, I1T e IV. O ponto VI
¢ dito dominado pelos pontos I, II e III, mas nao pelo ponto IV. A melhor
fronteira inclui os pontos de I a IV e é uma aproximacao do conjunto de Pa-

reto, que é o conjunto dos pontos que sao superiores aos outros pontos. Para
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algoritmo
leia grafo, tazas de chegada e de servico, G(N,A),\; Vi € N
P, + GeraPopulagaolnicial(popSize)
para i = 1 até numGen faga
/* gera filhos por cruzamento e mutagao */
Q; + FacaPopulacaoNova(F))
/* combina pais e filhos */
R« P UQ;
/* encontre fronteiras nao-dominadas F = (F1,Fa,...) */
F < OrdenacaoNaoDominante(R;)
/* encontre nova populagao pela distancia de aglomeragao™/
P11 < GeraPopulagaoNova(R;)
fim para
PpumGen1 < ExtraiPareto(Ppyngen)

escreva PnumGen 1

fim algoritmo

Figura 4.3: Algoritmo NSGA-II

executar o elitismo, foi empregado um algoritmo comumente referido como
algoritmo répido de ordenagao nao-dominante (detalhes podem ser encontra-
dos em Deb et al. [27]). Este algoritmo separa os individuos da populacao
em véarias camadas (ou fronteiras) F;, tais que as solugdes em F; sdo nao-
dominantes e toda solucao em uma dada camada JF; é dominada por ao
menos uma solucao em F;_; e nao dominada por nenhuma solu¢ao em Fj,
J > 1. Isto pode ser conseguido de forma eficiente, por meio de um algoritmo
com complexidade de tempo de execuc@o de ordem O(nlogn) [27].

A selecao é realizada selecionando sequencialmente pontos de cada fron-
teira ndo-dominante (F, Fo,...) até que o nimero de individuos necessarios
para a proxima iteracao seja alcancado. O critério precisa ser aplicado se,
apos a adi¢ao de um grupo de individuos de F;, o0 méaximo nimero de indivi-

duos, ¢é excedido. O algoritmo calcula uma medida de diversidade, denomi-
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Figura 4.4: Pontos dominados (w) e ndo-dominados (e)

nada distancia de aglomeragdo (do inglés, crowding distance), como definido
por Deb et al. [27], para assegurar a maior diversidade possivel. A dis-
tancia de aglomercao é uma métrica associada a area do retangulo definido
na Figura 4.5, ou entao, para dimensoes maiores, associada ao hipervolume
de um hiper-paralelogramo. Entao, somente os pontos com a maior distan-
cia de aglomeracao sao mantidos para iteracoes futuras, como mostrado na
Figura 4.5.

Os operadores de cruzamento e de muta¢ao sao um pouco independen-
tes da natureza multiobjetivo do problema, mas sao fortemente dependentes
da aplicagao. Para o problema em questao, o mecanismo de cruzamento
uniforme (do inglés, uniform crossover) é selecionado [4]. O cruzamento uni-
forme é bem popular em codificagoes de variaveis miltiplas, devido a sua
eficiencia na identificacao, heranca e protecao de genes comuns, bem como
na recombinacgao de genes incomuns [37, 63]. Neste mecanismo, os cruza-

mentos sao realizados para cada variavel com uma probabilidade (rateCro)
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Figura 4.5: Tlustracao da distancia de aglomeracao (crowding distance)

que esta de acordo com o operador de cruzamento. O operador de cruza-
mento usado no algoritmo é o operador cruzamento binério simulado (SBX,
do inglés Simulated Binary Crossover) [25, 26], como ilustrado na Figura 4.6.

O operador SBX é bastante conveniente para GAs com codificacao das
variaveis por numeros reais uma vez que é capaz de simular os operadores de
cruzamento binarios, sem a necessidade de recodificacao das varidveis reais
para numeros binarios. Os filhos (2; (e ¢41)) sa0 obtidos dos pais (2 a,)),

conforme a seguinte equacao.

Ti(1t+1) = 0,5 [(1 + 5)%(1,::) + (1 - ﬁ)xz‘,(zt)],

Ti(24+41) = 0,5 [(1 - ﬁ)iUz',(l,t) + (1 + ﬁ)%,(zt)]a

em que $ é uma varidavel aleatoria obtida da seguinte funcao de distribuicao

de probabilidade:
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T1,(1,t) T1,(2,t) T1,(1,¢41) T1,(2,t+1)

T2 (1,t) T2 (2,t) T2 (1,t41) T2, (2,t4+1)

Tn,(1,t) Tn,(2,t) Tn,(1,t41) Tn,(2,t+1)

pail pai 2 filho 1 filho 2

Figura 4.6: Representagao dos cromossomos e o cruzamento binario simu-

lado (SBX)

[y _ { 0SEDEL s .
0,5(n + 1)#, caso contrario.

A fungao f(B) foi projetada para produzir filhos (solugoes) que possuam
uma capacidade de busca semelhante & do cruzamento bindrio (mais comum)
[25]. Pelo ajuste apropriado do parametro 7, diferentes pesos (8) podem ser
gerados, quer seja para produzir filhos mais parecidos aos seus pais (i.e.,
valores elevados de 1), quer seja para o contrario (i.e., valores baixos de 7).
Diversas distribuigoes para a variavel § sao mostradas na Figura 4.7, em
funcao do parametro 7.

Para cada gene individual (isto é, para cada uma das varidveis de decisao
K; e p;), o esquema de mutagao ocorre com uma probabilidade especifica
(rateMut). Como sugerido por Deb & Agrawal [25], perturbagoes gaussianas
foram adicionadas as variaveis de decisao, isto é, K; + &; e u; + en14, para
todoi € N, com ¢; ~N(0,1), 7 € {1,2,...,2N}.

Apés o cruzamento e a mutacao, as restri¢oes (3.10) e (3.11) podem ter

sido violadas. Para garantir a sua viabilidade, os valores das varidveis inteiras
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Figura 4.7: Funcao de densidade de probabilidade de g

sao arredondados e depois, juntamente com as variaveis reais, sao conveni-

entemente ajustados pela aplicagao dos seguintes operadores de reflexao:

Kreg, =1+ |K; — 1], (4.18)

Prefl; = [Minf; + [ — ing; |, (4.19)

em que 1 ¢é o limite inferior para a alocacao das dreas de espera, fins;, € O
limite inferior da alocagao do servigo (para assegurar que p < 1), K; e y; sdo
os valores resultantes apds o cruzamento e a mutacao, € Kea, € flren, SA0 08
valores que resultaram apds a operacao de reflexao. Este esquema garante

sempre solugoes viaveis, sem evitar ou favorecer qualquer solugao particular.
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4.3.2 Notas sobre convergéncia

Recentemente, o critério de parada de algoritmos evolucionarios para otimi-
zagao multiobjetivo tem sido analisado detalhadamente (veja, por exemplo,
Rudenko & Schoenauer [55] e Marti et al. [48]). Evidentemente, o nimero
méximo de geragoes (numGen) desempenha um papel importante na quali-
dade das solugoes. Entretanto, aumentar o niimero de geracoes pode nao ser
ideal porque o tempo computacional é desperdicado quando muitas iteracoes
nao conduzem a uma melhoria significativa. Rudenko & Schoenauer [55]
sugeriram que um critério de parada eficiente é obtido monitorando-se o nu-
mero de iteracoes realizado sem que tenha havido uma melhoria na solucao.
Para demonstrar a complexidade da questao, Rudenko & Schoenauer [55]
conduziram um conjunto extensivo de experimentos computacionais. Seus
resultados revelaram que um critério de parada obvio, tal como a populacao
inteira pertencer a fronteira 7, nao indicava que a evolucao havia sido con-
cluida. Os autores propuseram um critério de parada local que calcula uma
medida da estabilidade das solugoes nao-dominantes apds cada iteracao. Ou-
tro critério de parada global foi recentemente proposto por Marti et al. [48].
Este sofisticado método enxerga a evolucao da populacao como um sistema
dinamico, no qual o seu estado pode ser estimado por um filtro de Kalman.
Nesta tese, nao é objetivo utilizar um critério acima de quaisquer outros. Por
simplicidade, o critério de Rudenko & Schoenauer [55] serd adotado. Este
critério é baseado na estabilizacao da maxima distancia de aglomeragao, d,

medida sobre L geragoes, calculada pelo seguinte desvio padrao:

L
1 _
o, = z ZE 1 (dl — dL)2. (420)

Como mostrado na Equacao (4.20), dy, é a média de d; sobre L geracoes.
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Além disso, a Equagao (4.20) indica que o MOEA pode parar quando o, <
Olim- Rudenko & Schoenauer [55] sugerem que o, nao depende dos valores
atuais da funcao objetivo, uma vez que as distancias de aglomeracao sao
normalizadas. Além disso, eles também sugerem que L e dy, devem ser
ajustados para 40 e 0,02, respectivamente, levando a um critério de parada
que é g49 < 0,02. Conforme evidéncias empiricas [55], esses valores sao

compativeis com as redes em consideracao nesta tese.
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Capitulo 5

Resultados Computacionais e
Discussao

Para aproveitar implementagoes prévias do GEM [58, 57], baseadas na bibli-
oteca numérica IMSL (International Mathematics and Statistics Library), o
algoritmo de otimizagao foi implementado na linguagem FORTRAN [18, 6, 5].
O codigo esta disponivel a pedido, diretamente com o autor, para para fins
educacionais e de pesquisa. Experimentos computacionais iniciais foram con-
duzidos para determinar o conjunto adequado de parametros para garantir a
rapida convergéncia do algoritmo de otimizagao multiobjetivo. Em seguida,
a analise de uma rede maior e mais complexa é realizada com os algoritmos

propostos.

5.1 Configuracao do algoritmo

Infelizmente, para assegurar uma rapida convergéncia com um minimo de es-
forco computacional, a configuracao adequada dos parametros que garantem
a rapida convergeéncia do algoritmo precisa ser determinada por tentativa e
erro, como indicado por estudos prévios com os GAs. Assim, redes contendo
3, 5 e 10 filas M/G/1/K foram experimentadas para definir esta configura-

¢ao de parametros do MOEA (veja Figura 5.1). Por conveniéncia e concisao,
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apenas os resultados obtidos com redes de 3 e 10 nés sao apresentados (Figu-
ras 5.2 a 5.5). Diferentes topologias de redes aciclicas, de diversos tamanhos,

foram também testadas. Os resultados (ndo apresentados) foram similares.

[ )—

T

§
:

(a) topologia série com trés nds

i
it

(b) topologia série com cinco nds

l
g
|
;i

(c) topologia série com dez néds

Figura 5.1: Topologias testadas

Neste estudo, cada fator foi analisado independentemente. Especifica-

mente, cada fator foi variado individualmente, enquanto os outros parame-
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tros foram mantidos constantes. Montgomery [53] lembra-nos que a principal
desvantagem de uma analise independente é que nao se consegue explicar as
interagoes entre as variaveis. Entretanto, experimentos recentes divulgados
por Cruz et al. [21] indicaram que potenciais interagoes nao sao significativas.

Desse modo, interagoes entre fatores nao foram consideradas nesta tese.
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g 1 L] - == mutacdo pura (2%)
A combinagdo
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(a) rede de trés nds em topologia série
3
S | ® - cruzamento puro
° - -~ mutacao pura (2%)
a combinacao
©
O_ -4
SN | ,
- ;
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Q 4
o I
o | WA
i T T T T T
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(b) rede de dez nés em topologia série

Figura 5.2: Efeito do cruzamento e da mutacao

A Figura 5.2 apresenta a velocidade de convergéncia (em termos de oy,)
em funcao do ntumero de geracoes. E possivel concluir que um algoritmo

genético com mutagao pura (isto é, sem a operac¢ao de cruzamento) teria sido
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bem sucedido na descoberta das soluges sub-6timas (de fato, algumas vezes a
mutacgao pura resolve o problema, conforme visto, por exemplo, em Mathieu
et al. [49]). Entretanto, o operador SBX foi também utilizado porque ele
removeu irregularidades do perfil da convergéncia. A combinagao de muta-
¢ao pura e SBX proporcionou resultados satisfatérios, independentemente do

numero de filas na rede.
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(b) rede de dez nés em topologia série

Figura 5.3: Efeito do tamanho da populagao

Os resultados apresentados na Figura 5.3 revelam que o tamanho da po-
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pulagao (popSize) teve um efeito significativo na convergéncia do algoritmo.
Entretanto, o tamanho da populagao nao pode crescer arbitrariamente por-
que o esfor¢o computacional requerido inviabilizaria o estudo. Além disso, o

desempenho do algoritmo nao foi afetado pelo aumento no niimero de nés na

rede.
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Figura 5.4: Efeito da taxa de mutacgao

A Figura 5.4 mostra a taxa de convergéncia como uma funcao da taxa
de mutacao rateMut. Os resultados mostraram que um aumento na taxa de

mutacao acelerou a convergéncia. No entanto, uma vez atingida uma taxa es-
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pecifica, um aumento adicional nao conduziu a um melhora da convergéncia.
Sob as condicoes do experimento, taxas de mutacao entre 1 e 2% conduziram

a resultados superiores, independentemente do niimero de nés.
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Figura 5.5: Efeito do parametro n

A Figura 5.5 mostra a convergéncia como uma funcao de 7, que controla o
efeito de dispersao de 3, para o operador SBX, Equagdo (4.17). Uma melhoria

adicional na velocidade de convergéncia nao foi observada para valores de 7
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maiores do que 8.

Finalmente, Figuras 5.6 e 5.7 ilustram a evolucao da populacao, desde o
ponto de partida até a geragao final. Elas mostram a populacao se espalhando
ao longo do tempo para cobrir uma proporc¢ao crescente do espaco objetivo.

Em resumo, todos os problemas testados puderam ser resolvidos com

sucesso, pelo emprego da seguinte combinagao:

1. uso combinado do operador de mutacao e do SBX;

2. tamanho da populacdo (popSize) igual a 400 individuos (400 solugoes);
3. taxa de mutacao de 2%;

4. parametro de dispersao (n) igual a 8;

5. para assegurar que o calculo estard completo dentro de um tempo ra-
zoavel, o nimero maximo de geragoes (numGen) foi estabelecido em 4000

geracoes.

Uma conclusao bastante importante diz respeito a robustez do algoritmo,
que aparenta ter uma convergencia aproximadamente independente da to-
pologia (resultados ndo mostrados, para redes com divisao de fluxos, fusoes
e mistas), da taxa de chegada externa (X), do quadrado do coeficiente de

variagao do tempo de servigco (CVz) e do numero de noés da rede.

5.2 Analise do tempo de processamento

Considerada escolhida a configuracao adequada de parametros para a utili-
zacao do NSGA-II, na resolucao do problema proposto, as informacoes sobre

o tempo de processamento do algoritmo sao de relevancia. Para tanto, foi
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executado um conjunto de simulagoes para diferentes situacoes. Foram consi-
derados os sistemas em série com 3, 5 e 10 nds, ja mencionados anteriormente,
para a calibracao da configuracao do algoritmo. Um sistema em série com
6 nos, além de configuragoes de topologia mais complexa (redes mistas com
6 e 16 nds), incluindo fusoes e divisdes entre as filas do sistema, também
foram utilizados. As configuragoes mistas serao discutidas neste momento
apenas no que diz respeito aos valores dos tempos de processamento. Entre-
tanto, serao abordadas em mais detalhes, a seguir, com relagao aos valores

das fungoes objetivo.

800 1000 1200 1400

CPU(seg)
600
|

200
|

Figura 5.8: Tempos de processamento para rede mista com 6 nés e diferentes
taxas de entrada A

Para cada uma das configuragoes em analise, o experimento com a mesma
configuracao foi replicado por 20 vezes, para a producao dos dados desta
analise. Os experimentos foram conduzidos em um equipamento com sistema
operacional Windows 7 e um processador Intel Core i3 com 2.10 GHz.

A primeira anélise realizada foi para verificar algum efeito no tempo com-
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putacional decorrente da taxa de entrada no sistema (). Foi utilizada uma
rede de topologia mista (ver Figura 5.16) composta por 6 nés. As taxas de
entrada utilizadas foram A =5 e A = 10.

A Figura 5.8 apresenta um aumento no tempo de processamento associ-
ado a um aumento na taxa de entrada. Entretanto, pode-se notar que este
efeito nao parece muito pronunciado. De fato, ocorre um aumento de apro-
ximadamente 10% em tempo de processamento médio, para um aumento de
100% na taxa de entrada no sistema. Além disso, ocorreu uma reducao do
efeito de variabilidade entre os tempos medidos para o maior valor de .

Considerando ainda as configuragoes de sistemas com 6 filas, foi verificado
o efeito da utilizagao de diferentes valores para o quadrado do coeficiente de

variacdo. Nesta andlise os valores de CV? utilizados foram 0,5, 1,0 e 1,5.

5 B B

1200

1000
|

CPU(seg)

800

600
|

0.5 1 15

cVv?

Figura 5.9: Tempos de processamento para redes com 6 nds e diferentes
valores para CV?

Pela Figura 5.9, nota-se que modificacdes nos valores para CV? nao acar-

retam mudancas notdveis nos tempos de processamento médios.
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Outro fator que poderia afetar o tempo de execucao do algoritmo é a
topologia da rede em andlise. Para avaliagao deste efeito, foram consideradas
duas configuracoes de rede composta por 6 nds, uma delas com as filas do

sistema dispostas em série e outra com a topologia incluindo fusao e divisao.

CPU(seg)
1320 1330 1340 1350 1360
| |
m ) °°

1310
|

1300

T T
Mistura Série

topologia

Figura 5.10: Tempos de processamento para redes em série e mista com 6
nos

Na Figura 5.10 observa-se um aumento no tempo de processamento em
redes mistas, se comparado aos tempos para redes em série. Entretanto o
acréscimo no tempo de processamento médio foi pequeno (aproximadamente
1,5%). Desta forma néo existe um aumento de custo computacional signifi-
cativo associado a topologia da rede em estudo.

O dltimo efeito considerado foi a quantidade de filas no sistema. De
antemao ja era aguardado um aumento do tempo de processamento associado
ao aumento do nimero de filas no sistema. Isso se deve ao aumento do
nimero de possiveis configuracoes do sistema que deverao ser avaliadas pelo

algoritmo.
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Figura 5.11: Tempos de processamento para diferentes quantidades de filas
no sistema em estudo

O aumento esperado nos tempos de processamento é confirmado através
da Figura 5.11. A expectativa era de que este aumento em tempo de exe-
cucao nao fosse “exponencial”. Este resultado foi satisfeito e portanto nao
se observa restri¢oes quanto ao custo computacional envolvido para diferente

possibilidade de redes de filas em anélise.

5.3 Analogia entre as formulacoes matemati-
cas

Andriansyah et al. [3] descrevem um grande volume de resultados baseados
na formulagdo matemadtica bi-objetivo, definida pelas Equagoes (3.7)—(3.8),
pdg. 61. Em Andriansyah et al. [3], o algoritmo de otimizagao utilizado é
também o NSGA-II. O estudo por eles realizado inicia-se com uma compa-
ragao entre uma solugao de referéncia (o valor da taxa de atendimento para

uma rede em que todas as areas de circulagao nas filas do sistema sao de
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mesmo tamanho, ou seja, sistema simétrico) com as solugdes obtidas através
da estratégia bi-objetivo. Nestes casos, a solugao de referéncia é uma das so-
lugoes obtidas, ou existem solugoes que fornecem uma taxa de atendimento
suficientemente proxima da solucao de referéncia para uma alocacao total de

areas de circulagao inferior (veja Figura 5.12).
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Figura 5.12: Pareto 6timo para formulagao bi-objetivo com solucao de refe-
réncia para sistema de filas simétrico: (a) rede com 3 nés e A = 4, (b) rede
com 5 nds e A = 4 (gréficos obtidos em Andriansyah et al. [3])

Andriansyah et al. [3] também avaliam casos em que as solugoes de re-
feréncia da literatura nao possuem o mesmo tamanho de area de circulagao
(sistema assimétrico) em todas as filas do sistema, ou seja, possiveis solugoes
para a formulagdo matemética mono-objetivo, Equagoes (3.4)-(3.6), pag. 60.
Em todos os casos avaliados as solugoes de referéncia foram dominadas por
solugoes fornecidas pelo algoritmo genético para a formulacao bi-objetivo
(veja Figura 5.13).

Esses resultados atestam que a estratégia bi-ojetivo contempla os resul-
tados para a avaliagao mono-objetivo e aumentam o leque de opcoes dispo-
nivel para o decisor ao apresentar uma familia de solugoes (conjunto Pareto)
que podem ser escolhidas de acordo com necessidades mais especificas do
problema em estudo. Parece que tais conclusoes de Andriansyah et al. [3],

obtidas com a abordagem bi-objetivo, poderiam ser generalizadas para a for-
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Figura 5.13: Pareto 6timo para formulacao bi-objetivo com solucao de re-
feréncia para sistema de filas assimétrico: (a) rede com 3 nés e A = 4, (b)
rede com 5 nés e A = 4, (c) rede com 9 nés e A = 16 (graficos obtidos em
Andriansyah et al. [3])

mulacao matematica tri-objetivo proposta nesta tese.

Observando a Figura 5.13 pode-se notar que o conjunto Pareto 6timo for-
necido pelo algoritmo genético é capaz de produzir solugoes com o mesma
area total de circulagao, porém obtendo uma taxa de atendimento supe-
rior. Em outras palavras, os operadores genéticos do algoritmo asseguram
a procura por algumas das possiveis solugoes que preservam a mesma area
total de circulagao e fornecem uma maior taxa de atendimento. Assim, al-
guma recombinacao na distribuicao das areas de circulagao entre as filas do
sistema ¢ feita, mas nao tanto quanto poderia ser se uma estratégia de pdos-
processamento (busca local) fosse utilizada. Esta é uma forma de melhorar

o desempenho do algoritmo proposto, acelerando sua convergéncia [30, 61].
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5.4 Analise de uma rede maior e mais com-
plexa

A rede apresentada na Figura 1.1 foi retirada da literatura [59] e analisada
com os algoritmos descritos. Diferentes valores para o quadrado do coe-
ficiente de variacdo do tempo de servico foram analisados (isto é, CV? =
{0,5,1,0,1,5}), para uma taxa de chegada (\;) igual a 5. Primeiramente, a
velocidade de convergéncia do algoritmo genético confirmou ser robusta para
este tipo de problema. Além disso, os resultados indicaram que a conver-
géncia estabilizou-se em 2.000 iteracoes. Adicionalmente, como mostrado na
Figura 5.14 a convergéncia parece ser independente do quadrado do coefici-

ente de variagao do tempo de servigo.
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Figura 5.14: Convergéncia para a rede de dezesseis nos da figura 1.1

Os perfis correspondentes sao mostrados na Figura 5.15, incluindo as cur-
vas de nivel e a superficie final apds a convergéncia. Para comparacgao, curvas
de nivel exatas, para uma tnica fila geral M /G/1/K, sao apresentadas na Fi-
gura 1.2-b (vide pédg. 6). A similaridade entre as superficies dos dois graficos
é encorajadora. Infelizmente, nao parece que o comportamento de uma dada

rede possa ser previsto, sem a utilizacao de uma abordagem algoritmica, tal
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como a abordagem aqui proposta.

Uma analise detalhada dos resultados na Figura 5.15 revela que muitas
combinacgoes diferentes para as areas de espera e para as taxas de servigo
alocadas podem ser selecionados, para assegurar uma certa taxa de atendi-
mento. Adicionalmente, é possivel estimar quais sao os valores a partir dos
quais um aumento no tamanho das dreas de espera e nas taxas de atendi-
mento nao mais tém efeito sobre a taxa de atendimento (isto é, quando as
curvas de nivel formam linhas paralelas ao eixo horizontal).

Com o algoritmo proposto, uma melhor compreensao ¢ alcancada para
estes sistemas de redes de filas. Por exemplo, os resultados na Figura 5.15-d
sugerem que é mais facil aumentar a taxa de atendimento de 2,6 a 3,1 (20% de
acréscimo) do que de 4,1 a 4,5 (10% de acréscimo). Curvas de nivel distantes
entre si indicam que melhorias podem ser alcancadas apenas pelo aumento

drastico das capacidades alocadas e das taxas de servigo.

5.5 Analise de uma rede em topologia mista

A rede apresentada na Figura 5.16 foi analisada para dois valores CV? =
{0,5,1,5}, com taxa de chegada A\; = 1. Primeiramente, a convergéncia
do algoritmo foi confirmada, para o mesmo conjunto de parametros anteri-
ormente utilizado. Entretanto, para este rede, que é menor, os resultados
indicaram que a convergéncia chega mais cedo, ao final de 2.000 geracoes
(para maiores detalhes, veja Brito et al. [5]).

A Tabela 5.1 apresenta algumas solucoes eficientes de Pareto, para uma
analise mais detalhada. Note que a metodologia multiobjetivo permite a
identificagao de pontos a partir dos quais nao ha vantagem em aumentar o
tamanho das areas de espera devido ao fato de o ganho na taxa de atendi-

mento ser pequeno. Por exemplo, para CV? = 0,5, mantendo-se as taxas
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Figura 5.16: Rede com seis nés em topologia mista

de atendimento aproximadamente inalteradas, é necessario um aumento na
area de espera de cerca de 22%, para o ganho de somente 0,001% na taxa de
atendimento, o que pode ser considerado insignificante. Similarmente, pode
haver pontos similares, com respeito as taxas de servico. De fato, pode ser
visto que, para um aumento de 12% na taxa de servico, o ganho na taxa de

atendimento é de cerca de 0,01%.

Tabela 5.1: Solugoes eficientes de Pareto selecionadas

cv? > K A% > A% 9 A%

0,5 18 - 51,0 - 0,9999 -
22 22% 51,4 0,8% 1,0000 0,01%
20 - 46,6 - 0,9999 -
20 0% 52,1 12% 1,0000 0,01%

1,5 14 - 60,4 - 0,9944 -
19 36% 61,1 1,1% 0,9999 0,6%
19 - 61,1 - 0,9999 -
19 0% 104,0 70% 1,0000 0,01%

Note que para CV? = 1,5 tal fenémeno pode ser ainda mais pronunciado.

Observa-se que pode ser necessario um aumento de 36% na area espera total
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para alcangar-se um aumento de apenas 0,6% na taxa de atendimento. Pode
ser mais vantajoso um sistema de filas com uma alocacao que produza uma
saida correspondente a 99,99% da entrada (isto é, 0,9999/1,000) do que in-
vestir 70% a mais em taxa de servigo, para aumentar a saida em 0,01% (ou
seja, aumentando-a para 100% da entrada). Estes sdo apenas alguns exem-
plos de andlises que podem ser feitas em redes de filas finitas gerais por meio

da metodologia multiobjetivo.
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Capitulo 6

Conclusoes e Observacoes
Finais

6.1 Sumario

Nesta tese uma aproximagao multiobjetivo é desenvolvida, para maximizar
a taxa de atendimento de uma rede de filas geral com um tnico servidor,
simultaneamente com a minimizacao das suas capacidades totais e taxas de
servico. Pela combinacao de um conhecido método aproximado para ob-
tencao das medidas de desempenho da rede de filas finitas, o método de
expansao generalizada (GEM), e de um algoritmo evoluciondrio multiobje-
tivo (MOEA), o NSGA-II, um eficiente algoritmo foi proposto. Embora a
determinacao dos valores adequados dos parametros do algoritmo descrito,
de forma a garantir a sua eficacia e eficiéncia, seja feita por um procedimento
basicamente de tentativa e erro, o ajuste mostrou-se robusto a variacoes na
instancia do problema tratada.

Aproximacoes para curvas de Pareto foram obtidas para varias redes, em
configuracoes e dimensoes diversas. Por intermédio das curvas de Pareto
obtidas, pode ser melhor identificado como se relacionam as grandezas oti-

mizadas. Assim, foram identificados aqueles pontos a partir dos quais nao
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¢ mais compensador aumentar as areas de espera, ou as taxas de servico,
pois o ganho proporcionado nas taxas de atendimento é insignificante. Estes
resultados devem produzir impactos significativos em intimeras situagoes de

interesse pratico.

6.2 Propostas de continuidade

Mais importante que melhorar a compreensao deste importantes sistemas
estocasticos, representados pelos modelos de filas de espera configuradas em
redes, o trabalho aqui descrito abre intimeras questoes que permanecem em
aberto. Ha, portanto, diversas direcoes que futuros esforcos de pesquisa nesta
area podem tomar. De fato, pesquisas futuras podem ser realizados para
avaliar os algoritmos em situagoes da vida real. Isto inclui, por exemplo, a
incerteza nas taxas de chegada A ou o ajuste a dados reais, possivelmente
pelo uso de nicleo-estimadores, uma técnica promissora na area de andlise
de filas, conforme resultados recentemente divulgados [52, 16, 15].

Tépicos para investigacoes futuras incluem também a extensao da me-
todologia aqui apresentada para outros tipos de redes de filas finitas. Por
exemplo, seria este método extensivel para a otimizagao das taxas de aten-
dimento em redes de filas gerais com servidores multiplos? Ou ainda, seria
aplicavel a redes de filas com ciclos, isto é, com lagos de retorno, para repre-
sentar o retrabalho causado por falhas ou outras causas?

Também interessante seria considerar outras medidas de desempenho di-
ferentes para as redes, tais como o trabalho em processo (WIP, do inglés
work-in-process), ou o tempo de permanéncia total no sistema (do inglés so-
journ time, bastante critico, por exemplo, em aplicagoes na area de saude,
[43]), entre outras importantes medidas de desempenho. Estes sdao apenas

alguns topicos, entre os muitos existentes, para futuras pesquisas nesta area.
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