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Resumo

Nessa dissertacao sera apresentado de forma minuciosa o modelo de percolacao estu-
dado no artigo Long-range percolation on the hierarchical lattice [18] dos autores Koval,
Meester e Trapman. No modelo de percolagao de longo alcance em grafos hierarqui-
cos, quaisquer dois vértices podem estar conectados por um elo com probabilidade
1 — exp{—afB~*}, em que a e 8 sdo parametros do modelo e k ¢é a distancia entre os
vértices. Essa distancia depende de um pardmetro inteiro N > 2 que define a hierarquia
no grafo. Dada uma configuracao w € 2 de elos que estao abertos ou nao no grafo, é
possivel estudar o aglomerado aberto da origem C(0;w), isto é, o conjunto de vértices
que estao conectados a origem por um caminho de elos abertos. A probabilidade do
aglomerado aberto da origem ter tamanho infinito é denotada por (a,S). Os princi-
pais resultados encontrados pelos autores e as explicacoes detalhadas das provas dos
teoremas se encontram nos Capitulos de 2 a 6. Dentre eles estdo a transicao de fase do

modelo, a unicidade do aglomerado aberto infinito e a continuidade das fungoes 6(a,3)

e a.(B) == inf{a; 0(c,8) > 0}.

Palavras-chave: Percolacao de longo alcance, ergodicidade, renormalizagao.



Abstract

In this dissertation the percolation model of the article Long-range percolation on the
hierarchical lattice [18] by Koval, Meester and Trapman will be presented in detail. In
the long-range percolation model, any two vertices may be connected by an edge with
probability 1 — exp{—aB7"}, where a and § are parameters of the model and & is
the distance between the vertices. This distance will depend on an integer parameter
N > 2 which defines the hierarchy on the model. Given a configuration w € ) of edges
that are open or not on the lattice, it is possible to study the open cluster of the origin
C(0;w), i.e., the set of vertices that are connected to the origin by an open path. The
probability that the open cluster of the origin is infinite is denoted by 6(«,3). The
main results of the paper [18] and detailed explanations of proofs of theorems are in
Chapters 2 to 6. Among them are the phase transition of the model, the uniqueness of

the infinite cluster and continuity of functions 6(«a,3) and () := inf{c; 6(«,8) > 0}.

Keywords: Long-range percolation, ergodicity, renormalisation.
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Capitulo 1

Introducao

Percolagao é o fendmeno da passagem de um fluido por um meio poroso. Esse fluido
pode filtrar ou extrair do meio algum tipo de substancia. O primeiro trabalho publicado
sobre percolacgao utilizando modelos matemaéticos foi feito por Broadbent e Hammersley
[5] na década de 1950. Um dos objetivos de Broadbent e Hammersley era estudar com
qual probabilidade a agua chega ao centro de uma grande rocha porosa quando essa
rocha é mergulhada em agua. A formalizacao matematica deste problema seré vista na
Secao 1.1.

A partir da publicacdo de Broadbent e Hammersley surgiram diversos outros tra-
balhos de percolagao em outros modelos. O artigo Long-range percolation on the hie-
rarchical lattice [18], objeto deste estudo, foi publicado por Vyacheslav Koval, Ronald
Meester e Pieter Trapman. O objetivo desta dissertacao é apresentar de forma deta-
lhada o modelo de percolagao de longo alcance em grafos hierarquicos [18|. Os resultados
que serao apresentados nos Capitulos de 2 a 6 ja foram demonstrados pelos autores do
artigo, mas nesse trabalho serao explicadas de forma mais detalhada as demonstragoes
dos teoremas.

O estudo do modelo de percolacao de longo alcance em grafos hierarquicos foi ins-

pirado em pesquisas de epidemia em populagoes. A populacao obedece uma hierarquia
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que é construida a partir de um valor inteiro N > 2 fixo. Nesse modelo, ha possibilidade
de contaminagao entre quaisquer dois individuos, mas a probabilidade de transmissao
da doenca depende da distancia entre eles e um surto da doenga na populacao pode ser

interpretado como a ocorréncia de percolacao.

Outros modelos de percolagao de longo alcance também foram usados para estudar
epidemias. Athreya e Swart 2], por exemplo, apresentaram em seu artigo um processo
de contato construido no grupo hierarquico €2y, conjunto de vértices também utilizado
nesta dissertacdo. Em [2]|, a probabilidade de infec¢ao também depende da distancia
entre os individuos, esta também é a mesma distancia definida na Secao 1.2. Mas
Athreya e Swart [2] levam em consideragdo a cura de um individuo que antes estava

infectado, com uma probabilidade fixa.

Trapman em [29] estudou um modelo de percolagao de longo alcance que também
pode ser utilizado em estudos de epidemia. O processo de percolagao em [29] pode
ser aplicado em modelos de epidemia espaciais do tipo SIR. Nesse tipo de modelo, o
individuo pode passar por trés estégios: suscetivel (S), infectado (I) e depois removido

(R).

Paralelo ao estudo feito em [18], Dawson e Gorostiza [8] também estudaram o modelo
de percolacgao de longo alcance no grafo hierdrquico de ordem N que serd explicado na
Secgao 1.2. Eles chegaram a alguns resultados semelhantes aos encontrados por Koval,

Meester e Trapman, mas utilizaram métodos diferentes de estudo.

Na Segao 1.2 sera apresentado o modelo do artigo [18| e a partir do Capitulo 2 os

resultados e suas demonstracoes.

Contudo, antes de comecar a se falar do modelo de Koval, Meester e Trapman, na
proxima secio serd apresentado o modelo de percolacdo em Z¢ que foi estudado por

Broadbent e Hammersley.
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1.1 O modelo de percolacao em Z¢

Como dito anteriormente, Broadbent e Hammersley [5] formalizaram o problema de pas-
sagem de fluido por um meio poroso. Na rocha existem poros e canais por onde passa a
adgua. Um canal pode estar aberto, possibilitando a passagem de dgua para outro poro,
ou fechado. Esse meio poroso pode ser modelado por um grafo (Z4,E?), em que Z¢ ¢ o
conjunto de sftios, representando 0s poros da rocha, e
E? = {< 2,y >€ Z? : ||z — y|l1 = 1} o conjunto de elos, que sdo os canais por onde a
agua passaria. A norma ||z —y||; é a distancia euclidiana entre os sitios = e y. Com

um certo abuso de notacao, o grafo (Z%¢E?) sera referido simplesmente como Z<.

Figura 1.1: Grafo (Z2 E?)

Cada elo deste grafo, independente dos demais, estd aberto com probabilidade p
ou fechado com probabilidade 1 — p, onde 0 < p < 1 é um pardmetro do modelo.
Formalmente, define-se uma familia de variaveis aleatérias independentes {w, | e € E4}
onde w, = 1 se o elo e estiver aberto e w, = 0 se o elo e estiver fechado. Deste modo,
as varidveis aleatorias w, tém distribuigdo Bernoulli com paradmetro p. O espago de
probabilidade desse modelo ¢ a tripla (§2, £, P,), onde 2 = {0,1}Ed. Um elemento de
Q sera denotado por w = {w, : e € E?} e chamado de configuracao.

A o-élgebra & desse modelo é chamada a o-dlgebra gerada pelos eventos cilindricos.

Sua construgao é feita da seguinte forma. Considere os subconjuntos de :
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C (4,00 - - »an) = {w € & we;,, = a;, 0 < i <n, a; € {0,1}}.

Esses subconjuntos sao chamados cilindros. Esses cilindros finito-dimensionais for-
mam uma semi-algebra que denotaremos por S. Para todo cilindro C(j,aq, . ..,a,) € S

definimos uma medida p: S — [0,1], tal que

w(CGao.--an)) = [T » TT 1 -n).
0

i; aZ':l i; a; =

A o-algebra deste modelo serda £ = o(S), ou seja, a menor o-algebra gerada pela
semi-dlgebra S. Segundo o Teorema de Extensdo de Hahn-Kolmogorov (ver Teo-
rema A.2), existe uma tnica medida de probabilidade P, : £ — [0,1] que estende
p. Essa extensao é tal que P,(A) = u(A) para todo A € S. Fica definido assim o
espago de probabilidade deste modelo.

Dado uma configuracao w em {2, introduziremos agora a nogao de conexao entre vér-
tices de Z%. As definicoes desses termos sao importantes para o estudo da probabilidade

de percolagao e elas serao dadas a seguir:

Defini¢ao 1.1.1 Um caminho é um conjunto de elos (e1,es,...,en) em E%, com
e; =< Yy >, onde x;, y; € Zd, tal que x; # x; para todo © # j e y; = xiy1 para
todo 1 = 1,....n — 1. Um caminho serd dito aberto se todos os seus elos estiverem

abertos.

Definicao 1.1.2 Dois vértices x, y € Z¢ estio conectados se existir um caminho aberto
(e1,€2,...,6n), onde e; =< x;,y; >, tal que x = x1, Yy = Yn € Yy; = Tit1 para todo

i=1,...,n—1. O evento em que z estd conectado a y é denotado por {x <> y}.

Definigao 1.1.3 O aglomerado (ou cluster) aberto de x na configuragao w, denotado
por C(x,w), € o conjunto formado por todos os pontos que estao conectados a x na

configuracdo w € Q, isto €, C(xw) = {y € Z* | y <> x em w € Q}.
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Calcular a probabilidade de percolagdo nesse modelo é calcular a probabilidade
do aglomerado aberto de x ter tamanho infinito. Porém, considerando a invaridncia
translacional do grafo (Z?, E?) ¢ da medida P,, a distribui¢ao da cardinalidade do
aglomerado de x é a mesma que da cardinalidade do aglomerado da origem. Portanto,
os estudos sobre a probabilidade de percolagao sao baseados apenas no tamanho do

aglomerado da origem, que sera aqui denotado por C.

Definindo a fungao 6(p) : [0,1] — [0,1] dada por O(p) := Py(w € Q : |C(w)| = 00),
observa-se que se p = 0, entao todos os elos estao fechados quase certamente, portanto
6(p) = 0. Por outro lado, se p = 1, todos os elos estardo abertos quase certamente,
assim (p) = 1. E bastante intuitivo a propriedade de que 6(p) é nio decrescente em
relagdo a p. O aumento no valor de p sugere um acréscimo no niamero de elos abertos,
assim também ha um aumento do comprimento e do niimero de caminhos abertos que

partem da origem.

Para provar essa propriedade formalmente, utilizaremos a técnica de acoplamento
que serd explicada a seguir. Considere {U(e) : e € E?} uma familia de variaveis
aleatorias independentes em que cada U(e) tem distribui¢ao Uniforme [0,1]. A ideia
do acoplamento ¢ unir todos os processos de percolacao em (Z?,E?), varrendo todos os

valores possiveis de p. Entao considere 0 < p <1 e defina 7, como:

1 se Ule) <p,
mp(e) =
0 se Ule)>p.

O vetor aleatorio 7, tem componentes independentes com distribui¢oes marginais

dadas por:

P(np(e) =0) =1 —pe P(np(e) =1) = p.

O elo e sera dito p-aberto se n,(e) = 1 e dito p-fechado se n,(e) = 0. Observe que se

p1 < pa, o elo e ser pi-aberto implica que e também é po-aberto. Assim, para todo
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e € E, n,, (e) < mp,(e). Observando os dois processos de percolagio em (Z4,E?), o
conjunto de elos abertos no processo com pardmetro p; estd contido no conjunto de
elos abertos do processo com pardmetro ps. Com isso, concluimos que o evento de
interesse {|C| = oo} é crescente, isto &, n,, € {|C| = oo} implica que 7,, € {|C| = oo},
demonstrando que Py, (|C| = oo0) < P, (|C| = c0) sempre que p; < pa.

Como consequéncia da propriedade de que 6(p) é nao decrescente em p, faz sentido
pensar em um valor critico para p tal que a func¢ao 6(p) deixa de ser zero e esse valor
sera denotado por p.. Definimos assim p. := inf{p : 6(p) > 0}. Alguns resultados
importantes sobre a fungao 6(p) podem ser encontrados em [11], entre eles o fato de
O(p) ser continua, exceto possivelmente em p = p.. O primeiro teorema importante

sobre o valor de p. é o seguinte:

Teorema 1.1 Para d > 2, existe um valor critico do pardmetro p, denominado p., no

intervalo (0,1) tal que:

=0 se p<pe
0(p)
>0 se p>pe.

A principio o ponto critico p. poderia ser igual a 0 ou 1. Entretanto, o que esse
teorema garante é que p. € (0,1), embora ele ndo dé nenhuma informagao sobre o que
ocorre a 6(p) quando p = p.. A demonstragao desse teorema e dos proximos que serao
citados podem ser encontrados em [11].

Como dito anteriormente, foi provado que 0(p) é continua, exceto possivelmente
em p = p.. O teorema seguinte garante que em Z? a funcio 6(p) é continua inclusive
quando p = p.. Sua demonstracao original foi dada por Harry Kesten em 1980 [17], que
construiu a prova a partir de trabalhos anteriores dos autores Harris [15], Russo [26] e

Seymour, Welsh [27].

Teorema 1.2 Em duas dimensoes, p. = % e f(p.) = 0.
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Na década de 1990, Takashi Hara e Gordon Slade [[13], [14]] provaram que 6 é
continua em p, se d for suficientemente grande, mais precisamente se d > 19.
Definindo 9 (p) := P,(w € Q : 3 aglomerado aberto infinito em w), tem-se o se-

guinte resultado.

Teorema 1.3 Para o modelo de percolagio em Z%, temos

) = 1 se 6(p)>0
0 se 6O(p)=0.

Demonstragao: O evento {|C| = oo} implica na existéncia do aglomerado infinito,
ou seja, {|C| = oo} C {3 aglomerado aberto infinito em w} e, portanto, 1 (p) > 6(p).
Assim, se 0(p) > 0, tem-se ¥(p) > 0. Contudo {3 aglomerado aberto infinito em w}
é um evento caudal, ou seja, ndo depende do estado de um numero finito de elos.
Utilizando a Lei 0-1 de Kolmogorov, esse evento tem probabilidade 0 ou 1 de ocorrer.

Sendo assim, se #(p) > 0 = 1(p) = 1. Por outro lado, sabe-se que
{3 aglomerado aberto infinito em w} = U, cz4{|C(x,w)| = oco}.

Utilizando a invariancia translacional e supondo que 6(p) = 0, temos

b(p) = Bp(Upeza{lC(zw)| = o0})

< 3 Pc(ew)| = o)

xcZ4

= Y P(lC(w)|=o0)
reZd
= 0.

Portanto 1 (p) = 0se 6(p) = 0. O
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Sabe-se também que se existir aglomerado aberto infinito na configuragao w ele é
Unico, isto é, considerando a variavel aleatéria M : €2 — IN que representa o ntmero de

aglomerados abertos infinitos, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 1.4 No modelo de percolacio em Z¢, considere a varidvel aleatéria M defi-

nida anteriormente. Entao,

PlweQ: Mw)=0o0ul)=1.

A demonstragao desse teorema pode ser vista em Burton, Keane [6]. Outro teo-
rema interessante diz respeito ao tamanho médio do aglomerado da origem. Definindo
Xp = Ep(|C]), em que E, é a esperanca com relagdo a medida P,, tem-se o seguinte

resultado.

Teorema 1.5 Para o modelo de percolagio em Z%, seja x, = E,(|C|). Temos que

Xp < 00 se, somente se, p < Pe.

Observe que x, = > o2 nP(|C|=n) + oo-6(p). Logo se p > p, tem-se que
f(p) > 0 e, consequentemente, x, = oo. Essa ultima observacdo mostra a primeira
implicagao do teorema anterior, ou seja, que x, < 00 = p < p.. A prova da segunda
implicagao requer o resultado do Teorema 1.6, cuja demonstragao pode ser vista nos

artigos de Menshikov [23]| e Aizenman, Barsky [1].

Teorema 1.6 (Decaimento exponencial) Se p < p., existe o > 0 tal que

By(lC] = n) < e,

Como Y>>, nP(|IC| =n) = > >2, P(|C| > n), pelo Teorema 1.6, se p < pe, entao
6(p) = 0 e existirta o > 0 tal que x, < > 07 e " < oo, implicando na volta do

Teorema 1.5.
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1.2 Percolacao de longo alcance em grafos hierarquicos

Nesta secao serd feito um estudo aprofundado sobre o modelo do artigo Long-range
percolation on the hierarchical lattice [18] de Vyacheslav Koval, Ronald Meester e Pieter
Trampman.

O artigo foi inspirado em modelos de epidemia. A populagdo em um modelo classico
de epidemia se comporta da seguinte forma: um individuo infectado pode transmitir
a doenca para qualquer outro individuo da populagao e sempre com a mesma pro-
babilidade de transmiss@o. Em [9]|, Diekmann e Heesterbeek estudaram esse tipo de
modelo.

Neste trabalho vamos estudar um modelo que considera uma hierarquia na popu-
lacdo que depende de um parametro inteiro N > 2. A probabilidade de um individuo
infectar o outro depende da distancia entre eles que é determinada nessa hierarquia.

O diagrama de fases da epidemia pode ser relacionado a um modelo de percolagao.
A existéncia de um aglomerado aberto infinito serd interpretado como um surto da
doenca na populagao. Nesta sec@o seré construido o grafo e o modelo de percolagao
estudado por Koval, Meester e Trapman [18|. O conjunto de vértices e a métrica séo

definidos a seguir.

Definicao 1.2.1 Considere N > 2 inteiro. O conjunto de vértices € definido como

Oy = {(33]_,.’1727...) L x; € {0, 1,2,...., N — 1}, Z?il T < OO}

Como > 2, x; < 00, Qv ¢ enumeravel e podemos rotular os vértices de Qy através
da seguinte funcao.

f:QN—>1N

floyag,..) = o N7 (1.1)
=1

Algumas vezes utilizaremos o nimero natural n para representar o elemento
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f~1(n) € Q. Para N = 2, por exemplo, o vértice (1,0,0,1,0,0,...) € s é representado

pelo ntmero natural 9 pois

£(1,0,0,1,0,0,...) =1-204+1.23 = 9.

A seguir serd introduzida uma métrica em Q.

Definigao 1.2.2 Sejam x = (z1,22,...) € y = (y1,Y2,...) € Qn. A distdncia entre x ey

€ definida como:

0 se x =1y
d(xyy) =
max{i:x; #y;} se x#uy.

O par (y,d) é chamado de grafo hierarquico de ordem N. O conjunto de todos os
elos do modelo seré denotado por E.

Para entender melhor a métrica definida anteriormente considere N = 2 e os seguin-
tes vértices z = (0,1,0,0,0,...) e y = (0,0,1,0,0,...). A distancia entre eles é d(z,y) = 3.
Podemos pensar nos vértices do grafo hierdrquico como os ramos de uma &arvore re-
gular sem raiz, veja a Figura 1.2 para o caso N = 2. Nesse caso, a métrica deve ser
interpretada como o niimero de geragoes até o primeiro ancestral comum.

Note que a distancia entre os vértices (1,0,0,0,0,...) e (0,1,0,0,0,...), que estao repre-
sentados na Figura 1.2 como 1 e 2, respectivamente, é 2 e a distancia entre 1 e 4 ou 2
e 4 é tres.

De fato, a fungdo d = d(x,y) definida em d : Qx x Qn — N é uma métrica pois:
(i) d(x,y) > 0 para todo z, y € Q, por defini¢ao;
(ii) d é simétrica, ou seja, dados x, y € Qp, tem-se que d(z,y) = d(y,x);

(iii) Como sera provado a seguir, d satisfaz a desigualdade d(z,y) < max{d(z,z), d(y,2)}

para todo x, y e z € Qpy, logo d satisfaz a desigualdade triangular;



11 1.2. Percolacao de longo alcance em grafos hierdrquicos

0 1 F 3 4 5 b 7
Figura 1.2: Arvore que representa a métrica para N = 2.

(iv) d(zy) =0 x =1y.

Os itens (i), (ii) e (iv) seguem facilmente da defini¢do da funcao d. A demonstragao
do item (iii) pode ser vista na proposigao abaixo. Observe que (iii) implica na desigual-

dade triangular.

Proposicao 1.2.1 Sejam quaisquer trés vértices x = (x1,x2,...), ¥ = (y1,Y2,...) €

z = (21,22,...) pertencentes a Q. Entao:

d(z,y) < max{d(z,z), d(z,y)}

Demonstracao:
Considere trés vértices x, y e z distintos, os outros casos sao imediatos. Note que

para todo i > d(z,z) tem-se x; = z;. Por definigao, se d(x,z) > d(z,y), entao para todo
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i > d(x,z) tem-se y; = z;. Logo, d(z,z) > d(z,y), ou seja, d(x,y) < max{d(z,z), d(z,y)}.
O
Denote por B,(x) a bola de raio r e centro em x. As bolas nesse grafo tem impor-

tantes propriedades que irao ajudar muito nas demonstracoes dos teoremas.

Propriedades: Sejam z, y € Q. Entao:

1. By(z) contém N" vértices;

2. Ha (N — 1)N*~! vértices a distancia k de .

3. Se y € B,(z) entao B,(x) = B, (y).

4. Para todo r > 0 se tem B,.(z) = B,(y) ou B.(z) N B.(y) = 0.
Demonstracao:

1. A bola B,(x) contém todos os vértices que estao a distancia menor ou igual a r de
x, entdo pela Defini¢ao 1.2.2, dado um vértice y € B, (x), max{i : z; # y;} < r.
Logo, ha N opc¢oes de algarismo para a posicao ¢ = 1, assim como ha N opgoes
de algarismo para a posigao ¢ = 2 e seguindo este raciocinio, havera N opcoes
para preencher as primeiras r coordenadas de y. Logo, a bola B,.(x) contém N”

vértices.

2. Seja y € Qn tal que d(x,y) = k, ou seja, max{i : z; # y;} = k. Usando o mesmo
raciocinio do item anterior, havera N*~! opcées de algarismo para preencher as
k—1 primeiras coordenadas de y. Ja a k-ésima coordenada de x deve ser diferente
da k-ésima coordenada de y, logo ha N — 1 opgoes para completar esta posicao.

Concluindo assim que ha (N — 1)N*~1 vértices a distancia k de z.

3. Suponha que y, z € B.(z). Entao d(z,y) < r e d(x,z) < r. Pela Proposi-

gao 1.2.1, d(y,z) < max{d(z,y), d(z,z)} < r, o que implica z € B,(y), ou seja,
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B,.(z) C B.(y). De forma analoga, prova-se que B,(y) C B,(x).

4. Dado r > 0, duas coisas podem acontecer: y € B,(z) ou y ¢ B.(z). No pri-
meiro caso ja foi mostrado no item anterior que B,(x) = B,(y). Porém, caso
y ¢ B,(x), suponha por absurdo que existe z € B,(z) N B,(y). Como z € B,(y),
pela propriedade anterior B,(z) = B, (y). Da mesma forma, B,(z) = B,(x). Logo,
Br(y) = Br(z) e y € By(x). Absurdo. Entao somente duas coisas acontecem:

B, (x) = B, (y) ou B,(x) N B, (y) = 0.

Agora seré introduzida probabilidade no modelo. Cada elo e =< z,y >, x,y € Qp,
independente dos demais, estd aberto com probabilidade p, = 1 — exp{—aﬁ*k} e
fechado com probabilidade 1 — pg, em que k = d(z,y) e 0 S a < 0 e 0 < f < 00
sao parametros do modelo. Formalmente, define-se uma familia de varidveis aleatorias
independentes {w. | € € E} onde w. = 1 se o elo e estiver aberto e we, = 0 se o elo
e estiver fechado. Deste modo, as variaveis aleatérias w, tém distribuicao Bernoulli
com pardmetro pi. O espago de probabilidade desse modelo ¢ a tripla (2, F, P, 3),
onde ) = {0,1}QN é chamado espago amostral. Um elemento w desse espago amostral
serd chamado de configuragdo, mais precisamente, w = {wegzy> @ 2,y € Qn}. F € a
o-algebra gerada pelos eventos cilindricos em €2 que seré construida a seguir.

Considere os subconjuntos de §2:

C(4,a0, .- ,an) = {w € & we,,; = a3, 0 <i <n,a; € {0,1}}.

Como ja foi dito na Segao 1.1, esses subconjuntos sao chamados cilindros. FEsses
cilindros finito-dimensionais formam uma semi-algebra que denotaremos por S. Para

todo cilindro C(j,a0,. . .,a,) € S definimos uma medida 5 : S — [0,1], tal que

ta,3(C(ja0, ... an)) = H Dle| H (1= pje))s
0

i a;=1 i a;=
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em que |e| é o comprimento do eloe € E e Ple| =1-— e=oBl A o-algebra deste modelo
sera F = o(S§), ou seja, a menor o-algebra gerada pela semi-algebra S. Segundo o
Teorema de Extensao de Hahn-Kolmogorov (Teorema A.2), existe uma tnica medida
de probabilidade P, g : F — [0,1] que estende pi, 5. Essa extensao é tal que P, g(A) =
fa,3(A) para todo A € S. Assim construimos o espaco de probabilidade deste modelo.
A notacao utilizada para o operador esperanca serd E, g.

E importante observar que p, = 1 — exp{—af~F} é crescente em relacdo a «a e
decrescente em relacao a 8. Nota-se também que quanto mais distante estao os dois
vértices, menor a probabilidade do elo que os conecta estar aberto.

Abaixo sera estabelecida a noc¢ao de conectividade deste modelo.

Definigao 1.2.3 Um caminho é um conjunto de elos (e1,ea,...,en) em E, com
ei =< x;,Yy; >, onde x;, y; € Qn, tal que x; # x; para todo © # j e yi = Tit1
para todo © = 1,....n — 1. Um caminho serd dito aberto se todos os seus elos estiverem

abertos.

Definicao 1.2.4 Dois vértices x, y € Qn estdo conectados se existir um caminho
aberto (e1, ez, ...,ey), onde e; =< x;,y; >, tal que x = x1, Yy = Yn € Y; = Tiy1 para todo

1=1,....,n—1.

Sejam S7, S5 C . O evento em que pelo menos um vértice de Sy esta conectado
a um vértice de Sy por um tunico elo sera denotado por {S7 <> S2}. Quando tal evento
nao ocorre, escrevemos {S; < Sa}. Note que ter um caminho entre e y nao significa
que S7 <> S, mesmo que x € Sy ey € So.

Dado um conjunto S C €y, denota-se S o conjunto complementar a S, ou seja,

Qn\S.

Defini¢ao 1.2.5 O aglomerado aberto (ou cluster) de x, denotado por C(x,w), em uma
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configuracdo w € o conjunto

C(z,w) = {y € Qn | existe um caminho aberto entre x ey em w}.

A cardinalidade do aglomerado C(x,w) serd denotada por |C(z,w)].

Observe que o grafo deste modelo é invariante por rotages, portanto, estudar a
distribuigao da cardinalidade de C(z,w) é o mesmo que estudar a distribui¢ao de |C(0,w)|.
O grafo é invariante pois é sempre possivel, através de um mapa, levar um vértice de Qn
a outro vértice através de rotagoes respeitando a métrica do grafo. Por exemplo, para o
caso N = 2, é possivel levar o vértice 1 a origem girando no sentido horario o ramo que
contém os vértices 0 e 1, no primeiro nivel da arvore. Veja esse exemplo na Figura 1.3.

Outro exemplo em que podemos ver a invariancia do grafo é o mapa que leva o vértice

Figura 1.3: Exemplo para o caso N = 2, em que é possivel levar o vértice 1 & origem.

6 a origem (Figura 1.4). Basta girar no sentido horario o ramo compartilhado pela

origem e pelo vértice 7, na terceira geragao da arvore, e, em seguida, girar no sentido
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horario o ramo formado pelos vértices 6 e 7 no primeiro nivel da arvore.

6 7 5 4 3 2 1 0

Figura 1.4: Exemplo para o caso N = 2, em que é possivel levar o vértice 6 a origem.

Denota-se por Cp(z,w) o aglomerado aberto do vértice z restrito a bola By (x).
Sera chamado de C)"'(z,w) o maior aglomerado aberto dentro da bola B, (zx), isto é,
|ChH (%, w)| = maxyep, (2) |Bn(y)|- O caso em que ha dois ou mais aglomerados de mesmo

tamanho e eles sdo os maiores, um deles sera escolhido uniformemente para ser C)*(z,w).

A probabilidade do aglomerado aberto da origem ser infinito é denotada por:

01 [0,00) x (0,00) = [0,1]
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O(c,B) :=Pqp(w € Q:|C(0w)| = 00).

Esta funcao é um dos principais objetos de estudo deste trabalho. Sera visto, por
exemplo, que 0(a,3) é continua quando o > 0. A partir de agora, utilizando um abuso
de linguagem, as notagoes C(z,w), Cp(z,w), C)'(z,w) e Py g(w € Q : [C(0,w)| = o0)
serao substituidas respectivamente por C(z), Cn(z), Ci'(x) € Py g(|C(0)| = 00).

Fixando 3, provaremos utilizando a técnica de acoplamento que a fungao 0(«,3) é
nao decrescente com respeito a a. De forma semelhante ao que foi feito na Se¢ao 1.1,
considere {U(< z,y >); z, y € Qn} uma familia de variaveis aleatorias Uniformes [0,1].

Seja 3 fixo e 0 < o < o0 e defina 7, g como:

1 se U(<a:,y>)<pz’6,

Na,g(< @,y >) =
0 se U(<zy>) Zpg”g,

em que k = d(z,y) e pz’ﬁ =1 —exp{—aB~*}. Observe que:
P(napsle) =0) =1 —pg’ﬁ =exp{—aB ¥} e P(aple) =1) = pg’ﬁ = 1—exp{—apf"},

em que ¢ € E.

O elo < z,y > sera dito pg’ﬁ-aberto se Na,8(< x,y >) =1 e dito pz’ﬂ—fechado se
Nap(< zy >) = 0. Se a < o, temos que pZ’B < pg,”g e, com isso, U(< z,y >) <
pZ"B =U(<zy>)< pg/’ﬁ. Portanto, para todo e € E, 1, 5(€) < 1y gle).

O conjunto de elos abertos no processo com parametro pZ”B esta contido no conjunto

de elos abertos no processo com parametro pgl’ﬁ . Isso implica que 6(«,8) < 0(’,3).

Utilizando a técnica de acoplamento semelhante aquela feita anteriormente prova-se

que O(a,3) é ndo crescente com respeito a  dado a. Entao faz sentido estudar o valor
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critico de «, em funcgao de 3, isto é:

ae(B) := inf{a > 0|6(«,[) > 0}.

Seré visto neste trabalho que a.(/3) ¢ uma funcao continua quando 0 < 8 < N? e é
estritamente crescente quando N < 8 < N2.

Para a demonstracao de alguns dos resultados desse modelo utilizaremos a notacao
[x] para a fungao teto e |x| para o piso de z, ou seja, [z] := inf{n € Z; n > z} e

|z| :=sup{n € Z; n < x}.
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Transicao de fase

O primeiro resultado diz respeito & existéncia de um diagrama de fases nao trivial do
modelo. Para valores pequenos de 3, com pequeno queremos dizer 8 < N, o valor de a,
é zero, ou seja, ha percolagao com probabilidade positiva para todo «. J& para valores
grandes de 3, isto ¢, 3 > N2, a.(8) = oo. Portanto ndo ha percolacdo. O intervalo mais
interessante é quando N < 3 < N2, que se sabe apenas que a.(3) > 0. Um problema

em aberto ¢ estudar o comportamento de a.(3) em fungao de B quando N < 3 < N2.

Teorema 2.1 Transicio de fase do modelo.
(a) ac(B) =0 para B < N,
(b) 0 < a.(B) < oo para N < B < N2,

(¢) ae(B) = oo para 8> N,

2.1 Demonstracao da parte (a)

Para provar a parte (a), considere Ej o evento em que a origem esta conectada a pelo
menos um vértice a distancia k. Relembrando que (N —1)N*~! ¢ o ntimero de vértices

que estao a distancia k da origem, temos:
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}(Nl)Nk—l

- e OED () )

k
Observe que se § < N, no lado direito da expressao (2.1), o termo (%) > 1. Logo,

para todo k > 1,

P52 1- e { -20=D).

Assim, tem-se que para todo a > 0,

-1 ) £ {22~

k=1

Como Y 2 P(Ey) = oo e os eventos (Ej)g>1 sdo independentes, pois o estado
(aberto ou fechado) de cada elo é definido de forma independente, pelo Lema de Borel-
Cantelli, tem-se que P(E}) i.v.) = 1. Entao quando o > 0 e 8 < N, a origem se conecta
a infinitos vértices com probabilidade 1, ou seja, 6(a,3) = 1. Com isso, conclui-se que

a. =inf{a>0:0(a,5) > 0} =0 quando < N.

2.2 Demonstragao da parte (c)

A parte (c) do primeiro teorema, afirma que se 3 é grande, isto é, 3 > N2, a probabili-
dade de percolagao é zero. Assim sendo, a.(3) = oco. Para demonstrar esse resultado,

serd suficiente provar que () = oo se B = N2. Isso porque a funcio 6(a,3) é nio
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crescente em relagdo a 3, para « fixo, como ja foi citado na Secao 1.2.

Considere agora ng = 0 e nj41 = inf{n > n; : B,,(0) «» B,(0)} parai > 0. O

exemplo a seguir ilustra o que os valores n; representam:

. '\ ;
B1(0) Bx(0) Bi(0)  B0)  Bs(0)
|
\'I L IIl| LI || |
e ' n . | |
ﬂ\ ,.I vl\ F 1y | [
/ ! I u I
% i I | r
P / I I I
. ! / ~ I |
! ] ! i

Figura 2.1: Exemplo de configuracdo para analisar os valores n;.

Exemplo 1 Considere a configuragao mostrada na Figura 2.1. O wvalor de ny serd
2, pois o vértice mais distante conectado a origem € x e ele estd na bola By(0). Jd
ng = 4 porque y € B4(0) é o vértice mais distante e que se conecta com algum vértice

pertencente a bola B2(0). Usando o mesmo raciocinio, conclui-se que n; =5 para todo

v > 3.

A partir da definicdo de n;, se existir pelo menos um ¢ tal que n; = n;y1 entédo

{(Br,; (0)\By,_,(0)) «» By,(0)} e portanto o aglomerado da origem ¢ finito, em outras

palavras, {|C(0)] = oo} C {Bo(0) > Bo(0)} N NZ1{(Bn; (0)\Bn;_,(0)) ¢ Bn, (0)}-

A seguir seré provado que existe i tal que n;41 = n; quase certamente quando

B = N?. Para tal demonstracao, considere n; = j e relembre que existem N7 vértices
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na bola B;(0) e (N — 1)N¥~1 vértices a distancia k de um vértice qualquer. Temos,

P ((Bn, (0)\Bn,_, (0)) < By, (0))

IN

P (B;(0) > B;(0))

= 1-P(B;(0) «» B;(0))

oo
= 1= J] a-py@-ovey
k=j+1
00 o (N=1)Nk—1NJ
= 1- H exp{ Bk} (como 8 = N?)
k=j+1
o ,
N — 1)N+-INJ
= 1ewio Y
k=j+1
a(N-1)N & /N
k=j+1
_ a(N-1)N’ 1 N
- TP N NN 1
1-exn {5
PITN

Portanto P ((By,(0)\Bn,_,(0)) > By, (0)) < 1 —exp{—%}, que & estritamente

menor do que 1 e independe de n;. Entao P ((By,(0)\By,_, (0)) «» By, (0)) > exp {— %

que é constante e estritamente positiva, logo

Como os eventos {(By,(0)\Byn, ,(0)) < By, (0)}i>1 sdo independentes, pelo Lema

de Borel-Cantelli, P({(B,,(0)\By,_,(0)) + B,,(0)} iv.) = 1. Entdo, quando 3 = N?,
quase certamente existira i tal que n;11 = n;, isto é, P(|C(0)| < o) = 1 o que implica

que ae(f) = oo.
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2.3 Demonstragao da parte (b)

A parte b do Teorema 1.1 diz que se 3 € (N,N?), entdo 0 < a.(3) < co. Na primeira
parte mostraremos que () > 0 utilizando o processo de ramificagao, explicado no

Apéndice B. J4 a segunda parte é mais dificil e mostrara que a.(8) < co se 3 € (N,N?).

Parte 1

O modelo de percolagao de longo alcance pode ser associado ao processo de ramificagdo
introduzido no Apéndice B. Considerando a origem de 2y como tunico individuo da
populagao inicial no processo de ramificacdo, isto é, considerando Xy = 1, podemos
interpretar o conjunto A; := {x € Qny : x < Ap}, onde Ag = {0}, como a primeira
geragao de descendentes da origem. Assim X; = |A;|. A probabilidade da origem se
conectar a j vértices serd denotada por P;, com j =0,1,..., ¢ Z;'io P; = 1. Apesar
de nao ser facil explicitar uma férmula para essa probabilidade, P; sera o produto de
pr’s e (1 — pg)’s, definidos na Segdo 1.2 como a probabilidade do elo estar aberto ou
fechado, respectivamente. Por isso, para qualquer vértice x € Qy, a probabilidade de
x gerar j descendentes também serd P;, para todo j =0, 1, 2,....

A segunda geragao é formada pelos vértices em (2y,d) que se conectam a A;\ Ay,
ou seja, ¢ o conjunto Ay = {x € Qn : x <> A;\Ao}. Novamente, a probabilidade de
um vértice de Ay ter gerado j descendentes é P;, com j =0, 1,.... Note que |Ay| = X».

De forma geral, a n 4+ 1-ésima geragao, representada por A,11, serd formada pelos
descendentes de A,, ou seja, A1 :={x € Qn : = < A,\ U;-”;Ol At e Xpp1 = [Antal.
Da mesma forma que no Apéndice B, a sequéncia de variaveis aleatorias (X, )n>1 forma
uma cadeia de Markov.

No processo de ramificagao, se a média de filhos do primeiro individuo da populagao
for menor do que 1, entao a populagao se extingue quase certamente, ou seja, o niimero

total de descendentes seré finito. Associando esse processo ao modelo de percolagao de
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longo-alcance, se o numero esperado de vértices conectados a origem for menor do que
1, entdo o aglomerado da origem sera finito quase certamente. E esse valor esperado
que seré calculado a seguir. Definindo a varidvel aleatéria Y como o niimero de vértices
conectados ao vértice z por um unico elo e utilizando o fato de que e™® > 1 — x para

todo x € R (ver Apéndice C), tem-se que:

k=1 k=1

< i (N - )Nk 2

_ ) (2.2)

Escolhendo o > 0 pequeno o suficiente, o lado direito da expressao (2.2) fica estri-
tamente menor do que 1. Portanto, o nimero esperado de vértices conectados a origem
por um tnico elo aberto é estritamente menor do que 1, o que implica que o aglomerado

da origem ¢é finito quase certamente. Logo, a.(8) > 0 para 8 € (N,N?).

Parte 2

Na demonstragao da segunda desigualdade deste teorema, isto é, a.(8) < oo para

B € (N,N?), sera provado que para « grande suficiente,

tn =P (ICax (0)] = ") > 1= 41 >0,
k=0
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onde K, n > 1 s@o constantes reais adequadas e 7 € (0,1/2). Portanto,
O(a,f) = limy, 00 t,, > 0 implicando a.(8) < oo. Seré utilizada renormaliza¢ao para
deduzir a cota inferior para a probabilidade definida como t,,.

Considere K um inteiro fixo e n € R grande suficiente tal que a desigualdade abaixo

seja satisfeita:

VB <n<(NK-1x. (2.3)

A escolha de 1 é possivel pois N < 3 < N2, logo /B < N e (N — 1)% K=Zeo

As duas quantidades a seguir serdo importantes no calculo de probabilidades no

grafo renormalizado:

sn = Pa,6(IChic (0)] = 0"") (2.4)

Por convencao, so = 1.

Para os préoximos argumentos serd utilizada a técnica de renormalizacao. Primeiro
serd definido o que é uma bola boa e depois o que é uma bola muito boa. Tais defini¢oes
envolvem a ocorréncia de certos eventos em bolas no grafo original.

A bola de raio nK, B,k (x), ¢ dita boa se seu maior aglomerado tiver tamanho maior
ou igual a n"% ou seja, se |C™(z)| > n™X. Logo se vé que s, definido em (2.4) é a
probabilidade da bola B,k (0) ser boa.

Agora considere a bola B, 1)k (y) D Buk(r). Nela ha NE bolas de raio nkK
e em cada bola B,k hd um maior aglomerado C]}-. Entao considere a colegao des-

ses maiores aglomerados dentro da bola B, 1) k(y), ou seja, considere o conjunto
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{CrTK@)}xeB(nH)K(y) e os denote por C(n,y,1), C(n,y,2)..., C(ny,N¥). A bola
Buk(z) C Bk (y) serd muito boa se ela for boa e se uma das duas condigoes a

seguir for satisfeita:

e cla ¢ a primeira bola boa, ou seja, Cli(r) = C(ny,J), onde

J =min{i : [C(n,y,i)| > UnK}a

e existe pelo menos um elo que conecta um vértice de C)'% (x) a outro de C(n,y,J),

isto ¢, se C"%(x) < C(n,y,J).

Percebe-se que a primeira bola boa de raio nK contida na bola B, 1)k (y) serd
também muito boa. A préxima pergunta é: em quais condigoes a bola B, 1) Kk (y) sera

boa? Suponha que sejam satisfeitos os itens abaixo:
(a) Btk (y) contém NE — 1 bolas boas de raio nkK.
(b) Todas as bolas boas de raio nK contidas em B, 1)k (y) sdo muito boas.

Entdo, como n® < NX —1 por (2.3), os itens acima implicam que a bola Bk (y)

é boa pois

Ch vy W) = (N = 1)y > o = gt DK

Sobre o evento (a), considere a variavel aleatéria X que conta o nimero de bolas
boas de raio nK contidas em B, 1)k (y). X tem distribuicdo binomial com parame-
tros N, que ¢ o total de bolas Byx em B(ni1)k (y), € s (definido em (2.4)), isto ¢,
X ~ Bin(N¥ s,). Com respeito ao evento (b), dada a colegio de bolas boas de raio
nK, a primeira bola boa, C(n,y,J), € muito boa com probabilidade 1. Para as outras
bolas boas, tem-se que a distancia méaxima entre seus vértices e C(n,y,J) ¢ (n+1)K pois
ambas bolas estdo contidas em By, 1)k (y). Considerando que n"K & o ntimero minimo

de vértices que pertencem aos maiores clusters das bolas boas, C(n,y,i), temos que
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Py s(C(ny,J) < Clnysd)) > 1- (exp{ (W I })

= lexp{ ( ) } pela equagio (2.5))

= 1—e,.

Logo a probabilidade de uma bola boa se conectar a primeira bola boa é maior
ou igual a 1 — &,. Entao, voltando a bola B(,;1)k(y), o ntmero de bolas muito
boas contidas nela tem distribuicao de probabilidade estocasticamente maior que uma
Bin (N K sn(1— En)) Para demonstrar isso considere as varidveis aleatoérias
X; ~ Bernoulli(s,(1 — &,)), para i = 1, 2,..., NX. Vamos definir também a va-
riavel Y; que atribui valor 1 a i-ésima bola de raio nK, contida em B, 1)k (0), se ela

for muito boa e 0, caso contrario. Chamando de A = {B,,x(0) é boa}, observe que:

PYi=1) = s,>2(1—¢ep)sn
PY;=1) = PY;=1|A)P(A)+P(Y; =1 A°)P(A")

> (L—en)sn+P(Y; =1] A)P(A°) = (1 —&p)sn,
para todo j =2,..., N¥. Como ja foi mostrado no Apéndice C,
ZY >k|>P ZX >k | = P(Bin(N*,(1 = en)sn) > k),
para todo k. Portanto

P(ICr 1y (0)] = R = 5,10 > P (Bin(N" s, (1 —,)) > N¥71).
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Agora utilizaremos a seguinte desigualdade provada também no Apéndice C:

P (Bin(k,p) >k —1)>1— (’;) (1—p)2.

Denotando por C' = (NZK), chegamos na préxima desigualdade:

snt1 > P (Bin(N¥ . s,(1—e,)) > NE71)

> 1-C[l—s,(1—g,))?
= 1—C(1—sp+ 5pen)? (sn <1)
> 1-C(1 —s,+en) (2.6)

Chamando &, = 1 — s,, temos

1-—- €n+1 >1- C(fn + En)z

= &ni1 < C(én +2n)” (2.7)

Seja v € (0,1/2) pequeno suficiente tal que 4Cy < 1. Também pode-se escolher «
grande suficiente tal que g, < 4" e & = P(|C2(0)| < n%) < ~2. A primeira desigualdade
segue como consequéncia da propriedade de que % > e~ % para todo x > 0, provada no

Apéndice C, ou seja,

o5 (0 (Y
[T [

Ja a segunda desigualdade é garantida porque, pela desigualdade (2.7) e por sg = 1,
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2
& < C(§0+€0)2 :C(l—SO+EO)2 = Cg% = Cexp{—;{}.

Como C' & um inteiro positivo, pode-se obter & < ¥? escolhendo a grande o sufici-

ente.

Mostraremos agora, por inducao, que &, < 4"*! para todo n natural. Para isso,
basta assumir que é verdade a desigualdade &, < A"t para n e provar que também

n+2 (

vale para o caso n+1, isto é, £,11 < 7y o caso n = 1 ja foi mostrado acima). Temos

a seguinte cadeia de desigualdades:

borr < Cln+en)> < OO 4472 (fye (of))

[\)

< C(,ynJrl + ,yn+1)2 — 4C,YZn+2 (4C < "}/71)
< APt 2n+1>n+2Vn>1)
< A2 (2.8)

Como &, < 4! para todo n, entdo &, decresce exponencialmente para zero, ou
seja, s, converge para 1. Porém, s, é a probabilidade do evento em que o maior
aglomerado de B,;(0) tem tamanho maior ou igual a ™. Mas a origem néo pertence

. m - ) . , -
necessariamente a C,'% (0), portanto nao é possivel concluir ainda que ha percolagao na

origem com probabilidade positiva. Para isso considere a defini¢do a seguir:

tn = P(|Cx (0)] > ™).

Considerando que |C,x(0)| > 7™, qual seria a condi¢io para que o aglomerado
aberto C(n+1)K(O)7 restrito a bola B(,11)k (0), tenha tamanho maior ou igual a pntHK?
Suponha |C,x (0)| > n™X. Como B,k (0) é a primeira bola boa em Bn11)k (0), é sufici-

ente que pelo menos N — 2 componentes abertas em By x(0) estejam conectadas
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a Cni(0), uma vez que n < (NX — 1)% por (2.3). Neste caso,
Cin iy (0)] = 0™ 4+ ™ (NF = 2) = " (NF = 1) = gy H DK

Como ja calculamos anteriormente, a probabilidade de que isso ocorra é maior ou igual

que P (Bin(N* 1 s,(1 - &,)) > N%¥72), logo:
tna1 > tn X P(Bin(NF s, (1 —&,)) > NE72).

Chamando N¥ = n, s,(1 — &,) = p e usando a propriedade (Zj) + (ngl) =),

chega-se a seguinte desigualdade:

P (Bin(N*1s,(1—¢,)) > NE72) = P(Bin(n—1p) >n—2)
= (Ty)ran e
> <Z - ;)p’”(l —p)+p T —p "
S S L (R R (R
e R L R R (i L CEOR
I T (| L
= (,m)ran
= P(Bin(n,p) >n—1)
= P(Bin(N¥,s,(1 —¢e,)) > N (2.9)

Por (2.6), a probabilidade em (2.9) ¢ maior ou igual a 1 — C(&, +€,)? e, por (2.8),

1—C(& +¢en)? > 1 —9"2. Entdo, P (Bin(NF 71 s,(1 —e,)) > NE72) > 1 — 47 F2,
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Voltando a desigualdade (3.8), utilizando o resultado acima, conclui-se que:

tng1 > tn(1=""2) >t (1 =" TH (1 = 4""2) > ... >
n+1 ‘
> to(1— ) (1 —~%) ... (1 —4""?) = H (1 —~". (2.10)
=1

E possivel demonstrar por inducdo que [, (1 —~*™!) > 1 -3 4" quando

n > 1. Para o caso n = 2, tem-se que:
1= =) =1= P+ +7*7* >1- (P +7%).

Assumindo que a desigualdade é valida para n = j, falta provar que o resultado também

vale para o cason = j + 1:

)

> (1 _ i,}/iﬁ-l) (1—~7%2)

=1

41
- 1- ,.Yi-i-l + (
1

=

J

41
[[a-y""H = [

(1- 'Y’“)] (1—~772)
=1

1

J
,Yi-i-l) 12

=1

j+1

> 11— Z,Yi-i-l.
=1

Portanto, [, (1—~") > 1 — Y 4™ para todo n > 1. Como

{IC(0)] = 00} D N1 {ICni (0)] = 1™}, temos
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0(c,8)

v

Y

v

32
Py 5(IC(0)] = o0)
P (ﬂ{\cnK )| > n”K}>
<U{!CnK )| < n"K}>
- ZP (|CnK | < 77 )
1- i (1 - tn)
n=1
o0 n Z+1
A ()
Cx (o)
n=1 =1
13 it (2.11)
=1

0 (v € (0,1/2)).

Portanto a.(8) < oo para 3 € (N,N?), pois para a grande suficiente tem-se

0(a,B) > 0. Fica demonstrado a segunda parte do Teorema 2.1(b).

Sobre a demonstracao desse teorema ja é possivel fazer duas observagoes:

Observagao 1:

Na demonstragdo do Teorema 2.1(a) foi visto que a.(8) = 0 quando § < N, ou seja,

ac(N)
B € (N,N?), a.

> -

k=1

= 0. J4& na primeira parte do Teorema 2.1(b) foi demonstrado que quando

(B) é estritamente positivo e, pela desigualdade (2.2), temos que

N-1
B-N

Nk1k<a
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Vimos que se a% <1, isto é, a < %, entao 0(a,B) = 0. Isso implica que

e > % para todo 8 € (N,N?). A partir disso é possivel concluir que a derivada de

ac(B) quando 8 > N sera:

=

acN) _ Fr -0 1

a:(B) N
N B8—N N -1

g

Logo, a derivada a direita no ponto N é estritamente positiva e a derivada a esquerda

é zero, ou seja, a.(f) é nao diferenciavel em = N.

Observacao 2:

A segunda parte da demonstragdo do Teorema 2.1(b) nos garante uma propriedade
importante que sera utilizada mais adiante. E garantido que para todo € > 0, existira a
grande suficiente tal que (c,3) > 1—¢ sempre que 3 € (N,N?). Isso porque, de acordo
com a cadeia de desigualdades em (2.10), temos que t, > [[i; (1 —~*"1), ou seja,
para todo € > 0 é possivel escolher « grande o suficiente tal que « fica arbitrariamente
pequeno e, como consequéncia, t, > 1—e¢ para todon € N. Como (a,) = limy, 0 tn,
temos O(a,5) > 1 —e.

A seguir sera apresentado o resultado que garante a unicidade do aglomerado aberto
infinito. Além da unicidade, a demonstracao desse teorema também garante que é pos-
sivel fazer o mergulho aleatorio da arvore que representa a métrica em Z de maneira
estacionéria e ergodica. O fato do mergulho ser ergdédico também sera utilizado poste-

riormente para demonstrar o Teorema 4.1.
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Unicidade do aglomerado aberto

infinito

Teorema 3.1 Para qualquer valor de a e 8, existe no mdzimo um aglomerado infinito

quase certamente.

Para demonstracao desse teorema sera utilizado o Teorema 0 de [10] que garante
a unicidade do aglomerado infinito em Z?. Aqui o Teorema 0 sera chamado de Teo-

rema 3.2.

Teorema 3.2 Considere o modelo de percolacdo de longo-alcance em Z% com as se-

guintes propriedades:
1. O modelo é invariante por translagao.
2. 0 modelo satisfaz a condigao de energia finita positiva (definida abaizo).

Entao, quase certamente, poderd existir no mdximo um aglomerado infinito.

Para utilizar o Teorema 3.2 na demonstracao do Teorema 3.1, seré preciso mergulhar

a arvore que representa a métrica em Z de forma estacionaria e garantir a condicao de
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energia finita positiva. Essa condigao é de que para todo par de vértices {z1,22}, em
que z1, 22 € Z%, a probabilidade de que z; <+ 22, dado o estado de todos os outros elos,
¢ positiva quase certamente. Observe que no modelo tradicional em Z?, apresentado
no Capitulo 1, essa condicao é satisfeita uma vez que o estado de cada elo é escolhido
de maneira independente.

Agora seré apresentada a ideia de como sera feito o mergulho da arvore em Z. Para

isso, para cada valor de r, o mergulho respeitara as duas seguintes condigoes:

(a) Toda bola de raio r sera representada por N" inteiros consecutivos, ja que ha N”

vértices em B,.
(b) A colegao de bolas de raio r particionam Z.

O mergulho aleatério da arvore que representa a métrica em 7Z sera feita da seguinte
forma. A origem sera representada pelo proprio 0 € Z. A bola B;(0) sera escolhida
uniformemente de maneira que N inteiros consecutivos pertencam a ela, incluindo o 0.
As outras bolas de raio 1 serdo determinadas conforme os itens (a) e (b). A escolha
de B1(0) pode ser feita de N maneiras diferentes. A Figura 3.1 mostra o caso em que

N =2 e as duas possibilidades de escolher B;(0):

-3 -2 -1 0

302 A
Figura 3.1: Bolas de raio 1 em Z
Apesar de se saber qual bola em Z corresponde a B;(0), nao se sabe ainda a relagao

entre as outras bolas de raio 1 em Z e na &rvore original. Depois de escolhida a bola

B1(0), o proximo passo é determinar a bola By(0). Semelhante ao caso anterior, a bola
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By(0) sera escolhida de forma a conter N? inteiros consecutivos, ou seja, a conter N
bolas de raio 1, incluindo a bola B;(0). Ha N possibilidades de fazer isso, cada uma
com probabilidade 1/N de ser escolhida. Novamente, as outras bolas de raio 2 sao
determinadas seguindo as condigdes (a) e (b). A Figura 3.2 ilustra uma das possiveis

escolhas de B(0), para N = 2, considerando o primeiro caso da Figura 3.1:

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 3.2: Bola B2(0) em Z

Continuando essa construgao, a arvore do modelo original (ver Figura 1.2) é mer-
gulhada em Z. Como o mergulho é feito de forma que primeiro identificamos a origem
com 0 € Z e em seguida construimos as bolas B,(0), r = 1,2,..., a arvore original
é isomorfa & arvore em Z. Note que a imagem de B,(0) esta contida no conjunto
{1-N",...,0,..., N*" —1}.

Feito o mergulho da arvore geradora de métrica em Z, para podermos utilizar o
Teorema 3.2, falta mostrar que o modelo em Z é invariante por translacao e que ele
satisfaz a condigdo de energia positiva finita.

Informalmente, agora vamos provar que o mergulho da arvore é feito de forma
estacionaria. Considerando N = 2, defina 4, := {0, 1,..., 2" — 1} para todo
n =20, 1, 2,.... Observe que para quaisquer x, y € Z, existe um tunico k tal que
|lx —y| € Ag\Ak—1. O valor de k é a distdncia minima entre x e y no mergulho da

arvore em 7.

Defina D(z,y) a variavel aleatoria que atribui a distancia entre os vértices z, y € Z.

P(D(z.y) = 1) = (1>l_kﬂ,

Temos que
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em que [ > k e k é a distAncia minima na arvore entre x e y. Note que a fungdo de
distribui¢do de D(z,y) depende somente da distancia euclidiana entre x e y, ou seja,
ela nao depende da distancia d(z,y) definida na Se¢ao 1.2. Entao, a distribuigao de D
¢é invariante por translagoes inteiras da arvore, o que implica que o mergulho da arvore
que gera a métrica em Z nos da uma arvore de maneira estacionéaria.

Formalmente, considere o espago de probabilidade ([0,1], B[0,1], A), em que A é a
medida de Lebesgue e B[0,1] é a o-algebra de Borel no intervalo [0,1]. Para um elemento
7 € [0,1], considere sua expansdo N-adica v = 0.1z ..., ou seja, ¥ = > oo 7N ~%, em
que y; € {0,..., N—1} paratodo i > 1. Os valores para 7 que ndo tém uma expansao
Unica serao desconsiderados, mesmo porque o conjunto desses elementos tem medida
nula.

Cada v = 0.7172... € [0,1] representa uma arvore em Z. Como ja foi visto no
mergulho da arvore geradora de métrica em Z, para todo n € N, cada bola B,(0)
contém N bolas de raio n — 1 e, dentre elas, esta B,—1(0). A associacao entre vy e
uma arvore em Z é feita da seguinte forma: para todo n € N, a bola B,,_1(0) sera a

(n + 1)-ésima bola contida em B,,(0), contando da esquerda para a direita.

Exemplo 2 Considerando N = 2, v = 0.0110... representa a drvore da Figura 3.3.
Note que a origem € o primeiro vértice de B1(0), logo 1 = 0. Entretanto, B1(0) é a
sequnda bola de raio 1 em B2(0). O mesmo ocorre com Bz2(0) contida em B3(0). Assim

Y2 =73 =1

8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4

Figura 3.3: Caso N =2 ¢ vy =0.0110...
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O mapa ¢ : [0,1] — T, onde T é o conjunto das arvores geradoras de métrica em
Z, associa um 7 a uma arvore 7 € 7. Como v tem expansao IN-adica tnica, exceto em
um conjunto de medida nula, o mapa ¢ tem inversa em um conjunto de medida 1.

Agora vamos apresentar a transformacao S : [0,1] — [0,1] explicitamente. Essa
transformacao ¢ tal que se definirmos T := ¢S¢~1, T é um shift a esquerda no espaco
das arvores, ou seja, T' desloca a arvore para esquerda em uma unidade.

Para escrevermos a transformacao S, vamos definir Y (y) := min{i : v # N — 1},
isto é, Y () € o primeiro ~; que nao é igual a N — 1. Observe que se 7; = N — 1, entao
a bola B;_1(0) é a ultima bola de raio j — 1 contida na bola B;(0). O k-ésimo digito

de S(v), denotado por S(v); é dado por:

0 se  k<Y(y),
SYk=19 w+1 se kE=Y(y),

Vi se k>Y(y).

Exemplo 3 Considere N = 2 e seja v = 0.1001... € [0,1]. Temos que Y(y) = 2
e, portanto, S(y)1 = 0, S(y)2 = 1 e S(v)x = vk para todo k > 3. Entao, S(vy) =
0.0101.... Na Figura 3.4, a drvore 7 = ¢~ () e T(7) = ¢~1(S(7)). Note que a drvore

deslocou uma unidade para a esquerda.

Note que a transformagao S tem inversa, exceto em um conjunto de medida nula.

Entdo, para v € [0,1], S~(7)k, ou seja, o k-ésimo digito de S~1(v) é dado por:

N—-1 se k<Y'(y),
STk = w—1 se k=Y'(y),

Yk se  k>Y'(y),

em que Y'(y) = min{i : v; # 0}.

Agora vamos provar que a medida p definida na semi-algebra S dos eventos cilin-
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Arvore T
10 9 -8 -7 -6 -5 4 -3 -2 -1 2 3 4 5 6 7 8 910
Arvore T\(7)

-10-9 8-76 -5-4-3-2-1012 3 456 7 9 10

Figura 3.4: A primeira arvore é a representada por v = 0,1001 ... e a segunda arvore &
representada por S(7).

dricos ¢é invariante pela transformagao S. Seja C(0, v',...,v) = {x € [0,1] : x1 =
Yis-oos T = 9%}, um cilindro em S. Note que, pela constru¢ao do mergulho da
arvore geradora de métrica em Z, u(C(0, v'1,..., v's)) = ﬁ Queremos provar que

/‘(C(()? ’7,1’ RS 'Ylk)) = /L(S_l(C(O, 7/17 RS ’}/k))))

Se | = Y'() for menor ou igual a k, entao

S_I(C(Ov 'y/l’ ) r)/k)) = C(Ov N — 17 ) N — 1, ’7,l - 17 'Y/l+1v ) Vlk)'

Logo,

1

H(S_I(C(O’ 7/1’ AR ’y/k))) = M(C(Oa N — 1a ) N — 17 ’Y/l - 1a ’Y/lJrl’ ) ’y/k)) = W
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Por outro lado, se k < Y'(7), entao existe | = Y'(v) tal que,
S~HC,94,...,7¥)=C0O,N—1,...,N—1,+,—1).
Isso implica que

p(STHOWO, 41, 7)) = wlCO,N—1,..., N~ 1,7, —1))
7 = (OO, 71, ).

Portanto, a medida g é invariante por S. Como a semi-algebra S gera a o-algebra
B[0,1], pelo Teorema de Extensao de Hahn-Kolmogorov, existe uma tnica medida que
estende u na o-algebra B[0,1] e essa medida é A\, a medida de Lebesgue em [0,1]. Entao,
pelo Lema A.0.8 A é invariante por S. Associando ao espago de probabilidade das
arvores, a medida de probabilidade nesse espaco é invariante por T'. Entao, o mergulho
da arvore em 7Z é estacionrio.

Agora, afirmamos que todo o processo de percolagao no grafo hierarquico pode ser
realizado de maneira estacionéaria.

A cada elo e da arvore, associamos uma variavel aleatoria U, ~ Uniforme[0,1].
Dada uma arvore representada por v e uma configuragao w, dizemos que o elo e esta
aberto se Us(w, 7) < 1 — exp{—aB87°h}, onde le|., & o comprimento do elo e na arvore
representada por v. No mergulho da arvore em Z, vimos que a variavel aleatoria |e]
tem a mesma fungdo de distribuigao para todo +. Entao, como U, s6 depende do
comprimento |e|, o processo de percolacao foi mergulhado de forma estacionaria.

Com respeito a condigao de energia positiva finita, como cada par de vértices pode se
conectar de maneira independente e com probabilidade positiva, a condigao é satisfeita.

Vamos mostrar agora que a constru¢ao do processo de percolagao em Z é, também,
ergodico. Para mostrar esse resultado, primeiro vamos provar que a medida de Lebesgue

é ergbddica com respeito a S.
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Lema 3.0.1 A medida de Lebesgue em [0,1], A, é ergédica com respeito a transformagao

S.

Para demonstrar esse lema, vamos estudar a acdo das iteradas de S em v € [0,1].

Para ilustrar isso, considere o seguinte exemplo para o caso N = 3.

Exemplo 4 Seja v = 0,12100.... Inicialmente, vamos observar o que acontece com
os primeiros digitos da expansio N-ddica de v em v := S°(v), S'(v), S'(v),.... Note
que S°(Y)1 = y1 =1, SY(y)1 = 2, S%(y)1 = 0, S3(y)1 = 1 e assim por diante.
Entdo, os primeiros digitos de S°(vy), S'(v), S'(v),... sequem o padrio periddico:
1,2,0,12,0,.... Logo, a cada iterada de S, somamos 1 ao primeiro digito no mddulo
3, ou seja, SH(y)1 = (1 + S%(7)1) mod 3, para todo i =0,1,2,....

Agora, observe o comportamento dos segundos digitos de S°(vy), S*(v), S'(v),....
Diferente do que ocorre com o primeiro digito, s6 somamos 1 a S*(y)2, em mddulo 3,

se S 1(y)1 = 2. De forma geral, sé somamos 1 ao k + 1-ésimo digito de S'(y) se

ST )k = 2.

Portanto, para qualquer N > 2, e v € [0,1], o primeiro digito da expansao N-adica
de SO(v), S(v), S'(7),...segue um padrio periédico 0, 1, 2,..., N—1,0,1,2,..., co-
mecando por algum niamero do conjunto {0, 1, 2,..., N-1}. Para k > 2, s6 adicionamos
1, em moédulo N, ao k-ésimo digito de S*(y) se S 1(y)p_1 = N — 1.

Segue desse argumento que, iterando S, v visita qualquer intervalo N-ddico
Ijp = [EN"™(k+1)N~™], com k € {0, 1, 2,..., N —1} e m € N, com frequéncia
N~™_ Assim,

n—1
lim ~ > T (S(y) € Lng) =N (3.1)
=0

Defina M a colecao de medidas de probabilidade invariantes por S. M # ) pois,
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como ja foi demonstrado anteriormente, a medida de Lebesgue em [0,1] pertence a M.
Vimos no Apéndice A que o conjunto M é convexo e seus pontos extremais sdo as
medidas ergodicas com respeito a S. Ja vimos que M # (), logo ha pelo menos uma
medida de probabilidade ergédica M.

Vamos supor que v € M é ergodica. Pelo Teorema Ergodico de Birkhoff-Khinchin,
.1 i
lim — ZI (S (v) € Im,k) =v(Imk)-

Mas, por (3.1), v(Lm k) = N™™ = AL k). Pelo Teorema A.1, a medida de Lebesgue

é Unica, portanto v = A, concluindo que A é ergddico com respeito a S.

A seguir sera apresentado um teorema sem demonstracao.

Teorema 3.3 O mergulho do processo de percolacao no grafo hierdrquico em Z € ergo-

dico.



Capitulo 4

Leil dos grandes ntimeros para 6

Como consequéncia do Teorema 3.3, temos o préximo teorema. Ele garante com algu-
mas condi¢Oes que, no limite, a proporcao de vértices que pertencem ao maior aglome-
rado aberto da origem, restrito a bola B (0), tem ordem superior a 6 := 0(a,3) quase

certamente.

Teorema 4.1 Se a e § sao tais que 0 : O(«,3) > 0, entdo para todo € > 0,
lim P, 5(|C(0)] > (0 —)N*) = 1.
k—o0

A demonstragao desse resultado seré feita apenas para o caso em que 5 > N. O
caso em que 0 < 8 < N segue do caso em que S = N. Isto porque, pela demonstragao
do Teorema 2.1 parte (a), (a,3) = 1 sempre que « > 0 e 5 € (0,N] e pelo acoplamento
feito na Segdo 1.2 temos que P, 5(|C*(0)] > (0 — €)N*) cresce quando B decresce.
Portanto, se for provado que limy_,oo Py g(|C(0)] > (6 — £)N*) = 1 quando 8 > N,
entdo o resultado também valerd para 5 > 0.

A prova deste teorema sera realizada em trés passos:

Passo 1: Provar que para toda constante K > 0, a fungdo indicadora

I({|C(0)] = o0} N{|Ch(0)] < K(B/N)"}) converge q.c. para 0 quando n — oo.
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Passo 2: Provar que a fragao de vértices em B,,(0) que estao em aglomerados de tamanho

maior ou igual a K(8/N)™ converge quase certamente para 6 quando n — oo.

Passo 3: Usar os dois passos anteriores para demonstrar o teorema.

Passo 1

Quando 8 = N, os eventos (|C,(0)| < K(N/N)"),>; = (ICn(0)] < K),,5; s@o decres-
centes e Py 5 (N221]Cn(0)| < K) = limy, 00 Po g(|Cn(0)| < K). Contudo, se f = N, pelo
Teorema 2.1(a), o grau da origem ¢é infinito quase certamente, logo

Pe 5 (N924]Cn(0)] < K) =0, isto &,
Tim Pos(1Ca(0)] < K) = 0= Tim o s({C(0)] = 00} 1 {1C(0)] < K}) = 0.

n—0o0

Afirmamos que I ({|C(0)| = oo} N {|C,(0)] < K}) = 0 q.c..

Para simplificar a prova dessa afirmacao, vamos chamar de A,, o evento
{IC(0)] = oo} N{|Cn(0)] < K}.

Suponha por absurdo que I(A,) "7 0 q.c.. Neste caso, Py s({I(A,) = 1} i.v. ) = 1,
ou seja, Py g(N2 U {I(A,) =1}) = 1.

Como N2 U, {I(A,) =1} c U, {I(A,) = 1} para todo k, temos que
1= P s (MU AT (An) = 1) < Pap (U2 {T(An) = 1}),

para todo k. Isso implica que para todo k, existe kg > k tal que Po g(I(Ag,) = 1) > 0,
isto &, Po g(Ak,) > 0. Absurdo, pois limy, o Po g({|C(0)| = 00} N {|C,(0)] < K}) = 0.

Para o caso em que § > N, mostraremos que

Pag (IC(0)] =00 [ {n € N:|Ca(0)] < K(B/N)"}| = 00) = 0. (4.1)
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Como |Cr(0)] pode  ser finito, a  probabilidade do  evento
{{n € N :|C,(0)| < K(B/N)"}| = 0o} ¢ positiva. Observe que (4.1) implica que

nli_}rrololPaﬁ(ﬂC ]—oo}ﬂ{|C |<K<f]>n}>:0.

Isso porque, aplicando o Lema de Fatou, temos que

0 = Pas({ICO)] = o0} | {[{n € N:[Ca(0)] < K(B/N)"}| = oc})
= Pos ({IC0)] =00} () {I{n € N :[Ca(0)] < K(B/N)"} = o0}
- Pa,ﬁ(ﬂc )| = oo} ({ICa(0)] < K(B/N)"} iv. )
= Pas (tmsup [{1C0) = oc} (YC,0) < K3/ )

timsup P, ({10(0)] = 00} (11Ca(0)] < K(3/3)"})

s (e~ (3) )

Sabendo que lim,_,o Py 3 (]C(O)| =00 {|Cn(0)\ <K (£>n}> = 0, a demonstra-
¢@o de que I ({|C(0)] = oo} N{[Ca(0)] < K(B/N)"}) "=~

lhante a prova do caso 8 = N.

v

Y

0 segue de maneira seme-

Entao nosso objetivo agora ¢é provar que a igualdade (4.1) é verdadeira. Para isso,
suponha a existéncia de infinitos n € N tais que |C,(0)| < K(5/N)", defina n; como o
menor n tal que |C,(0)] < K(B/N)". Se Cpn,(0) +» By, (0), entdo o aglomerado aberto
da origem ¢ finito e a probabilidade em (4.1) é zero. Mas supondo que Cy, (0) <> B, (0),
seja g 0 menor n > ny tal que Cp, (0) +» B,(0) e |C,(0)| < K(B/N)". Novamente,
se Cp,(0) < B,,(0), entdo o aglomerado da origem ¢ finito. Portanto, sempre que
Cn,(0) < B, (0), defina n;y 1 = min{n > n; : Cp,(0) +» B,(0) ¢ |C,(0)| < K(B/N)"}.
O objetivo & provar que existira quase certamente um n; tal que Cp, (0) +» By, (0).

Por defini¢ao, |Cp,(0)] < K(8/N)™ para todo n;. Entao:
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Pa5(Cn; (0) ¢ By, (0))

A
<
L
™
N
a
E
e
e
c

<.

o I Q) 6))
e OO UK fé)”’]il(g)j}

= 1—exp{—a(N]:/1)K (]g)n Z;)m];ﬁ_ﬁ]\f}

B 1exp{ (?ifvﬂ(}' (4.2)

Pela desigualdade (4.2), Py 5(Cp,; (0) +» By, (0)) > 0 e nao depende de n;.

Os eventos {Cp,(0)\Cp, ,(0) < B,,(0)}i>2 sao independentes. Pela definigdo de

ni, Cp, ,(0) < B,,(0) para todo i, logo observar se o evento {Cp,(0) < By, (0)}
ocorre é o mesmo que ver se {Cp,(0)\Cp,_,(0) «» B,,,(0)} ocorre. Portanto, os eventos

{Cy,(0) +» By, (0)}i>1 também sao independentes.

Pelo Lema de Borel-Cantelli, P({C,,(0) «» B,,(0)} i.v. ) = 1, portanto existira n;

tal que Cp,(0) < By, (0) quase certamente. Isto ¢, dado que existam infinitos n € N
tais que |Cp(0)] < K(B/N)™, a probabilidade do aglomerado da origem ser infinito é

z€ero, como queriamos mostrar.

Passo 2

O mergulho aleatério do grafo hierarquico em Z que foi apresentado na demonstragao

do Teorema 3.1 sera utilizado na demonstracao do segundo passo. Relembrando, no
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mergulho aleatorio, a bola B, (0) era representada por N™ inteiros consecutivos que
poderiam estar entre —N™ e N™.
A fracgao de vértices entre —IN™ e N™ em Z que estao em um aglomerado de tamanho

maior do que K(3/N)™ é representado por A(n), ou seja,

-
AW = sy 3 TG > KGN,

Seja k € NN [0,n]. Como B/N > 1, temos

-
A) < s 30 THIC@)] > K(B/N)")
r=—N"
1
< s 2! (flc@)| > K(3/N)*}).

Foi visto no Teorema 3.3 que o mergulho de todo o processo de percolagdo em Z é
ergodico e o grafo é invariante por translagéo, logo pelo Teorema Ergodico de Birkhoft-

Khinchin,

n

> 1 ({lc@)| > K(B/NY}) "5 B (1 (@) > K(B/N)})) ac.

= Pus(C(x)| > K(B/N)¥)

1
2N™ 41
x

= P,5(/C(0)| > K(B/N)¥) para todo k € N.

Se B = N, entao P, g(|C(0)] > K) = 1 pois P, 5(|C(0)| = 00) = O(a,N) = 1, pelo
Teorema 2.1(a). Logo P, 5(|C(0)| > K) = 6(,) quando 3 = N. Se > N, os eventos
{|C(0)] > K(B/N)¥}x>1 sdo decrescentes pois

{lcO)| > K(8/N)**1} € {Ic(0)] > K(8/N)*}

para todo kK € N. Como N ,{|C(0)] > K(B/N)*} = {|C(0)] = oo}, entdo
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Po,s(C(0)] > K(8/N)*) \, 8(a,B) quando k — o,

Em particular, para todo w € Tp, em que P, g(Tp) = 1, e para todo € > 0 temos

que

lim A(nw) < 6+ ¢,

n—o0

ou seja, para todo € > 0, existe ng € N tal que A(n,w) < 6 + € para todo n > ng. Isso

é o mesmo que dizer que I (A(n,w) < 6 4+ ) = 1 para todo n > ng. Em outras palavras

I(A(n) =0 <e) "= 1 qe. . (4.3)

De forma semelhante sera provado que I (A(n) — 6 > —¢) "= 1 quase certamente.

Sabe-se que para todo k € IN N [0,n]
N3 {ICi ()] > K(B/NY} € N {IC; ()] > K (B/N)’} € {[Ca()| > K(B/N)"} .

Entao [ (ﬂ;‘;k{lcj(m)] > K(B/N)j}) < I(|Cp(x)| > K(B/N)™) o que implica que:

v
Aln) > MIHE;VI (NG (@) > K(3/NYY).

Usando novamente o Teorema 3.3, o Teorema Ergodico de Birkhoff-Khinchin e que

o grafo é invariante por translacao, temos que

NTL

Y T(NZ{ICi(@)] > K(B/N)}) "= Pa s (M {1C;(0)] > K(B/NY'}) a.c.
r=—N"

1
2N 41

Denote B; = {|C;(0)| > K(B8/N)’}. Como, para 8 > N, M52 Bj C {IC(0)] = oo}
para todo k € N, temos Py 5(N32, B;) < Pq 5(|C(0)] = 00) = (e, ).
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Além disto, para todo k € N, temos

Pos(M2B)) = 0(a,B8) = Pag ({C(0)] = 0o} N {UFL, BS})

= 0(a,B) = Pag (U3, [{C(0)] = o0} N BS]) .
Veja que

{{lco)] = oo} n{Ui2,BiHy L MU, {{IC(0)] = oo} N B}

= {{IC(0)] = 0o} N Bj} iv. }.
Assim,

lim P ({IC(0)] = 0o} N{U,BS}) = Pa s ({IC(0)] = 00N BS} iv.).

Mas vimos no primeiro passo que FPppg ({|C(O)| =oo} N Bfiv.) =0, isto &,
P(ﬁ‘;‘;kBj) ' 0(a,fB) quando B> N e k — 0.

Como anteriormente, temos que para todo ¢ > 0 e w € T, em que P, (1) = 1,
lim;, 00 A(n,w) > 0 — €, isto é, para todo £ > 0, existe ny € N tal que A(n,w) >0 —¢
para todo n > n;. Isso implica que I ({A(nw) >0 —¢c}) = 1 para todo n > n;. Em

outras palavras temos que

T({A(n) >0 —¢c}) "= 1 qc. . (4.4)

As duas desigualdades (4.3) e (4.4) implicam que para todo € > 0 existe ng grande
suficiente tal que para todo n > ng, |A(n) — 0] < € quase certamente. Isto é, existe T

com P(T) =1 tal que para todo w € T temos

A(n,w) "= 0 quase certamente. (4.5)
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Como ja foi dito anteriormente, o mergulho aleatério da bola B,(0) em Z tem como
imagem um conjunto contido em {—N", —N"™+1,--- /N"}. Uma vez que a quantidade
de vértices na bola B,(0) é N", esse conjunto imagem contém uma fragao % de

vértices daquele conjunto.

Note que se considerarmos os vértices x e y tais que B, (z) N B,(y) = 0, entdo os
eventos {|Cp(z)| > K(B8/N)"} e {|Cn(y)| > K(8/N)"} sado independentes. Desse modo
se definirmos

Ay(n) =

= SNl Y. I(Cu(@)] > K(B/N)")

z€B,L(0)

As(n) := A(n) — Ay (n),

entdo as variaveis aleatorias Aj(n) e Az(n) sdo independentes. Como vimos em
(4.5), A1(n) + As(n) = A(n) "= 6 q.c.. Note que, para n grande, 2N™ + 1 ~ 2N™,
que é o dobro do niimero de vértices que pertencem a bola B, (0). Entao se provarmos
que A1(n) "= 0/2 q.c., mostramos que a fracdo de vértices em B,(0) que estdo em um
aglomerado de tamanho maior que K (/3/N)" converge quase certamente para 6 quando

n — oQ.

Para mostrar isso, se provarmos que Aj(n) converge quase certamente para uma
constante, entao o valor esperado também deve convergir para uma constante. Mas

temos que

n

lim E(As(n)) = lim E(A1(n)) = lim ——— P(ICu(z)| > K(3/N)") = 0/2.

Portanto A;(n) — 6/2 quando n — oc.

Ja foi dito antes que as variaveis aleatorias A;(n) e Aa(n) sao independentes e que

P(limy, o0 [A1(n) + A2(n)] = 0) = 1. Gostariamos de mostrar que

P(lim Ai(n)=c) =1,

n—oo
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onde ¢ é uma constante.

Seja X := limy_y00 A1(n) € Y := lim,,_,o0 A2(n). Sabemos que P(X +Y =6) =1
e X e Y sao independentes. Formalmente, considerando os espagos de probabilidade
(Q, F1, P1), (2, Fo, Po) e (1 x Qg, F1 X Fa, P xP3), onde P; x P, := P é a medida

produto em € x 9, defina
(X,Y) L x Qo — [0,1]

(X Y)(wi,w2) = X(w1) + Yw2),

e considere os conjuntos:
o F={(w,wz) € Q1 xQy: X(wy)+Y(w2) =0}
o By ={w2 € Qo1 X(w1)+Y(w2) =0};
o By ={wr €M X(w1)+Y(we) =0}
Note que P(E) = 1. Pelo Teorema de Tonelli [3], temos

/ Py(E,,)dP, = | Pi(E,,)dP, = P(E)=1.
Ql Q2

Suponha por absurdo que Pj, por exemplo, seja nao degenerada e defina | =

Mmaxy,cq, Pi(Ey,). Entdo temos que [ < 1. Desse modo,

1:/ Pl(Ew2)dP2</ 1dPy=1<1.
QQ Q2

Absurdo. Assim X = ¢, Pi-q.c., em que ¢ é alguma constante. Observe que esse

argumento também vale para a variavel Y.
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Passo 3

No passo 3 combinaremos os dois resultados encontrados nas etapas anteriores para
finalmente provar o Teorema 4.1. Para isso, sera usado um grafo N-partido da seguinte
maneira. Informalmente, considere os aglomerados abertos na bola B,,1(0) que tenham
tamanho maior que K(3/N)"™. Agora divida esses aglomerados em componentes de ta-
manho [ K(5/N)™]. Mais adiante explicaremos o que acontece com os vértices restantes
dessa divisao. Esses clusters de tamanho [K(3/N)™] serao chamados de meta-vértices.
Se dois meta-vértices estao na mesma bola de raio n, entao eles nunca estarao conecta-
dos. Contudo se eles estao em bolas de raio n distintas, entao eles estardao conectados
se, somente se, existir um elo de comprimento n + 1 conectando os dois aglomerados
que representam esses meta-vértices. Mostraremos que se K e n forem suficientemente
grandes, entao o maior cluster no grafo N-partido tem uma fracdo de meta-vértices
proxima de 1. Isso implicard que a fragdo de vértices no grafo original que estd no

maior aglomerado de B,,11(0) é proxima de 6.

Vimos no passo 2 que a fragao de vértices de B,,(0) que estd em um aglomerado de
tamanho maior que K (/N )™ converge para 6, quase certamente, quando n — oo, para
todo K > 0. Isto é, para n grande e g > 0

{2 € Ba(0) : [Ca(0)] > K(8/N)"}|

Nn
= |z € B(0): |Ca(0)] > K(B/N)"}| > (0 — £0)N™  q.c..

-0 <ey q.c.

Isso implica que para todo €1 > 0

Po g(|[{z € Bn(0) : |Ch(0)| > K(B/N)"} > (0 —eo)N™) > 1 —ey.



53
Seja € = max{ep, €1}, entdo temos que
Pas({z € Bn(0) : [Ca(0)] > K(B/N)"}| > (0 —)N") > 1 —e.
Considere agora que £ > 0 seja fixo. A bola B, (y) sera chamada boa se
{z € Bu(y); [Cn(z)| > K(B/N)"} > (6 —e)N". (4.6)

Lembre que ha N bolas de raio n dentro de uma bola de raio n+1. Como essas bolas
sao disjuntas, a colegao de eventos em que tais bolas sao boas é uma colecao de eventos
independentes. A partir de agora todos os calculos serdao condicionados ao evento em
que todas as bolas de raio n sao boas. A probabilidade de todas as bolas de raio n
contidas em B,,11(0) serem boas ¢ maior do que (1 — )", uma vez que ha N bolas de
raio n contidas em B,,11(0). Pela desigualdade de Bernoulli, vista no Apéndice C, essa

probabilidade é maior do que 1 — Ne.

O grafo N-partido é construido da seguinte forma. Seja B, (y) uma bola boa e

considere o seguinte conjunto:
B, (y) = {z € Bu(y);|Cn(x)| > K(B/N)"}.

B, (y) sera dividido em meta-vértices da seguinte forma: se x € B (y), Cp(z) serad
repartido em L%J meta-vértices, cada um deles com tamanho maior ou igual a

[K(B/N)™]. Os vértices que nao estao nesses aglomerados serao ignorados inicialmente.

Defina V,, o conjunto de vértices do grafo N-partido como a colecao de meta-
vértices em B,11(0). Antes de introduzirmos o conjunto de elos do grafo N-partido,
obteremos uma estimativa para o nimero de meta-vértices em B(y). Considere que a
bola boa B, (y) contenha i aglomerados distintos de tamanho maior do que K(5/N)",

representados por Cp(z1),- -+ ,Cn(x;). A quantidade de meta-vértices em B, (y) é dada
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por Z;;l L%J Como a bola B, (y) é boa, temos a seguinte desigualdade

"1 (Ca(ay)] (0~ )N
2 UK(/S/NMJ > pRENe P @O
(0 —e)N™
2K (B/N)"] 11

(0 —e)N™
2K(B/N)" + 1

(0 —e)N™
3K (3/N)"

- (03;(8) <Aﬁﬂ>

Logo, se B, (y) é uma bola boa, ela contém pelo menos % meta-vértices.

=1

v

v

( Como K é grande)

v

A construgao do conjunto &, de elos é feita da seguinte maneira: Considere os pri-
meiros [K(8/N)"] vértices de cada meta-vértice em V), seguindo a ordem dos naturais
que é gerada pela funcao f definida em (1.1). A, serd o conjunto formado por esses
subconjuntos de meta-vértices, note que A,, C V.

Dois meta-vértices x, y € V,, estardo conectados por um elo se obedecerem as duas

seguintes condigoes:

e Os vértices de x estdo a uma distancia igual a n 4+ 1 dos vértices de y.

e No grafo original existe pelo menos um elo que conecta algum vértice em =z N A,

a algum vértice em y N A,.

Se pelo menos uma dessas duas condig¢oes nao for satisfeita, ndo existira elo em &,
que conecta os dois meta-vértices x e y. Desse modo temos construido o grafo N-partido
Gn = (Vn, &n).

Uma vez que a hipotese do Teorema 4.1 é de que v e 8 sdo tais que 6(a,3) > 0,
entdo B deve ser menor que N? pois a.(8) = co para B > N2, pelo Teorema 2.1(c).
Logo, a quantidade de meta-vértices em By, (), que é maior do que % (%Q)n, vai

para oo quando n — oo.
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Como dito anteriormente, dado um meta-vértice x € V,, ele deve se conectar a
apenas meta-vértices que estdo nas outras (N — 1) bolas boas de Bj,4+1(0). Defina W, a

variavel aleatoéria que nos dé o grau de um meta-vértice de V,,, seu valor esperado sera:

_ 2n K(B/N)"K(B/N)"
(N — 1)M 1—expd——
3K6n l@n—i—l

(6 — )N aK? 2n
= (N - 1)W (1 — exp {—W (N) })
p

- S ([ ()]

_g)k - . _
Como ™% = Zio:o %, entdo para x suficientemente pequeno temos que e <

E(W)

l—z+22/2=1-e¢%>—2?/24+2=2(1 —2/2) > x/2. Una vez que 3/N? < 1,
n
para n suficientemente grande O‘Tﬁ(z (%) fica tao pequeno quanto se queira. Logo,
(0 —e)N?" aK? p» (N —-1)(0 —e)aK

B(W) > (N = )5 S 1 = % =\ (4.7)

Esse resultado é valido para qualquer constante K > 0, logo o valor esperado para

o grau de um meta-vértice pode ser arbitrariamente grande escolhendo K grande.

O grafo N-partido construido aqui pertence a classe dos grafos aleatorios nao ho-
mogéneos de Bollobés, Jordan e Riordan [4]. Para essa classe de grafos, o grau de cada
meta-vértice tem assintoticamente distribuicao Poisson com média limitada inferior-

mente por A, que foi encontrado em (4.7).

Pode ser visto no Teorema 3.1 de [4] que a tnica componente gigante de tal grafo
N-partido contém, com probabilidade proxima de 1, quando n — oo, uma fragao p de

meta-vértices, onde p é a maior solucio para a equagao 1 — p = €.

Vimos que A pode ser arbitrariamente grande, aumentando o valor de K. Logo,
para todo € > 0 e n grande o suficiente, podemos escolher K tal que p > 1 —¢. Isso

implica que o grafo G, contém uma tnica componente gigante, que contém uma fragao
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1 — € dos vértices em V,,, com probabilidade maior ou igual a 1 — €.

A fragao de vértices de B,+1(0) que faz parte do conjunto V,, de meta-vértices é
maior do que % =0 — 2¢, onde (6 — 2¢)N™ é a quantidade minima de vértices
que estdao em aglomerados de tamanho maior do que [K(5/N)™] e N é o numero de

bolas dentro de B, 11(0), que tem N"*! vértices. O fator 2 em (§ — 2¢) vem do fato de

que os tamanhos diferentes de meta-vértices se diferem no méximo por um fator 2.

Assim, pelo Teorema 3.1 em [4|, com probabilidade maior do que 1 — €, o maior

aglomerado aberto em B,,11(0) tem tamanho maior do que:

(p—e)(0 —2e)N™ ™ > (1 —2¢)(0 — 2¢)N™ T,

Chamando de B o evento em que todas as bolas B, de B,4+1(0) sao boas, como

P s(IC21(0)] > (1 —2e)(0 — e)N"T|B) > 1 — ¢, temos:

Pos(IC741(0)] > (1= 22)(0 — 2e)N"*)

v

Po,5(ICh41(0)] > (1 — 2¢)(0 — 2e)N" [ B)P(B)

= Pus(ICM1(0)] > (1 —2¢)(6 — 25)N" ™) > (1 —¢)(1 — Ne).

Temos que

(1-2e)(0—2) = 6—2e0—2e(1—2e)

> 60— 2e0 — 2¢

= 0—-2(0+1)
> 0—de
> 0 —eq,

em que €1 > 4e.
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Além disso,

(1—e)(1=Ne) = 1—Ne—e(l—Neg)

> 1—Ne—¢
= 1—-¢(N+1)
> 1 —eq,

onde g3 > (N + 1). Defina ¢’ = max{ey, e2}. Entao,
(1-2e)(0—2e)>0—¢c"e(l—¢)(1—Ne)>1-¢.
Como {|C 1(0)] > (1 —2¢)(§ — 2e)N" T}  {|C™ 1 (0)] > (0 — )N}, temos que

Po,s(|Ch41(0)] > (0 — ) N™*)

Y

Po,s(ICh41(0)] > (1 = 22)(0 — 2)N™H)
> (1—¢)(1—Neg)

> 1-¢£,

para n grande, concluindo a prova do Teorema 4.1.

Nos dois proximos capitulos, falaremos sobre o comportamento das fungoes 6(«,3)

e aq(B).



Capitulo 5

Continuidade de 6

Teorema 5.1 A funcgao de percolagao () é continua sempre que o > 0.

Primeiro mostraremos que 6(«,/3) é continua a direita em relacdo a « e continua a

esquerda em relagao a (.

Lema 5.0.2 0(a,3) € continua a direita em relagio a o > 0 e continua & esquerda em

relacdo a 5 > 0.

Demonstragao:

Para o caso em que o > 0 e 5 € (0,N], 6(«,3) = 1, como foi mostrado na demonstragao
do Teorema 2.1(a). Logo o lema vale sempre no dominio em que & > 0 e 5 < N. Para
a prova do caso em que o > 0 e § > N, usaremos que o limite decrescente de fungoes
crescentes (decrescentes), que sao continuas a direita (esquerda), é continuo a direita

(esquerda).

Por acoplamento pode-se mostrar que a sequéncia P, g(C;(0) <> B;(0)), vista como

funcgo de o e B, é crescente em o« e decrescente em f. Visto que
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{Ci(0) < B;(0)} € {Ci—1(0) > B;_1(0)} para todo i > 1 e que

{IC(0)] = oo} = [){Ci(0) +» B;(0)}, (5.1)

1=0

resta mostrar que a sequéncia é continua & direita com respeito a « e & esquerda com

respeito a 5. Para isso, sera feito o seguinte célculo:

N
P(Ci(0) < Bi(0) = Y P(Ci(0) < Bi(0) | 1Ci(0)] = k) B(ICi(0)] = k)
k=1

Nt

= > 1P (Ci(0) « Bi0) | [i(0)] = k) | B(Ci0)] = k)
k=1
Nt o0 o (N=-1)NI—1k

- (- M ew{-5] P(ICi(0)| = )
k=1 j=i+1
N* 00 J

- S T] exp{_O‘(N]; () } P(1C:(0)| = &)
k=1 j=i+1
N? o0 J

= Z 1 —exp _a(N]\; Lk Z (]/;7) P(IC:i(0)| = k)
k=1 j=it+1

Como o evento {|C;(0)] = k} depende de um ntimero finito de elos, a expressao

(5.2) é uma soma finita de func¢des continuas, portanto também P(C;(0) < B;(0)) é
continua em o > 0 e § > N. Além disso, P(C;(0) + B;(0)) — 1 quando /3 decresce
para N, provando assim que a continuidade é vélida para todo o dominio. Logo, 6(a,3)

é continua & direita com respeito a « e & esquerda com respeito a 3.
O

Para terminar a prova do teorema, falta demonstrar que 0(«,3) é continua a es-
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querda com respeito a « e & direita com respeito a 5. Para isso serd usado o seguinte
grafo renormalizado: as bolas de raio k serao os novos vértices de (2, que serao cha-
mados de meta-vértices. Dois meta-vértices estarao a distancia [ se no modelo original
os vértices contidos neles estao a distancia k + [. Meta-vértices estarao conectados
se, somente se, os maiores aglomerados das bolas de raio k que representam esses
meta-vértices no modelo original estao conectadas por um elo. Observe que o modelo

renormalizado também é um modelo de percolagao em Q.

Outro modelo que sera usado nesta demonstracao é o de percolagdao mista. Este mo-
delo é definido da seguinte maneira: cada vértice em 2y esta aberto com probabilidade
1—+ e o estado de cada vértice é escolhido de forma independente. Se x e y sao vértices
abertos, entao eles estarao conectados por um elo com probabilidade 1 —exp {—m }
Nesse modelo é considerada a existéncia ou nao de um elo conectando dois vértices, di-
ferente do modelo original em que hé elos entre quaisquer dois vértices, mas eles podem
estar abertos ou ndo. A existéncia ou nao dos elos sdo independentes, condicionado ao

estado dos vértices. Observe que quanto menor o valor de v maior é a probabilidade de

mixed

percolacao nesse modelo. A medida desse modelo sera representada por P!’ Gy

O préximo lema estabelece uma propriedade que seré usada na demonstracao deste

teorema. Sua prova sera feita ao final desta demonstragao.
Lema 5.0.3 Seja 8 > N. Para todo € > 0, existe um v > 0, tal que
Po,5(IC(0)] = 00) < PRFsd) 5., (IC(0)] = o).
O lema a seguir usa o resultado do Lema 5.0.3 e demonstra o Teorema 5.1:

Lema 5.0.4 Se 0(a,5) > 0, entao para todo ¢ € (0,0(a,(3)), existe 6 > 0 tal que
O(a—6,64+6) > 6(a,f) —¢.
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Demonstracao

Fixe o, N < 8 < N? (0 caso 3 < N ja foi citado no Lema 5.0.2) e ¢ > 0. Foi visto na
segunda observagao da prova do Teorema 2.1 que para todo € > 0 é possivel escolher

a = o/ grande suficiente tal que

0 <O/,NQZ+ 5) S 1-e/3. (5.3)

Pelo Lema 5.0.3, existe um ~ € (0,£/3) tal que

N2+ﬂ mizTe
o(0 57) < B L, (€O =) =)
? 2 ’
= P, (IC(0) = o). (5.4)

O Lema 5.0.3 néo garante que 7y € (0,6/3), ele apenas afirma que para todo ¢ existira
~v > 0, mas fato é que quanto menor o valor de v maior a probabilidade de percolagao
no modelo misto, entao por isso podemos escolher v € (0,£/3).

Agora escolha K de forma que as duas seguintes condigoes sejam satisfeitas:
K
() alb(e.B) — /2 (#55) " > 30

(i) Pos (ICRO)] > [0(cr8) — §INF) > 1 - 3.

K
No item (i), como 8 < N? = 2N? > 3+ N? = 524_N]52 > 1, logo </32+N]32> fica grande

quanto se queira escolhendo K grande. J& pelo Teorema 4.1, o limite da probabilidade
Po,s (IC2(0)| > [0(c,8) — §]JNX) & 1 quando K — 00, logo ¢ possivel escolher K grande

tal que o item (i7) também seja satisfeito.

Seja d > 0 tal que § < min {%,Nz_ﬂ} e

Pa-spes (ICRO)] > [B(as8) — ZINF) > 1. (5.5)

A escolha de ¢ é possivel para que a desigualdade (5.5) seja satisfeita pois, como K
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¢ finito, o evento {|C7(0)|[f(c,B) — §JN*} depende do estado de um nimero finito de
elos, logo a probabilidade em (5.5) é uma soma finita de fung¢oes continuas, portando

ela é continua.

Uma bola B (x) sera chamada boa se o tamanho do seu maior aglomerado for maior
ou igual a [0(a,8) — /3] NE | ou seja, se [C7(z)| > [0(c,8) — /3] NE. Observe que K

e ¢ foram escolhidos de forma que Pn_5545(Br(0) ser boa) > 1 — 7.

Se forem desconsiderados todos os vértices que estdo em bolas de raio K que nao
sao boas e todos aqueles que nao estdo nos maiores aglomerados das bolas boas, os
aglomerados restantes podem ser interpretados como vértices do grafo hierarquico de
ordem N cujos vértices podem estar fechados com probabilidade menor ou igual a v de

maneira independente.

Lembre que no modelo renormalizado dois meta-vértices x e ¥y, cujos vértices es-
tao a distancia K + [, estdo conectados se seus maiores aglomerados estdo conectados
por pelo menos um elo. Condicionado aos eventos {|C(z)| > [0(a,B8) — e/3]NE} e
{IcCB(y)| > [0(c,8) — €/3]NE}, a probabilidade dos meta-vértices x e y estarem conec-

tados é maior ou igual a

a—25 {[0(a.B)—e/3|N*}?
1-— exXp —W

B (a = 8)[B(a,B8) — /3> [ N>\
- 1_exp{_ (B+0) <5+5> }

2 2
Como § < 5§ ed < Nz_ﬂ7entéooz—6>%o‘eﬁ+5<w. Entao a ultima

expressao € maior ou igual a

1 — exp _204[9(0476)—5/3]2( N2 >K

3<4N2+ﬁ)l N2+
2
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K
Uma vez que o’ < § [0(a,8) — /2] (ﬁ%rNJ\;) , temos

20[0(a,8) — /3] ( aN? \*
1 —expg — . ;i N2 >
3 (N;‘/B) + ﬁ
2a/

> l—expy—— . (5.6)

Deste modo, o processo de percolacao renormalizado com pardmetros a —¢§ e 5+ 9
. . ~ . A ;1 N248
domina estocasticamente um processo de percolacao misto com pardmetros 2o/, —5
e 7. Além disso, condicionada ao evento em que a origem estd no maior cluster de uma

bola boa, a probabilidade da origem estar conectada a um aglomerado infinito ¢ maior

que 1 —¢/3 pois:

Po_s545(0 <> 00/{0 € CT(0)} N {Bx (0) & boa})

Y

prized (|C(0)| = o) ( pela desigualdade (5.4))

N2
2a,’ﬂ+T77

9<aﬂﬁ+éN2)

> 1—¢/3. ( por (5.3))

AV

Observe também que a probabilidade da origem pertencer ao maior aglomerado
da bola Bk(0), dado que essa bola é boa, é maior ou igual a 6(a,8) — /3. Para
provarmos isso, considere os eventos A; = {j € C#(0)}, com j =0, 1,...,N¥ — 1.
Note que |CF(0)] = Zé\g_l I(A;). Condicionado ao evento que Bg(0) é boa, temos
que [CR(0)] > (8(,8) — 8/3)NK. Logo,

NE_1
Eosprs | >, I(4)) | =Eacsprs(ICR(0)]) > (6(cx,8) —£/3)NK.
7=0



Capitulo 5. Continuidade de 6 64

O que implica,
NK_—1

> P(4)) = (0(e,B) — £/3)NK.

J=0

Como o grafo é invariante por translagao,
N¥Po5515(A0) > (0(cv,8) — e/3)NT = Po5515(A0) > 0(av,8) — /3.

Usando essa ultima desigualdade e o fato de que v € (0,¢/3) = 1—v > 1—¢/3

tem-se que:

Ol —06,846) >

v

Pa—s5,+5(0 <+ 00l{0 € C(0)} N {Bk(0) & boa}) x

X Pas55:5(0 € CR(0)|Bk(0) é boa)Pa_s515(Bx(0) é boa)
> (1—¢/3)[0(,8) —/3](1 =)

> [B(a,f) —/3](1 — £/3)? (Desigualdade de Bernoulli)
> [0(a,B8) —e/3](1 — 2¢/3)

= O(a,B8) — 2¢0(cv,3) /3 — £/3(1 — 2¢/3)

> (a,B) — 2e0(,8)/3 —¢/3

= 0(a,B) —/3[20(a,B)]

> 0(oB) —3¢/3

= 6(a,p) —¢. O

Demonstragao do Lema 5.0.3

Para demonstracao deste lema, sera utilizado o modelo de percolagao de longo alcance

orientado, que sera definido agora.

No modelo orientado misto, vértices em 25 estao abertos, de forma independente,
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com probabilidade 1 — 7. Se um vértice x esta aberto, entdo existe um elo orientado
de x para y com probabilidade 1 — exp(— af~Uzy) ). Nesse caso, y nao precisa estar
aberto. Condicionado ao estado dos vértices, a existéncia ou nao de elos orientados
é feita de forma independente. C (x) serda o conjunto de vértices que estao conectados
a x por um elo ou estao ligados a ele por um caminho partindo de . Observe que
a existéncia de um caminho partindo de x para y nao implica na existéncia de outro

caminho de y para x. A medida de probabilidade para esse modelo seréd representada

por I@)Zlgid P, 3 ¢ amedida do modelo de percolacao de longo alcance original, isto é,
nao misto, no entanto com orientagdao. Observe que Pa 8= ]P’Z}ggd

Um resultado , cuja demonstrac¢ao pode ser vista em [7] e [22] &

oy (IC0)] = o0) = BRES(C(0)] = o0). (5.7)

Observe que a igualdade (5.7) implica em Py 5(|C(0)] = 00) = Py 5(|C(0)| = oc) pois se

)

v = 0, entao
Pa.5(IC(0)] = 00) = PEF!(IC(0)] = 00) = PREE(IC(0)] = 00) = Pa,s(IC(0)] = o0).

O modelo de percolagao misto orientado com parametros «, 8 e v pode ser obtido

como segue: associa-se variaveis aleatorias i.i.d. X, com distribuicao Poisson com

parametro O‘(ﬁjijvl) a cada vértice x € . Constroi-se um multigrafo orientado, que

¢ um grafo onde é permitido existir véirios elos com a mesma direcao conectando dois
vértices. Os vértices estardao abertos independentemente dos outros com probabilidade
1 —~. Se x estiver aberto, a variavel aleatoria X, indicard a quantidade de elos que
partem de z. Se z estiver fechado, X, = 0. Os vértices que receberao os elos que
partem de x s@o escolhidos do conjunto Qn\z de forma independente. Um vértice que

estd a distancia r de x é escolhido com probabilidade ( Se existir pelo menos

I)BT'

um elo partindo de x para ¥, entdo no grafo padrao do modelo misto orientado havera



Capitulo 5. Continuidade de 6 66

apenas um elo de x para y. O grafo do modelo misto orientado é obtido fazendo isso
para todo par (z,y), onde z,y € Qu. De fato, condicionado ao evento em que x esté

aberto,

Pz+y) = Y Plxory|Xe=kP(X,=k)

_a(N—l)} [a(N—l)}k

o0 k) ex — —
= Z{l_[l_(J\f__ljjﬁd]} 4 BNk! —

k=0
s {i-[i- Uf—%d}’“} jagrn)’
o Tav=D1F o Ta-1) o 1%

— exp{_o‘(BN__Nl)} {kzo [ B—kJ'V ] _kzo [ ﬁ—Nk‘ /3}

{00} o {20} (]

o5

em que d = d(x,y).

Considere as seguintes varidveis aleatoérias:

e 71 ~ Poisson (a,(/ﬁ;vl));
e Y] ~ Bernoulli(l — ~);
e Y5 ~ Poisson <%), independente de Y7;

® Zy=11Ys.

No modelo de percolagao nao misto orientado, o ntimero de elos que partem de um

vértice x tem distribuicao igual a de Z;. Ja no modelo misto orientado, a quantidade
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de elos que partem de = tem distribuicao igual a de Z. Para terminar a prova do lema,

falta mostrar que P(Zy > k) > P(Z; > k) para todo k € R.

Em primeiro lugar, veja que para todo € > 0, podemos escolher v > 0 tal que

P(Z, = 0) = P(Zy = 0). Isso é possivel pois

P(Zy =0) = P(Z2=0[Y1 =0)P(Y1 =0)+P(Z =01 = )P(Y1 =1)

= IP(ZQ = 0’1/1 = O)P(Yl = 0) +P(YQ = O’Yl = 1)P(Y1 = 1)

_a(N=1)(1¢)

= y+e TN (1-9)

_a(N=1)(1+e) _a(N=1)(1+¢)
= v(l-e A-N +e =N,

_a(N-1)
Como P(Z; =0) =e 5N | temos

7a(N—1) 7&(N—1)(1+5) 7(1(N—1)(1+5)
e BN =g(l-—e B—N +e B—N

_a(N-1) _a(N-1)(1+e)
e B-N — ¢ B—N
= 7= ~a(N—1)(1te)
1—e B—N

Entao, para esse valor de v e para todo k£ > 0, tem-se que:

]P)(ZQ > ]{7|ZQ > 0) = P(YlYQ > /6‘|Y1 > 0,Yy > 0) ( Y1>0=Y = 1)
= P(Ys > kY1 >0,Y2 >0) (Y eY;saoindep. )

= P(Yy > k|Yy > 0) (5.8)

Como foi visto no Apéndice C, P(Ya > k|Y2 > 0) > P(Z; > k|Z; > 0).

Logo, P(Zy > k) = P(Zy > k,Zy > 0) = P(Zy > k|Z2 > 0)P(Z2 > 0). Como para
esse v P(Z1 = 0) = P(Zy = 0), entdo P(Zy > k) = P(Zy > k|Zy > 0)P(Z; > 0).
Pela desigualdade (5.8), P(Zs > k) > P(Z1 > k|Zy > 0)P(Z1 > 0) = P(Z; > k). Isso
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mostra que para todo € > 0, existe v > 0 tal que
P(Zy > k) > P(Z; > k) para todo k € R. (5.9)

A desigualdade P(Zy > k) > P(Z; > k) implica que P™2¢4, (1 5 y) > Py g(x < y).

a(l+e),8,y
Pela equagao (5.7), Pgl%xgd(|(3(0)| = o0) = I@Zbgfyd(]C(OH = 00) e como

Po,5(IC(0)| = 00) = P4 6(IC(0)| = o0). Entdo:

prired o (1C(0)| =o00) = Bried . (C(0)] = oo)
> Pas(|C(0)] = c0)
P,

5(IC(0)] = o0)



Capitulo 6

Continuidade de a.(f)

Com a demonstra¢ao do Teorema 5.1, vimos que a funcao 6(«,3) é continua quando
a > 0 e, por acoplamento, foi provado também que ela é crescente com respeito a «
e decrescente com respeito a 3. No préoximo teorema veremos o comportamento da

fun¢ao a.(8) ;== inf{aa >0: 6(c,3) > 0}.

Teorema 6.1 O valor critico a.(f) ¢ continuo para B € (0,N?) e estritamente cres-

cente para 3 € [N,N?). Finalmente a.(8) / oo para B / N2.

Esse teorema serd demonstrado em trés partes. A primeira parte é sobre o Lema 6.0.5
que mostrara dois resultados. O primeiro é que a.(f) é estritamente crescente quando
B € (N, N?), uma vez que, pelo Teorema 2.1, a.(N) = 0. O segundo mostra que a.(3)
é continua a direita quando 3 € (0,N?).

A segunda parte da demonstragao mostrara que a.(3) é continua a esquerda quando
B € (0,N?). Esse resultado estd no Lema 6.0.6 cuja prova precisa dos resultados do

Lema 6.0.7 e da igualdade

ac(B) :=inf{la > 0: O(a,f) >0} =sup{a >0: E,3(|C(0)]) < oo}, (6.1)
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que é valida para modelos de percolacio de longo alcance em Z% e cuja demonstracao
pode ser vista em [1]. Para terminar a demonstragdo do Teorema 6.1, na terceira parte

serd provado que a.(3) /oo quando 5 7 N2.

Primeira parte

Lema 6.0.5 a.(3) € estritamente crescente em 3 € (N,N?) e continua a direita em

B € (0,N?).

Demonstragao do Lema 6.0.5:

Primeiro serd demonstrado que a.(f3) é estritamente crescente quando 3 € (N,N?).
Quando 3 € (N,N?), pelo Teorema 2.1, a.(8) > 0. Lembre também que, pelo
Teorema 5.1, a fungao 6(«a,/3) é continua quando o > 0. Portanto, 0 (a.(8),5) = 0 se
B € (N,N?).
1
Como 1 — exp {_(1(;)81221@} =1—exp {_(1+E)+lﬁk} <1-—exp {—ﬁ}, para todo

e >0, P, g domina estocasticamente Py (14¢) g(14¢)- Logo,

0=0((B),B) = 0 (e(B)(1+¢),8(1+¢)) = 0 (ac(B)(1 +¢),8(1+¢)) =0.

Uma vez que oa(f(1 + ¢) = inf{a>0: 6(a,f(1+¢)) >0}, entao
e (B(1+¢€)) > ac(B)(1 +¢). Como a.(8) > 0 para 8 € (N,N?) (Teorema 2.1),
isso implica que a.(B(1 + €)) > a.(B). Entao fica provado que «a.(8) é estritamente
crescente quando 3 € (N,N?).

Agora falta provar que a.() é continua & direita quando 3 € (0,N?).

Observe que, por definigao de a.(f8), para todo § > 0, 6(a.(8) +0,3) ¢é estritamente
positivo. Como 6(a,B) é continua para « > 0, existitA ¢ > 0 tal que
O(ac(B) + 6,8 +¢) > 0. Isso implica que ae(8 + ) < ac(f) + ¢ e, pela primeira

parte da demonstragao deste lema, a.(8 + ¢) > a.(f). Entao, para todo § > 0, existe
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e > 0 tal que 0 < (B +¢) — a(B) < e. Provando que () é continua & direita

quando 3 € (0,N?).

Segunda parte

O Lema 6.0.6 garante a continuidade a esquerda de a.(3). Como ja foi dito anterior-
mente, para a sua demonstragao serd utilizado o Lema 6.0.7 cuja demonstragao é feita

depois da prova do Lema 6.0.6. Também sera utilizada a igualdade em (6.1).
Lema 6.0.6 «o.(8) € continua a esquerda para B € (0,N?).

Lema 6.0.7 Sejam o > 0 e B > N. Se E, 5(|C(0)]) < oo, entao existe € > 0 tal que

Eq 012 (1CO)]) < oo.

Demonstragao do Lema 6.0.6

Pelo Lema 6.0.5, «a.(8) é estritamente crescente se B € (N,N?), logo
ac(B(1 —¢)) < ac(B) para todo € > 0 o que implica P,_(3) g1-¢)(|C(0)| = c0) > 0.
Pela igualdade em (6.1), ac(B(1 —¢)) = sup{a > 0: E, 31-¢(|C(0)]) < oo}, logo

Eq.(8),8(1—2)(|C(0)]) = oo.

Pela negativa do Lema 6.0.7, tem-se que E,_g)3(|C(0)]) = co. Além disso, para todo
6 >0, Ey,(3)-5,8(IC(0)]) < oo por (6.1). Logo, pelo Lema 6.0.7, existe ¢ > 0 tal que
Eq.(8)-5,8(1—)(IC(0)]) < oo. Isso implica que para todo § > 0, existe ¢ > 0 tal que
0e(B(1 — )) > a(8) — 6, por (6.1).

Como a.(3) é estritamente crescente, a.(8(1 —€)) < ac(B). Portanto, para todo
d > 0, existe € > 0 tal que 0 < () — ac(B(1—¢)) < 4, provando que a.(3) é continua

a esquerda.
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Demonstracao do Lema 6.0.7

Na demonstracao desse lema serd utilizada a técnica de acoplamento padrao para o
modelo de percolagdo de longo alcance para diferentes valores de o e 5 . Para cada
par de vértices (x,y), em que x, y € Qy, associamos uma variavel aleatoria U (z,y) com
distribui¢ao uniforme (0,1) de maneira independente. Quando os parametros forem « e
B3, os vértices x e y estardo conectados se U(z,y) < 1 —exp{af~*=¥}. C(z; a,B) sera
a notacao utilizada para representar o aglomerado de x quando os pardmetros sao « e
s.

Seja a > Eq g(|C(0)]), que ¢é finita por hipotese. Seja € > 0 pequeno (depois sera
mostrado o quanto € devera ser pequeno). Defina A (0) = C(0; «,3) e, parai =0,1,...,
Aiy1(0) = [UxeA;H(O)C(fm a,B)]\ U;-:O A;(0). A;,,(0) é o conjunto de vértices que nao
estao em U;-:OAj, mas que se conectam a A;(0) através de um elo considerando os
parametros a e (1 —¢).

A Figura 6.1 mostra uma possivel configuracdo w € €. Os elos cheios sdo aqueles
que estao abertos quando os parametros sao a e 8. Os elos tracejados representam os

elos que sao adicionados se os parametros forem « e 5(1 — ¢).

Figura 6.1: Comparando o aglomerado da origem para diferentes parametros.

No exemplo de configuragao mostrado na figura anterior, Ao (0) = {0, z1, z2, 3},
A1(0) = {y1, 21}, AL(0) = {y1, v2, 21, 22, 23, 24}, A3(0) = {t1} e A(0) = {t1, ta}.
Por definicdo, A,(0) < A;(0) para todo ¢ > 1 e temos também que

C(0; a,B(1 —¢)) = U2)A;(0). Como o objetivo dessa demonstracao é provar que
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Eq 8(1-)(IC(0)]) < oo, & interessante encontrar uma cota superior para E(A;(0)) para

todo 7 > 1.

Seja x € A;(0). Se y € Qn\ Uz':o A;, entdo U(z,y) > 1 — exp{—aBf~ @Y} Agora

considere o conjunto:
{y € O\ Uy A(0):U(my) < 1—exp {—alBL—e)] M0t (62)

Esse conjunto representa todos os vértices y € 2 que nao pertencem ao aglomerado
C(x; a,f), mas que estao no aglomerado de x quando os parametros do modelo sdo
aef(l—e), isto é, y € C(x; a,5(1 —¢)). Uma vez que o grafo é transitivo, o valor

esperado para o tamanho do conjunto (6.2) é limitado superiormente por:

b = Z P (U(O,y) <1—exp {—a[ﬁ(l - 6)]_d(x’y)} | U(xz,y) >1—exp {—aﬁ_d(“”’y)}>

P(1—exp {—aﬁfd(‘”’y)} <U(0,y) <1—exp{—a[f(l - 5)}*”[(“’9)})
P(U(zy) >1—exp{—ap-d=v})

S . exp{—af~ M@V} —exp{—a[(1 —¢)] 4=V}
= Y (N-1N o g dem)

— i(N_ )N [1 —exp{—ﬂi(la_g)i—i—;}] (Como 1 — ™ < x)

o 5]
_ (N—l)a[ N Bl—-e) N ﬁ}

N |BU-e)Bl—9)-N BA-N
(N —1)ape

[(1—¢) = N](B—-N)

M

Como a expressao (6.3) vai para 0 quando € N\, 0, entdo é possivel escolher £ > 0
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pequeno o suficiente tal que b < a~!, onde a = E(].4p(0)]). Uma vez que
UmeAi(O){y € Qn\ Ué-zo Ai(0);U(z,y) <1 —exp {—a[ﬁ(l — g)rd(ac,y)}} = A,

para todo i > 0, a esperanca E(|.A;;(0)|) < bE(|.A;(0)]). Pela transitividade do grafo,
a =E(|C(0; a,B)]) = E(|C(z; a,f)]). Uma vez que

Ai41(0) = [Upear, 0)C(x: . 8)]\ Uj—g A;(0),
a esperanca E(|A;;1(0)]) < aE(|A;,;(0)]) para todo i > 0. Isso implica que

E(lA:(0)])

IN

alE(|A;(0)])

IN

abE(|A;-1(0)])

IN

abE(| A}, (0)))

IN

(ab)*E(|4i—2(0)])

IN

IN

(ab)"E([40(0)]) = a(ab)".

Lembrando que C(0; a,B(1 —€)) = UX,A4;(0) e que b < a™!, temos que:

E(C0;,8(1—e)) < > a(ab)’
i=0
T 1_ab <o

Isso mostra que se E 5(|C(0)]) < oo, entao existe e > 0 tal que E,, g(1—)(|C(0)]) < oo
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Terceira parte

Para concluir a demonstragao do Teorema 6.1 falta provar que a.(8) / oo quando
8/ N2

Suponha por absurdo que limg_, y2- a(8) = o’ < co. Porém, como ae(N?) = oo,
pela igualdade em (6.1), E, n2(]C(0)]) < oo para todo o > 0. Portanto,

Eq» n2(|C(0)]) < 00, onde a” > o'. Pelo Lema 6.0.7, existe ¢ > 0 tal que
Eor n2(1-2)(IC(0)]) < oo
Chega-se ao absurdo pois se o’/ > o’ > a.(N?(1 —¢)), por (6.1),
Eor n2(1-2)(IC(0)]) = oc.

Logo limg_, y2— () = oo0.



Apéndice A

Teoria Ergoddica - Conceitos Basicos

Nesse apéndice sera feito um levantamento de conceitos de Teoria Ergodica e seus resul-
tados, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [12], [24] e [28]. Esse resultados
serao utilizados principalmente na demonstracao da unicidade do aglomerado aberto
infinito no modelo de percolagao de longo alcance no grafo hierarquico. Vamos denotar
por £ o espaco amostral e A a o-algebra de (.

O primeiro teorema diz respeito a unicidade da medida de Lebesgue.

Teorema A.1 SejaB(R") a o-dlgebra dos borelianos em R™. Existe uma inica medida
[: B(R") — [0,00] tal que, se A =[], (a;,b;), entao N(A) = [[;—; (bi — a;). Esta

medida € chamada medida de Lebesque.

O proximo resultado é utilizado nesse trabalho para construir as o-dlgebras e as

medidas de probabilidade dos modelos em Z? e de percolacao de longo alcance.

Teorema A.2 (Teorema de Extensao de Hahn-Kolmogorov). Seja Ay uma semi-dlgebra
de subconjuntos de Q e A a o-dlgebra gerada por Agy. Seja ug : Ag — [0,1] uma medida.

Entao existe uma unica medida p: A — [0,1] que estende pyg.

Agora introduziremos a definicio de medida invariante por uma transformacao

T : Q — Q. Um dos resultados relacionados a essa definicdo é o Lema A.0.8. Ele
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garante que se uma medida definida em uma semi-algebra é invariante por T, entédo a

medida que a estende na o-algebra também é invariante por 7.

Definicao A.0.1 Uma medida p diz-se invariante pela transformacao T  se

w(E) = u(T~YE)) para todo conjunto mensurdvel E C €.

Lema A.0.8 SejaT : Q — Q uma transformagdao mensurdvel e p uma medida finita em
Q. Suponha que exite uma semi-dlgebra geradora A da o-dlgebra de Q) tal que pu(E) =
w(T~Y(E)) para todo E € A. Entdo o mesmo vale para todo conjunto mensurdvel E,

isto €, a medida p € invariante por T .
Finalmente, vamos definir o conceito de ergodicidade e seus principais resultados.

Definigao A.0.2 Um conjunto A C € € invariante com respeito a uma transformacao

T se T1(A) = A.

Definicao A.0.3 Uma medida p invariante por T € ergodica se todo conjunto invari-

ante A tem medida 0 ou 1.

Teorema A.3 (Teorema de Birkhoff-Khinchin). Seja T uma transformacao que pre-

serva medida e & = {(w) uma varidvel aleatoria com E(§) < oo. Entao, P-q.c.,

n—oo n

n—1
lim — 3 (T (@) = B(g]A).
k=0

Se a medida € ergddica com respeito a T, entdo P-q.c.,

1
S 6(TH(w)) = E().

1 n
lim —
k=0

n—oo N

Agora considere duas medidas de probabilidade 1 e po invariantes com respeito
a transformagao 7. A medida de probabilidade u; + ¢(u2 — p1) ainda é invariante.

Vamos denotar por M a colecao das medidas de probabilidade invariantes com respeito
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a T, pela observagdo acima, M é um conjunto convexo. Com isso, vamos definir os
pontos extremais de M e o Lema A.0.9 vai garantir que uma medida invariante é
ergodica se, somente se, ela é um ponto extremal de M. Essa relacao sera utilizada
na demonstragao do teorema que garante a unicidade do aglomerado aberto infinito no

modelo de percolagao de longo alcance.

Definicao A.0.4 Seja M um conjunto convexo. Um ponto p € M € dito extremal, se

para quaisquer T,y € M et € [0,1], x + t(y — x) = p implica que t =0 ou 1.

Lema A.0.9 Uma medida de probabilidade invariante p € ergddica se, somente se,
nao € possivel escrevé-la da forma p = cipy + copa, em que c1, ca € [0,1] e p1, pa sao

medidas de probabilidade invariantes em que p1 # .



Apéndice B

Processo de Ramificacao

Aqui sera feita uma apresentacao resumida sobre o processo de ramificagao ja que um de
seus resultados ajudard na demonstracao de um dos teoremas provado por Koval, Mees-
ter e Trapman [18]. O processo de ramificagdo é um processo estocastico de crescimento
populacional e nosso objetivo principal é mostrar em quais condi¢oes uma populagao

eventualmente se extingue.

Denote por Xy a quantidade inicial de individuos em uma populagao. Cada indivi-
duo, de maneira independente, reproduz k£ novos individuos com probabilidade px, em

que
(o]

pr >0, paratodo k=0,1,2,..., e Zpkzl- (B.1)
k=0

A quantidade total de individuos descendentes da populagao inicial, também chamada
de primeira geragao, serd denotada por X;. Novamente, cada individuo da primeira
geragao reproduz k descendentes com probabilidade py, conforme as regras em (B.1).
Assim, a primeira geracao produz uma segunda geracao cuja quantidade de individuos

sera denotada por X5 .

De maneira geral, na (n — 1)-ésima geracao, cada individuo reproduz k descenden-
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tes com probabilidade pg, de acordo com (B.1), de forma independente. Esses novos

individuos compoe a n-ésima geracao cujo tamanho é denotado por X,,.

Dizemos que a sequéncia de variaveis aleatorias { X, },>0 gera uma cadeia de Mar-

kov, isto é,

P(Xn = Tn | Xo = Zo, Xy = Llyenny Xn—1 :xn—l) = P(Xn = Tn ’ Xn—1 :xn—l)-

Agora vamos assumir que a populacao inicial é composta por apenas um individuo,
Xo = 1. Seja Y; o nimero de descendentes gerados pelo individuo ¢ de uma determinada

geracao. Temos que (Y;);>1 sdo variaveis aleatorias i.i.d. com distribuigao

[ee]
P(Y; =k)=pg, paratodo k=0,1,2,..., e Zpkzl.
k=0

Para todo n = 0,1,2, ..., podemos escrever X, 11 = ZZXZ"I P(Y, =k).

A funcao ¢(s) = Z;":Opksk é chamada fungdo geradora de Y;, para todo i, e
on(s) = Y1 P(X,, = k)s* & a fungdo geradora de X,,, paran =0, 1, 2,.... Assumi-
remos que ¢o(s) = s e que p,(0) = P(X,, = 0). Como Xy =1, p1(s) = ¢(s). Além

disso, temos que

=0
0o 0

= ZZP(Xn-H =k | Xn—])SkP(Xn:])
k=0 j=0
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Como as varidveis aleatorias Y; sdo ii.d. com funcao geradora ¢(s), a soma
Y] + ...+ Y; tem funcio geradora [p(s)]’. Portanto, a expressio em (B.2) & igual

a

(Pn—i-l(s) = @n(@(s))
= n-1(p(p(s))) = pn-1(p2(s))
= ...=p1(pa(s))

= #(pn(s)). (B.3)

Voltando ao nosso objetivo principal que é saber a probabilidade de exting¢ao da
populagao, vamos definir o evento {Extingao} = U2 {X, = 0}. Queremos calcular
P({Extingao}) := m. Observe que se py = 0, isto é, a probabilidade de um individuo
nao produzir descendentes é 0, entao a populacao nao se extingue com probabilidade 1,
ou seja, m = 0. Por outro lado, se pyg = 1, o individuo nao reproduz com probabilidade 1,
como consequéncia a populacdo se extingue com probabilidade 1 (7 = 1). Entao vamos
considerar que 0 < pg < 1. O proximo resultado relaciona a média de descendentes do

primeiro individuo da populacao e o valor da probabilidade .

Teorema B.1 Se m := E(X;) <1, entao m =1. Sem > 1, entdo m < 1 e € a unica

solug¢@o nao negativa da equacao s = @(s), que € estritamente menor do que 1.

A demonstrac@o desse resultado pode ser encontrada em [25].



Apéndice C

Desigualdades Importantes

Ao longo do texto utilizamos algumas desigualdades para demonstragao de propriedades

e teoremas. Nesse apéndice, estao reunidas todas as desigualdades que usaremos.

C.1 Comparacgao entre Bernoulli’s

Sejam X; ~ Bernoulli(p) e Y; ~ Bernoulli(p+¢;), onde i =1, 2,..., n e g; > 0 para
todo 4. Vamos mostrar que P(>"" | Y; > k) > P(>"" | X; > k) para todo k > 0.
Defina variaveis aleatorias independentes U; ~ Uni forme[0,1], parai=1,2,..., n,
e considere uma sequéncia de n realizacoes independentes de um experimento cujo
resultado consiste em sucesso ou fracasso. Dizemos que a j-ésima realizag@o é p-sucesso

se Uj < p, para j =1,...,n. Note que

em que A é a medida de Lebesgue em [0,1].

Vamos denotar por p’ := min;(p + €;) e considere o conjunto

Ny={je{l,....,n: U; <p}}.
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Seja A’ é a medida produto de n uniformes no intervalo [0,1]. Nesse caso,
n
STX; 2k | = X(N|p, = k) < X(IN|y > k) = ZY>k

Como queriamos provar.

C.2 Comparagao entre Poisson’s

Seja X1 ~ Poisson(A1) e Xo ~ Poisson(A2), onde A\; > Ao. Queremos provar
que P(X1 > k|X; > 0) > P(X2 > k|X2 > 0) para todo k¥ € N. Note que se
X ~ Poisson()), entao P(X > k|X > 0) > 0 para todo k. Entao, para k fixo,
basta provar que a derivada de P(X > k|X > 0) > 0 com respeito a A é estritamente

positiva para validarmos a desigualdade acima.

Primeiramente, temos que

_>\ o] N
P(X >k e oF
P(X > k|X > 0) = ( > ) Z] ki-i—l ]' _ Z] k41 71 .

P(X >0) 1— e A1

Logo,
1

dP(X > kX >0)  2j%en JA;! (= 1) = 52,y At

dA - (eA _ 1)2 :

Como (e — 1)2 > 0 para qualquer A > 0, falta provar apenas que o numerador da

derivada de P(X > k|X > 0) em relacao a A ¢ estritamente positivo, mas
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— JNTT — N )
i (e* —1)— Z ﬁe
j=k+1 Jj=k+1
> X! N > X!
KA DI=ED B
e
— 1)) il —1)!
Parntl Ak VL L =, -1
Moy SN
= 5 _Zﬁ
j=k
NSV &SN
o DI
7=0 i=k
oo )\] o0 )\]
RN DY
141 ] |
P A A Vi)
.. [1 1
— )k = _

Sabemos que (k+ 1) x (k+2) x ... x (k+j) > 1x2x...x 75 = jl, logo
G+EN=k(k+1)(k+2)...(k+j) > k!j!. Portanto,

= .71 1
U NV IS S
> [k:!j! (j+k)!} =

j=0

C.3 Desigualdade de Bernoulli

Em um corpo ordenado K, seja x € K tal que x > —1 e seja n € N. Entao vale
(14+2)" > 1+ nx.

A demonstracao dessa desigualdade é feita por inducgdo. Para o caso n = 1, temos
a igualdade (1 + z)! = 1 + 2. Agora suponha que a desigualdade ¢ verdadeira para o
cason = k: (1 +z)* > 1+ kz. Com essa hipotese, vamos provar que vale para o caso

n==%k+1:
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I+ =0 +2)0+2) > A +2)(1+kz) =1+ kx4 z + ka®

=1+ (k+ Dz +ka® > 1+ (k+ 1)z

C.4 Cauda Binomial

Seja X uma variavel aleatoéria com distribuigdo Bin(n,p). Vamos provar por indugao
que P(X > k—1) > 1— (Z)(lfp)Q. O caso em que n = 2, ou seja, quando X ~ Bin(2,p)

¢é valido pois

Agora suponha que a desigualdade vale para o caso n = k, isto é, se Z ~ Bin(k,p),
entdo P(Z > k—1) > 1 — (g)(l — p)2. Vamos usar essa hipotese para provar que
a desigualdade vale para n = k + 1, em que X ~ Bin(k + 1,p). Observe que X
tem a mesma distribuicdo de W + Y, onde W ~ Bin(k,p) e Y ~ Bernoulli(p) sao

independentes. Temos entao que

P(X>k) = PW+Y >k)
— PW4+Y2k|Y=0PY =0+PW+Y>k|Y=1PY =1)

= PW>k)(1—-p)+P(W>k—1)p.
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Como as variaveis W e Y sdo independentes,

PX>k) = PW>k(1-p+PW>k—1)p
= Q1-p)[PW >k—-1)—P(W=Fk—1)]+P(W >k-1)p

= PW>k-1)—P(W=k—-1)(1—p).

Pela hipotese de indugao,

P(X>k) > 1_<’2“>(1_ )2 _<kk1>pk_1(1_p)2
- k+1<k+1) k+1<kk1>pk_l(1_p)2
e
= () e

1—<k§fy1—m?

k—142pk—1
k+1

v

A ultima desigualdade é verdadeira pois < 1. Para provarmos isso, vamos
chamar k41 = j. Observe que k > 2, logo vamos considerar valores para j > 3. Entao

temos que

k—1+2p"1  j—242p72 2
k41 N j j

Como <le0<1-—pi2<1, %(1 —p’72) < 1. Portanto,

2 )
o<1—5(1—y*2)<1,

ou seja,

k—1+42pkt

0<
k+1

<1
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C.5 Desigualdades Exponenciais

Nesta secao vamos apresentar duas desigualdades envolvendo func¢oes exponenciais.

e Vamos mostrar que 1 —x < e™* para todo x € R. Para isso, considere a fungao
f(x) = e *+x — 1. Vamos mostrar que f(x) > 0 para todo x € R. Calculando

a primeira derivada de f(x), temos que f/'(x) =1 —e~*. Observe que:

=0 se z=0,
f’(x) >0 se x>0,

<0 se x<0.
A primeira derivada entdo nos da as seguintes informacoes:
— A tnica raiz de f € 0, isto &, f(0) = 0;
— f(z) > 0se x> 0, pois sua derivada é positiva nesse intervalo;

— f(xz) > 0se z <0, porque f'(x) <0 para esse intervalo de x.

Portanto, e ™" +2x—-1>0=¢e¢*>1—2x.

O

e Queremos provar que para x > 0 vale a desigualdade % > e~ %. Para isso vamos analisar

a funcgao:

g:(0,00) > R

g(x) =1—ze”

T

A primeira derivada de g é dada por ¢'(x) = xze™® — e~ e, como e~ * > (0 para todo z,

temos que
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=0 se =1,
g/(f) >0 se z>1,

<0 se O<zx<l.

Note que g(1) =1 —1/e > 0. Com essa observagao e a andlise da primeira derivada,

chegamos as seguintes afirmacoes:

— g(z) > 0 se x > 1, pois sua derivada é positiva nesse intervalo e g(1) > 0;

— g(z) > 0se 0 <z <1, porque ¢'(x) < 0 para esse intervalo e g(1) > 0.

Entao, como estamos considerando x > 0,

l—ze®>0=1/x >=¢".
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