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Resumo

Nesta dissertacao estudamos percolacao em um grafo cuja quantidade de aglomerados aber-
tos infinitos possui trés fases nao-triviais, correspondentes a existéncia de nenhum, infinitos
ou um unico aglomerado. Esse grafo, denominado L, é construido a partir do produto direto
de uma arvore regular T com a linha Z, no qual cada elo da arvore esta aberto com proba-
bilidade 7 e cada elo da linha, com probabilidade A. Todo o trabalho desenvolvido aqui se
constitui de uma analise especifica do artigo Percolation in oo+ 1 Dimensions, de Grimmett
e Newman, cujo objetivo principal é definir como se comportam as curvas que dividem as
trés regioes, representativas das trés fases no quadrado unitario, a partir dos possiveis valores
do par ordenado (7, \).



Abstract

In this work we study percolation on a graph for which the number of infinite open clusters
presents three non-trivial phases, corresponding to the existence of zero, infinite or a unique
cluster. This graph, called L, is the direct product of a regular tree T and the line Z, in
which each “tree” edge is open with probability 7 and each “line” edge with probability .
All work developed here is a specific analysis of the article Percolation in oo+ 1 Dimensions,
by Grimmett e Newman, whose the main purpose is define the behavior of the curves that
divide the three regions, representative of three phases in the unit square, from the possible
values of the ordered pair (7, ).
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Capitulo 1

Introducao

Muitos sistemas do mundo real tém sua estrutura formada por uma rede complexa que
pode ser modelada através de um grafo no qual os vértices correspondem as componentes
elementares da rede e as arestas entre os vértices denotam as relagoes existentes entre tais
elementos. Um exemplo da aplicacao desses grafos esta no mapeamento de redes de compu-
tadores em que, cada unidade terminal é considerada um vértice e cada ligacao entre essas
unidades é considerada uma aresta do grafo. Diversos outros exemplos podem ser citados,
como unidades de telefonia, radiofreqiiéncia, etc.

Devido a diferenca entre a natureza das ligagoes que ocorrem em cada sistema do mundo
real, que pode ser deterministica ou aleatoria, costuma-se dividir o conjunto de grafos em
dois tipos: grafos simples e aleatérios. A principal diferenca entre eles é, como o proprio
nome diz, a aleatoriedade das arestas. Nos grafos aleatérios, ao contrario do que acontece nos
grafos simples, as arestas nao sao fixas, mas sim determinadas a partir de um experimento
aleatorio qualquer. Diferentes modelos de grafos aleatérios produzem diferentes distribuicoes
de probabilidade nos grafos. E, sendo esse o objeto base de nosso estudo, vale a pena re-
lembrar que o primeiro modelo de grafo aleatoério, criado pelos matematicos hungaros Paul
Erdos e Alfred Rényi [7], dizia que um grafo aleatério se constitufa por uma estrutura de
n vértices em que cada par de vértices podia estar conectado através de uma aresta com
certa probabilidade p. Mais especificamente, segundo esse modelo, um grafo aleatério devia
ser gerado a partir dos seguintes passos: para cada par de vértices no conjunto de todos os
pares possiveis, realiza-se um experimento aleatério a fim de decidir a existéncia de aresta ou
nao. Tomando como exemplo o lancamento de uma moeda e considerando que essa moeda
apresente probabilidade p de resultar cara, para cada par de vértices langa-se a moeda e se o
resultado for cara, coloca-se uma aresta ligando os dois vértices, enquanto que se o resultado
for coroa, nao se coloca a aresta. Assim, apds as n(n-1) realizagoes do experimento tém-se o
que é denominado por modelo binomial de grafo aleatério.




Uma das areas que mais tem tido atencao nas ultimas duas décadas é a teoria da percolacao,
que segue idéias muito préximas de um modelo binomial de grafo aleatorio no caso em que
o numero de vértices do grafo, também chamados sitios, é infinito. Nesse caso, porém, a
probabilidade p nao define exatamente a existéncia da aresta, mas sim sua condicao, aberta
ou fechada.

A teoria da percolacao foi proposta pela primeira vez em 1957 por Simon Broadbent e
John Hammersley [8] como um modelo de passagem de fluido em meio poroso, em que o
meio é constituido de poros e canais que os ligam. Eles imaginaram uma estrutura repre-
sentativa do meio, com disposicao espacial regular, na qual os poros eram simbolizados por
sitios (ou vértices) e os canais, por elos. Supuseram também que cada um desses canais
estivesse aberto a passagem do fluido de forma aleatéria e independentemente dos demais.
Por fim, definiram um parametro de densidade p, que representa a probabilidade de cada
canal estar aberto. Como exemplos podemos imaginar o meio como sendo um tipo de solo
recebendo dgua da chuva (fluido) ou uma regiao povoada onde esté ocorrendo a difusao de
uma epidemia.

A grande diferenca entre esse novo modelo e outros modelos probabilisticos mais antigos,
tais como passeios aleatorios, é que nao é mais o movimento que é aleatério num meio fixo.
Agora, trata-se de um movimento fixo num meio aleatério cujas propriedades dependem do
parametro de densidade p.

Nessa nova proposta, a questao bésica é a ocorréncia ou nao de percolagao, ou seja, ¢ a
duvida quanto a existéncia de caminhos que atravessem o meio e que sejam formados apenas
por canais abertos. Isso permitiria a passagem do fluido através do meio. Porém, como
em situacoes reais o meio é geralmente constituido por uma grande quantidade de poros
e canais microscépicos, tal como numa situacao onde queremos verificar a possibilidade da
passagem de um gas através de uma rocha, é comum utilizarmos a idéia de infinito para
conseguirmos representar o que seria a passagem do fluido através do meio. Assim, descre-
vemos a ocorréncia de percolagao no modelo proposto por Broadbent e Hammersley como
a existéncia de pelo menos um aglomerado aberto infinito, ou, mais precisamente, como a
existéncia de pelo menos um aglomerado infinito de sitios, no qual existem caminhos de elos
abertos que os conectam.

Se seguirmos um pouco mais adiante, passamos a um segundo interesse da teoria da per-
colagao, que tem como pretensao estender o conhecimento sobre a ocorréncia ou nao de
percolacao para uma informacao mais ampla: a distribuicao de aglomerados abertos infi-
nitos no grafo. A quantidade de aglomerados abertos infinitos em cada grafo associamos
a letra N. E o objetivo, entao, passa a ser averiguar o comportamento de N em funcao
do parametro de densidade p do modelo. Em uma dimensao o modelo é trivial e nao ha
aglomerados abertos infinitos a nao ser quando p = 1. Ou seja, N = 0 em quase toda



realizacao do meio. Em Z2, Broadbent e Hammersley mostraram que existe uma densidade
critica nao-trivial (estritamente entre zero e um), abaixo da qual ndo hé aglomerados abertos
infinitos em quase toda realizagao do meio e acima da qual hd um tnico aglomerado aberto
infinito em quase toda realizacao do meio. Ou seja, em duas dimensoes, ou N =0ou N =1
quase certamente. A essa mudanga que ocorre ao se passar de um estado em que existem x
aglomerados abertos infinitos para um estado em que existem y aglomerados abertos infini-
tos, onde = # y, chamamos transicao de fase.

Nos ultimos vinte anos, o mundo académico tem voltado muito de sua atencao para mo-
delos de percolagao como o definido acima e, com isso, muitos avangos tem sido obtidos
nessa area. Isso faz com que a teoria matematica da percolacao venha se firmando hoje em
dia como uma das mais ativas e influentes subareas da teoria da probabilidade.

O nosso objetivo nessa dissertagao ¢ estudar o problema de percolagao num grafo especifico
L, construido a partir do produto direto de uma arvore regular T com a linha 7Z, no qual
cada elo da arvore estd aberto com probabilidade 7 e cada elo da linha, com probabilidade
A. Em particular, analisaremos o artigo Percolation in oo + 1 Dimensions, de Grimmett e
Newman [1], a fim de estudar o comportamento da quantidade N de aglomerados abertos
infinitos em L, a partir dos possiveis valores que os parametros do modelo, 7 e A, podem
assumir.

A relevancia desse trabalho se encontra no fato que, diferentemente do que ocorre nos gra-
fos j4 muito estudados, como Z¢, no grafo L. ndo h4 apenas uma transicdo de fase. Vamos
ver que, dependendo dos valores dos parametros 7 e A, o nimero de aglomerados abertos
infinitos em IL pode ser igual a zero, a infinito ou a um. E isso nos garante um grafo que
apresenta dois momentos distintos de transicao de fase.

Para isso, no capitulo 2, introduziremos formalmente o modelo de percolacio em Z? e o
modelo nas arvores k + 1 regulares e apresentaremos importantes definigoes e resultados
desses modelos que serao utilizados no decorrer do trabalho.

No capitulo 3, introduziremos o grafo IL e apresentaremos e demonstraremos os resulta-
dos obtidos por Grimmett e Newman relativos a percolacdo no mesmo. Discutiremos os
resultados no capitulo 4. Por fim, apresentaremos as nossas conclusoes no capitulo 5.



Capitulo 2

Modelo de percolacao de elos
independentes

Neste capitulo introduziremos o modelo de percolacao independente de sitios. Parte da
notacao utilizada nesta dissertacao também é introduzida nesse capitulo, assim como alguns
dos principais resultados da teoria de percolacao que serao utilizados. A referéncia bésica
utilizada para o que serd descrito aqui é o livro Percolation, de Grimmett [2].

2.1 Percolacao em Z¢

2.1.1 Percolacao Isotrépica

Considere o grafo ou a rede hiperctibica em d dimensoes (Z¢, E¢) em que Z? é o conjunto de
sitios da rede e E? = {(z,y) € Z* x Z%; 3! i tal que |z; —y;| = le|z; —y;| =0, Vj # i} é seu
conjunto de elos. Por motivos de simplificacao de notacao, ao longo do texto, nos referiremos
ao grafo (Z, E?) simplesmente por Z<.

A cada elo de E? associamos uma varidvel aleatéria X, que tem distribuiciio Bernoulli de
parametro p. Essa associacao é feita de modo independente para cada elo. Se X, = 1
dizemos que o elo e estd aberto e se X, = 0 dizemos que o elo e esta fechado. Assim temos,
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O espaco de probabilidade para esse modelo é (€2, F,P,), onde §2 = {0, 1}Ed, F é a c—éalgebra
gerada pelos eventos cilindricos, ou seja, a o—algebra gerada pelos eventos que dependem
apenas de elos de subconjuntos finitos de E?, e P, é a medida produto, isto é,

P, = H Lhe-

ecEd

A um elemento do espaco amostral w € Q, onde w = (X,,e € E?), denominamos uma
configuracao.

Definigao 2.1. Um conjunto de elos de E% {e1,eq,...;e,},n > 1, onde e; = (z;,9;),1 =
1,2,...,n, serd dito um caminho auto-evitante se x1, xa, ..., T, forem distintos e y; = x;11,1 =
1,2,...,n—1. Um caminho serd dito aberto na configuracao w se todos os seus elos estiverem
abertos, isto é, se X.,(w) =1,i=1,2,...,n.

Definicao 2.2. Diremos que dois sitios da rede, x e y, estao conectados em w se nessa
configuracao existir um caminho aberto {ey,es,...,e,} com x1 = x ey, = y. A notagdo
utilizada para conexdo serd x <> y.

Vemos que a conectividade é uma relagao de equivaléncia e as classes de equivaléncia em que
se dividem os sitios chamaremos aglomerados. Seja entdao C,(w) = {y € Z? : x <+ y em w}.
Assim, C,(w) serd chamado o aglomerado aberto do sitio z na configuragao w.

O principal interesse da teoria da percolacao é estudar a distribuicao da varidvel aleatéria
|C'| definida como a cardinalidade do aglomerado da origem, que pode assumir valores de 1
a 0o. Mais especificamente, procura-se investigar quais sao as condicoes que deve-se impor
ao parametro p para gerar probabilidade positiva de existéncia de aglomerados de tamanho
infinito na rede. A probabilidade de existéncia de aglomerados infinitos na origem é denotada
por

6:0,1] — [0, 1]

O(p) ==Py(w € Q:|C(w)| = o0).

J& se sabe de [2] que 6(p) é nao decrescente em p e isso é claramente intuitivo j& que um
aumento no valor de p conduz geralmente a um aumento no nimero de arestas abertas em
7%, aumentando assim o comprimento de caminhos abertos que saem da origem. Além disso,
sabe-se também que quando p = 0 nao hd aglomerado aberto em Z? pois todos os elos se
encontram fechados com probabilidade um e, quando p = 1, todos os elos se encontram
abertos e, por essa razao, o préprio Z¢ se transforma num aglomerado aberto infinito tinico.



Como 6(p) é nao decrescente em p, faz sentido definir o ponto critico

pe := sup {p: 0(p) =0},

e, entao, temos que,

=0 se p<p.
9(p){>0 se p>pe

Observe que em Z nao ocorre percolagao, a menos que p = 1, isto é, p.(Z) = 1. Para ver isso
note que P,(|C| =n) = p". Além disso, {|C| =n} 1 {|C| = oo}. Logo,

O(p) =P,(|C] =00) = lim P(|C|=n)=lim p"=0<p< 1.
n—00 n—00
Em duas ou mais dimensoes, no entanto, o ponto critico nao é encontrado de forma tao

trivial. De qualquer maneira, para esse caso temos o seguinte teorema, cuja demonstracao
pode ser vista em [2].

Teorema 2.3. Em Z¢, d > 2, p. € (0,1).
Um outro resultado que nos sera 1til diz que se algum vértice v de um grafo conexo qual-
quer G possui probabilidade estritamente positiva de pertencer a um aglomerado aberto

infinito, entao todos os vértices de G também possuem probabilidade estritamente positiva
de pertencer a um aglomerado aberto infinito.

Teorema 2.4. Se 6,(p) > 0 para algum v, entdo 6,(p) >0 Yy € V(G), onde G € um grafo
conezo.

Demonstracdo. Para nos convencermos disso, basta percebermos que

b,(p) = Z P,(y € aglomerado infinito /k € aglomerado infinito ) 6x(p) >
keV(G)

> P, (y € aglomerado infinito /v € aglomerado infinito ) 6,(p) = P,(y <> v) 6,(p) > 0.

[

O teorema abaixo nos diz que em Z%, d > 2, se ocorre percolacao na origem com probabilidade
positiva entao existe, Pp-quase certamente, algum aglomerado aberto infinito em algum
vértice no grafo.

Teorema 2.5. Eziste aglomerado aberto infinito em Z2, d > 2, se, e somente se, 0(p) > 0.
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Demonstragao. Se definirmos ¥(p) =P, ( U {|C:(w)| = oo} ), sabemos, entao, que,

xCcZ4

U(p) =P, ( U IC:(w)] = o0} ) <D P (ICa(w) = 00) = Y 6(p).

z€Z? zeZd zeZd
Logo, se 0(p) = 0, entao, ¥(p) = 0. Por outro lado, veja que

U(p) = P, (|C(w)] = 00) = 0(p).

Logo, se O(p) > 0, entao, ¥(p) > 0.

Como o evento {existe aglomerado aberto infinito} nao depende de nenhuma quantidade
finita das varidveis aleatérias { X, }.cra € essas varidveis sao independentes, temos, pela Lei
0 — 1 de Kolmogorov, que ¥(p) = 1. O

Além desses resultados, sabe-se que, em Z?, d > 2, se existir aglomerado aberto infinito,
entao este é Unico quase certamente. Ou seja, se definirmos

N:Q—>N

N(w) = numero de aglomerados abertos infinitos em w,

e se p é tal que p > p., entdo, P,(w € Q; N(w) =1) = 1.

Assim, a importancia dos resultados acima estd no fato de que, em duas ou mais dimensoes,
existem duas fases distintas do processo de percolacao. Na fase subcritica, quando p < p.,
cada vértice de Z¢ estd em um aglomerado aberto finito quase certamente. Desta forma, todos
os aglomerados abertos sao finitos com probabilidade 1. No entanto, na fase supercritica,
quando p > p., cada vértice estd, com probabilidade positiva no tnico aglomerado aberto
infinito existente.

E valido ressaltar que, como N é uma funcao invariante por translagao em €2, entdao, por
ergodicidade, sabemos que existe k € {0,1,2,...} U {oo} tal que P,(w € Q: N(w) = k) = 1.
Ou seja, N é quase certamente igual a uma constante k e evidentemente o valor de k& depende
da escolha de p (teorema 1, pagina 408 de [12]). Utilizaremos esse fato na prova do teorema
abaixo, cuja demonstragao pode ser obtida em [2].

Teorema 2.6. Unicidade do aglomerado aberto infinito em Z°.

Se p € tal que O(p) > 0, entdo Py(w e Q: N(w)=1) =1.

11



Demonstracdo. Se p = 0, ndo existird nenhum elo aberto em Z¢ e obviamente serd impossivel
a ocorréncia de qualquer aglomerado aberto infinito, logo 6(p) = 0. Caso p = 1, todos os
elos de Z% estarao abertos e o tnico aglomerado aberto infinito serd o préprio Z¢. Esses sao
0s casos triviais.

Suponhamos a partir disso, entao, 0 < p < 1 e determinemos N como o numero de aglome-
rados abertos infinitos em Z?, B como um conjunto finito de vértices e Ep como o conjunto
de elos de Z? que tém algum de seus extremos em vértices de B.

A partir daf, vamos definir Nz(0) como o ntimero de aglomerados abertos infinitos em Z4
quando todas arestas em Ep estao fechadas, Ng(1) como o nimero de aglomerados abertos
infinitos em Z¢ quando todas as arestas em Ep estdo abertas e Mp como o ntmero de
aglomerados abertos infinitos em Z? que interceptam B.

Chegada a discussao a esse ponto, temos entao que, definida a probabilidade p de que
qualquer aresta em Z? esteja aberta, o nimero de aglomerados abertos infinitos serd igual
a um valor preciso k com probabilidade 1. Poderiamos até permitir que o nosso raciocinio
intuitivo desse alguns passos mais adiante para concluir que, até um certo ponto pg, quanto
maior o valor de p, maior seria também o valor de k. E a partir de pg, quanto maior o valor
de p, menor seria o valor de k, pois uma maior quantidade de elos abertos faria com que
os aglomerados abertos infinitos comecassem a se unir, reduzindo, assim, o nimero total de
aglomerados abertos infinitos em Z?. Esse raciocinio, porém, é falho e mostraremos que,
independentemente do valor de p escolhido, k sempre satisfard k € {0,1,00}. Para isso,
suponhamos primeiramente que 2 < k < 0o.

Nesse caso, como cada configuragao em Ep tem probabilidade estritamente positiva, segue
da quase certa constancia de N citada anteriormente que

P,(N5(0) = Np(1) = k) = 1.

Para ver isso, note que P,(Np(0) = k) = P,(N = k/B fechado) = Pv(];jfo}Ci;Zi};adO) —1e

que P,(Np(1) = k) = P,(N = k/B aberto) = Pp(]\];:anabirisfm) =1, pois Py(w € Q: N(w) =
k) = 1.

Voltando a suposicao de que 2 < k < oo e ao raciocinio anterior, ja temos provado agora
que P,(Np(0) = Np(1) = k) = 1. Porém, Np(0) = Np(1) se, e somente se, B intercepta no
méximo um aglomerado aberto infinito (e aqui é onde usamos a hipétese de que k£ < 00).
Afinal se B intercepta mais de um aglomerado aberto infinito quando esta todo fechado, ao
abrirmos todos os elos de B, todos esses aglomerados abertos infinitos se juntarao num sé
e, assim, Ng(0) nao serd igual a Ng(1). Dessa forma, chegamos, entao, & conclusdo de que
P,(Mp > 2) = 0.

Obviamente Mp é nao-decrescente em B, pois quanto maior for B, maior serd o numero
de aglomerados abertos infinitos que serao interceptados. E é claro também que, a medida
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que B cresce para Z?, o niimero de aglomerados abertos infinitos interceptados por B cresce
para o numero total de aglomerados abertos infinitos, ou seja

Mp — N quando B 1 Z%.

A partir daf, tomamos B como S(n) = {z € Z? : §(0,z2) < n} e tomamos o limite quando
n —> 00 para encontrar

PP(N Z 2) = lim Pp(Mg(n) Z 2) = 0,
n—oo
o que implica que k < 1 quase certamente, em contradicao com a hipotese de que 2 < k < oo.
Essa parte da demonstragao nos permite afirmar, entao, que os unicos valores admissiveis
para k sao zero, um ou infinitos. Mas como ainda queremos provar que k sempre satisfara
k € {0, 1}, vamos entao supor agora que k = 00.

Chamamos um vértice x de trifurcacao se:

(a) = reside em um aglomerado aberto infinito;

(b) ha exatamente trés arestas abertas incidentes em x e;

(c) a eliminacao de = e de suas trés arestas abertas incidentes partem esse aglomerado infinito
em exatamente trés aglomerados infinitos disjuntos e nenhum aglomerado finito.

Denominaremos T, o evento {x é uma trifurcagao}.

Sabemos que P,(T}) é constante para todo z e, portanto,

1
P,(1T,) = E I . 2.1.1
P( 0) |B(7’L)| D ezB(:) Ty ( )

Mostraremos agora que, sob a hipétese de que k = oo, P,(Tp) > 0.

Para isso, vamos definir Mpg(0) como o ntimero de aglomerados abertos infinitos em Z¢ que
interceptam B quando todas as arestas em B estao fechadas.

Uma vez que Mp(0) serd sempre maior ou igual a Mp, temos que P,(Mgn)(0) > 3) >
P,(Ms@my > 3) —nsoe Pp(N > 3) = 1. Note que estamos levando em conta a hipdtese
acima porque estamos considerando que é igual a um a probabilidade de que k = oo (e,
consequentemente é também igual a um a probabilidade de que N > 3).

Entéo, existe ng tal que P,(Mg(ny)(0) > 3) > 3 e fazemos B = S(ny).

Note que:
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(a) O evento {Mp(0) > 3} é independente dos estados dos elos em Ep.
(b) Se 0 evento { M (0) > 3} ocorre, entao existem x, y, z residentes em distintos aglomerados
abertos infinitos de E¢ — Ep.

E fécil ver que existem caminhos que ligam x,y, z a origem, de maneira que:

(i) A origem é o unico vértice comum para quaisquer dois caminhos;
(ii) Cada um toca exatamente um vértice residente na fronteira 0B.

Para ilustracao da situagao suponha que, na figura abaixo, somente se encontrem os vértices
x pertencentes a S(n), onde S(n) = {z € Z? : §(0,x) < n}, e trés aglomerados abertos
infinitos que interceptam S(n).

X
° ° ° o ° ° o (] o ] ° ]
° ° ° ° ° ° ° ° (] ° . ° .
° o o ° o ° ° o (] o L] ° ]
° ° o ° o ° ° o . o . ° .
° ° ° ° ° ° ° ° (] ° (] ° .
origem
° ° ° ° ° ° o . . ° . ° .
° ° ° ° ° ° [J . (] ° (] ° L]
° ° o ° ° ° ° ° (] o . ° ]
° ° ° ° ° ° ° ° (] . (] ° ]
° ° o ° ° ° ° ° (] ° . ° . °
° ° o ° ° ° ° . ° ] ° ] °

Figura 2.1: S(n) interceptando 3 aglomerados abertos infinitos.

Seja J,,. 0 evento {todos elos nesses caminhos estdo abertos e todos os outros elos em Ep
estao fechados}.

Como B ¢ finito: P,(Jy,../Mp(0) > 3) > (min{p,1 — p})® > 0, onde R é o ntimero de elos
em Eg.

Entao, P,(0 é uma trifurcagao) > P,(J,,, ./Mp(0) > 3)P,(Mp(0) > 3), pois J,, . é apenas
uma das combinacoes de caminhos que tornam a origem uma trifurcagao, ou seja,

{Jey.- N (Mp(0) > 3)} C {To} = {0 é uma trifurcagao}.
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E, pelo que ja vimos acima,

By(T0) > By(Juye/Mp(0) = BB, (Mp(0) = 3) > S (min{p,1 - p)* > 0. (21.2)

N | —

Como P,(7) > 0, segue de (2.1.1) que o nimero médio de trifurcagdes dentro de B(n) é da
ordem |B(n)| = n? quando n — occ.

No entanto, selecione uma trifurcacao t; de B(n) e escolha um vértice y; € 9dB(n) que
satisfaca t; <> y; em B(n). Depois selecione uma nova trifurcagao to em B(n). Podemos ver,
utilizando a defini¢ao do termo trifurcagdo, que existe yo € dB(n) tal que ys # y1 € ty <> Yo
em B(n). E, assim, podemos continuar selecionando a cada momento uma nova trifurcacao
t € B(n) e um novo vértice y, € 0B(n). Se existem 7 trifurcagoes em B(n), entdo obtemos
T vértices distintos em 0B(n). Logo, |0B(n)| > 7. Porém, E,(7) ¢ comparavel a |B(n)| e
isso é uma contradi¢io para n grande, uma vez que |0B(n)| cresce em n?~t e |B(n)| cresce

em n<.

Segue uma versao rigorosa do argumento exposto no paragrafo anterior.

Seja Y um conjunto finito com |Y| > 3. Definimos uma 3-particao II = {P,, P», P3} de Y
como uma particao de Y em exatamente trés conjuntos nao-vazios P, P, e Ps.

Dizemos que Il = {P, P,, P3} e II' = {P], Py, P{} sdo compativeis se P, 2 PjU P} (ou
PlD P UR).

Uma colegao p de 3-particoes ¢ dita compativel se cada par distinto é compativel.

Lema: Se p é uma familia compativel de 3-particoes distintas de Y, entao

o] < Y] - 2. (2.1.3)

Demonstracao. Por inducao em |Y'|, notando primeiramente que |p| < 1 se |Y| = 3. Afinal,
se sO existem 3 vértices, s6 é possivel uma Unica particao desse conjunto em trés conjuntos
nao-vazios, que é o caso em que cada um dos trés vértices forma isoladamente um tunico
conjunto. A partir daf assumimos verdade para |Y| < n e tomamos |Y| =n + 1.

Escolha y € Y e chame Z =Y — {y}.

Seja p uma familia de 3-particoes compativeis de Y. Qualquer II € p pode ser escrito na
forma 1T = {II; U {y}, 5, I3} para subconjuntos disjuntos Iy, Il e I3 de Z, satisfazendo
II5 e 113 nao-vazios e II; U Il U Il3 = Z.

Seja p’' o conjunto de todos os IT tal que TI; # ) e seja " = p — ¢/, ou seja, E” é o conjunto
de todos os II tal que II; = 0.
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E claro que, no caso em que II; # (), a familia de triplas {II;, Iy, II3} é uma familia 3 — p
compativel de Z, logo

lp'| <1Z| —2=1Y|— 3. (pela hipStese de indugao)

Finalmente mostramos que |p"| < 1.

Suponha por absurdo que " contenha duas 3-partigdes distintas de Y: {{y}, As, A3} e
{{y}7 B27 B3}

Por uma reordenagao adequada dos elementos, podemos assumir que As O {y} U Bs, o que
¢ uma contradi¢ao, uma vez que y ¢ A,.

Logo, || < [¢/[ +[p"| < Y] =3+1=[V]-2. -
Voltando a demonstragdo do Teorema 2.3, seja K um aglomerado aberto de B(n). Se x é
uma trifurcagao pertencente a KN B(n—1), a remocao de z induz uma partigdo de KNOB(n)

em trés conjuntos unidos por caminhos abertos em x, cada um via um dos trés elos abertos
incidentes em .

Além disso, x corresponde a uma 3-particio II(z) = {P,, P», P3} de K N 0B(n) com as
propriedades:

(a) P; é nao vazio para i = 1,2, 3;
(b) P; é um subconjunto de um subgrafo conexo aberto de B(n) — {z};
(c) P, <> P; em B(n) — {x} se i # j.

Além do mais, se z e 2’ s@o trifurcacoes distintas de K N B(n — 1), entdo II(z) e II(z’) sdo
distintos e compativeis.

Segue do Lema (2.1.3) que o nimero 7(K) de trifurca¢oes em K N B(n — 1) satisfaz

7(K) < |K N9B(n)| - 2.

Somando essa inequagao sobre todos os aglomerados conexos K de B(n), obtemos

> Ir, <|0B(n)].

z€B(n—1)
Tomando esperangas e usando (2.1.1), encontramos que
|B(n — 1)|5,(To) < [0B(n)],

o que é impossivel para n grande uma vez que o lado esquerdo cresce em n¢ e o lado direito

cresce em n?~!. Essa contradicdo completa a prova. ]
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Desigualdade de FKG

A Desigualdade de FKG sera utilizada mais tarde nesta dissertagao. A seguir definimos o
que ¢ variavel aleatoria crescente e posteriormente a desigualdade propriamente dita.

Definicao 2.7. Considere w e w' € Q. Dizemos que w =< W' se w(z) < w'(x) Vo €V, isto
¢, se cada vértice que estd aberto em w também estd aberto em w'.

Defini¢ao 2.8. A wvaridvel aleatéria X € chamada crescente se X (w) < X(w') sempre que

w < w'. Como consequéncia, o evento A € chamado crescente se sua fun¢do indicadora 14
for crescente.

Exemplo 1 Se v, e vy sdao vértices de Z?, entdo o evento {we Q:v «— vyemw} é
crescente.

Se A e B sao eventos crescentes, entdo, Vp € (0, 1), é intuitiva a idéia de que

B{A|B} = B,{A},
pois a ocorréncia do evento crescente B na configuracao wg, necessariamente implica na
existéncia de sitios abertos e portanto aumenta a probabilidade de ocorréncia do evento A

em wp. E precisamente isso o que diz o resultado abaixo. Para a demonstragao, veja [2].

Teorema 2.9. Desigualdade de FKG

a) Sejam X e Y varidveis aleatdrias crescentes com E,(X?) < oo e E,(Y?) < 0o. Entdo

E,(XY) > E,(X)E,(Y).

b) Sejam A e B eventos crescentes. Entdo

P{AN B} > P{A}P,{B}. (2.1.4)

A partir de agora as notacoes |C(w)| e P,(w € Q : |C(w)| = 00) serdo substituidas respecti-
vamente por |C| e P,(|C| = 00).
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2.1.2 Percolagao Anisotrépica em Z?

Consideremos o grafo ou a rede hipercibica em 2 dimensoes (Z?, E?) em que Z? é o conjunto
de sitios da rede e E* = {(x,y) € Z? x Z* 3 i tal que |z; —y;| = lela; —y;| =0, V) # i} é
seu conjunto de elos.

Consideremos agora, entretanto, que a cada elo horizontal de E? associamos uma varidvel
aleatéria X, que tem distribuicao Bernoulli de parametro 7 e que a cada elo vertical de [E?
associamos uma variavel aleatoria Y, que tem distribuicao Bernoulli de parametro A. Essas
associacoes sao feitas de modo independente para cada elo. Se X, = 1 dizemos que o T-elo
e estd aberto e se X, = 0 dizemos que o 7-elo e estd fechado. Da mesma forma, se Y, = 1
dizemos que o A-elo e esté aberto e se Y, = 0 dizemos que o A-elo e estd fechado.

Assim temos que, V e € {E? : ((21, 22), (21 + 1, 22)) },

pe(Xe=1)= 7 =1—p.(X.=0), 7€l0,1].

Da mesma maneira, temos que, V e € {E? : ((21, 22), (21,22 + 1)) },

ve(Yo=1)= X =1—1.(Y.=0), Ae]0,1].

O espago de probabilidade para esse modelo é (Q,F,P;)), onde Q = {0,1}E2, F é a
o—algebra gerada pelos eventos cilindricos, ou seja, a o—élgebra gerada pelos eventos que
dependem apenas de elos de subconjuntos finitos de E?, e P, é a medida produto em 2.

A um elemento do espago amostral w € €2 denominamos uma configuracao e a probabilidade
de existéncia de aglomerados infinitos na origem é denotada por

6:10,1* — [0,1]

O(r,\) =Pra(w e Q:|C(w)| = o0).
Um dos resultados mais importantes de percolacao anisotrépica em Z? é o seguinte, que pode
ser encontrado em [2].
Teorema 2.10. O(7,\) > 0 se, e somente se, T+ X > 1.
E, nesse caso, assim como no modelo isotrépico, pode-se garantir que existe no grafo um, e
somente um, aglomerado aberto infinito quase certamente. Ou seja, em Z2, se 7 + A > 1,

entao,
Pa(weQNw)=1)=1.
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Vamos agora introduzir a ideia de comprimento horizontal de correlagao da percolacao em
Z?. Para isso, defina T,,,(n) como

T(n) ={(21,2) €EZ*: 0 < 2 <, |2 <m}, mneN

que possui comprimento n e altura 2m (Figura 2.2).

Figura 2.2: T,,(n).

A partir desse conjunto de vértices, transformamos 7,,,(n) em um grafo, adicionando todas
as arestas de Z? com excecao daquelas que estao a direita e & esquerda de T}, (n), isto é, as
arestas do tipo ((0,v), (0,y + 1)) e ((n,y), (n,y + 1)), —m <y < m — 1 (Figura 2.3).

Defina

1
Gm(T,A) = lim {—— log P, 1((0,0) <> (n,0) em T,,,(n))}. (2.1.5)
n—00 n
Veja que, por FKG e por invariancia translacional,
P.((0,0) <> (n+£,0)) em T,,,(n + k) >

> P, [((0,0) <> (n,0) em Tp,(n)) N ((n,0) <> (n+ k,0)) em T,,(k))] >
> P, 1((0,0) <> (n,0) em T,,,(n))P,1((0,0) <> (k,0) em T,,,(k)),
onde T, (k) = {(21,20) € 2% :n < z; < n+k, |z <m}.
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Figura 2.3: Grafo gerado a partir de T}, (n).

Temos entao que a sequéncia
an = —1og P, ((0,0) <> (n,0)) em T}, (n)

é subaditiva. Dessa forma, o limite em (2.1.5) existe por subaditividade (ver anexo 1) e,
além disso
P.[(0,0) <+ (n,0) em T}, (n)] < e "N v, (2.1.6)

Deste modo
pm(n) :=P.1[(0,0) < (n,0) em T}, (n)] < e N v, (2.1.7)

Para obter uma cota inferior para p,,(n) considere r e s inteiros positivos e A o evento
em que todas as arestas da forma ((r — 1,y),(r — 1,y + 1)) e ((r +1,y), (r + 1,y + 1)) para
—m < y < m junto com as arestas ((r —1,0),(r,0)) e ((r,0), (r + 1,0)) estejam abertas.
Como P, ,(A) = M™72, entdo, pela desigualdade de FKG, temos

M2 (r 4 8) < PA((0,0) «— (r+5,0) em Ty (r +s) N A).

Observe que a ocorréncia do evento A e a existéncia de um caminho aberto conectando
(0,0) a (r+s,0) em T,,(r + s) necessariamente implica na ocorréncia de um caminho aberto
conectando (0,0) a (r,0) em 7,,(r) e de um caminho aberto conectando (r,0) a (r + s,0)
em T,(s), onde Tp,(s) = {(z1,22) € Z® : v < z; <1+ 5,]20] < m}. Logo, pela invariancia
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translacional temos
P, A((0,0) «— (r+s,0) em T,,,(r +5) N A) < pp(1)pim(s)

e isso implica que
N2 (1 4 8) < P (1) P (5).

Logo,
log (A" 72py(r + )] < 1og [pin (1)pm(s)],

ou seja,

log X772 +10g p(r + ) < 1og P (r) +10g pi(s) -
N ~ _ v ~— N——

VvV
—d Aris ar as

Usando o Teorema do limite da subaditividade que se encontra no anexo A, temos que

lim (a”+d—d) :)\:mf{a";d—d} =a, > (A+dn—d, VneN. (2.1.8)

Mas como, lim,, . % + % —d = lim, o * — d, podemos, entdo, afirmar também que

a, > (hm %—d—i-d)n—d

n—oo 1

E, assim, podemos concluir que

log pm(n)

log pm(n) Z n lim + IOg )\4m7_27

n—oo

que é equivalente a

10g pm(1n) = 1 (=dm(r, X)) + log A*"72,
ou seja,
Pm(n) > e OmCANIMZ2 -y € N, (2.1.9)
J4 sabemos a partir de agora, entdo, que p,(n) > Amr2e™¢n(mA) yp € N, e além disso,

sabemos também que
pm(n) > 7", (2.1.10)
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pois 7" representa a probabilidade de que o caminho formado pelos elos ((4,0), (i + 1,0)),
com ¢ = 0,...,n — 1, esteja aberto.

Entdo, por (2.1.7) e por (2.1.10), temos que 7" < p,,(n) < e (Y ¥n € N. E isso implica
que

e~ (A > 7 (2.1.11)

Assim como no caso de percolacao isotrépica em Z?, temos de [2] que

O (T, A) L o(T, ) (2.1.12)

quando m — oo, onde

o(1,\) = Tim. {—% log P-»((0,0) ¢ (n,O))} : (2.1.13)

que ¢é a reciproca do comprimento de correlagao horizontal.

Note que ¢(, \) é estritamente decrescente em 7 e A, quando 7+ A < 1 e ¢(7, A) | 0 quando
AT (1 —=7)ouquando 71 (1 — ). A prova pode ser consultada em [2].

Entao, por (2.1.11) e por (2.1.12), quando m — oo podemos afirmar que

e~ N > 7, (2.1.14)

Essa cota inferior para ¢(7, \), entretanto, pode ser melhorada. Para isso, vamos definir,
equivalentemente a (2.1.13),

o(t,\) = lim {—% logP;x((0,0) < L,, em H)}, (2.1.15)

n—00

onde L, ¢é a linha vertical {(n,z2) : 2z € Z} e H = {(x,y) : * > 0,y € Z}. Para verificar essa
equivaléncia, veja [2].

Note que é possivel encontrar caminhos abertos em H da origem até L, observando a linha
vertical de arestas que saem da origem e encontrando alguma aresta aberta na horizontal
que leve em direcao a L, e continuando a observar a linha vertical do novo ponto e assim
sucessivamente.

Afirmamos que a probabilidade de que essa construcao chegue a L, é

{1-E(1-7"}",

onde L é o numero de vértices na linha vertical de arestas abertas que saem da origem.
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Para ver isso, seja

A= (1{(0,0) «» (1,2)},

2€Z

ou seja A representa o evento em que, ao se sair da origem, nao hé caminhos abertos que
possibilitem alcancar L.

Entao,
ZIP’TAA/L_k:) A =Y (1—7)!P.A(L=k)=E[1-7)"].
k=1
Note que,
P.A(L =k) = kXNH1 — N2
k—1
Entao, P 21—7 EXNT 1= N)2=(1-7)(1 2Zk
k=1 k=1 q
Como
— d d ¢ (1-gq)+gq 1
k qk‘ 1 k - — — ’
Z qu dg 1—q  (1-¢3* (1-g)
temos que
1
1—7)(1—A)?° = E[(1-7)".
(1= 7= N =y = Fl0 ="

Veja que P;,((0,0) <» L, em H) > {1—E[(1—7)!]}". Por subaditividade e (2.1.15)
temos
e N > P ((0,0) <> L, em H).

Assim,
e—nqb(f,)\) > {1 — F [(1 - T>L] }n’

o que implica que
e 9N > {1-E[1-7)"}.

Logo,

(2.1.16)
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2.2 Percolacao nas arvores k + 1 regulares

Um dos tipos mais frequentes e importantes de grafos sao as arvores, definidas informalmente
como grafos conexos sem ciclos. Um grafo é dito conexo quando existe um caminho entre
quaisquer dois de seus vértices. Ciclos sao caminhos de comprimento minimo trés, em que o
primeiro e o ultimo vértice coincidem, mas nenhum outro vértice é repetido. Ao reunirmos
essas duas propriedades, concluimos que uma arvore é um grafo que possui um tnico caminho
conectando quaisquer dois pares de vértices. E mais do que isso, para um dado ntmero de
vértices n, uma arvore é também o grafo conexo com o menor niimero da arestas. As varias
caracterizagoes das arvores podem ser reunidas no teorema a seguir, cuja demonstracao pode
ser consultada em [10].

Teorema 2.11. Seja T um grafo com n vértices. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

(i) T € uma drvore;

(ii) T nao contém ciclos e tem n — 1 arestas;

(iii) T € conexo e tem n — 1 arestas;

(iv) T € conexo e toda aresta é uma ponte, ou seja, a remog¢ao de qualquer aresta separa o
grafo em duas componentes conexas sem ligacao entre si, aumentando, assim, o numero de
componentes conexas do grafo;

(v) Todo par de vértices de T' € ligado por um unico caminho;

(vi) T néao contém ciclos, mas a adi¢ao de uma aresta produz um ciclo.

Um grafo é dito ser regular quando todos os seus vértices tem o mesmo grau, ou seja, quando
o numero de arestas incidentes em cada um dos vértices € o mesmo. Uma arvore é chamada
k + 1 regular quando todos os seus vértices possuem grau k + 1.

A figura abaixo nos da um exemplo de uma arvore 3—regular.

Figura 2.4: Arvore 3-regular.
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Devido a estrutura que as arvores apresentam, ¢ muito comum utilizarmo-nos de uma analo-
gia com um modelo estocéstico de crescimento populacional a fim de analisarmos a questao
da ocorréncia de percolagao independente nos seus elos. Esse modelo estocastico é denomi-
nado processo de ramificacao e a semelhanca entre a sua estrutura e a estrutura das arvores
poderd ser percebida a seguir.

Considere uma populacao de individuos e seja X, a quantidade de individuos nessa populagao
no tempo n. Essa quantidade de individuos nao ¢ fixa e varia a cada intervalo de tempo de
acordo com as seguintes regras: cada individuo gera um numero aleatério de filhos e, apds
gerar seus descendentes, o individuo morre e deixa a populacao. Além disso, cada individuo
gera seus filhos independentemente dos demais, mas o nimero de filhos gerado por cada um
deles segue uma mesma distribuicao de probabilidade, em que pg, £k = 0,1,2, ..., representa
a probabilidade de que o individuo produza exatamente k filhos e py + p1 +p2 +p3+ ... = 1.

Denotamos por g o nimero médio de filhos gerados por um individuo, ou seja:
(0.9}
po= Zl Di-
=0

Ao adaptarmos tais definigoes para o caso de uma arvore k + 1-regular em que a probabili-
dade de cada um de seus elos estar aberto é 7, podemos tomar 7 como a probabilidade de
nascimento de cada filho, a origem da arvore como o primeiro individuo da populacao e cada
um dos demais vértices como um filho em potencial de alguma geracao. Nesse caso, com a
finalidade de seguir as regras do processo de reproducao listadas acima, podemos estabelecer
as seguintes probabilidades para o primeiro individuo da populacao.

Seja (), a combinacao de n elementos agrupados m a m, onde n > m. Entao, temos,

(i) P(primeiro individuo nao gere nenhum filho) = Cj,q0(1 — 7)**1;
(i) P(primeiro individuo gere exatamente um filho) = Cyy117(1 — 7)
(iii) P(primeiro individuo gere exatamente dois filhos) = Cj 11 o7%(1 — 7)1

(iv) E, assim sucessivamente, até P(primeiro individuo gere k + 1 filhos) = Cyyq 17"

k.
)

Dessa forma,
k+1

sz‘ =L
=0

Abaixo temos o exemplo quando k + 1 = 3 (Figura 2.5).

Porém essas probabilidades se referem apenas aos filhos do primeiro individuo da populacao
(no caso, a origem da drvore). Para todos os demais vértices a situa¢do se modifica um
pouco, uma vez que, a partir desses primeiros nascidos, uma das arestas incidentes em cada
vértice sempre sera a conexao com o seu gerador. Assim sendo, a partir da segunda geracao
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Nenhum filho Um filho

P=(].—‘I')3 P= 37(1_7-)2
[
® ® (] ® )
Dois filhos Trés filhos
P=37r3(1-17) p= 13
(] [ (]

Figura 2.5: Tlustracao das possibilidades de filhos para k + 1 = 3.

(se considerarmos que a origem da arvore representa a primeira geragao) cada individuo,
representado por um vértice, podera ter no maximo k filhos. E, portanto, as probabilidades
estabelecidas para os demais individuos devem ser:

(i) P(individuo nao gere nenhum filho) = Cy (1 — 7)¥;
1

(ii) P(individuo gere exatamente um filho) = Cy ;7(1 — 7)*7%;

(iii) P(individuo gere exatamente dois filhos) = Cj,272(1 — 7)F2;

(iv) E, assim sucessivamente, até P(individuo gere k filhos) = Cj. x7".

Mais uma vez seguimos a hipdtese do processo de reproducao, pois:

Além disso, é facil verificar que, com esses ajustes, o numero de filhos gerado por cada
individuo segue uma distribuicao binomial de parametros k e 7. Logo, nesse caso:

k
u:Zipi:l{:T.
i=0
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Denote por 7 a probabilidade de extingao de um processo de ramificagao. Um dos principais
resultados da teoria de processo de ramificacao que usaremos nessa dissertagao é o seguinte,
que se encontra enunciado e demonstrado em [5].

Teorema 2.12. Se y < 1 a probabilidade de extingao v € igual a um, ou seja, a popula¢do
eventualmente se extingue. Se, por outro lado, i > 1, entdo, a probabilidade de exting¢ao -y
¢ estritamente menor que um.

No nosso caso, como p = k7, sabemos que a populacao se tornard extinta caso k7 < 1, ou
seja, caso T seja menor ou igual que 1/k. Por outro lado, se 7 for estritamente maior que
1/k, entao, a probabilidade v de extingao da populacdo é estritamente menor que um. Sob
uma outra perspectiva, podemos fazer a interpretagao de que, se 7 < 1/k, entdo nao existird
nenhum aglomerado aberto infinito, o que, por defini¢ao, nos leva a conclusao de que, nessas
condigbes, nao ocorre percolagdo. Enquanto que, se 7 > 1/k, entdao havera probabilidade
estritamente positiva de ocorréncia de percolagao.

Num modelo de percolagao independente em T}, ; com parametro 7 ja se sabe, entao, que
7. = 1/k e que, se T < 7., entdo Pr(w € Q; N(w) = 0) = 1, onde N(w) denota o nimero de
aglomerados abertos infinitos na configuracao w. Vamos supor agora que, 7. < 7 < 1. Dada
essa condi¢do, veremos a seguir que é possivel demonstrar que P, (w € Q; N(w) = 00) = 1,
ou seja, no caso em que 7 ¢é estritamente maior que 1/k e estritamente menor que 1, existem
infinitos aglomerados abertos infinitos em T} ; com probabilidade 1. Essa é uma das razoes
pelas quais as arvores sao as vezes consideradas com infinitas dimensoes. O teorema que
garante a existéncia de infinitos aglomerados infinitos no caso supercritico do modelo de
percolagao na arvore Ty, e sua demonstracao seguem abaixo.

Teorema 2.13. Seja Ty1 uma drvore k + 1-reqular e 7 a probabilidade de que cada elo de
Ty41 esteja aberto. Assim, se 1/k <1 < 1, entao, P;(w € Q; N(w) = 00) = 1.

Demonstragao. Considere o conjunto de vértices de Ty, a distancia n da origem, enumerados
arbitrariamente 1,2, ..., k. Para cada 1 < i < k", seja A; o evento em que o elo conectando o
vértice ¢ ao vértice vizinho de ¢ mais proximo da origem esta fechado e que o aglomerado de i é
infinito. E facil notar que, dada a estrutura geométrica e de independéncia de Tj 1, os eventos
A;, 1 <i < k"™ sao independentes e equiprovaveis, afinal dependem de elos distintos apesar
de apresentarem todos a mesma estrutura. Podemos observar, além disso, que P(A;) =
(1 — 7)B, com B igual a probabilidade de sobrevivéncia do processo de ramificagdo com
distribui¢ao de descendéncia individual Binomial(k, 7). Estamos supondo aqui que § > 0
ou, equivalentemente, que 7 > 1/k.

kn
A partir disso, seja X,, = Z] (A;) o nimero de ocorréncias dos eventos A;, 1 < i < k™
i=1

Entao, X,, tem distribui(;zioiBinomial(k", (1 — 7)B). Considerando N como o numero de
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aglomerados abertos infinitos, facilmente notamos que dados [, n fixos, X,, > [ implica N > [.
Essa afirmagao pode ser verificada ao percebermos que, como elo conectando o vértice 7 ao
vértice vizinho de ¢ mais proximo da origem estd fechado para todo 1 < ¢ < k™ em que
A; ocorre, entao os aglomerados abertos infinitos dos vértices i contados em X,, nao terao
conexao entre si e, por consequéncia, existirao na arvore pelo menos X,, aglomerados abertos
infinitos (pode ser que haja mais aglomerados abertos infinitos nos vértices i em que A; nao
ocorre).

Dessa forma, concluimos que {X,, > [} C {N > [} e, portanto, P(X,, > 1) < P(N > 1), Vn,l.

V@aquehﬂméwfﬂﬁ&:éD:=hnmam(b~ﬂ"+hnmﬁwrwr~ﬂ”1r+~s+mnm%o(7l)7%1—
)t

Mas, Vr =1,...,1, temos

i (7 ) ora-mr =5 (7)o - -

:l(”r)Tmnmn—n”(n—r+nu—rws

rI\1—7/ n-oo

1 s
<—< T ) lim n"(1 —7)" = 0.

“rl\1—7) nooo

Como vimos acima que P(N > 1) > P(X,, > l) para todo n,l e como P(X, > 1) — 1
quando n — oo, obtemos, entdao, que P(N > 1) = 1 VI, pois P(N > 1) > lim,,_,, P(X,, >
[) = 1 e a distribuigdo de N nao depende de n. Como [ é arbitrario, concluimos que
P(N =) = 1. O
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Capitulo 3

Modelo de percolacao de elos
independentes no grafo L

Apesar da diferenca quanto a cardinalidade de IV, uma vez que, em Z%, N s6 assume os valores
Oouleem Ty ele sé assume os valores 0 ou co, podemos verificar que ambos os grafos
apresentam uma Unica transicao de fase nao-trivial. Isto é, ou o nimero de aglomerados
infinitos é 0 ou é um unico outro valor determinado. E nesse momento surge a questao: existe
algum grafo que admita trés possiveis valores distintos para N? Ou, em outras palavras,
existe algum grafo que apresente mais de uma transicao de fase nao-trivial? Apresentamos
a resposta nos proximos topicos.

3.1 A construcao do grafo LL

Seja Tx,1 uma arvore regular infinita com grau k+1 (ou seja, cada sitio possui k+1 primeiros
vizinhos), onde & > 2. A distancia dr(¢,t2) entre dois vértices t; e ty é definida como o
nimero de elos no unico caminho em Ty de t; aty. SejaalinhaZ ={z:2=..,—1,0,1,...}
com fungao distancia dz(21,22) = |21 — 22|. Definimos o grafo L. = Ty X Z como o par
(V(L),E(L)), onde V(L) = {(t,2) : t € V(Tk41),2 € Z} e o conjunto de elos E(L) ¢ dado
pela relacdo de adjacéncia (t1,21) ~ (t2,22) se, e somente se, or,,, (t1,t2) + 0z(21, 22) = 1.
Isto é, dois vértices de L sao vizinhos se, e somente se, suas componentes-T sao iguais e suas
componentes-Z sao adjacentes ou vice-versa.

Definimos a probabilidade de um elo estar aberto como 7 se ele for um elo-T, ou seja, se ele
for um elo da arvore e como A se ele for um elo-Z, isto é, se for um elo da linha Z. O espaco de
probabilidade para esse modelo ¢é (€2, F, P, ), onde = {0,1}E®) F é a o—4lgebra gerada
pelos eventos cilindricos, ou seja, a c—algebra gerada pelos eventos que dependem apenas de
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elos de subconjuntos finitos de E(L), e P, ) é a medida produto em 2. Como anteriormente,
definimos

6:0,1)> — [0,1]

O(m,\) = Pra(w € Q:|C(w)] = 00).

A figura abaixo nos da uma idéia do grafo L. quando k = 2 (Figura 3.1).

B A

LN |
e

Figura 3.1: Grafo L com k = 2.

3.1.1 Relacao entre L e 72

Ao fazermos uma analogia entre as definicoes do modelo de percolacao em IL explicitadas
acima e o modelo de percolacao tradicional em Z?2, nao é dificil notar que, nesse tltimo
caso, estarimos interessados em percolacao anisotrépica em Z2, em que cada aresta do tipo
((z1,22), (21 + 1, 23)) estd aberta com probabilidade 7 e cada aresta do tipo ((z1, 22), (21, 22 + 1))
estd aberta com probabilidade A. Para isso, vejamos o seguinte.

Definicao 3.1. Dizemos que m € um caminho duplamente infinito quando ele nao possui um
vértice final em nenhuma das diregoes.

Assim sendo, seja m um caminho duplamente infinito em T (Figura 3.2).
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Figura 3.2: Caminho duplamente infinito em T.

Claramente 7 induz um subgrafo de L. com o conjunto de vértices I1, = {(t,2) : t € V(m), z €
Z}. Esse subgrafo de L é isomorfo a Z?, onde a probabilidade de uma aresta horizontal estar
aberta é 7 ¢ a probabilidade de uma aresta vertical estar aberta é A (Figura 3.3). Nesse
sentido serao uteis os resultados obtidos na segao (2.1.2).

[

Figura 3.3: Subgrafo de L gerado por um caminho duplamente infinito em T.

Denotaremos a partir de agora 6z2(7,\) como a probabilidade da origem de Z? estar em
um aglomerado infinito de Z? e (7, \) como a probabilidade da origem de LL estar em um
aglomerado infinito de L.
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3.2 Estudo de percolacao no grafo L

Veremos que no grafo L, para qualquer valor de (7,)\), quase certamente: ou N = 0, ou
N = 00, ou N = 1. Assim, o conjunto de possiveis valores de (7, A) pode ser dividido em
trés regioes nao-vazias correspondentes aos trés possiveis casos. Mas como sao as curvas
que dividem essas trés regices? E evidente que Pry(w € 2 N(w) = 0) = 1 para 7 e A
suficientemente pequenos. Com o aumento dos parametros, entretanto, se torna intuitivo
concluir que o valor de N deixa de ser 0 e passa a ser oo, afinal permite-se, com tal aumento,
ocorréncia de percolagao nas arvores, utilizando, para isso, elos de Z para desviar de alguns
elos das arvores que estejam fechados. Obviamente, se 7 passa do valor 1/k, é certa a
ocorréncia de infinitos aglomerados infinitos, a nao ser que A também seja suficientemente
grande a ponto de unir todos os aglomerados num sé. Os resultados a seguir nos darao
condigoes de definir melhor o comportamento de N a partir da relagao entre 7 e A.

A proposicao 1, abaixo, fornece um limite inferior para a curva que divide a regiao onde
existem infinitos aglomerados abertos infinitos da regiao onde nao héa algomerado aberto
infinito (Figura 3.4). Ou seja, se o par ordenado (7, \) estiver localizado abaixo da curva
gerada pela proposicao 1, sabemos que nao ocorre percolagao em L.

Proposicao 1: Se 7 k(1+A++/2A(1 + X)) < 1 — A, entdo quase certamente nao ha nenhum
aglomerado aberto infinito em L, ou seja, P; y(w € Q; N(w) = 0) = 1.

k=6

1.0
L

0.8
L

0.6
L

0.4

0.2
L

0.0
L

Figura 3.4: Curva gerada pela proposicao 1 quando k = 6.

32



Demonstracao. Para demonstrar a proposigao 1, vamos denotar por x(7, A) o nimero médio
de vértices no aglomerado aberto C' na origem de IL e encontrar um limite superior para
ele. Em seguida, vamos mostrar, a partir desse limite, que x(7,\) < oo se é verificada a
desigualdade proposta pela proposicao. Isso garante que o aglomerado aberto C ¢ finito.
E, como o evento “o niimero médio de vértices no aglomerado aberto C' na origem ¢ finito”
é um evento invariante por translacao da origem em IL, é possivel garantir que qualquer
aglomerado aberto nesse grafo também é finito sob as condi¢oes dadas pela proposicao 1. O
que, consequentemente, finaliza a demonstracao.

Defina:

1 se (0,0)«— (t,2)
0 caso contrario ’

I(t,z) = {

E lembre que o evento {((),0) «— (¢,z)} ocorre se, e somente se, existe pelo menos um
caminho aberto auto-evitante em L que conecte o vértice (),0) ao vértice (¢, z).

Definiremos |C| como o tamanho (nimero de vértices) do aglomerado aberto C' na origem
de L e x(7, A) como o tamanho médio (nimero médio de vértices) do aglomerado C, ou seja,

X(7,A) = Exx(IC]).

Dessa forma, temos, entao, que:

ICl= Y It2)ex(r.N)=E(C)=E( > I(t2)).

(t,2)eV (L) (t,z)eV (L)

Utilizando uma versao de séries do Teorema de Convergéncia Mondétona, como as variaveis
indicadoras dentro do somatorio sao nao-negativas, podemos inverter a ordem entre o valor
esperado e a soma infinita sem alterar o resultado. Dessa forma:

X(TA) = Ex(C)=E( Y Itz)= Y E((t2).

(t,2)eV (L) (t,2)eV (L)
Temos entao que
XN =Y Pa((0.0) «— (t.2)). (3.2.1)
(t,2)eV (L)

Obviamente existem infinitos caminhos em L que conectam ((),0) a (¢,z), lembrando, é
claro, que nessa contagem nao levamos em consideracao se os mesmos se encontram abertos
ou nao. Dessa forma, concluimos que o evento “((),0) estd conectado a (t, z)” é equivalente

33



ao evento “pelo menos um desses infinitos caminhos que conecta (0,0) a (¢, z) estd aberto”
e, consequentemente, suas probabilidades também sao iguais. Assim sendo, denotaremos um
caminho em L que conecta (0, 0) a (¢, z) por 7(t, z) e o analisaremos da seguinte forma: 7(t, z)
segue por elos-Z de (§),0) para algum ((, z9), depois por elos-T para algum (¢1, 29), depois
novamente por elos-Z para algum (¢, z;), depois para (to, 1), depois para (ts, 29), depois
para (3, z2), depois para (t3, z3), e assim sucessivamente até chegar em (t,,z,) = (t,2).
Abaixo segue um exemplo.

— 9
e
e
o\_____
® g \ﬁ“—%
et
| o
\<\.
-_________———".
* | AT
o}__ ] I A B B
1 | P
& ———] |~
(9,0) || -
\?\\.(_——-'
~9
1l te
" e
[~ 7 o
L Wiy [ O I
| .y
//’.
-y
(t,z)

Figura 3.5: 7(t,z).

Qualquer desses caminhos que conecte (0,0) a (¢, z) contém elos-T e elos-Z, mas ele pode
ser projetado na se¢ao T x {0} para fornecer uma rota do vértice (,0) ao vértice (¢,0), em
que rotas sao caminhos com a condicao auto-evitante retirada. Essa rota é uma sequéncia
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(to,0), (t1,0), ..., (tn,0), onde to = 0, t, = t, e t; é adjacente a t;.; em T para 0 < i < n.
Denotamos essa rota por m = (tg, t1, ..., t,), que representa uma rota em T de () a ¢. Abaixo
segue a rota m; do exemplo acima.

(9,0) —e

(t,0)

Figura 3.6: Rota m; gerada a partir de 7 (t, z).

Voltando ao (7, A), jd sabemos que ele é igual a soma das probabilidades do vértice (t, z)
estar conectado a origem (), 0) para todo (t,z) € V(L). Como discutimos acima, a proba-
bilidade de (t, z) estar conectado a origem ({),0) é equivalente & probabilidade de que pelo
menos um caminho 7(t, z) esteja aberto. Dessa forma, podemos concluir, entao, que x (7, \)
é igual a soma das probabilidades, para todo (¢, z) € V(L), da unidao de todos os caminhos
7(t,z) estarem abertos. Ou seja:

Xt ) = Y P | w(t,2) aberto). (3.2.2)

(t,2)eV (L) titn =t

Z:Zn==~x

E claro que os eventos contidos na uniao nao sao disjuntos dois a dois, afinal, pode haver
intersegao de elos entre dois caminhos distintos que unem (f,0) a (¢, z). Portanto, como a
probabilidade da uniao de eventos nao necessariamente disjuntos dois a dois é sempre menor
ou igual que a soma das probabilidades dos eventos, segue que

Z Z Z P, (7 (t,z) aberto),

(t 2)eV (L) titn=t z:zn=2

onde as duas somas finais sdo sobre todas as possiveis sequéncias t = (tg,t1,...,t,),z2 =
(20, 21, .-y 2n), onde (to, z9) = (0,0).

Também podemos pensar de outra forma e, ao invés de fixar cada vértice (¢, z) e analisar
todos os caminhos que levam (,0) a (¢, z), podemos fixar um tamanho e analisar todos os
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caminhos que partem da origem e que possuem exatamente esse tamanho. E; assim, podemos
reescrever o limite superior do tamanho médio do aglomerado C' da seguinte forma:

< Y. D . Pua(n(t.z) aberto) ZZZPM z) aberto), (3.2.3)

(t 2)eV (L) titn=t z:zn=2

onde a soma em n abrange todos os tamanhos de caminhos.

Note que Z P, (7 (t,z) aberto) Z Z Z Z Z P, (7 (t,z) aberto), ou seja, a soma

20 21 z2 Zn—1 2Zn
é feita primeiramente sobre todos os possiveis valores de z,.

Além disso, podemos afirmar que
{m(t,z) aberto} = {[r(t,2z)" aberto] N [(t,, zn—1) <> (tn, 20)]},

onde 7(t,z)" é o caminho 7(t,z) com os elos—Z de (t,, z,—1) a (t,, z,) removidos.

Logo, P, \{n(t,z) aberto} = P, {[7(t,z)" aberto] N [(t,, z,—1) <> (tn, 2n)]}, €, consequente-
mente:

ZIP)T/\ t,z) aberto) ZIP’T,\ )" aberto] N [(tn, zn—1) <> (tn, 2n)])-

Como os eventos {7(t,z)" aberto} e {[(tn, 2n—1) <> (tn, 2,)]} sdo independentes, pois depen-
dem de arestas distintas, temos que:

Z Poa(m ) aberto) Z P, ( ) aberto) P, [(tn, 2n—1) <> (tn, 2n)] -

E como P, (7(t,z)" aberto) nao depende de z,, temos que:

Z P, (7(t,z) aberto) < P, ) (7(t,z) aberto) Z Pox [(tn, 2n—1) <> (tn, 2n)] -

Zn

Se considerarmos

)

1 se (tn,zn) < (tn, Zn—1)
I(z0) = { 0 caso contrario

poderemos interpretar E Pox [(tn, 2n-1) <> (tn, 2n)] como o nimero médio de vértices em
Zn

{t,} X Z que estao conectados por elos—Z ao vértice (t,,z,_1). E a partir de agora denota-
remos esse nimero médio por x,, ou seja, xn = E;\ (ZZn I(zn))
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Assim sendo, chegamos que ZIP’T,\ (t,z) aberto) < x\P, (7(t,z)" aberto),

Zn

onde -
NS Sy O
i=1

é o numero médio de vértices em {t,} X Z que estao conectados por elos—Z ao vértice
(tn, 2n-1), € w(t,z)" é o caminho 7(t,z) com os elos—Z de (t,,z,-1) a (tn, 2,) removidos.
Ou seja, o nimero de escolhas para z, é restrito pelo fato que 7(t,z) ja pode ter visitado a
linha t,, X Z, removendo, desse modo, certos possiveis vértices de consideracao. De qualquer
forma, o conjunto de possibilidades para z, nao é maior que a linha inteira ¢, X Z.

Seguindo a mesma légica, vamos percebendo que somas progressivas sobre todos os z;’s
rendem similarmente que:

Z P, A( ) aberto) Z Z Z Z Z P, a( z) aberto) <

20 z1 z2 Zn—1 Zn
< X/\ZZZ Z]PT,\ (t,2) aberto) < XAZZZ ZP”‘ )" aberto) <
20 zZ1 zZ2 Zn—1 20 21 z2 Zn—2
<x5 Z Z Z Z P, A(7(t,z)" aberto) < ... < x4 ! Z Z P, (7 (t,2)™ "V aberto) <
20 21 29 2Zn—3 Z0 21

< X,\ZP‘F}\ (t,2)™ aberto) < T

A ltima desigualdade vem do fato de que, ao retirarmos o tltimo elo—Z (que conecta (), 0)
a (0, z)), sobram apenas elos—T. E o termo 7" vem do fato que 7(t,z) usa exatamente n
elos—T de LL. Por fim, temos entao que

(1,A) <ZZT” ”+1.

n=0 t

Esse limite para x(7,A) pode ser melhorado da seguinte forma. Para uma dada rota
(to,t1, ..., tn) com tg = (), defina para 2 <i <n

Ii _ { 1 se tz = tifg.

0 caso contrario
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Se I,, = 1, entdo o caminho projetado 7y se move de ¢,,_5 para t,_; e retorna para t, _o(= t,).
Nessa circunstancia, a soma sobre todas as possiveis escolhas para z,_1 em (3.2.3) contribui
nao mais que x, — 1, uma vez que z,_; tem que ser diferente de z,_5, dado que t,,_5 ja é igual
a t, e o caminho 7(t,z) é auto-evitante (se z,_; fosse igual a z,_5, no préximo passo haveria
retorno ao vértice (¢, 2,2, 2)). Abaixo seguem as possibilidades de caminhos partindo de
(tn—2, 2n_2) quando I, = 1.

(tn, Zn-1) (tn-1 , Zn-1) (tn-z, Zn—2) (tn-1 s Zn-Z)

(‘tn-z, Zn-2) (tn-1 , Zn-2) (tn, Zn-1) (tn-1 , Zn-1)

Figura 3.7: Possibilidades de caminhos partindo de (¢,_s2, z,_2) quando I,, = 1.

Utilizando essa idéia, melhoramos o segundo termo da desigualdade da seguinte forma:

XN < D070 - DTG

n=0 t
o

= X Z(TX,\)n Z(l - X;1>S(t)-
n=0 t

Seja m uma rota em T comecando na origem, pensada como uma sequéncia de passos di-
recionados. Noés classificamos cada passo de m como um outstep ou um instep de acordo
com a seguinte regra. Um passo de t; para t, onde t; # () é um outstep se, e somente se,
or(0,t2) > o1(0,¢1). Um passo de () para ¢t é um outstep se t nao é rotulado 0 e um instep
caso contrario. Para cada t € T ha exatamente k possiveis outsteps, uma vez que cada um
dos vértices possui grau k + 1.

Retornando a rota my descrita anteriormente, definimos J; = 1 se o passo em 7 de ¢; a ;14
é um instep e J; = 2 caso contrario. Chamamos de

T ={i:Jioa=2,J; =1}
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o numero de vezes que um outstep é seguido por um instep. Note que T'(J) < S(t), pois
S(t) inclui outsteps seguidos por insteps e insteps seguidos por outsteps. Logo:

XN <00 (ma)" D (1= xi )W

n=0 t

< Xa Z(TX,\)n Z(l - XXI)T(J)
n=0

t

< Y (k)™ D (1= )", (3.2.4)

n=0 J

onde a soma final é sobre todas as sequéncias J = (Jo, Ji, ..., J,_1) de 1's e 2’s. Como um
instep se dirige necessariamente ao Unico vértice que estd mais préximo da origem da arvore,
sabemos que qualquer 1 na sequéncia J respresentard esse vértice. No caso de um outstep, no
entanto, sabemos que existem k possibilidades distintas para cada vértice. Dessa forma, um
2 na sequéncia J podera respresentar qualquer um desses possiveis vértices. Assim sendo, é
facil verificar que a 1ltima desigualdade vem do fato de que cada sequéncia J corresponde a,
no maximo, k" sequéncias t, em que o maximo ¢é alcancado quando a sequéncia J é composta
apenas por 2's. Além disso,

a1 (4 1) ().

J

que se comporta, para valores suficientemente grandes de n, como 7"~ ! (ver Teorema 2.3 de

[11]), onde n = 1+ 4/1 — x;' é 0 maior autovalor da matriz
1 1
L—xy' 1)

A partir daf, conclufmos que x(7,\) < 0o se krxa(1 + 1/1 —x3') < 1, pois, nesse caso, a
série geométrica em (3.2.4) converge.

Substituindo o valor de x, encontrado anteriormente, temos:
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Erxa(1+4/1—x7) <1 kT(%)(l +4/1— (%)—1) <l&
SET1+N)1+4/1-() <1-ASkr(1+ )1+ HFH) <1-2 &
SET(L+ N1+, /E) <1l-Aekr(l+ /2 + 2+ 0 /) <1l-)&
SETI+A+ 1+ X0)/25) <1=A S kr(1+X4+/2M(1+X) <1-A

Isto completa a demonstracao. O

A proposigao 2, abaixo, declara que se o par ordenado (7, ) estiver localizado acima da
curva que ela apresenta (Figura 3.8), entdo hé pelo menos um aglomerado aberto infinito no
grafo L.

Proposicao 2: Se ke > 1 onde ¢(7, A) = lim,, oo {—2 log P x((0,0) <+ (n,0) em Z?)},
entao ha pelo menos um aglomerado aberto infinito em I quase certamente.

k=6

1.0
L

0.8
L

0.6
L

0.4
L

0.2
L

0.0
L

T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15
T

Figura 3.8: Curva gerada pela proposicao 2 para k = 6.
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Demonstragio. Devemos mostrar que 6p,(7,\) > 0 se ke ?(™» > 1. Para isso, considere a
sub-drvore TT de T como sendo a componente que contém () do grafo obtido de T ao se
deletar a aresta ((),0) (o que se encontra envolvido de vermelho na figura abaixo) e fixe um
inteiro positivo L; mais tarde vamos tomar o limite quando L — oo.

Figura 3.9: Sub-drvore Tt de T.

A partir dai, construimos um processo de ramificacio em TT da seguinte maneira. Se
t € V(TT) é tal que op(0,t) = L, dizemos que t é verde se existe um caminho aberto de
T+ x Z ligando (0,0) a (¢,0) e, com excegao do vértices finais, usando apenas vértices de L
em {(u,z) € V(L) : 0 < p(0,u) < L,z € Z}. A figura abaixo ilustra um exemplo quando
L =3.

| L ewto

T el

Figura 3.10: Caminho aberto em T+ x Z ligando (0,0) a (¢,0).
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Procedendo indutivamente, suponha agora que t € V(T™) é tal que o1(0,¢) = aL para um
inteiro positivo a. Por propriedades das arvores, podemos garantir que existe um unico
vértice v € V(TT) tal que dr(0,v) = (a — 1)L e dr(v,t) = L. Dizemos que t é verde se,
e somente se, (i) v é verde, e (i) existe um caminho aberto de (v,0) a (¢,0) usando, com
excegao dos vértices finais, apenas vértices de L em {(u, z) : (a—1)L < dr(0,u) < aL,z € Z}.

Dessa maneira percebemos que o conjunto de vértices verdes constitui um processo de rami-
ficacao em T* com média pelo menos

pr = k*P.5((0,0) « (L,0) em Ty (L))
onde P, , ¢ a medida de probabilidade de percolagdo anisotrépica em Z? e
Too(L) = limpy, 00T (L),

onde T,,(L) = {(21,22) € Z* : 0 < 21 < L, |z| < m}. Da Teoria de processo de ramificagao,
sabemos que, se pu;, > 1 para algum L > 1, entao o processo de ramificacao é supercritico
e tem probabilidade positiva de sobrevivéncia. Isso implica na existéncia de um caminho
aberto infinito partindo da origem de L com probabilidade positiva, isto é, p(m,A) > 0.
Verificaremos agora, entao, a partir da igualdade acima, as condigoes que causam puy > 1.

Como
W = k:LIPT,,\((O,O) < (L,0) em T (L)),
temos
log pz, = log [K*P;((0,0) < (L,0) em Ty (L))],
ou seja,

log pur = L log k+ log [P-((0,0) <> (L,0) em T (L))].
Isso implica que

1 1
~7 log up = — log k — I log [P-((0,0) <> (L,0) em T (L))]

<~ log k — 7 1og [Ba((0,0) > (L,0) em Tyu(L))].

Mas —1 log [P-((0,0) <> (L,0) em T,,(L))] = ¢ (7, A) quando L — oo.

Assim,

~log k — 7 10g [P1x((0,0) ¢+ (L,0) em T (L))] ~—— — log & + 6 (7, )
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—— — log k+ ¢(1,\)

m— 00

= — log (k;e’qs(T”\)).

Dessa forma, para todo L suficientemente grande, temos:

1
~7 log pp < — log (ke ®™) = log g, > L log (ke ®™N) = log (k’e"ﬁ(f”\))L =

=y > (ke 0V,

Portanto, se ke~ ?(m > 1, entéo pr > 1. O

Lema 3: Seja C' o aglomerado aberto de L na origem e, para t € V(T), seja D, = {(t, z) €
V(L) : (0,0) <> (t,2)} a intersegao de C' com a linha {t} x Z. Se, para algum 7, A, acontecer
que |Dy| < oo quase certamente, entao:

(1) Quase certamente |D;| < oo para todo t € V(T);
(ii) P, ,((0,0) < (¢,2)) — 0 quando d7(0,t) + |z| — oc.

Se, além disso, 01(7,A) > 0, entdo existem infinitos aglomerados abertos infinitos em L
quase certamente e cada um deles intercepta cada linha {t} x Z somente em um nimero
finito de vértices.

Demonstragao. Vamos demonstrar primeiro a parte (7). Para isso vamos supor que P, (| Dy| <
00) = 1 mas que exista algum vértice k € T tal que P, (| Dg| = 00) > 0.

Como assumimos que existe pelo menos um vértice k com probabilidade estritamente po-
sitiva de que |Dg| seja infinito, podemos escolher, entao, dentre todos os vértices com essa
propriedade, um vértice ¢t cuja distancia até a origem seja minima. Ou seja, um vértice ¢
tal que o1(0,t) = m seja a menor possivel. Assim sendo, podemos garantir que ¢ é o vértice
mais proximo da origem tal que P, \(|D;| = o00) > 0.

Se chamarmos de s o tinico vértice de T que satisfaz dr((, s) = m—1 e dr(s,t) = 1, sabemos,
entdo, que |Dg| é finito quase certamente, pois ¢ é o primeiro vértice com possibilidade de
que | Dy seja infinito. E como essa probabilidade é estritamente positiva, vamos assumir que

P, (|Dy| = 00) =10 > 0. (3.2.5)

A partir dessas suposigoes, devemos mostrar, entao, que o evento {|D;| < oo} N{|D;| = oo}
tem probabilidade zero, ou seja, P, (| Ds] < 00) < 1, o que contradiz a minimalidade de
or(0,t) e, portanto, conclui a demonstragao da primeira parte do lema.
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Para isso, defina os eventos,

Ay ={(0,0) + (s, 2) para algum |z| > M}

By = {(0,0) «> (t, 2) para infinitos |z| > M}.

Note que Ay D Apryq e que Ayp | ﬂ Ay = {|Ds| = o0}, Logo,
M=1

Jim Pra(An) = Pra(|Ds| = 00) = 0.
Assim, dado 0 < € < 1, podemos encontrar M tal que P, \(Ap,) < €. Observe que
Pra(Buy) = Pra(|Dy] = 00) =7 > 0.
Defina o conjunto de elos Ey, = {((s, 2), (t,z)) : |z| > My} e considere o evento
D)y, = {existe um conjunto infinito Z de inteiros z
com |z| > M, tal que (0,0) <> (t, z) para todo z € Z
sem examinarmos os estados dos elos em Eyy, }.
Observe que Dy, D (Aﬁ/[0 N By, ). Assim,
P A(Dagy) > Pra(AYy, N Bagy) =1 —Pra(AYy, N Bag) =1 —Pra(An, U Byy,)
>1— [Pra(Arg) +Pra(Byy)] > 1—[e+1—n=n—c
Agora considere o evento
H), = {infinitos elos em E);, que tem um vértice final

da forma (t,z) para z € Z estao abertos}.

Note que, por Borel-Cantelli [6], P, y(Hpy,) = 1. Observe também que
{IDs| = 00} O ({Haso } N {Afy,} N {Basy })-
Logo,

IP)T7>\(|D8| = OO) Z ]P7-7/\(HMO N A?\/[() N BMO) = ]P)T,)\(Ai\/lo N BMO) Z n—e€ > 0.

Mas isso é uma contradigao, uma vez que, por hipdtese, P \(|Ds| = oc0) = 0.
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Antes de discutir a parte (ii), vamos provar a afirmacao final do lema. Suponhamos por
absurdo que houvesse um tunico aglomerado aberto infinito em L. Entao, por ergodicidade
na dire¢ao Z, o conjunto de vértices ((), z) pertencentes a esse aglomerado teria densidade
positiva 0y, e, portanto, seria infinito, de modo que Dy seria infinito com probabilidade
0, > 0, uma contradi¢do. E considerando os argumentos de Newman and Schulman (1981)
que afirmam que o nimero de aglomerados abertos infinitos em L. nao pode assumir valores
finitos estritamente maiores do que um, a tinica alternativa restante, entao, é a de que existam
infinitos aglomerados abertos inifinitos, que, de acordo com a parte (i), possuem interse¢ao
finita com {t} x Z.

Agora provaremos a parte (i7). Primeiro notamos que, por (i), a probabilidade de que (0, 0)
esteja conectado a (t, z) tende a zero quando |z| — oo para t fixo, afinal |D;| < oo quase
certamente para todo ¢t € V(T). Uma estratégia para demonstrarmos a segunda parte do
lema é, entdo, assumirmos que para alguma sequéncia (¢;, z;) com ot (0,t;) — oo, acontece
que

Boa(0,0)  (f12)) > 7> 0 Vi,

e procurarmos uma contradicao.

Para cada ¢, nés podemos escolher R; de modo que, para qualquer z, o evento
AZ(R;) = (0,2) <> (ti, zi + 2) naregidao R; = {(¢,2') : 6v(0,t) < R;, 2" € Z}
possua probabilidade pelo menos 7/2 de ocorréncia.
Isso é possivel porque {AZ(R;)} 1T {(0,2) <> (ti, z; + 2)} quando R; — oo, o que implica que

lim ]P)T)\(A,LZ(R,L)) = PTA(((Z),Z) — (tz, Zi + Z)) = PT’)\«@,O) e (tl,ZJ) >n> 0.

R;—o00

Dessa forma, podemos escolher R; grande o suficiente tal que

P, (A3 (R;)) > g

Escolhendo uma subsequéncia da sequéncia {t;, z;};>1, se necessario, nés podemos e vamos
assumir que R; < o(0,¢;41) para cada i. Ou seja, Ry < dr(0,t2), Ry < o1(0,¢3), Rs <
61(0,t4), e assim sucessivamente.

Para z > 0, seja Bf o evento que ambos os vértices (0,0) e (), z) estejam conectados na
regiao R; a vértices em {(¢;,2') : z; < 2/ < z; 4+ z}. Dessa forma, sabemos, entao, que se o
evento {A? N A#} ocorre, entdo o evento { B} também ocorre. Ou seja, {A? N A7} C {B?}.
Por essa razao podemos garantir que

P.\(B7) > P.A(A) N A).
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Além disso, como {A%} e { A%} sdo eventos crescentes, pela desigualdade de FKG, temos que

Pra(Bf) > Pra(A7 N A7) > (n/2)* ¥ 2 >0,

de modo que B ocorre para infinitos 7’s com probabilidade pelo menos (1/2)2.

Para ver isso, note que
P.A(Bf) > (n/2)* > 0, Vz > 0.
Entao,
P, »(B? infinitas vezes) = P, (ﬂ U B;) —1-P,, (ﬂ U B;) =
k=1j=k k=1 j=k
—1-P,, <kU1 Q(B;)C> =1 lim Pr,, (Q(Bj)c> >

lim P, \(B P P AN AN
>1_1 AT I N . )
21— im Pra(B)" 2 [ (2)] (2)

Mostraremos a seguir que
2
P, A((0,0) <> (0, 2)) > P, \(B7 ocorrer para infinitos i's) > (g) > 0,

e, assim, chegaremos a uma contradi¢ao, uma vez que ja concluimos de (i) que

P ((0,0) <> (0,2)) — 0 quando |z| — oco.

Para obter (3.2.6), vamos, para um dado z, definir by, bs, ... como uma sequéncia de i's para
os quais B} ocorre, onde by, = oo significa que B; ocorre menos que k vezes. A partir disso,

vamos analisar a seguinte probabilidade:
P.a(b; <ooe (0,0) « (0,2) em Ry,).

Definiremos como C%, o conjunto de todas as possiveis configuracoes de todas as arestas
J
em ¥, com excecao dos z elos-Z que conectam os vértices em {(ty,,2') : 2z < 2’ < z; + z}.

Dessa forma, podemos afirmar que
P [(bj < 00) N ((0,0) «» (0,2) em Ry,)] =

=P [((0,0) « (0,2) em Ry,)/(b; < 00)] Pra(b; < 00) =
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- Y P, [((@, 0) «» (0, 2) em Ry, )/(b; < 00) N Ombj] P, [(bj < 0) N C,

Cxr
bj

A partir desse ponto, podemos garantir que P;[(0,0) <> (0, 2) em 3,)/(b; < 00) N Céﬁ‘:bj] é
no minimo A\*, pois, como b; < oo, entao B ocorre, e, por essa razao, uma das maneiras de
garantirmos que (,0) se conecte a (0, z) em Ry, é abrir todos os z elos-Z que conectam os
vértices em {(ty,,2') : z; < 2’ < 2 + z}. B, como os estados desses z elos sao independentes
do valor de b; e a probabilidade de que estejam todos abertos ¢ igual a A*, podemos assegurar
que a probabilidade do evento complementar é 1 — A\*. Ou seja:

P-A[(0,0) & (0,2) em Ry,)/(b; < 00) N Cg:ebj] <1— )\

Porém, é importante ressaltar que a desigualdade acima foi tomada como base ao pensarmos
apenas na conexao entre ((,0) e (0, z) pelos z elos que conectam os vértices em {(t;,,2) :
z; < 2" < z;+z}. Fora isso, sabemos também que %, O %, , DRy, , DRy, , O ... Entao
se (0),0) se conecta a (0, z) em R, _, (k > 1), obviamente (), 0) também estard conectado a
(0, z) em Fp,. E, além disso, para que b; seja finito, obviamente b;_; também tem que ser
finito.

Por essas razoes, podemos concluir que

Pr (b < 00) N ((8,0) «» (8,2) em Ry,)] =

= > P [((0,0) # (0,2) em Ry,)/(b; < 00) N Ciy, | Py (b < 00) N i, | <

Cx
bj

<a-x) Y B [((@, 0) & (0,2) em Ry, )/ (b1 < 00) N c%bj_l} P, [(bj_1 < 00) N C%bj_l] _

C;
Ry

= (1 — )\Z)]P)T,)\ [(bjfl < OO) N ((@,O) \iad (@,Z) em %bj_l)} .
Seguindo o mesmo raciocinio, temos que

Pra (b < 00) N ((0,0) (0, 2) em Ry, )] <

< (1 - )\Z)]P)T,)\ [(bj—l < OO) N ((Q)’()) > <®7Z) em é)%bj—l)} <
< (1= X)°Pry [(bj—2 < 00) N ((0,0) «» (0, 2) em Ry, )] <
< (1= NP, [(bj—s < 00) N ((0,0) «» (0, 2) em Ry, ,)] <
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< < (1_)\2)3"
E tomando o limite quando j — oo, concluimos que

Jim Py [(b; < 00) N ((0,0) (B, 2) em Ry,)] =0

Tendo mostrado isso, vamos, entao, voltar um pouco ao objetivo anterior, que era mostrar
que

P-a((0,0) > (0,2)) = P-A(B; infinitas vezes) > (gQ) .

Para isso, observemos primeiramente que

P, A(B; infinitas vezes) = P, <ﬂ{b < oo})

Como os eventos {b; < oo} s@o decrescentes, obtemos que

P, (ﬂ{bj < oo}> = lim P, (bj < 00).

J

E, entao, podemos separar essa probabilidade em duas outras, como abaixo:

lim Pra(bj <oo0) =
= hjm [Prx (b; < 00;(0,0) <+ (0, 2) em Ry,) + Pr 5 (by < 00;(0,0) « (0,2) em Ry,)] =

= lim [P (b < 00;(0,0) <> (0,2) em Ry,)] + lim [Prx (b < 00;(0,0) « (0,2) em Ry,)] .
Ja mostramos que a segunda parcela é equivalente a zero para todo z. Entao,
P, »(B? infinitas vezes) = li]m P (b < o0) =
:li§nPT7A(bj<oo( 0) <> (0,z) em Ry,) <
< liijP’T,,\ ((0,0) <> (0, 2) em Ry,) <Pr5 ((0,0) <+ (0, 2)), V=
Isso implica que
P, ((0,0) <> (0,2)) > P, \(B; infinitas vezes) > <g>2 >0, Vz,

o que é uma contradicao. Esse argumento completa a prova. O
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A proposicao 4, abaixo, fornece um limite inferior para a curva que divide a regiao onde
existem infinitos aglomerados abertos infinitos da regiao onde h& um tnico algomerado aberto
infinito (Figura 3.11). Ou seja, se o par ordenado (7, A) estiver localizado abaixo da curva
gerada pela proposigao 4 e se (7, \) > 0, sabemos que quase certamente ocorrem infinitos
aglomerados abertos infinitos em L.

Proposigao 4: Se 7 vVk(1 + A+ /2X(1+ X)) < 1 — ), entdo |Dy| < 0o quase certamente.

Se, além disso, (7, \) > 0, entdo existem infinitos aglomerados abertos infinitos em L.

k=6

1.0

0.8

0.6

0.4
I

0.2

Figura 3.11: Curva gerada pela proposicao 4 para k = 6.

Demonstracdo. A prova dessa proposicao é muito semelhante da prova da proposicao 1. Na-
quela prova encontramos um limite superior para o nimero médio de vértices no aglomerado
aberto C' na origem de L, denotado por x(7,\). O interesse da proposicao 4, entretanto, se
concentra na interse¢ao de C' com a linha {(}} x Z e, como o nimero esperado de vértices
nessa interse¢ao é sempre necessariamente menor ou igual que o ntimero esperado de vértices
no aglomerado aberto C, podemos afirmar de antemao que

ExlDyl < x(7,0) <30 ) (mx)" > (1—x3 ).
n=0

t
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Ao utilizarmos essa desigualdade encontrada na demonstragao da proposi¢ao 1, podemos ser
ainda mais pontuais e rigorosos para definir o nimero esperado de vértices na intersecao de
C com {0} x Z, e fazermos com que, diferentemente de (3.2.4), o segundo somatdrio seja
apenas sobre todas as rotas t = (tg, ty, ..., t,) em T satisfazendo ty = 0 e t,, = (). Ou seja:

EoxlDol < x00) (ma)" D (1=x )™,

n=0 tit,=0

Obviamente n é par, afinal, para retornar a origem, é necessario que a quantidade de passos
voltando a ela seja exatamente a mesma quantidade de passos se distanciando dela. Quere-
mos mostrar agora, entao, que qualquer caminho nao contém mais do que § outsteps. Para
ver isso, basta notar que em trajetos de () para ¢ comecando com um outstep, o niimero de
outsteps é igual ao nimero de insteps, enquanto que se o mesmo trajeto comecar com um
instep, o numero de insteps ultrapassa o numero de outsteps em 2 (pois haverd um instep
de () para o vértice 0 e outro de 0 para ()). Portanto, cada sequéncia J corresponde a, no
maximo, k2 sequéncias t, resultando que

EoalDgl <30 ) (VR (1= x )™,

n=0 J
n par

que, pelo argumento anterior, converge se

VR +4/1 =) < 1
1+

Substituindo x, = {75, concluimos que sob as condigdes da proposicao 4, E»|Dy| < oo e,
dessa forma, P, \(|Dy| = 0o0) = 0 como desejado. Se, além disso, §(7, A) > 0, entdo, pelo
Lema 3, existem infinitos aglomerados abertos infinitos quase certamente.

A proposicao 5, por fim, fornece um limite para o par ordenado (7, \) a partir do qual ocorre
apenas um aglomerado aberto infinito em L. Isto é, acima da curva gerada pela relagao entre
7 e X\ dada por essa proposicao (Figura 3.12), quase certamente hd um unico aglomerado
aberto infinito no grafo L.

Proposigao 5: Se ke 2?(™ > 1 onde ¢(7, A) = lim,, o {—21 log P,1((0,0) <> (n,0) em Z?)},
entao quase certamente ha um unico aglomerado aberto infinito em L.
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k=6

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Figura 3.12: Curva gerada pela proposicao 5 para k = 6.

Demonstracdo. Para demonstrar a proposicao 5, vamos supor, entdo, que ke 2?(™N > 1.
Sabendo que ¢, (7, A) | ¢(7, A) quando m — oo, podemos escolher m inteiro positivo sufici-
entemente grande tal que

ke 20m(TA) 5 1

onde ¢, (7, A) = limy, 00 {—= log P> 1((0,0) <> (n,0) em T},(n))}.
Sabemos também que p,,(n) =P, ,((0,0) <> (n,0) em 7,,,(n)) satisfaz a desigualdade

Pm(n) > Nimp2e=ném \in > ().

E utilizando as duas desigualdades acima, podemos escolher um inteiro positivo n suficien-

temente grande tal que
" pm(n)? = AP (ke 20m)" > 1, (3.2.7)

afinal, como ke~ > 1, a parte \¥"7* pode ser tao pequena quanto se queira que, ainda
assim, garante-se a existéncia de algum n que torne toda a desigualdade estritamente maior
que 1.

Construiremos agora um certo processo de ramificacao e usaremos (3.2.7) para mostrar que
tal processo é supercritico. Para qualquer vértice (¢,z) de I com ¢ # (), existe um tinico
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vértice s de T tal que or(s, D) = dr(t,0)—1 e d7(s,t) = 1. Denotaremos por T (t) a subédrvore
que contém t do grafo obtido ao se deletar o elo (s, t) de T.

Figura 3.13: T ().

Seja T (t, z) o subgrafo de L induzido pelo conjunto de vértices {(u,y) : u € V(T (¢))} e
Tt (t, 2) o subgrafo de IL com o conjunto de vértices {(u,y) : u € V(TT(t)),|z —y] < m}.

T

Figura 3.14: T (¢, 2).



A mesma notagao serd agora utilizada para o caso particular de um vértice da forma (0, 2),
isto é,

T*(0) serd a subdrvore de T' deletando a aresta ((), 0),
T*(0, 2) serd o subgrafo de IL a partir de T (() e
T, (0, 2) serd o subgrafo de IL a partir de T ((), z) com tamanho vertical 2m.

Seja (t,2) € V(L). Construimos um conjunto aletério de vértices de 1), " (¢, z) da seguinte
maneira. Comegamos colorindo o vértice (t,z) de vermelho. Em seguida examinamos os
vértices de T, " (¢, z) que sdo da forma (u,z) onde é7(¢,u) = n. Note que existe um tnico
caminho 7, (t,u) em T x {2z} ligando (¢, 2) a (u, z) (Figura 3.15).

(t,z) O

Figura 3.15: Caminho 7,(¢t,u) em T x {z} ligando (¢, 2) a (u, 2).

A esse caminho, associamos o conjunto de vértices
S.(t,u) ={(s,y) € V(L) : (s,2) € m.(t,u), |y — z| < m},
juntamente com todas as arestas associadas de I com pelo menos uma de suas pontas da

forma (s,y) com s # t,u e |y — z| < m (Figura 3.16).
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(tz)

(uz)

Figura 3.16: S,(t,u) e arestas associadas.

Entao, colorimos o vértice (u, z) de vermelho se, e somente se, (t,2) <> (u, z) em S.(¢,u)

SEEL SERER SPEEY

Figura 3.17: (t,2) <> (u, z) em S,(t,u).

Tendo colorido, entao, os vértices (u, z) com dr(t,u) = n, passamos aos vértices (w, z) de
Tt (t,2) com 6p(t,w) = 2n. Seja (w, z) um desses vértices. Entao existe um tnico vértice
u de T com 0p(t,u) = dr(u, w) = n. Colorimos (w, z) de vermelho se, e somente se:

(i) (u, z) é vermelho e

(i) (u,2) <> (w,2z) em S,(u,w).

o4



Procedemos indutivamente dessa maneira para obter o conjunto de vértices vermelhos T'(t, 2).

Se definirmos X; = 1 se o i-ésimo sitio é vermelho e X; = 0 caso contrario, temos que o
nimero esperado de sitios vermelhos a distancia n sera

kTL

o
E(T(t,2)) = E(Z Xi) =Y EX; = k'pn(n),

i=1
pois E(X;) = pm(n) Vi.

Assim sendo, podemos concluir que T'(¢,z) é o conjunto de membros de um processo de
ramificagdo com pu = k"p,,(n) > 1, por (3.2.7).

Dizemos que T'(t,2) e T(t,y) se sobrepoem infinitas vezes se existem infinitos vértices w €
TH(t) tal que (w, z) e (w,y) sdao vermelhos. A notagao utilizada para tal evento serd

(T(t,2) ® T(t,y) i.v.}.

Seja 0 < e < 1. Chamamos T'(t, z) e-robusto se, condicionado a T'(t, z), a probabilidade que
Ty, =T(t,z) e Ty = T(t, z+2m+ 1) se sobreponham infinitas vezes é estritamente maior que
e. Ou seja:

T(t,z) é e —robusto < P, \(Th © Ty i.v./T}) > e.

Mostraremos agora que, para € suficientemente pequeno, a probabilidade de T} ser € - robusto
é estritamente positiva.

Temos que:
P.,-7)\<T1 ® T2 1V) =

= P, (o conjunto de vértices w € T (t) com (w, z) e (w, z4+2m+1) vermelhos ser infinito) =

— P, \(processo de ramificacdo com pu = k"p,,(n)? ser infinito).

Como o processo de ramificacao é supercritico, pois

2

p=k"pm(n)” > 1, (3.2.8)

temos que as probabilidades acima sao estritamente positivas.

Entao,
0< IEDT7/\(T1 ® T2 IV) == E(IEDTM\(Tl O) T2 lV/Tl)),

pOiS IP)TV)\<T1 ® T2 IV) = E(E(I{T1®T2 1v}/T1)) = E(]P)T’A(Tl ® T2 IV/Tl))
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No entanto,

EP AT 0Ty iv/T) =Y P 0T iv./Ty = )Pl =t) =

t1

= Y PalioTiv/Ti=t)P(Ti=t) +

t1e-robusto

t1 0-robusto mas
nao e-robusto

+ > PAMohiv/Ti=t)Pa(Ti=t) =

t1 nao e-robusto
e ndo 0-robusto

E como,

(i) no caso em que t; é e-robusto, por definicao, € < P, (71 © Ty i.v./T) =t1) < 1;
(ii) no caso em que t; ¢ O-robusto mas nao ¢ e-robusto, 0 < P, (T} © Ty i.v./T1 =t;) < € ¢;
(iii) no caso em que ¢; nao é O-robusto e nem e-robusto, P, (77 ® Ty i.v./T; = t1) = 0;

Temos que:

EP\TiOTy iv./Th) < > LPa(Ti=t)+ Y e P(Ti=t)+ Y 0-P(Ti=t).
t1

t1 t1 nao
e-robusto 0-robusto e-robusto
mas nao e nao
e-robusto O-robusto
p———

-

( T: € - robusto | |

W |

T1 0 - robusto

Figura 3.18: Diagrama de Venn para ilustracao dos eventos.
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Isto implica que
EP\(Th ©Tyiv./T1)) <P;A\(T; erobusto ) + € -P. (7} 0-robusto mas nao e-robusto).
Ou seja

EP\(Ty © Ty iv./T})) — € - P, (T} 0-robusto mas nao e-robusto) < P, (T3 e-robusto).
Porém, como PP, (T} 0-robusto mas nao e-robusto) pode ser escrito como P, (73 0-robusto N

Ty e-robusto®), que é o mesmo que P, (77 O-robusto) — P, \(7} O-robusto N T; e-robusto),
temos que

P, A(T} O-robusto mas nao e-robusto) = P, (7 0-robusto) — P, 5(T} e-robusto),
pois P, y(71 O-robusto N e-robusto) = P, (7} e-robusto).
Assim,
EP\(T1 Ty iv./T})) —€ - [P (11 O-robusto) — P, (T} e-robusto)] < P, (T} e-robusto),
ou seja,
EP \(Th0Ty1iv./T1)) —e -P, (T} 0-robusto) < P, (7} e-robusto) — € P, y(T} e-robusto).
Isto implica que

EP Ty ©Tyiv./T))) — € - P, (11 0-robusto) < (1 —¢) - P, (7} e-robusto),
isto é,

EP ATy 0Ty iv./T))) —¢
1—e€

< P, A(T} erobusto).

Entao,
0< PT7)\(T1 ® Ty IV) = E(Pﬁr,)\(Tl o T, IV/Tl)) <

< P, A(Th erobusto) + P,y (T} 0-robusto mas nao e-robusto)

PT,)\<T1 ® T2 1V) — €
1—e¢ '

= P, (T} e-robusto) >

Note que para e suficientemente pequeno, esse valor é positivo. Observe também que, se
e < €, entao, P, (T3 €-robusto) < P, (T} e-robusto). Logo, P, \(7} e-robusto) é decrescente
em e.

Defina
p(Ty) := sup{e : Ty e-robusto},
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com a conven¢ao p(77) = —1 se T} é finito ou ndo é O-robusto. Ou seja, para algum T'(t, z),
p(T'(t,z)) é o maior € tal que

P{P\(T(t,2) ©T(t,z+2m+1) i.v./T(t,z)) > €} = 1.
E claro que P, \(|T1] = 00) > P, A(T} O-robusto), pois para que 7 seja 0-robusto é necessério
que P, (77 ® Ty i.v./T1) > 0. Para que essa probabilidade seja positiva, é necessario que

|T1| = oo pois, se |T1| < oo, entdao Ty nado teria como se sobrepor a T} infinitas vezes e essa
probabilidade seria igual a zero. Logo, temos que {|T1| < oo} = {P,A\(T1 © Ty i.v./T1) = 0}.

Entao, pela contrapositiva, temos que

(B (T, © Ty iv./Th) > 0} = {|T1| = oo}

Ou seja, {P, (71 © T i.v./Ty) > 0} C {|T1] = oo}.
= P{P,\(T1 © Ty i.v./T1) > 0} < P\ {|T1| = o0}.
= P, (T} O-robusto) < P, (|73 = o0). (3.2.9)
Por Lyons ([13]) sabe-se que
P (|11 = 00) < P, a(p(T1) > 0) (3.2.10)

e, por definicao, sabemos que

P A(p(T1) > 0) < P, (T} O-robusto). (3.2.11)

Logo, por (3.2.10) e (3.2.11), temos que

P, (|T1| = 00) < P, \(T} O-robusto). (3.2.12)

Ou seja, por (3.2.9) e (3.2.12), chegamos a conclusao de que

P, »(T1 O-robusto) = P, ,(|T1| = o). (3.2.13)

Agora, por defini¢ao, sabemos que
P.x(p(T1) > 0) < P, (T O-robusto) = P, (|T1] = o).
Isso implica que

P, \(p(T}) > 0) < P,\(|Th] = o0). (3.2.14)
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Assim sendo, temos por (3.2.10) e (3.2.14) que,

Pra(p(T1) > 0) = Pra(|Th| = oo). (3.2.15)

Mostraremos agora a unicidade do aglomerado aberto infinito.

Seja (t,z) um vértice em L pertencente a um aglomerado infinito C'(¢,z). Em primeiro
lugar queremos mostrar que C(¢, z) contém algum vértice de T' x {y} para infinitos valores
de y(€ Z). Suponha entdo, por contradi¢ao, que C(t, z) estd confinado a apenas algumas
camadas T'x {M, ..., N}. Como C(t, z) nao cresce infinitamente para cima e para baixo, tem
que crescer infinitamente para os lados. Entao existe um inteiro positivo I que é o maximo
com a propriedade que C(t, z) contém infinitos vértices de T x {I}. Mas, para qualquer
dado valor I, esse evento tem probabilidade zero pelo mesmo motivo dado na parte (i) da
demonstracao do Lema 3. Isto é, como ha probabilidade estritamente positiva de que os
infinitos vértices da arvore T'x {I} estejam conectados com os vértices da arvore T' x {I +1}
pelos elos da forma ((¢,1), (t,I + 1)) e como os estados desses elos sao independentes uns
dos outros, Borel-Cantelli garante que infinitos desses vértices estarao conectados e, dessa
forma, chegamos a uma contradicao com respeito a maximalidade de I. Logo, tal I nao
existe quase certamente.

Seguindo o raciocinio, além de nao estar confinado a apenas algumas camadas de L, podemos
concluir que C(t, z) contém, quase certamente, vértices de T x {y} para todo y € Z. Afinal,
se ele contém vértices de infinitas camadas deve conter vértices de todas as camadas ou nao
teria como passar de uma camada a outra.

Se construirmos C'(t, z) algoritmicamente (veja [2], pg 145), temos que C(¢, z) contém, quase
certamente, algum vértice (u, y) que é raiz de uma arvore O-robusta 7'(u, y) em T, (u,y). Isso
ocorre devido ao fato que, a cada momento que o processo de crescimento alcanca um novo
plano T'x {y}, chegando de T' x {y — 1}, digamos, existe probabilidade estritamente positiva
de que o ponto (v,y) esteja ligado por um caminho aberto a (v,y +m) e que (v,y + m) seja
raiz de uma drvore robusta T'(v,y +m) em T,/ (v,y + m). Veja que podemos assumir que
or(u, @) é um multiplo de n.

Até aqui temos entao que C(t, z) contém, quase certamente, algum vértice (u, y) que é raiz de
uma arvore 0-robusta T'(u, y). De fato, mais uma vez por Borel-Cantelli, isso é verdade para
infinitos valores de y ja que C(t, z) ndo estd confinado em Z e visto que, se considerarmos
vértices que tenham distancia em Z no minimo maior que 2m + 1 (isto é, o7 > 2m + 1), os
vértices podem ser raizes de arvores O-robustas independentemente uns dos outros.

Suponhamos agora que (s,y) e (¢, z) sejam vértices distintos de L. que estejam em aglomera-
dos abertos infinitos. Queremos mostrar que (s,y) <> (¢, z) quase certamente neste evento.
Como discutido no pardgrafo anterior, quase certamente, C(s,y) e C(t,z) contém vértices
(a,i) e (b,j) (respectivamente) que sao raizes de conjuntos robustos T'(a,i) e T'(b,j) em
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T (a,i) e T\ (b, j) respectivamente (e com or(a, ) e o7(b, #) multiplos de n, e, se desejado,
com |i — j| > 2m). Basta, portanto, mostrar que ha probabilidade zero de que existam tais
vértices distintos (a,i) e (b,7), que sdo as raizes de tais conjuntos robustos, mas que nao
estao conectados por um caminho aberto em L.

Sejam (a,i) e (b,j) vértices distintos de L. Dizemos que (a,) é relacionado com (b, j) se
V(T*(a)) N V(T (b)) # 0, e, ndo relacionados, caso contrario.

Suponhamos primeiramente que (a,7) e (b, j) sejam nao relacionados, e seja 71 = T'(a,i) e
Ty =T(b,j). Seja ™ o caminho mais curto em IL de (a,4) até (b, j) e que ndo usa nenhum elo
de T (a,i) ou de T*(b, j). Tal caminho esté aberto com probabilidade \=7l79r(@t) = 5 > (.

Note que, se T é infinito, entao 77 também é e-robusto para algum (aleatério) € > 0 (qualquer
e € (0, p(T1)) funcionard), pois, por (3.2.15), P\ (p(T1) > 0) = P, ,(|T1] = o0) > 0.

Considere agora os grafos T, (a,i + k(2m + 1)) quando k varia entre os inteiros positivos.
Condicionado em T3, nds temos que se |11 = oo, entao cada vértice (a,i + k(2m + 1)) tem
probabilidade estritamente positiva (dependendo de Tj) de ser a raiz de um processo de
ramificacao vermelho em T (a,i+ k(2m + 1)) que se sobrepoem a 7} infinitas vezes e, além
disso, os eventos correspondentes sao independentes para diferentes valores de k.

No evento que (a,i + k(2m + 1)) é tal vértice, ou seja, quando ele é a raiz de um processo
de ramificacao vermelho em T (a,i + k(2m + 1)) que se sobrepdem a T} infinitas vezes,
podemos garantir que (a,i 4+ k(2m + 1)) <> (a,7). Essa afirmacao pode ser feita visto que,
por Borel Cantelli, hd probabilidade (condicional) igual a um de que, dados dois processos de
ramificacao vermelhos que se sobrepoem infinitas vezes, nés podemos encontrar dois pontos,
um de cada processo, que encontram-se na mesma copia de Z e com a propriedade que o
caminho de elos-Z unindo eles esta aberto. Afinal, o caminho unicamente de elos-Z que une
cada par de vértices tem probabilidade estritamente positiva de estar aberto e, como S, (¢, u)
nao inclui elos-Z ao longo de {t} x Z ou de {u} x Z, cada um desses caminhos pode estar
aberto independentemente dos demais.

Seja A, o evento que (i) (a,i+k(2m+1)) é a raiz de uma arvore vermelha que se sobrepoem
a Ty infinitas vezes; (i7) (b, j+k(2m+1)) é a raiz de uma arvore verde que se sobrepdem a T
infinitas vezes; e (ii7) o caminho 7 com o conjunto de vértices {(¢t,z+k(2m+1) : (¢,2) € 7}
esta aberto.

Condicionado em T e Ty, os eventos {Ax : k > 1} sdo independentes e cada um tem
probabilidade de ocorréncia maior ou igual a min{p(7}), p(T3)}?c(> 0). Entao, novamente
por Borel Cantelli, algum Aj ocorre quase certamente, de modo que (a,i) <> (b, ) pelas
observagoes acima.

Portanto,

Pra((a,7) < (b,5); ITa| = |T2| = o0) =
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- / / AP, \(T1) dPrr(T) Pra((a,i) < (b, §)/T1, Ts) =

T1,To:|Th|=|T2|=0c0

_ / / 0P, A(Ty) AP, 5(Ty) = Pr 5 (|Th| = 00, | T3] = o0).

T1,To:| T1 |=|T2| =00

Suponhamos finalmente que (a, ) e (b, j) s@o relacionados e sao as raizes de processos verme-
lhos infinitos T'(a,4) e T'(b, j), respectivamente. Suponhamos também que dr(a,?) e d(b, D)
sao multiplos de n, e que |i — j| > 2m. Se T'(a,i) e T(b,j) se sobrepdem infinitas vezes,
entao (a,i) <> (b, j) por um argumento anterior, e por isso assumimos que 7'(a,i) e T'(b, 7)
nao se sobrepoe infinitas vezes.

Nesse caso, existe um (aleatdrio) inteiro positivo R tal que T'(a,i) e T'(b,j) ndo contém
nenhuma sobreposi¢ao no conjunto S xZ, onde S = V(T (a))NV(T*(b))N{t : or(a,t) > R}.
Isso é possivel pois T'(a,i) e T'(b, j) se sobrepoem finitas vezes.

Podemos escolher ¢,d € S tal que (c,i) e (d, j) sdo as raizes de processos vermelhos infinitos
em T (c,i) e T} (d, 7) e tal que (¢, i) e (d, j) sejam nao relacionados. A chance que tais (c, 1)
e (d,j) estejam em diferentes aglomerados abertos inifnitos de L é zero, pelo argumento
anterior. E, assim, a prova esta completa.
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Capitulo 4

Discussao dos Resultados

Até aqui chegamos a resultados sobre a existéncia e o nimero de aglomerados abertos infinitos
em L para diversas variacoes dos valores dos parametros 7 e A\. Agora exploraremos um pouco
mais esses resultados.

Com todo o trabalho desenvolvido até aqui, podemos verificar que, uma vez que cada
parametro varia entre zero e um, o conjunto de valores para o par ordenado (7, \) forma
um quadrado unitario que pode ser dividido em trés regidoes nao-vazias correspondentes a
diferentes valores para o nimero N de aglomerados abertos infinitos em L. Nos casos tri-
viais em que os dois parametros sao iguais a zero ou iguais a um é nitido que o niimero de
aglomerados abertos infinitos em IL sera igual, respectivamente, a zero ou a um. No caso em
que 7 = 0 e A = 1, o numero de aglomerados abertos infinitos em I é obviamente infinito
e os aglomerados sao as linhas formadas pelos vértices {(t;,2),Vz € Z}. J4 no caso em
que A = 0, o grafo IL se restringe a infinitas arvores desconexas e, dessa forma, como vimos
no capitulo 2, ou nao ocorrerd percolagao (se 7 < 1/k), ou existirao infinitos aglomerados
abertos infinitos com probabilidade um (se 1/k < 7 < 1).

Todavia, mais importante que os casos triviais, que sao intuitivos, é a nogao sobre o que
acontece em toda a faixa de variacao dos parametros 7 e A. Assim, ao utilizarmos os resul-
tados expostos no capitulo 3 para nos debrucarmos sobre o quadrado unitario, ja& podemos
admitir a existéncia de uma regiao onde os parametros 7 e A assumem valores suficientemente
pequenos de forma a garantir que o nimero de aglomerados abertos infinitos em L seja igual
a zero com probabilidade um. A partir de uma certa altura, no entanto, sabemos que o
valor de 7 se torna suficientemente grande ao ponto de permitir a ocorréncia de percolacao
nas arvores de IL, que, quando percolam, apresentam infinitos aglomerados abertos infinitos,
como vimos no capitulo 2. Porém, nessa regiao, o nimero de aglomerados N s6 é igual a
infinito quase certamente porque o parametro A nao é grande o suficiente para fazer com
que todos esses aglomerados infinitos das arvores se unam num unico aglomerado. E, assim,
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como consequéncia dessa linha de observacao e como foi demonstrado com a proposicao 5,
sabemos que existe também uma regiao em que o parametro 7 é grande o suficiente para nao
impedir a percolacao nas arvores e o parametro A se mostra elevado o suficiente para per-
mitir que todos os aglomerados infinitos das drvores se unam num tnico aglomerado aberto
infinito de L.

Toda a formalizacao desse raciocinio e os limites das curvas que dividem essas trés regioes do
quadrado unitario foram apresentados na Segao 3.2. A figura abaixo ilustra tais resultados
para o grafo IL construido a partir de arvores regulares de grau 7 (k = 6).

k=6

1.0

0.8
I

0.4

0.2
I

0.0
I

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 4.1: Curvas geradas pelas proposicoes 1,2,4 e 5 para k = 6.

A curva vermelha representa a curva gerada pela relacao entre 7 e A da proposicao 1, ou,
como discutido acima, a curva que delimita a regiao onde os parametros 7 e A assumem
valores suficientemente pequenos de forma a garantir que o nimero de aglomerados abertos
infinitos em L seja igual a zero com probabilidade um. Ou seja, abaixo da curva vermelha,
podemos afirmar que P, \(w € Q; N(w) =0) = 1.

A curva verde representa o resultado exibido pela proposicao 2, que garante que, em toda a
regiao acima dessa curva, quase certamente havera pelo menos um aglomerado aberto infinito
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em L. Ja a curva azul reproduz a relagao entre 7 e A da proposicao 4, que garante que, abaixo
dela, existirao infinitos aglomerados abertos infinitos quase certamente se 6(7, \) > 0.

Com esses dois resultados acima, se torna evidente, entao, que a proposi¢ao 2 combinada com
a proposicao 4, ambas apresentadas e demonstradas na Secao 3.2, fornecem uma regiao para
o par ordenado (7, ) onde o nimero de aglomerados abertos infinitos em L assumira quase
certamente o valor infinito. Mais especificamente, podemos afirmar que, em toda a regiao
entre as curvas verde e azul, P, \(w € Q; N(w) = o0) = 1. E, voltando a nossa discussao
anterior, essa se revela a regiao onde o valor de 7 é suficientemente grande ao ponto de
permitir a ocorréncia de percolagao nas arvores de I, mas, combinado com um valor de A
nao grande o suficiente para fazer com que todos esses aglomerados infinitos se unam num
unico aglomerado, exibe, entdao, uma quantidade infinita de aglomerados abertos infinitos
com probabilidade um.

Por fim, a curva violeta representa a curva gerada pela relagao entre 7 e A da proposicao 5,
também apresentada e demonstrada na Secao 3.2. Essa proposicao fornece um limite inferior
para a regiao onde sé é possivel a existéncia de um tunico aglomerado aberto infinito. Ou
seja, pelos resultados exibidos nessa se¢@o, sabemos que, acima da curva violeta, P, \(w €
; N(w) = 1) = 1. E, mais uma vez voltando a discussao anterior, essa é uma delimitagao
da regiao onde a nossa intuicao nos leva quando vamos aumentando aos poucos os valores
detel Ea regiao onde o parametro 7 é grande o suficiente para nao impedir a percolagao
nas arvores e o parametro A é elevado o suficiente para permitir que todos os aglomerados
infinitos das arvores se unam num tunico aglomerado aberto infinito de L.

Para o caso especifico do grafo I em que k = 6, percebemos que as curvas das 4 proposigoes
geram duas asas no quadrado unitario cujos exteriores contém informagoes relevantes a
respeito do nimero de aglomerados abertos infinitos em L. Na verdade, isso ocorrerd para
todos os valores de k, com a ressalva de que algumas curvas tendem a estar mais proximas
umas das outras quanto maior o valor de k. Contudo, é importante ressaltar, uma vez que
essa duvida ¢é inerente a qualquer um que tenha chegado até aqui, que nas regices dentro das
asas nao ¢ possivel fazer conclusao alguma. Nesse cenario se torna até pertinente levantar
a questao do nimero de aglomerados abertos infinitos nesses espagos poder assumir valores
finitos estritamente maiores que um, uma vez que nao sabemos o que ocorre dentro das
asas. Porém, adaptages dos argumentos de Newman e Schulman [9] mostram que isso nao é
possivel. Segundo os resultados obtidos por eles, para qualquer valor do par ordenado (7, ),
realmente uma das seguintes situagoes ocorre no grafo L: N =0, N =1 ou N = cc.

De qualquer maneira, ainda que apresentem regioes nao-conclusivas, os resultados expostos
nessa dissertacao ainda trazem uma melhora extremamente significativa em relacao ao que se
sabia sobre os pontos criticos do grafo I, uma vez que os resultados anteriormente conhecidos
sobre percolacao nesse grafo se resumiam a ocorréncia de percolagao quando 7 + A > 1,
quando A = 1 ou quando 7 fosse maior que o ponto critico da arvore (p, = 1/k).
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Resta-nos, entao, analisar se os resultados obtidos sao satisfatérios o suficiente para quaisquer
valores de k, uma vez que, se houver intersecao entre as asas, muita informacgao é perdida.
E, como pudemos ver com algumas simulacoes de curvas realizadas para diferentes valores
de k e com a figura anterior, os resultados se revelam muito bons para valores de k maiores
ou iguais a 6. Para 2 < k < 5, ocorre intersecao entre as curvas verde e azul, representantes
das proposicoes 2 e 4, o que faz com que a regiao do quadrado unitario onde ocorrem quase
certamente infinitos aglomerados abertos infinitos se encontre prejudicada.

A figura abaixo, que apresenta as curvas das 4 proposicoes para o grafo IL gerado por arvores
com graus 3,4,5,6 (k = 2,3,4,5), ilustra a perda que sofremos devido a intersecao das
curvas verde e azul. Note que a regiao onde nao podemos fazer conclusoes esta resumida
numa sé regiao, uma vez que as duas asas se encontram interceptadas. Para k = 2 a regiao
onde sabemos ocorrerem infinitos aglomerados abertos infinitos é muito pequena e ela tende
a crescer a medida que k aumenta.

0.8

0.8

Figura 4.2: Curvas geradas pelas proposicoes 1,2,4 e 5 para k = 2, 3,4, 5.

Note que, a medida que o grau das arvores aumenta, menor se torna a regiao onde nao
ocorre percola¢ao (abaixo da curva vermelha) e maior se torna a regidao onde o nimero de
aglomerados abertos infinitos é quase certamente igual a um (acima da curva violeta). E
isso faz todo o sentido, visto que, quanto maiores sao as possibilidades de conexoes nas
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arvores, maior ¢ a quantidade de elos que se encontrarao abertos e maiores sao as chances de
percolagao. A figura abaixo, que apresenta as curvas do quadrado unitario quando k£ = 10,
ilustra a reducao da area abaixo da curva vermelha e o aumento da area acima da curva
violeta se comparadas as areas das mesmas curvas quando k = 2,3,4 e 5.

k=10

1.0

0.4
I

0.2
I

0.00 0.05 0.‘].0 0,‘15 0.20 0.25 0.30 0.35
Figura 4.3: Curvas geradas pelas proposigoes 1,2,4 e 5 para k = 10.

Um outro ponto importante que deve ser discutido aqui envolve os pontos finais das 4 curvas.
Como podemos notar com todas as figuras exibidas até aqui e com alguns simples célculos que
utilizam as relagoes entre 7 e \ fornecidas pelas quatro proposigoes apresentadas no capitulo
3, ha coincideéncia entre os pontos finais das curvas vermelha e verde e entre os pontos finais
das curvas azul e violeta. Isto é, ambas as proposi¢oes 1 e 2 geram curvas que se iniciam
no ponto (7,A) = (0,1) e terminam no ponto (7, \) = (%,O) e ambas as proposicoes 4 e 5
geram curvas que se iniciam no ponto (7, A) = (0,1) e terminam no ponto (7,\) = (\/ig, O).
Em resumo, se considerarmos as relacoes entre os dois parametros fornecidas pelas quatro
proposigdes da maneira T = T.,(A), temos entao as seguintes propriedades para cada curva

(como exemplo, 7/.,4.(0) esta desenvolvida no Anexo B).
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Para a curva vermelha:

1 1
Tvermelha(()) = Ev T'Ll)ermelha<0) = —00, Tvermelha<1) = 07 T'L/)ermelha<1) = _E7
Para a curva Verde:
1 —o(k —1) 2
TU@Tde(()) = E? T'L/;erde(o) = T’ T’Uere(l) = 07 Tzl)erde(l) - - < m - 1) ;
Para a curva azul:
1 , , 1
Fet0) = e Toal0) = =25, Tocal1) = . To1) =~

Para a curva violeta:

1
Tvioleta(o) = = T/ioleta(o) =

vk

%, Toioteta(1) = 0, Thigrera(1) = — (\/E\/f 1) -

Assim como ja foi dito anteriormente, a proposicao 4 combinada com a proposicao 2 implica
na existéncia de uma regiao de valores para o par ordenado (7, A) onde existem infinitos aglo-
merados abertos infinitos em L, e isso pode ser confirmado ao compararmos as propriedades
acima e percebermos que

Tverde(o) = = Tazul(o)-

1
< —
Vk
Além disso, para k suficientemente grande (k > 6), as estimativas implicam que essa regiao
se estende por todo o caminho até o ponto (7, A) = (0, 1), uma vez que

(1) = (\/ - 1) < 37 = IO

Ou seja, num grafico que exiba 7 no eixo vertical e A no eixo horizontal, a curva verde
apresenta uma inclina¢do menor do que a curva azul no ponto (7, A) = (0,1). O que, quando
trocados os eixos, gera no ponto (7, A) = (0,1) uma curva verde com uma inclina¢do maior
do que a inclinagao da curva azul, como podemos notar com a figura anterior. Podemos
inclusive garantir, com alguns calculos, que Tyerge(A) < Tazw(A) para todo 0 < A < 1.

| =

A figura abaixo, para diferentes valores de k, ajuda na visualizacao de tudo o que foi discutido
até aqui.
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k=10,25,50,100,500 e 1000

00
L
00
L

T T T T T
0.00 005 010 015 020 025 030 0.00 005 010 015 020 0.00 005 010 015

02

0.00 002 004 0.06 008 010 0.00 001 002 0.03 004 005 0000 0005 0010 0015 0020 0025 0030 0035

Figura 4.4: Curvas geradas pelas proposicoes 1,2,4 e 5 para k = 10,25, 50, 100, 500, 1.000.

Por fim, ¢ interessante comentar um pouco sobre a estabilidade do nimero N de aglomerados
abertos infinitos em L. Observemos que N = oo é estavel relativamente a N = 1 sob
perturbagoes de A quando 7 é maior que 1/k e quando ele é suficientemente menor que 1/ VEk.
Isto é, se T se encontrar entre esses dois limites, mesmo causando pequenas variagoes no valor
de A\, N permanece constante igual a infinito. Por outro lado, N = oo é incontestavelmente
instavel relativamente a N = 1 sob perturbagoes de A quando 7 estd muito préximo de 1/ VEk,
pois uma minuscula alteracao no valor de A pode fazer com que o niimero de aglomerados
abertos infinitos passe de infinitos para uma uma regiao nao-conclusiva em que o nimero de
aglomerados abertos infinitos pode ser igual a um ou vice-versa.

Da mesma maneira, podemos perceber que N = 0 é estavel para A\ = 0 e 7 pequeno e
distante de 1/k. Note que, se A = 0, a medida que aproximamos 7 de 1/k, mais instavel se
torna o nimero N de aglomerados abertos infinitos, pois um pequeno aumento de 7 pode
fazer com que N passe de zero para para uma uma regiao nao-conclusiva em que o nimero
de aglomerados abertos infinitos pode ser igual a infinito.

Repare que o ponto mais alto e mais a esquerda (7, A) = (0, 1), onde o ntiimero de aglomerados
abertos infinitos é infinito também é o limite das curvas que delimitam as regides em que
N =0e N = 1. Nesse ponto, podemos perceber que, para valores suficientemente grandes
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de k, qualquer vizinhanga do ponto (7,A) = (0,1) contém pontos em cada uma das trés
regides, o que evidencia a instabilidade de N na vizinhanca desse ponto. Contudo, para
valores pequenos de k (como pode ser visto na figura 4.2), como ha uma grande parte da
vizinhanga que se encontra em uma regiao nao-conclusiva, nao se pode excluir a possibilidade
de que apenas as regides N =0 e N = 1 alcancem o ponto (7, A) = (0, 1).

69



Capitulo 5

Conclusoes

Como foi visto, conseguimos, a partir de resultados ja conhecidos de percolacao em Z?2, definir
trés regides do quadrado unitério para o par ordenado (7, ) onde, em cada uma delas, o
nimero de aglomerados abertos infinitos em L é determinado quase certamente. Sao elas:
a regiao onde nao ocorre percolagao, a regiao onde ocorrem infinitos aglomerados abertos
infinitos e a regiao onde ocorre apenas um aglomerado aberto infinito.

Esses resultados trazem uma melhora significativa em relagao ao que se sabia sobre os pontos
criticos do grafo IL, uma vez que os resultados anteriormente conhecidos sobre percolacao
nesse grafo se resumiam a ocorréncia de percolagao quando 7+ A > 1, quando A = 1 ou
quando 7 fosse maior que o ponto critico da arvore (7. = 1/k).
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Capitulo 6

Anexos

6.1 Anexo A:

Definicao 6.1. A inequagdo de subaditividade diz que se (x, : v > 1) € uma sequéncia de
numeros reais e se x, satisfaz a inequacdo de subaditividade,

Tm+n S Tm + T, vn7

entdo, x, € uma sequéncia subaditiva.

Lema Seja (a,) uma sequéncia de reais nao negativos tal que a,, —d < a, + a,, para
N ) ) ap, +d . a, +d
n,m>1ed> 0. Entao existe lim ( —d) :mf{ —d}.

n—00 n n n

Demonstracao. Temos que as — d < a; + a1. O que implica que as < 2a; + d.

Por indugao, suponhamos verdade para n = k, ou seja,

ar < kay + (k —1)d.

Temos, entao, para n = k + 1, que
a1 < d+ar+a; <d+kay+ (k—1)d+a =kd+ (k+1)ay,
onde a ultima desigualdade segue da hipétese de indugao. Assim, chegamos ao resultado que

Q41 S (k? + 1)&1 + kd.
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—d, e note que —d < c < a

—(n—1)d ..
an=(=Dd _ i inf, ann+d

M<c+e.

Seja ¢ = liminf,_,
Dado € > 0, existe um k& € N tal que &

Sen=kq+r,onde0<r<keqecZ', entao:
A = Qpgrr < d~+ apg + ap < d+ agy + by, (6.1.1)

onde by, = maz;«, a; < co. Por (6.1.1), temos
Akg = Qp(g—1)+k < A+ apg—1) +ap < d+ap +d+ap + apg-2) < -+ < qd + qap = q(d + ay,).

Logo,
a, < d+akq+bk < d—l—q(d+ak)+bk,

o que implica que
a, _d

It a)+ 2

n o n n

e assim J ] b
an k
— < —4+=(d —.
< +k( +ak)+n
an < %+%(d+ak)+% < ¢+ d+ 3e. Assim temos

Logo, para n grande o suficiente,
a —nd d
limsup — < ¢+ d = limsup — +—-<ec
n n—0o n n

n—oo

Como ¢ = liminf,,_,, a”ﬂ” — d, temos, entao, que

[

- X,
r—00 T

Corolario (Lema de Fekete): Se (z, : r > 1) é subaditiva, entao o limite A = lim

existe e satisfaz —oo < A < co. Além disso, A = inf {% N 1} e, entao, xr,, > mA

para todo m.
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6.2 Anexo B:

Por (2.1.16) sabemos que
(1—7)(1—X)?
1—=A1-7))%

e_d)(T:)‘) Z 1—

Pela Proposicao 2, sabemos que ha pelo menos um aglomerado aberto infinito em IL quase
certamente se ke %™ > 1. Logo, se

1-—7)(1=X)?2 1

Ao aoeE TR

entao a condicao da proposicao 2 também é satisfeita. Da mesma forma, se considerarmos
7 como uma funcao de \ dada pela relacao acima, temos

E(1—7(\)(1—N)?

S (R YRy}

—1>0.

Ao derivarmos a equacao em relacao a A, temos:
< derivada do numerador em relagao a A= k9 (1 — A)? + k(1 — 7(X))2(1 — A).
— derivada do denominador em relacdo a A= 2(1 — A\(1 — 7(A))) (=1 4+ 7(\) + A4).

Pela regra do quociente temos

a b c
ka2 (1= X2+ k(1 —7(N)2(1 — /\)] (1 =21 =72+ k(1 —7(N)(1 = N)? [2(1 — A = 7)) (1 +7(N) + AT ]

=0.

(=A@ =7(M))*

O que implica em

k%(l —2)2b+ab+2c {)\(1 —7A) = 14+7N) = AN —7(N\) + )\g _ /\2%(1 )| =o.

Que é equivalente a

dr dr dr
ka(l -2+ 2c,\a - 2cx2a(1 —7(A\) = —ab — 2cA(1 — 7(N\)) + 2¢ — 2¢7(A) + 2cAT(A) (1 — 7(N))
ea
Z—; [£(1 = 2)2b+ 2ch — 2cA3(1 — 7(N))] = —ab — 2eA(1 — T(N)) + 2¢ — 2e7(A) + 2eAT(A) (1 — 7(N)).
Logo,

dr  —ab—2cA(1 —7(N)) + 2¢ — 2¢7(A) 4+ 2eAT7(A) (1 — 7(N))

dx k(1 — X)2b 4 2ch — 2cA2(1 — 7(N))
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