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Resumo

A Teoria da Resposta ao Item é uma teoria psicométrica que visa construir escalas e estimar
tracos latentes baseada em respostas dadas a itens que sao diretamente influenciadas por estes tragos.
Uma suposicao usual dos modelos da TRI é assumir que os tragos latentes sao variaveis aleatérias que
seguem uma distribui¢do normal. Embora distribui¢ées normais sejam frequentemente observadas
e computacionalmente convenientes, é improvavel que a distribuigdo do trago latente seja bem
aproximada pela normal em todos os casos. O objetivo deste trabalho é, através de mistura de
distribuigoes normais, propor um novo modelo da TRI que flexibiliza a hipétese de normalidade dos
tracos latentes. Em particular, esta abordagem permite uma solucao para modelar distribui¢cdes com
caudas pesadas ou assimetria sem o uso de distribuigbes com caudas pesadas ou assimétricas (ex:
Skew-Normal ou t-Student). Esta dissertagao também apresenta uma parametrizagao particular do
modelo Probito de 3 parametros, com o objetivo de melhorar o algoritmo MCMC usado para se fazer
inferéncia no modelo proposto, utilizando uma abordagem Bayesiana. E por ultimo é apresentado

estudos de simulacoes e dados reais para avaliar a eficiéncia e a aplicabilidade do modelo proposto.



Abstract

The Item Response Theory (IRT) is a psychometric theory which aims to construct scales and
estimate latent traits based on answers given to items that are directly influenced by these traits.
A common assumption of IRT models is to assume that the latent traits are random variables that
follow a normal distribution. Although normal distributions are often observed and computationally
convenient, it is unlikely that the latent traits are always well aproximated by the normal distribu-
tion. The aim of this dissertation is to propose a new IRT model that relaxes the assumption of
normality by using mixtures of normal distributions. In particular, this approach provides a solution
to modeling heavy-tails or asymmetry without the use of heavy-tailed or asymmetric distributions
(e.g. t-Student or skew-normal). This dissertation also introduces a particular parametrisation of
the 3 parameter Probit model using auxiliary variables to improve the MCMC algorithm used to
make inference in the proposed model under a Bayesian approach. Finally, simulations and real

data studies are presented to assess the efficiency and applicability of the proposed model.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) foi formalizada por Lord em 1952 e por Rasch em 1960.
A TRI é uma teoria psicométrica que visa construir escalas e estimar tragos latentes baseada em
respostas dadas a itens que sao diretamente influenciadas por estes tracos. A varidvel de interesse
é nao observavel, ou seja, nao pode ser medida diretamente, como por exemplo a proficiéncia em
matematica ou ansiedade do individuo. Esta varidvel é conhecida como traco latente, proficiéncia
ou habilidade do individuo.

A TRI modela os tragos latentes, relacionando a probabilidade de um individuo responder
corretamente ao item com seu traco latente e com as caracteristicas dos itens. Algumas importantes
caracteristicas dos itens sao: dificuldade, discriminacao e acerto casual, este 1ltimo ocorre quando
o individuo possui uma baixa proficiéncia e por isso nao sabe responder ao item. Dados essas
caracteristicas dos itens é possivel classificar individuos segundo alguma caracteristica de interesse,
por exemplo a proficiéncia em matematica ou o nivel de estresse.

Uma usual suposicao dos modelos da TRI é assumir que os tragos latentes sao varidveis aleatorias
que seguem uma distribuigao normal, tal como, considerado por Lord e Novik (1968, Chap. 16). No
entanto, alguns trabalhos sugerem que este pressuposto nao se aplica em muitos casos e que varios
fatores podem influenciar na nao normalidade desta distribuicao, como por exemplo, a presenca de
populacoes distintas, assimetria e caudas pesadas (ver Micceri, T., 1989 e Samejima, F. 1997).

Além disso, quando esta hipdtese nao é plausivel as estimativas dos parametros tendem a ser

14
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tendenciosas, por isso é importante modelar adequadamente tal distribuicao. Embora distribuigoes
normais sejam frequentemente observadas e computacionalmente convenientes, é improvavel que a
distribuicao do traco latente seja bem aproximada pela normal em todos os casos.

Segundo Micceri (1989), para muitos dados psicométricos as suposi¢oes de normalidade na dis-
tribuicao dos tracos latentes nao se sustentam em dados reais. Em uma tentativa de fornecer uma
base empirica Micceri (1989) realizou uma pesquisa sobre a robustez da suposi¢ao de normalidade,
analisando simetria e peso de caudas de 440 conjuntos de dados, levando em consideragao opinioes
de psicométricos. No final do estudo conclui-se que a maior parte destes dados nao seguiam distri-
buigoes normais. Entre as medidas psicométricas foi observado que 13,6% tinham caudas préximas
da distribui¢ao normal, 20,8% tinham ambas caudas menos pesadas que a normal e 65,6% tinham
ao menos uma cauda pesada.

Woods & Thissen (2006) apresentam um método nao-paramétrico para ajustes de modelo da
TRI, a Ramsay-curve da Teoria de Resposta ao Item (RC-IRT). Este é um método que estima
simultaneamente os parametros dos itens e a distribuicao da variavel latente, usando estimagao de
maxima verossimilhanca marginal em um EM modificado. Para isso ¢é utilizado a funcao B-Splines,
que é uma combinagao linear de fungoes polinomiais, formando uma base de espagos splines (de
Boor, C. 1972). E desejavel para identificar a escala para modelos RC-IRT, fixar a média e o desvio
padrao da curva de Ramsay como 0 e 1, respectivamente; no entanto, fazer isto nao é simples porque
0s momentos nao sao parametros, nem fungoes simples dos parametros.

Para Azevedo et al. (2011) uma solucao seria o uso da distribuigdo normal assimétrica centrada,
proposta por Azzalini (1985), para os tragos latentes. Sua abordagem é comparada com outros
métodos de estimacao que usam a normalidade nos tragos latentes. Os autores afirmam que a falta
de normalidade da distribuicao pode esta relacionada com a presenca de assimetria nos dados.

Mislevy (1984) utiliza misturas de normais para solucionar o problema da falta de normalidade
da distribuicao do traco latente. Porém, os parametros dos itens sao tratados como conhecidos e a
estimacao dos parametros da distribuicao latente é obtida maximizando a verossimilhanca marginal
dos dados.

O objetivo deste trabalho é, através de mistura de distribuigdes normais, propor um novo modelo
da TRI que flexibiliza a hipétese de normalidade dos tragos latentes.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: No restante do capitulo 1 serao apresen-
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tados os conceitos de TRI e defini¢coes bésicas de andlise Bayesiana e MCMC. No capitulo 2 sera
apresentado uma versao aumentada do modelo Probito de 3 parametros da TRI, com o objetivo de
facilitar o MCMC, no final do capitulo sera apresentado um estudo de simulacao utilizando o modelo
proposto. No capitulo 3 é proposto um novo modelo da TRI que flexibiliza a hipotese de normali-
dade utilizando uma mistura de distribuicoes normais para modelar as proficiéncias dos individuos.
No capitulo 4 serao realizados estudos de simulacGes para avaliar a eficiéncia do modelo da TRI
com mistura de distribui¢oes normais para a proficiéncia. No capitulo 5 é composto pelos estudos

de aplicacao a dados reais. Por fim, o capitulo 6 apresenta uma conclusao para este trabalho.

1.2 Modelo da TRI para respostas dicotomicas

A TRI considera modelos estatisticos para descrever como a probabilidade de responder correta-
mente ao item depende da proficiéncia do individuo e, também, de caracteristicas dos itens. Existem
modelos da TRI para diferentes tipos de itens, como por exemplo itens dicotémicos, politémicos ou
com respostas continuas. Neste trabalho iremos tratar de itens dicotomicos, ou seja, existem duas
possiveis respostas no item.

Seja Y;; uma varidvel dicotomica que assume os valores 1, quando o individuo j responde corre-
tamente o item i, ou 0 quando o individuo j nao responde corretamente ao item i, com i=1,....I e
j=1,....,J. Os modelos classicos da TRI para itens dicotomicos tem a seguinte forma para a proba-

bilidade do individuo j acertar o item i:

P(Yj =110, b;,ai,¢;) = ¢ + (1 — ¢;) F(a0; — b;),, (1.1)

onde a proficiéncia do individuo j é expressada por ; e os parametros de discriminagao, dificuldade
e acerto casual do item i sao denotados por a;, b; e ¢;, respectivamente.

F é uma funcao de distribuicao, ou seja F é mondtona nao decrescente, isto implica que estamos
assumindo na préatica que quanto maior a proficiéncia do individuo, maior a probabilidade dele
acertar ao item.

O parametro de discriminagao mede a capacidade deste item diferenciar individuos com pro-
ficiéncias distintas. Ja o parametro de dificuldade descreve os itens ao longo da escala de proficiéncia,

quanto maior a dificuldade, maior é a proficiéncia exigida do individuo para responder corretamente
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ao item. O parametro de acerto casual descreve a probabilidade minima que todo individuo tem
de responder de forma correta ao item, que na pratica é a probabilidade de um individuo com uma
proficiéncia extremamente baixa acertar ao item. Um étimo teste é aquele que possui muitos itens,
com niveis de dificuldade variados, todos com a discriminacao muito alta.

As duas escolhas mais comum na literatura de TRI sdo o modelo logistico, onde F é uma fungao

logistica, dado por:

1
P(Y; :1‘9j7bi,ai,0i)ZCrF(l—Ci)mw (1.2)
e o modelo probito, onde F é a acumulada da normal padrao, dado por:
P(Yi; = 1105,b;, a5, ¢i) = ¢; + (1 — ¢;)®(ai0; — bi), (1.3)

onde ®(.) é funcao de distribuigdo da N(0,1).

Na pratica os modelos logistico e probito sdo a mesma coisa, uma vez que |L(1.702z) — ®(x)| <
0.01, onde L(x) = H% é a funcao logistica no ponto z, com —oco < x < 0.

Feito uma dessas duas escolhas, temos um modelo da TRI de trés parametros. Se fixarmos
c = 0, obtemos o modelo de dois parametros e se fixarmos ¢ = 0 e a = 1, obtemos o modelo de um
parametro.

Pode-se notar que a verossimilhanga nao é identificivel para ambos os modelos definidos em
(1.2) e (1.3). Qualquer transformagao do tipo 7 = 6; +7 e b; =b;+r,r € R, com j = 1,...,J, Vi
levam a uma mesma probabilidade de acerto no modelo (1.2) e qualquer transformagao do tipo
9; =0;+reb; =b+ar,r € R, comj=1,..,J,Vi levam a uma mesma probabilidade de acerto
no modelo (1.3). Uma maneira de aliviar este problema é fixar a distribui¢ao para as proficiéncias,
que funciona na maioria da situacoes. Neste caso, é usual adotar a distribuicdo normal com média
e variancia conhecidas, o que define uma escala para as proficiéncias.

No entanto, como ja foi citado anteriormente, varios fatores podem influenciar em uma nao

normalidade desta distribuicao, como por exemplo, a presenca de populacoes distintas, assimetria

e caudas pesadas (ver Micceri, T., 1989 e Samejima, F. 1997).
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1.3 Curva Caracteristica do Item

A curva caracteristica do item (CCI) é uma ferramenta grafica usada para descrever o com-
portamento dos parametros da TRI. Pelas caracteristicas dada no modelo (1.1) ji sabemos que
quanto maior a proficiéncia do individuo, maior a probabilidade dele acertar ao item. Este compor-
tamento é completamente descrito pela CCI, alem disso é possivel analisar a relacao existente entre

os parametros dos itens com a proficiéncia do individuo.

1.0

0.6
I

P(Y=1)

04

Figura 1.1: Modelo de dois parametros com a = 0.5 e b = 0.

Observe, pela Figura 1.1, que quando a proficiéncia do individuo é igual a dificuldade do item a
probabilidade de se acertar este item é igual a 0.5, que serd o ponto de maior inclinacao da curva
caracteristica. Se a proficiéncia do individuo é maior que a dificuldade do item, ele tem mais chance
de acertar do que errar o item e vice-versa.

Para a andlise do grafico na Figura 1.2, foi fixado o parametro de discriminagao do item, ve-
rificando assim a relacdo entre a dificuldade do item com a proficiéncia do individuo. Note que a
dificuldade é um parametro de posicao. Itens com menor dificuldade implicam em probabilidade
alta dos individuos acertarem ao item para niveis baixos de proficiéncia. E itens com maior difi-
culdade implicam em probabilidades baixas dos individuos acertarem ao item para boa parte da

escala, exceto para niveis altos de proficiéncias.
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Figura 1.2: Modelo de dois parametros fixando a e variando b.

1.0
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1)

P
04

00

Figura 1.3: Modelo de dois parametros fixando b e variando a.

Para analisar a relagdo entre o pardametro de discriminagao do item com a proficiéncia do indivi-

duo, foi fixado o pardametro de dificuldade no grafico dado pela Figura 1.3. Através disto é possivel



20

notar que a discriminacao é um parametro de inclinagao, quanto maior for o valor do parametro a,
maior ¢ a inclinacao da curva, e vice-versa. Um item com discriminacao perfeita seria aquele que
para individuos com alta proficiéncia a probabilidade deles acertarem a este item seria 1, e caso

contrario seria 0.

1.4 Analise Bayesiana

Em estatistica Bayesiana a incerteza é descrita através de probabilidade. Seja ¥ o parametro
de interesse, o qual pode ser escalar, matriz ou vetor. Além dos dados amostrais, para se realizar
inferéncia Bayesiana é necessario a utilizacdo de uma informacgao a priori sobre os parametros
de interesse, dada pela densidade de probabilidade 7(¥), a qual representa, de alguma forma, o

conhecimento do pesquisador sobre o parametro de interesse.

1.4.1 Inferéncia Bayesiana

A maneira utilizada para inferir sobre ¥ é construir uma medida de probabilidade que descreva
a incerteza do mesmo. Isto é feito através da construcao da distribuicao a posteriori, denotada por
m(¥]y), onde y representa os dados amostrais. A distribui¢ao 7(V¥|y) contém toda a informacao
probabilistica de interesse a respeito de ¥. Assim, a inferéncia sobre o parametro é realizada por
meio desta distribuicao.

Usualmente, é utilizado o Teorema de Bayes como um mecanismo de atualizagao da distribuicao

a priori e como ferramenta para a construcao da distribuicao a posteriori, que é dada por

7 (y[V)m (V)

m(Vly) = )

)

onde 7(y) = [ m(y|¥)7m(¥) d¥, para o caso continuo e 7(y) = Z m(y| V)7 (¥), para o caso discreto.

v
O Teorema de Bayes pode ser interpretado como uma regra de atualizacdo na qual os dados

permitem atualizar o conhecimento a priori de ¥ e a distribuicdo a posteriori é o resultado deste

processo, combinando o que é conhecido (amostra) com o que é desconhecido (parametro).
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1.4.2 Método Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC)

Como foi citado na sec@o anterior, a inferéncia sobre o parametro de interesse é realizada por
meio da distribuicao a posteriori, mas na maioria da vezes, obter esta distribuicao nao é trivial,
especialmente pela dificuldade em se obter a distribuigdo marginal dos dados, dada por 7(y).

Para resolver este problema, alguns métodos sao utilizados para se obter uma aproximacao
da distribuicao a posteriori. Um dos métodos mais utilizados é o de Monte Carlo via Cadeia de
Markov (MCMC), apresentado nesta segdo. A teoria de MCMC ¢é extensa e complexa e, portanto,
serd apresentado apenas as ideias basicas de sua metodologia. Uma discussao mais geral sobre o
tema pode ser encontrada por exemplo em Gamerman (1997).

No caso Bayesiano, a idéia béasica deste método é obter uma amostra (aproximada) grande o su-
ficiente da distribuicao a posteriori. Os valores sao gerados de forma iterativa, baseadas em Cadeias
de Markov. A cadeia de Markov é um processo estocastico caracterizado por seu estado futuro de-
pender apenas do seu estado atual, sendo que os estados passados nao influenciam no estado futuro.
Os métodos MCMC requerem ainda que a cadeia seja: Homogénea (as probabilidades de transigao
de um estado para outro sao invariantes), irredutivel (cada estado pode ser atingido a partir de
qualquer outro em um numero finito de iteragoes) e aperidédica (ndo haja estados absorventes).

Sera simulado um passeio aleatério no espago do parametro ¥, que converge para uma distri-

buicao estacionaria, que em inferéncia Bayesiana é a distribuicao a posteriorsi.

Gibbs Sampling

Existem varios métodos MCMC, dentre eles o Gibbs Sampling, originado no contexto estatistico
por Geman e Geman(1984) e Gelfand e Smith (1990). Este método é uma ferramenta extremamente
util na resolucao de problemas que envolvem a estimacao de mais de um parametro.

Através do Gibbs Sampling é possivel gerar amostras aproximadas da distribui¢ao conjunta dos
parametros de interesse a posteriori, a partir das distribuigoes condicionais completas a posteriori
de cada parametro, denotada por 7(¥;|¥_,y), onde ¥_ = (¥y,...,¥U; 1, ¥;41,..., ¥y), considerando
que ¥ = (U, Wy, ..., ¥U,) sdo os parametros do modelo em estudo. Neste caso é necessério as
distribuigoes condicionais completas tenham forma fechada para se efetuar o algoritmo. Para im-

plementacao de um algoritmo Gibbs Sampling sao necessarios os seguintes passos:
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1. Inicialize ¥ atribuindo-lhe um valor inicial U9 == (09,99 ... ¥9).
2. Inicie o contador igual a t=1 iteracoes.

3. Obtenha um novo valor ¥* a partir de U—1:
vy = (\111’\1/5_17 \Ilé_la ceey \Ijzl_lv y)

\Ijt = (1112’\113’1113_17 .. '7\:[}2_17?4)

Ul = (W Wt Wl 0 )

4. Aumente o contador de t para t+1 e volte para o passo 3 até que a convergéncia seja atingida.

E gerada uma amostra grande o suficiente, para haver uma boa aproximacao da distribuicao
exata, neste caso a posteriori conjunta. Dessa forma, é estipulado um niimero de iteragoes (burn-in)

que serao descartadas para a convergéncia da cadeia.



Capitulo 2

Modelo probito de 3 parametros

Neste capitulo serd apresentado uma versao aumentada do modelo probito de 3 parametros,
com o objetivo de facilitar o MCMC usado para se fazer inferéncia no modelo (1.3), utilizando uma
abordagem Bayesiana.

Uma solucao para o modelo de dois parametros existe a mais tempo e foi proposta por Albert
(1992), ele introduz uma varidvel auxiliar e desta forma é possivel construir um Gibbs Sampling
amostrando diretamente de todas as densidades das condicionais completas.

Quando introduzimos o parametro de acerto casual do item, ou seja, quando trabalhamos com o
modelo probito de 3 parametros voltamos ao problema original, dessa forma a proposta do trabalho
de Albert (1992) nao é suficiente para facilitar o MCMC. Uma solugao para isto é a introdugao de
mais uma varidvel latente. Uma proposta ja existente na literatura foi dada por Beguin and Glas
(2001). Nosso trabalho propoe uma solucao parecida, porém com diferengas significativas que serao

discutidas e comparadas mais a diante no texto (Secao 2.3).

2.1 Novo modelo aumentado de 3 parametros

Para aplicar o método MCMC no modelo (1.3) seria necessario o uso de um algoritmo Gibbs
Sampling com passo Metropolis-Hastings. Com o objetivo de obter melhores taxas de convergéncia
e amostrar diretamente das distribuigoes condicionais completas propomos um modelo aumentado,
introduzindo um conjunto de varidveis auxiliares.

Nossa proposta de modelo aumentado introduz duas varidveis auxiliares. A primeira varidvel

23
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auxiliar é denotada por Z;;, i=1,...,I e j=1,...,J, onde Z;; ~ Bernoulli(c;), ou seja, P(Z;; = 1) = ¢;
e P(Zj; = 0) =1—¢;. A segunda varidvel auxiliar é denotada por X;;, i=1,....I e j=1,...,J, onde
(Xij1Zij = 0) ~ N(a;fj — b;,1) e (X;5|Zi; = 1) = dp, onde dp é um ponto de massa em zero, ou seja
P(X;j =0|Z;=1)=1.

Dessa forma, pode-se reescrever Y;; da seguinte maneira:

1 se XZZO,lel ou XlZO,ZlZO
v - (X = 0,255 = 1) ou (Xi; 20, Z;; = 0) o)
0 se (X¢j<0,Zij=0)

Proposicao 1 O modelo descrito em (2.1) é equivalente ao modelo descrito em (1.3), ou seja,

P(Y;; = 1|64, b;, ai, ¢;) é igual nos dois casos:

Demonstragao:

P(Y;; =110,bi,ai,¢i) = P ({Xi; =0,Z;; =1} U {Xi; > 0,Z;; = 0}) =
P(Xyj=0,Zj=1)+P(Xi; >0,Z; =0) =

P(Zij=1)P(Xij =0|Zi; = 1) + P (Zi; = 0) P (Xy; > 0| Zi; = 0) =
i+ (1—¢)P(Xij >0)=c; + (1 —¢;)®(aif; — b;).

Através deste modelo aumentado (2.1) é possivel construir um Gibbs Sampling, onde podemos
amostrar diretamente de todas as densidades das condicionais completas, nao necessitando assim

de passo Metropolis-Hastings.

2.2 Inferéncia Bayesiana para o Modelo Aumentado

Defina ¥ = {a,b,c,0,X,Z},onde c = (c1,...,cr),a = (a1, ...,ar), b = (by,....,br) e 0=(01, ..., 05),
com i=1,....I e j=1,...,J. Neste caso, a inferéncia sobre os parametros (a, b, c, 6) é feita através da

densidade a posteriori conjunta destes componentes, denotada por:
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m(Y|¥) 7(¥)
[7(Y|¥) 7(V) da db dc dX dZ d6

T(U|Y) = (2.2)

A distribuicdo conjunta de Y com ¥ é dada por:

I J I J
(v, 0) = | [T 1] =¥ X5, Zij)w(Zislei) (X1 Zig, ai, i, 6;) [HW(az’)ﬂ(bi)W(Ci)] [1=®),

i=1j=1

onde:

m(Yig|Xijs Zig) = L=y L= x=0) + Lizy=0)l0x50)| + Lv=0) |[Liz=0) (x,,<0) | sendo

Iy a funcdo indicadora de (.).
e Especificagao das distribuigoes a priori

Para a realizacao da inferéncia Bayesiana é utilizado o conhecimento que se tem sobre os
parametros do modelo, e isso é feito através das distribuigées a priori, cujos parametros devem
ser especificados de acordo com este conhecimento e sdo denominados de hiperparametros.

Escolhas razoaveis para as distribuigoes a priori que facilitam a derivacao do algoritmo MCMC
sdo dadas por: §; ~ N (,ug, ag), a; ~ N(o,x0) (ua,ag), b; ~ N (,ub,ag) e ¢; ~ Beta(ag, (), Vi =
1,...,l eVj =1,..J, onde Ny representa a distribuigao normal truncada nos reais positivos.
Os parametros pg e 03 sao usados para fixar a escala e identificar a verossimilhanca, dado isto, as

prioris de a; e b; precisam estar de acordo com esta escala.

2.2.1 MCMC

Devido & dificuldade para se explorar a distribui¢ao dada em (2.1) de forma analitica, utiliza-se
um algoritmo MCMC (Markov Chain Monte Carlo) para se obter uma amostra (aproximada) da
mesma, mais especificamente um Gibbs Sampling como ¢é definido na secao 2.2, onde adotamos o

seguinte sistema de blocagem:

(X,Z) 0 (a,b) c
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Defina como 7(*|.) a distribui¢do condicional completa de *. Por independéncia, temos o se-

guinte resultado:

I J
(X, Z|.) = H H?T(Zij,Xij!-)
=1 7j5=1
. J
w(cl) =[] r(al)
=1
I
m(a,bl.) = Hw(ai,bi\.)
J'L:l
m(0].) = [ ~(6il.)
j=1

Como foi citado anteriormente, o Gibbs Sampling consiste em amostrar através das distribuicoes
condicionais completas em cada iteragao. Com o resultado de independéncia dado acima podemos
concluir que para amostrar dos blocos (X,Z), 6, (a,b) e ¢ é equivalente amostrar individuante de
cada distribui¢ao completa de (Z;;, Xij|.), (0;].), (as,bi].) e (c;i].). Todas as condicionais completas

tém densidades proporcionais & expressao (2.3), o que resulta nas seguintes distribuigoes:

Lema 1: As distribuicoes condicionais completas do modelo aumentado probito de 3 parametros

sao dadas por:

o< d(zij —m)(z,-0)l(x,,<0), s€Yij =0

m(Zij, Xijl.) $(zij—m) 24
wliz=nlx,=0 + (1 —w) =g Lz=0l(x;>0,  se Yij =1,
onde m = a;flj — bj e W = =ty50-
J J
¢i|. ~ Beta Z Zij + e, J — Z Zij + Be (2:5)

J=1 J=1
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6;]. ~ N (mg,vg), (2.6)
Lj
o5 ai(wij + bi) + g
. 2
com my = —=1 > e vy = DU—G, onde L;{i, z;; # 0}.
J J
o2 GZZ +1 o2 Z a2 +1
i=1 =1
aiabi|' ~ NQ(M? Z)v (27)
ta” o2’
com pu = e X = ¢ . sendo o vetor de média e matriz de covariancia de uma
o v o}
distribui¢do normal bivariada, respectivamente. Onde:
L;
Ta0p Z 6’]'
2% o2 2% Ug . j=1
% T L "% T Gy 1T L P
2 k2
(03 > 05+ 1) (1=72) 02 07 +1| (027 0241)
j:l j:1
J
pa* = 02" (O wij 0+ pa0,?) — 00" 05" Z»% 1oy, %) e
j=1
/J,b = O'a* Ub Y sz] 9 +,Ua0' le] MbO’b

7j=1

Com Ll{], Zij 75 0}

Prova Lema 1: Ver apéndice A.

Para entendermos a distribuigao (2.4) usamos a seguinte fatorizacao: m(Xj, Zi;|.) = m(Xij|Zij, . )7(Zij.).
Quando Yj; = 0, temos que m(X;;|Z;;,.) é uma densidade da distribui¢do normal truncada nos reais
negativos e m(Z;;|.) é um ponto de massa em zero.

Se Y;; = 1, temos que 7(Z;5|.) é fungao de probabilidade da Bernoulli(w), onde 7(X;;|Z;;,.) é
um ponto de massa em zero (se Z;; = 1) e 7(X;j|Z;j,.) é uma densidade normal truncada nos reais

positivos (se Z;; = 0).



28

2.3 Outra Alternativa para o Modelo aumentado de 3 parametros

Uma abordagem similar ao nosso trabalho é feita por Beguin and Glas (2001), onde o modelo(1.3)

é reescrito da seguinte forma:

P(Yi; = 1105, bi,ai,¢;) = ci+ (1 —c;)®(aif; — bi)

= <I>(ai9j — bz) + Ci(l — <I>(ai0j — bz)) (28)

Baseada na representagao em (2.8), os autores interpretam (®(a;6; — b;)) como sendo a pro-
babilidade do individuo j saber a resposta correta do item i e, entdo, respondé-lo corretamente
com probabilidade 1. Consequentemente (1 — ®(a;6; — b;)) é interpretado como sendo a probabi-
lidade do individuo nao saber a resposta correta do item i e, entao, respondé-lo corretamente com
probabilidade ¢;.

Assim, a probabilidade do individuo responder corretamente ao item i é a soma do termo ®(a;6;—
b;) com o termo ¢;(1 — ®(a;0; — b;)).

Baseado nesta interpretacao, ¢ introduzido uma varidvel auxiliar bindria, denotada por Z;;,

i=1,....I e j=1,...,d, tal que:

Zij ~ Bernoulli(®(a;f; — b;,1)) (2.9)
P(Yij|Z;i; = 1) ~ Bernoulli(1) (2.10)
P(Yi;1Z;j = 0) ~ Bernoulli(c;) (2.11)

Além de introduzir a varidvel auxiliar Z;;, para aplicar o método Gibbs Samping foi necessario
a introducdo de uma segunda varidvel (proposta por Albert (1992)), denotada por X;;, i=1,....I e

j=1,...,d, tal que:

Xij|05, ai, bi, ci ~ N(aif; — bi, 1), (2.12)

OndeXij>OS€Zij:16XijSOSGZZ‘jZO.

Existem algumas diferengas significativas em relacao a nossa proposta e a de Beguin and Glas
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(2001). Podemos notar que na abordagem de Beguin and Glas (2001) a variavel auxiliar Z;; depende
da varidvel latente X;; e dos parametros a;,b; e 6;, pois P(Z;; = 1) = ®(a;6; — b;). J& no nosso
modelo, Z;; depende somente do parametro c¢;. Além disso, X e Z sao amostrados separadamente
no Gibbs Sampling de Beguin and Glas (2001) e conjuntamente no Gibbs Sampling proposto neste
trabalho. Mesmo que a amostragem de X e Z fosse conjunta no Gibbs Sampling de Beguin and Glas
(2001) (o que é possivel), espera-se que nossa abordagem resulte em um Gibbs Sampling com menor
correlacao entre os blocos que, por sua vez, resulta em melhores propriedades de convergéncia,

devido as diferentes especificacoes de Z;;.

2.4 Estudo de simulacao para o novo modelo aumentado de 3

parametros

Nesta secao serd apresentado um estudo de simulag@o para avaliar a eficiéncia do novo modelo
aumentado de 3 parametros da TRI proposta na Secao 2.1.

Neste estudo foram considerados 5000 individuos, respondendo cada um deles 50 itens. As
proficiéncias dos individuos foram geradas a partir de uma distribuicao Normal(0,1). A dificuldade,
discriminagao e acerto casual dos itens foram gerados a partir das ditribui¢oes Uniforme(-3,3),
Uniforme(0.5,2.5) e Uniforme(0.1,0.4), respectivamente.

Foi gerada uma amostra de tamanho 50000 para cada parametro com um burn-in de 30000,
dessa forma, os parametros foram estimados a partir de uma amostra de tamanho 20000.

As distribui¢oes a priori usadas foram as seguintes: 6; ~ N (0,1), a; ~ N0,00) (2,32)7 b; ~
N (0,3%) e ¢; ~ Beta(4,12), Vi =1,...,50 e Vj = 1,...5000.

A Figura 2.1 mostra os graficos das cadeias dos parametros referentes aos individuos 2, 100, 500
e 1000, onde linha em cor cinza indica o valor real de cada parametro. Ja a Figura 2.2 apresenta
os graficos das cadeias dos parametros referentes aos itens 2 e 10, onde linha em cor cinza indica o
valor real de cada pardmetro. Note que existe forte evidéncia de que a cadeia convergiu.

Na Figura 2.3 é mostrado os graficos dos valores reais versus os valores estimados (média a
posteriori) de a, b, ¢ e 0, respectivamente. Podemos observar que o modelo foi muito eficiente ao
estimar os parametros de dificuldade e discriminagao dos itens e de proficiéncia dos individuos. Note
que a maior dificuldade é b = 2.895, ou seja, eu precisaria de itens mais dificeis para discriminar

de forma mais eficiente os alunos com maior proficiéncia, por exemplo 6 = 4.139. J4 o parametro
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¢ é geralmente dificil de estimar, ver Baker and Kim (2004), mas mesmo assim os resultados sao

considerados bons, dado o tamanho do conjunto de dados.

& 8
-0.5 7
| I | I I I
0 10000 30000 30000 0 10000 30000 0000
teracies teracies
& B
| I | I I I I | I I I I
0 0000 30000 S0000 0 0000 30000 0000
tteracies teracies

Figura 2.1: Trace Plots para cadeias de 6.
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Capitulo 3

Modelo da TRI com mistura de
distribuicoes normais para a

proficiéncia

3.1 Mistura de densidades

Apesar da tradicao no estudo de populagbes homogéneas em estatistica, principalmente em
distribuigoes normais, Pearson (1894) e Newcomb (1886) abriram a possibilidade de fornecer uma
modelagem natural da heterogeneidade dos dados, com o primeiro fazendo decomposicao de mistu-
ras de normais por meio do método de momentos e o segundo fazendo uma aplicacao de misturas

de normais com modelos para outliers.

Definigao 3.1: Sejam 7’s fungoes densidades de probabilidade e seja M uma varidvel aleatéria
continua. Dizemos que M tem uma distribuicao de mistura se sua densidade 7 pode ser expressa

da seguinte maneira:

K
m(w) = Z prmE(m), (3.1)
k=1

K
onde p;’'s sao pesos, tal que Z pr =1, com pg > 0.
k=1
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A seguir, podemos verificar que m é uma densidade de probabilidade:

K K K
/Rﬂ(m)dm: /R kzzl prE(m)dm = ; Dk /ka(m)dm: Z pr = 1.

A esperanca e variancia de mistura de distribuigoes sao dadas por:

K

E[M] =" pru
k=1

K
Var[M] = Z Pk [(Mk — E[M))* + o}
k=1

onde u e 0,% sao a média e a variancia referentes as funcao densidade de probabilidade 7, com

k=1,... K.

3.2 Mistura de normais para a distribuicao das proficiéncias

Como j4 foi citado anteriormente, no Capitulo 1, o objetivo deste trabalho é propor um novo
modelo da TRI que flexibiliza a hipétese de normalidade dos tragos latentes. Uma das motivacoes
para isto é que uma distribuicdo normal ndo modela uma possivel multimodalidade ou heterogenei-
dade dos dados. Desta forma, iremos utilizar uma mistura de distribuicbes normais para modelar
as proficiéncias dos individuos. Em particular, esta abordagem permite uma solugao para mode-
lar distribui¢oes com caudas pesadas ou assimetria sem o uso de distribuigoes assimétricas (ex:
distribuigao Skew-Normal).

Considere o modelo Probito de 3 parametros descrito em (2.1). No novo modelo proposto serd
utilizado a seguinte distribuicao a priori para 0:

K
7(05lpk, e, o) = kz Pk le@bk <W>] ; (3.2)

1

K
ondez pr=1,compp >0,y €EReocp,>0,j=1,..J,k=1,.. K.

k=1
Na abordagem anterior (Secao 2.2), onde atribuiamos uma distribui¢do normal para a habili-

dade do individuo j, fixamos os parametros de locacao e escala, tornando o modelo identificavel e

permitindo assim a estimacgao dos parametros dos itens. Nesta nova abordagem, a habilidade 0;
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serd modelada por uma mistura e para evitar problema de identificabilidade também ¢é necesséario
fazer restrigoes, que sao discutidas na Secao 3.2.1.

Os pesos pp’s nao sao conhecidos, para k = 1,..., K, ou seja, teremos que estimd-los e isto
no contexto da TRI, significa estimar a qual proporcao de alunos se refere cada componente da
mistura. Isto é feito atribuindo uma distribuicao a priori para p, onde p = (p1, ..., K ), nO caso p ~
Dirichlet(ay, ..., ax), para aq, ...,ax > 0 conhecidos. Além disto, a média py e variancia ai da k-
ésima componente da mistura também serao estimados, atribuindo a distribuicao a priori (pu, 0,%) ~
NIG ( m, ﬁ ,d e) com d, e, m e 3 conhecidos, onde NIG representa a distribuicao Normal-Gama

2

Inversa. Desta forma, considerando p=(i1, ..., ixc) € 02=(0%, ..., 0% ), temos a seguinte distribuigao

a priori conjunta para (p, u, 02):

w(p, p, 0 H P (s 07) Ipea, ) (3.3)

onde (1, 0%) é a densidade de uma distribui¢io Normal-Gama Inversa e A, é uma regiao do espago
paramétrico onde a distribui¢oes a priori serd truncada (ver Segao 3.2.1).

Com o objetivo de amostrar diretamente das distribui¢oes condicionais completas é necessario
acrescentar mais uma varidvel auxiliar no modelo, uma solucao ja existente e comum em modelos de
mistura. Esta varidvel auxiliar é denotada por Wj com j = 1, ..., J, onde W; ~ Multinomial(1,p1, ..., pK),

J
ou seja, Wy, € {0,1} e Zij =1,talque Wy, =1seb; €k, comk=1,.. K.

Jj=1
Desta forma, considerando a varidvel W}, podemos reescrever a distribuicao a priori para ¢ da

seguinte forma:

W Ty (L (G
W(Hj‘ijuka Uk) - H o ¢k’ o y (34)

k=1

J
onde Zij‘ =1,com Wj, € {0,1}, pp € Re o, >0, j=1,..J k=1,... K.
=1
Neste trabalho iremos tratar somente de mistura de duas distribuigées normais, a justificativa

para isto é que uma mistura com K = 2 é suficiente para modelar uma possivel presenca de
assimetria, cauda pesada ou bimodalidade na distribuicao das proficiéncias dos individuos. Além
disso, seria mais complexo identificar um modelo com mistura de K > 2, dificultando assim a

estimacao dos parametros.
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3.2.1 Identificabilidade do modelo

A abordagem generalizada adotada neste trabalho requer um cuidado especial com a questao
de identificabilidade do modelo. Discutimos aqui questoes praticas de identificabilidade e algumas
estratégias para evitar problemas desta natureza.

Primeiramente, problemas de identificabilidade podem ocorrer em dois niveis. O primeiro se
refere a identificacdo da distribuicao das proficiéncias e o segundo & identificagdo das componentes
da mistura que definem esta distribuigao.

A maneira mais intuitiva de identificar este modelo seria fixar a média e a variancia da mistura,
definindo assim uma escala para as proficiéncias, porém é extremamente complexo trabalhar com
esta restricao. Seria razodvel pensar em uma solugdo para fixar a média da mistura, no entanto o
problema estaria na fixagao da variancia. Por isso, no nosso modelo, foram atribuidos outros tipos
de restrigoes.

A identificagdo do modelo é feita fixando os parametros de locacao e escala da primeira compo-
nente da mistura, por exemplo, locacgao zero e escala 1. Com isto, estaremos fixando a distribuicao
para uma parcela da populagao, quanto maior for esta parcela, maior a capacidade de identificagao
dos parametros dos itens e consequentemente sera possivel estimar as habilidades das demais par-
celas para as quais as distribuigoes nao foram fixadas.

Neste sentido, adota-se uma segunda restricdo onde o peso da primeira componente é restrito
a ser maior que todos os demais pesos, ou seja, esta serd a componente da mistura referente ao
maior grupo de individuos, se tornando assim um grupo de referéncia. Em particular, a proporcao
minima de alunos na primeira componente da mistura sempre serd 1/K, ou seja, esta restrigao é
mais eficiente quando o niimero de componentes da mistura (K) nao é muito grande. Como estamos
tratando de casos com K = 2, restringimos p; > 0.6, a justificativa para isso é que nao se espera
uma distribuicao muito diferente da normal que modele bem a distribuicao das proficiéncias.

Outro ponto importante é que as componentes da mistura nao podem estar completamente
segregadas, pois se isso ocorre temos um problema de identificabilidade na segunda componente da
mistura, por motivo analogo ao modelo original da TRI. Dessa forma, sabemos que as componentes
devem se sobrepor, ou seja, entre elas devem existir uma massa de probabilidade significativa em
uma regiao comum. Isso justifica as médias das componentes nao estarem muito longe uma das

outras. Dessa forma, restringimos |1 — po| < 307.
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Note que a densidade conjunta de (Y, 6) é dada por:

I J J o
21;[1;[ aze —b; )yl] (1 — (a29 — b 1 —VYij 1;[ |:p1¢ ) (1 —p1)012¢ (0302#2)] (3.5)

Pelo mesmo motivo do modelo convencional (que atribui normalidade para proficiéncias) terfamos
problemas de nao identificabilidade do modelo se nao fosse estabelecido nenhum tipo de restrigao.
Pode-se notar que, sem restrigoes a densidade de (Y6, a, b, ¢) nao é identificdvel, uma vez que qual-
quer transformagao do tipo 9; =0j+reb; =b+tar,rec R comj=1,.,Jei=1,..,1levam a
uma mesma probabilidade de acerto, pois ®(a;0; — b;)=®(a;0; — b;).

Porém, fixando pu; = 0 e 01 = 1 temos que d)(@}‘) # ¢(0;) (a menos que 0; = u,, onde

o(up|p2, 02, p) = o(uy + 7|p2, 02,p)) € consequentemente:

p1¢>(e;f)+(1—p1)012¢ <9 p. “2) 7 p1e(9;) + (1 = p1) 2¢<9 _“2>

02

Dessa forma, o tinico problema de identificabilidade que ainda pode ocorrer no modelo seria o label

switch para (ug2,02,p1), que serd evitado quando fixamos p; > 0.6.

3.2.2 Inferéncia Bayesiana para o modelo com mistura

Defina S = {a, b, c, 0, u2,09,p, X, Z, W}, a distribuigao conjunta de Y com S é dada por:

1 I
n(Y,8) = |T]II7(YilXij, Zij)m(Xij) Zig, ai bi, 6;)m(Zijei) Hﬂ(ai)ﬂ(bi)ﬂ(cz')]
[i=1j=1 i=1
[
< AT m05Wi, sy 01)m(Wylp) | w(p) [w(p2lod)m(o3)] - (3.6)
j=1

Como estamos utilizando uma mistura de distribui¢bes normais para modelar as proficiéncias dos
individuos, serd necessario obter uma nova distribuicao condicional completa para ¢; e além disso
devemos obter também as condicionais completas de pi2,02,p ¢ Wj.

Para o Gibbs Sampling deste modelo é adotado o seguinte sistema de blocagem:
(X,2) (6,W) (ab) c (u2,03) p.

Todas as condicionais completas tém densidades proporcionais & expressao (3.6), resultando nas
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seguintes distribuicoes:

Lema 2: Além das citadas no Lema 1, as distribuicdes condicionais completas do modelo probito

com mistura de distribuicées normais para 6 sao dadas por:

2
p2,04|. ~ NIG (m*; ;i;d*;e*> , (3.7)
J
ZWJ’QQJ' +mp 7 J
ondem*zFlJ , B*ZZW/]'2+5, d*=d+ ZWJQ /2,
Ywaes

j=1

- J
ZVVMB J J Z W20,
= (m B ebm“)2 + 8/27 onde s = Z WJQH? - Z ng e ebar = %

j=1

- ,
2 (5+ > ng> o > Wi
j=1 j=1

J J
p1l|. ~ Beta Z Wi + aa, Z Wiz + s | Lp,>06) (3.8)
j=1 J=1
7T(9j; Wj‘) (&8 7(15(7*) WMult(Wj; L,pi,p3),k=1,2. (3.9)
Ok T%
Lj
prto? Z a;i(zij — b;)
onde k£ é a componente que ¢; pertente, p,* = Ka’“ RS =1 i ,
J
Z OZ}; 1+o? Z ai2
k=1 i=1
2
o = GL’CJ e



N | —

L;
pk + oF Zaz‘(wij —b;)
i=1

Lj
2 2 2
o 1+akE a;
i=1

Para entendermos a distribui¢ao (3.9) usamos a seguinte fatorizagao:

m(0;5, Wj|.) = m(0;|W;, )m(Wj].).
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Quando Wy, = 1, temos que m(6;|W;, = 1,.) é uma densidade da distribuigao normal com média

My, e variancia o,%*, com probabilidade p;, para k =1, 2.

Para amostrar da distribuigao (3.8) serd utilizado o método da CDF inversa.

Prova Lema 2: Ver apéndice B.



Capitulo 4

Estudo de simulacao para o modelo da

TRI com mistura

Neste capitulo serao apresentados estudos de simulacoes para avaliar a eficiéncia do modelo da
TRI com mistura de distribuicoes normais para a proficiéncia. Serao feitos 3 estudos, o primeiro
utiliza uma mistura de normais que tornam a distribuicao assimétrica, o segundo utiliza uma mistura
de normais bimodal e por ultimo é utilizado uma mistura de normais com caudas pesadas. Todas
elas sao usadas para modelar a distribuicao do traco latente dos individuos que respondem aos itens.
No final desta segao serd feita uma comparagao entre o modelo da TRI com mistura e o modelo da

TRI tradicional.

4.1 Estudo de simulacao 1

Nesta secao serd apresentado um estudo de simulacao para avaliar a eficiéncia do modelo da
TRI com mistura bimodal de duas distribui¢bes normais para a proficiéncia. Foram considerados
5000 individuos, respondendo cada um deles 50 itens. As proficiéncias dos individuos foram geradas
a partir da mistura 0.8N(0,1) + 0.2N(2.5,0.52).

A dificuldade, discriminacao e acerto casual dos itens foram gerados a partir das distribuigoes
Uniforme(-4,4.5), Uniforme(0.5,2.5) e Uniforme(0.1,0.4), respectivamente.

Foi gerada uma amostra de tamanho 200000 para cada parametro com um burn-in de 100000,

dessa forma, os parametros foram estimados a partir de uma amostra de tamanho 100000. As

40
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distribui¢oes a priori usadas foram as seguintes: 6; ~ piN (0,1) + poN (,LLQ,O’%), p = (p1,p2) ~
Dirichilet(2,1)1(p,>py)» (112,03) ~ NIG(0,1000%,0.001,0.001), a; ~ Ng ooy (2,3%), bi ~ N (0,2%) e
¢; ~ Beta(4,12) , Vi =1,...,50 e Vj = 1,...5000.

Os graficos das cadeias dos parametros da mistura, dos Itens 2 e 4 e dos individuos 200 e 300

se encontram no Apéndice C, onde é possivel ter evidéncia de que a cadeia convergiu.
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Figura 4.1: Valor real versus valor estimado de a, b, ¢ e 0.

Na Figura 4.1 é mostrado os graficos dos valores reais versus os valores estimados (média a poste-

riori) de 0, a, b e ¢, respectivamente. Podemos observar que estes pardametros sao satisfatoriamente
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Valor Real Valor Estimado
149 2.5 2.35
o3 0.25 0.36
D1 0.80 0.78
D2 0.20 0.22

Tabela 4.1: Média a posteriori para os parametros da mistura 1

estimados.

Item 2 Item 20
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Figura 4.2: CCI real e CCI estimada para os itens 2 e 40.

As Curvas Caracteristicas do Item estimada e real referentes aos itens 2 e 40 sdo apresentadas
na Figura 4.2. Pode-se notar que a CCI estimada se aproxima muito da CCI real.

Através da Figura 4.3 pode-se perceber que a densidade real da proficiéncia é muito bem esti-
mada. Note que na mesma figura é feito um histograma dos valores estimados para as proficiéncia,
que também se ajusta muito bem a densidade real. As médias a posteriori para py, o3, p1 € pa sdo

apresentados na Tabela 4.1.
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Figura 4.3: Densidade real, densidade estimada e histograma das médias a posteriori de 6.

4.2 Estudo de simulacao 2

Nesta secao serd apresentado um estudo de simulagao para avaliar a eficiéncia do modelo da TRI
com mistura assimétrica de duas distribui¢Ges normais para a proficiéncia. Foram considerados 5000
individuos, respondendo cada um deles 50 itens. As proficiéncias dos individuos foram geradas a
partir da mistura 0.7N (0, 1) + 0.3N(1.5,1.82).

A dificuldade, discriminacdo e acerto casual dos itens foram gerados a partir das distribuigoes
Uniforme(-4,4.5), Uniforme(0.3,2.5) e Uniforme(0.1,0.4), respectivamente.

Foi gerada uma amostra de tamanho 200000 para cada parametro com um burn-in de 100000,
dessa forma, os parametros foram estimados a partir de uma amostra de tamanho 100000.

As distribuigoes a priori usadas foram as seguintes: 6; ~ p1N (0,1) + poN (,ug, a%), (p2,03) ~
NIG(0,10007,0.001,0.001), p = (p1,p2) ~ Dirichilet(2,1) 1, 5py)» @i ~ No,00) (1,3%), b ~ N (0,4?)
e ¢; ~ Beta (4,12), Vi =1, ...,50 e Vj = 1,...5000.

Os gréaficos das cadeias dos parametros da mistura, dos Itens 2 e 4 e dos individuos 200 e 300
se encontram no Apéndice C, onde é possivel ter evidéncia de que a cadeia convergiu.

Na Figura 4.4 é mostrado os graficos dos valores reais versus os valores estimados (média a poste-
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Figura 4.4: Valor real versus valor estimado de a, b, c e 6.

riori) de 0, a, b e ¢, respectivamente. Podemos observar que estes pardametros sdo satisfatoriamente
estimados.

As Curvas Caracteristicas do Item estimada e real referentes aos itens 2 e 20 sao apresentadas
na Figura 4.5. Pode-se notar que a CCI estimada se aproxima muito da CCI real. Através da
Figura 4.6 pode-se perceber que a densidade real é muito bem estimada. Note que na mesma figura
é feito um histograma dos valores estimados para as proficiéncia, que também se ajusta muito bem

a densidade real. As médias a posteriori para pg, O‘% ,P1 € pg sao apresentadas na Tabela 4.2.
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Valor Real Valor Estimado
142 1.5 1.44
o3 3.24 4.01
D1 0.70 0.78
D2 0.30 0.22

Tabela 4.2: Média a posteriori para os parametros da mistura 2

Item 2 Item 20
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Figura 4.5: CCI real e CCI estimada para os itens 2 e 20.

4.3 Estudo de simulacao 3

Nesta secao serd apresentado um estudo de simulacao para avaliar a eficiéncia do modelo da
TRI com mistura de duas distribui¢cées normais com caudas pesadas para modelar a proficiéncia
dos individuos. Foram considerados 5000 individuos, respondendo cada um deles 50 itens. As
proficiéncias dos individuos foram geradas a partir da mistura 0.7N(0,1) + 0.3N (0.5, 122).

A dificuldade, discriminacao e acerto casual dos itens foram gerados a partir das distribuigoes
Uniforme(-4,4.5), Uniforme(0.3,3) e Uniforme(0.1,0.4), respectivamente. Foi gerada uma amostra
de tamanho 200000 para cada parametro com um burn-in de 100000, dessa forma, os parametros
foram estimados a partir de uma amostra de tamanho 100000.

As distribuigoes a priori usadas foram as seguintes: 6; ~ p1N (0,1) + poN (,ug, U%), (p2,03) ~
NIG(0,10007,0.001,0.001), p = (p1, p2) ~ Dirichilet(2,1) 1y, 5py)» @i ~ No,ec) (1,3%), b ~ N (0,5?)
e ¢; ~ Beta(4,12), Vi =1,...,50 e Vj = 1, .., 5000.

Os gréficos das cadeias dos parametros da mistura, dos Itens 2 e 4 e dos individuos 200 e 300
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Figura 4.6: Densidade real, densidade estimada e histograma das médias a posteriori de 0.

se encontram no Apéndice C, onde é possivel ter evidéncia de que a cadeia convergiu.

Na Figura 4.7 é mostrado os graficos dos valores reais versus os valores estimados (média a pos-
teriori) de 0, a e b, respectivamente. Podemos observar que estes parametros sao satisfatoriamente
estimados.

A Figura 4.8 mostra as Curvas Caracteristicas do Item estimada e real. Pode-se notar que a
CCI estimada se aproxima muito da CCI real.

Através da Figura 4.9 pode-se perceber que a densidade real da proficiéncia é muito bem esti-
mada. Note que na mesma Figura 4.9 é feito um histograma dos valores estimados para as pro-
ficiéncia, que também se ajusta muito bem a densidade real. As médias a posteriori para puy, o35, p1

e po sao apresentadas na Tabela 4.3.
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Figura 4.8: CCI real e CCI estimada para os itens 2 e 20.
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Figura 4.9: Densidade real, densidade estimada e histograma das médias a posteriori de 6.

4.4 Comparacao entre os modelos

Nesta secao serd feita uma comparagao entre o modelo da TRI com mistura e o modelo da TRI
tradicional.

Primeiro, serd utilizado o modelo Normal (apresentado na Secdo 2.1) para ajustar os dados
simulados nas segoes anteriores (Segoes 4.1, 4.2 e 4.3). O objetivo desta andlise serd mostrar a
importancia do novo modelo proposto em casos que a distribuicao das proficiéncias nao apresentam
um comportamento normal.

Em seguida sera utilizado o modelo da TRI com mistura para ajustar os dados simulados na
Segao 2.4, onde as proficiéncias foram geradas a partir de uma distribuigao N(0,1). O objetivo

desta analise serd verificar se o modelo com mistura para as proficiéncias recupera bem proficiéncias
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Valor Real Valor Estimado
142 0.5 0.29
o3 12 14.43
D1 0.70 0.76
D2 0.30 0.24

Tabela 4.3: Média a posteriori para os pardmetros da mistura 3

simétricas.

e Ajuste dos dados referentes ao estudo de Simulagao 1 utilizando o modelo normal

da TRI

Neste estudo foi utilizado o modelo Normal da TRI para modelar os dados considerados no
estudo de Simulacao 1 (Sec@o 4.1), onde as proficiéncias dos individuos foram geradas a partir da
mistura 0.8N(0,1) 4+ 0.2N(2.5,0.5%). Fixamos os parametros da distribui¢do de # igual a média e
variancia da mistura gerada, baseado na definigdo 3.1 fixamos 6 ~ N(0.5,1.85). Isto é feito para
que os dois modelos sejam comparados em uma mesma escala.

A Figura 4.10 mostra o gréfico dos valores reais versus os valores estimados (média a posteriori)
de 6 e o histograma dos 6 estimados.

O coeficiente de correlagao entre as proficiéncias reais e as estimadas foi igual a 0.97, ja no
modelo de mistura este valor foi igual a 0.98.

Este estudo indica que, para este cendrio, os dois modelos (Mistura e Tradicional) tiveram com-
portamento bem semelhantes em relagao a proficiéncia dos individuos, dado que os coeficientes
de correlagao linear sao praticamente iguais. Porém, através da Figura 4.10 é possivel perceber
que existe uma grande diferenca entre a densidade real e a estimada, dessa forma é possivel veri-

ficar que o histograma dos valores estimados para as proficiéncia nao se ajusta bem a densidade real.
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Figura 4.10: Mistura de normais bimodal ajustado pelo modelo simétrico.

e Ajuste dos dados referentes ao estudo de Simulagao 2 utilizando o modelo normal

da TRI

Neste estudo foi utilizado o modelo Normal da TRI para modelar os dados considerados no
estudo de Simulacdo 2 (Segao 4.2), onde as proficiéncias dos individuos foram geradas a partir da
mistura 0.7N(0,1) + 0.3N(1.5,1.8%). Fixamos os parametros da distribui¢ao de @ igual a média e
variancia da mistura gerada, baseado na defini¢ao 3.1 fixamos 6 ~ N(0.45,2.14). Isto é feito para
que os dois modelos sejam comparados em uma mesma escala.

A Figura 4.11 mostra o gréfico dos valores reais versus os valores estimados (média a posteriori)
de 0 e o histograma dos 6 estimados.

O coeficiente de correlagao entre as proficiéncias reais e as estimadas foi igual a 0.96, ja no
modelo de mistura este valor foi igual a 0.97.

Este estudo indica que, para este cendrio, os dois modelos (Mistura e Tradicional) tiveram com-
portamento bem semelhantes em relacdo a proficiéncia dos individuos, dado que os coeficientes de
correlacao linear sao praticamente iguais. Porém o modelo sub-estima alguns valores, nao sendo ca-
paz de estimar bem as proficiéncias de maior valor (cauda direita). Além disso, existe uma grande
diferenca entre a densidade real e a estimada, por isso é possivel verificar que o histograma dos

valores estimados para as proficiéncia nao se ajusta bem a densidade real.
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Figura 4.11: Mistura de normais assimétrico ajustado pelo modelo simétrico.

e Ajuste dos dados referentes ao estudo de Simulagao 3 utilizando o modelo normal

da TRI

Neste estudo foi utilizado o modelo Normal da TRI para modelar os dados considerados no
estudo de Simulacao 3 (Sec@o 4.3), onde as proficiéncias dos individuos foram geradas a partir da
mistura 0.7N(0,1) + 0.3N(0.5,12). Fixamos os parametros da distribuicao de 6 igual a média e
variancia da mistura gerada, baseado na defini¢ao 3.1 fixamos 6 ~ N(0.15,4.35). Isto é feito para
que os dois modelos sejam comparados em uma mesma escala.

A Figura 4.12 mostra o gréfico dos valores reais versus os valores estimados (média a posteriori)

de 6 e o histograma dos 6 estimados.
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Figura 4.12: Mistura de normais com caudas pesadas ajustado pelo modelo simétrico.

O coeficiente de correlagao entre as proficiéncias reais e as estimadas foi igual a 0.94, ja no

modelo de mistura este valor foi igual a 0.97.
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Este estudo de simulacao indica que o modelo normal nao recupera muito bem os valores reais.
Note na Figura 4.12 que o modelo sub-estima as maiores proficiéncias e super-estima as menores,
ou seja, o modelo nao foi capaz de estimar bem as proficiéncias localizadas nas caudas. Por isso, é
possivel verificar que o histograma dos valores estimados para as proficiéncia nao se ajusta bem a

densidade real.

e Ajuste dos dados simétricos utilizando o modelo de mistura da TRI

Neste estudo foi utilizado o modelo da TRI com mistura de distribui¢oes normais para modelar
os dados considerados no estudo de Simulacao do capitulo 2 (Segao 2.4), onde as proficiéncias dos
individuos foram geradas a partir da distribuigdo N (0, 1).

A Figura 4.13 mostra o histograma dos 0 estimados. Pode-se perceber que a densidade real da

proficiéncia é muito bem estimada. Este estudo indica que o modelo o modelo da TRI com mistura
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Figura 4.13: Distribuicao normal ajustado pelo modelo com mistura.

de distribuigdes normais recupera bem os valores reais. As médias a posteriori para py, o3, p1 € pa

sao apresentados na Tabela 4.4. Como podemos ver, py foi estimado bem préximo de zero (0.04),
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Valor Estimado
42 -3.13
o3 12.93
D1 0.96
D2 0.04

Tabela 4.4: Média a posteriori para os parametros do modelo simples.

indicando que as proficiéncias seguem uma distribuicdo Normal, evidenciando assim que os dados

sao ajustados pelo modelo simétrico.



Capitulo 5

Analise dos dados do ENEM

Neste capitulo o modelo da TRI com mistura de distribuigbes normais para as proficiéncias dos
individuos (proposto no capitulo 3) serd aplicado ao conjunto de dados do Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM) do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP)
do Ministerio da Educacao (MEC). O ENEM ¢é uma prova elaborada pelo Ministério da Educacao
para verificar o dominio de competéncias e habilidades dos estudantes que estao concluindo ou
que ja concluiram o ensino médio em anos anteriores, onde na maioria dos casos os resultados sao
usados para o ingresso em diversas universidades no pais. Para evitar fraude, a prova é realizada
em 4 versoes identificadas por cores (amarela, branca, rosa e azul). O que difere uma prova da
outra é a ordem das questées e alternativas. O exame é composto por quatro provas. A prova
de Ciéncias Humanas e suas Tecnologias traz questoes sobre as disciplinas de histéria, geografia,
filosofia e sociologia. A prova de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias cobra conhecimentos
de quimica, fisica e biologia. Linguagens, Cédigos e suas Tecnologias envolve questoes de lingua
portuguesa, literatura, lingua Estrangeira (Inglés ou Espanhol), artes, educagao fisica e tecnologias
da informacao e comunicacao. Ja a prova de Matematica e suas Tecnologias tem questoes de
matemética (Geometria e Algebra).

Os dados analisados nesta dissertacao se referem ao teste azul de Matematica e suas Tecnolo-
gias, aplicado ao estado de Sao Paulo no ano de 2010. Foram analisadas provas de 52210 alunos,
respondendo cada um deles 45 itens de matematica.

Uma andlise dos escores brutos padronizados (Figura 5.1) indica uma provével assimetria posi-

tiva das proficiéncias. O escore bruto padronizado é calculado como segue.
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Escores Brutos Padronizados
Figura 5.1: Histograma dos Escores Brutos Padronizados de cada individuo.

Para a execugao do MCMC, foram adotados os seguintes valores iniciais para os parametros:
ago) =1, bgo) =0, CZ(O) = 0.1, ,uéo) =2, 05(0) =1le pgo) = 0.8, Vi = 1,...,50. Os valores iniciais para
as proficiéncias foram os escores brutos padronizados de cada individuo j, Vj = 1,...52210.

Foi gerada uma amostra de tamanho 70000 para cada parametro, porém nas 10000 primeiras
iteragoes cada parametro ¢;, Vi = 1, ...45 foi fixado em 0.10 e apds estas 10000 iteragoes eles passaram

a ser estimados juntamente com os outros parametros. A justificativa para isto é que o parametro



56

¢ é geralmente dificil de estimar, ver Baker and Kim (2004), afetando assim a estimagao dos outros
parametros. Com isso, as 10000 primeiras iteracoes foram descartadas da andlise juntamente com
um burn-in de 20000, dessa forma, os parametros foram estimados a partir de uma amostra de
tamanho 40000.

Como se espera que a maioria dos itens tenham um parametro de acerto casual com um baixo
valor, truncamos a distribuigao a priori de ¢ ao intervalo (0.05,0.15).

As distribuigbes a priori usadas foram as seguintes: 6; ~ piN (0,1) + pa N (Mg, a%), (pa,03) ~
NIG(0,10007,1,0), p = (p1,p2) ~ Dirichilet(2,1)p,>py), @i ~ Noooy (1,3%), bi ~ N (0,3%) e
¢; ~ Beta(1,9), Vi=1,...,45 e Vj = 1, ..,52210.

As médias a posteriori para g, 03, p1 e pz sdo apresentados na Tabela 5.1.

O histograma das médias a posteriori das proficiéncias dos alunos e sua densidade estimada
estao na Figura 5.6, sendo possivel detectar uma assimetria positiva presente na distribuicao das
proficiéncias.

A Figura 5.4 mostra as estimativas intervalares (intervalo de credibilidade de 95%) dos parametros

dos itens a, b e ¢, respectivamente.

DR e Dificuldad Acerto Casual

i & i I

0.8 % :[ I
KN 3¢l 0.12+
wl®E EX W [ = F %
T 5 N - o e — ES o 0.10
il LB I‘E[ I :-:I;: - - I%I =
+ =1 IEII Y =i =3 %
- II; = e - 0.06
0.0 - - — EE

Figura 5.2: Estimativa pontual (média a posteriori) e intervalar (95%) dos parametros dos itens.
O ponto no gréafico representa a estimativa pontual de cada parametro e a linha horizontal dentro
do intervalo representa a estimacao intervalar.
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Figura 5.3: Densidade estimada e histograma das médias a posteriori das proficiéncias dos alunos.

5.1 Analise dos dados no ENEM utilizando o modelo Tradicional
da TRI

Nesta secao serd feita uma comparacao entre o modelo da TRI com mistura e o modelo da
TRI tradicional no ajuste de dados reais. Sera utilizado o modelo Normal (apresentado na Secao
2.1) para ajustar o conjunto de dados do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) utilizado
anteriormente. O objetivo desta andlise serd mostrar a importancia do novo modelo proposto em
casos que a distribuicao das proficiéncias nao apresentam um comportamento normal.

Fixamos os parametros da distribuicao de 6 igual a média e varidncia da mistura estimada pelo
modelo de mistura, que foi igual a § ~ 0.76N(0,1) + 0.24N(1.78,2.62). Baseado na definigao 3.1,
fixamos 6 ~ N(0.43,1.97). Isto é feito para que os dois modelos sejam comparados em uma mesma

escala.
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Valor Estimado
142 1.78
o3 2.62
1 0.76
D2 0.24

Tabela 5.1: Média a posteriori para os parametros da mistura.

Através da Figura 5.4 é possivel verificar que o modelo tradicional detectou uma assimetria
positiva bem suave, nao sendo capaz de detectar a mesma assimetria positiva dada pelo modelo de
mistura. Ao fixarmos as proficiéncias em uma distribuicdo normal, ndo permitimos que os dados
tenham um comportamento muito diferente do comportamento normal, por isso a importancia em

utilizar o nosso modelo de mistura proposto em ajustes de dados reais.

To]
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7o) ] — Modelo Tradicional
e | ?7’ 1&
o \
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E wn
=
o
=
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5 [ I I I I ]
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Figura 5.4: Densidade estimada do modelo de mistura, densidade fixa do modelo tradicional e
histograma das médias a posteriori das proficiéncias dos alunos do modelo tradicional.



Capitulo 6

Conclusoes

Com o objetivo de flexibilizar a suposi¢do de normalidade das proficiéncias e generalizar os
modelos tradicionais da TRI para resposta dicotomica convencional, propomos um novo modelo
da TRI que utiliza uma mistura de duas distribui¢coes normais para modelar as proficiéncias do
individuos.

Foram discutidas e propostas solugoes para importantes problemas de identificabilidade associ-
adas ao modelo proposto. A inferéncia é feita sob a abordagem Bayesiana através de um algoritmo
MCMC que amostra da distribuicao a posteriori conjunta das quantidades desconhecidas do modelo.
Este mesmo algoritmo é uma nova abordagem também para a estimagao nos modelos tradicionais
e possui boas propriedades de convergéncia ao ser comparado com propostas anteriores.

Através de estudos simulados, mostrou-se que esta abordagem permite uma solucao eficiente para
modelar distribuigoes com caudas pesadas, assimetria e bimodalidade. De tal forma, foi possivel
verificar a eficiéncia do modelo proposto, recuperando de forma satisfatéria os valores reais em es-
tudo. Além disso, tal modelo pode ser considerado uma generalizagdo do modelo TRI convencional,
pois ele também modela de forma eficiente proficiéncias que seguem uma distribuigdo normal.

Por meio de um estudo de comparacao foi possivel verificar a importancia em modelar de forma
adequada tal distribuicao. Através de resultados obtidos, é possivel concluir que os modelos tradi-
cionais nao conseguem estimar bem a real distribuicao das proficiéncias.

O modelo também foi aplicado a um conjunto de dados reais do programa Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM), analisando o teste de Matemadtica, aplicado ao estado de Sao Paulo no ano

de 2010. Tal analise gerou resultados importantes do ponto de vista pratico, pois ao usarmos o
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modelo proposto, detectamos uma assimetria a direita presente nas proficiéncias.



Apeéendice A

Neste apéndice estao os calculos para se obter as distribuicoes condicionais completas necessarias
para Método de simulagao Monte Carlo baseados em Cadeia de Markov (MCMC) referentes ao Lema

1.

e Condicional Completa para (Z;;, X;;)

A distribuicao condicional completa conjunta para (Z;j, X;j), com i =1,...., 1 ej=1,...,J
¢ proporcional ao produto da distribuicao de Z;; pela distribuicao de Y;; e de Xj;;, onde
Zi; ~ Bernoulli(c;), (Xij|Zij = 0) ~ N(a;6j — b, 1) e (X;j|Z;; = 1) = o, onde dy é um ponto

de massa em zero. A distribuigao de Y;; é dada em (2.1).

(Zij, Xij|Yij, aiy by, ¢i) o< w(Yej| Xz, Zij) w(Zijles) 7(Xij| Zij, aiy by, 65) (6.1)

Se Y;j =0 (Z,‘j = O,Xij < 0):

( ijs z]’Y;j 0 al,bz,cz) 0.8 I( ]_O)I(Xij<0) W(Xij|Zij = O,Gi,bi,ej) (6.2)

Dessa forma:

Zijs Xij|Yij = 0, a3, bis ¢ < @35 — m) L z,,20) I (x,;0)- (6.3)
SeYij =1 (Zj; =1,X;; =0o0u Z;; =0,X;; > 0):
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7 (Zij, Xij|Yi; = 1,04, bi, ¢;) o

< [iz=0l(x;;=0) T L(z;=0)L(x,;50)] ™(Zijlei) m(Xij|Zij, ais i, 0;)

o< 7(Zijlci) [W(Xz‘ﬂZz‘j? ai, b, Hj)I(Zz‘Fl)I(Xz‘j:O) +7(Xij| Zi, @i, bi, Hj)I(ZiJ:O)I(X”w)
o 7(Zijlei) [1.7 =0 dx=0) + IN(Xij, ai05 — bi, 1) 7,20y L (x,;>0) }

d(xij —m
o< ¢ Iiz,=1)I(x;;=0) + (1 — i) ®(a;0; —b;) <I>((azéj—bl)) Iiz,;=0)1(x;;>0) (6.4)

C; ]
ci+(1—c;) ®(a;0;—b;) temos:

Com w =

7(Zij, XiglVig = 1,00, bi,0) = w Iz, -1y I(x,=0) + (1 = w) XG5 7 o) I(x, 50
e Condicional Completa para c;

A distribuicao condicional completa para ¢;, com i = 1, ..., I é proporcional ao produto da dis-

tribuicao de Z;; pela distribuicao a priori de ¢;, onde Z;; ~ Bernoulli(c;) e ¢; ~ Beta(ac, f¢).

w(ci| Zij, Xij, i, bi, 0) O<H 7(Zijlei) m(ei) (6.5)
7j=1

J
(CZ‘ZZijljva’w { H |CZ Z)
J
H [ 1 ZZ]:| C‘Olcfl (1 _CA)Bcfl
o Clzj 1 Zijtac—1 (1 ¢ )J Z] 1 Zij+Bc—1 (66)
Dessa forma:
J J
¢ilZij, Xij, ai, bi ~ Beta ZZz‘j+Oéc, J—Zzz‘j+ﬁc (6.7)
j=1 j=1

e Condicional Completa para 6;

A distribuicao condicional completa para 6;, com j = 1,...,.J é proporcional ao produto da

distribuicao de X;; pela distribuicao a priori de 6;, onde (X;;j|Z;; = 0) ~ N(a;0; — b;,1) e
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(Xij|Zij = 1) = 0o, com &y sendo um ponto de massa em zero. E 0; ~ N (ug, 03).

(G\ZXabocn

Onde Lj{’i, Zij 75 0}

L;

=1

(Xij Zij, ai, bi, 0) 7(60;) (6.8)

™ (9]’2’” = O>Xij7a25 OC H XZJ|Z'LJ =0 az,bl,e ) (0 )

L

1
X exp )

1
X exp —3 |:9J2

Dessa forma:

9j|Zij = O,Xij,ai,bi ~ N =1

Lj
03 Z a? +1
i=1

(xij — aifj + b;
=1

L;
agz a? +1
1 i=1
o expq o | 5

Lj 1 L Ly 1o
a? +7 —20; a;T;j + ab; + —

%M

- L

J

O'g Z ai(zij + bi) + 1o
i=1

? exp{;gwj 08

1 L L; Lj 02 1o
X exp —5 —29j Z aiTi; + 0]2 Z a? — 29]' Z a;b; + ;Jg — QOj?
— — ‘1

0

2
p 07 — I, (6.9)
03 Z a? +1

L i=1 _
J
03> ai(wif +bi) + po )
%9
(6.10)

e Condicional Completa para (a;, b;)

Lj
ag Z a? +1
i=1

A distribuigao condicional completa conjunta para (a;,b;), com i = 1,...,1 é proporcional ao

produto da distribuicao de X;; pela distribuicao a priori de a; e pela distribuicao a priori de

b; , onde (X;j|Z;; = 0) ~ N(a;0; —b;,1) e (X;5|Z;; = 1) = dg, onde Jp é um ponto de massa

em zero. Onde a; ~ N0,00) (,ua, ag) eb,~N (ub, UZ).
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L;
ﬂ(aivbi|Zij>Xij70 H XTJ‘levalvblve ) ( )ﬂ—(bl)
7=1

Com Li{j, Zij 7'5 0}.

m(ai, bi|Zi; = 0, Xi5,0;) Xij|Zij = 0,0a4,b;,6;) m(a;) w(b;)

e
3

L,
1 & 1/ —a?
X exp 5 g (xij — a;b; +b,~)2 e:x;p{—2 < 02’ +

j=1

Apés algumas dlgebras, temos que:

(6.11)

(ai,bi|Zij, X, ¢,0) ~ Na(p, X), (6.13)
2*
Ha™ Ogq L1 . A
com fi = e = sendo o vetor de média e matriz de covariancia de
* 2%
Mo Y 0
uma distribuicao normal bivariada, respectivamente. Onde:
L;
0aq0p E 0]
2% _ o 9% _ o? =1
(o} = y O % % )

a L;
(03 Z 0j2 + 1) (1—
j=1

L;

= ag*(z 2i; 0 + paoy2) — 0a* opF (Z Tij — ,ubab_z) e
, =
L;
= 04" op* 7y me 0; + pao, Zwm [0y, >
7=1

Com Li{j, Zij 7'5 0}.

(37 )= 7T T
Kag 07 + 1) (027 9]2+1)]
j=1



Apéendice B

Neste apéndice estao os calculos para se obter as distribuicoes condicionais completas necessarias
para Método de simulagao Monte Carlo baseados em Cadeia de Markov (MCMC) referentes ao Lema

2.

e Condicional Completa para po, os:

A distribuigao condicional completa para o, o9, com é proporcional ao produto da distribuigao
de 6; pela distribuicdo a priori de (u2,03), onde 6; segue uma mistura de normais dado em

(3.4) e (u2,03) ~ NIG(m, %%,d, e).

W(M2703’W7 9) (08 7T(ej| :U“27051W) W([LQ,U%) (614)

J
=1

J

2 1 0, — 2 \1" | B (p2—m\ 5 -(a+1) e
m(p2| o3, W,0) o H ;2¢2 T oy 0*2425 o (03) exp —;%

j=1
J r J 7
Z Wia + 8 Z Wi20; +mf3
Jj=1 2 j=1
x exp 552 Mo — 242 5
2
Z Wia + 8
L Jj=1 i
Dessa forma:
2
i, 02| W, 0 ~ NIG (m ;i,d*,e*>, (6.15)
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J
> Wb +mB J J
onde m*:Jle , /S*ZZWJQ_‘_/B’ d*=d+ ZWJQ /23
Z Wia + =1 7=l
j=1
J
Z Wij2p J J
er=et 2L (m — Gbar)2 + s/2, onde s = ZWJ‘QG? — ZWJQ e
j=1

J
2 (B—i— Z sz) =t
j=1

J

Wi20;

_ =

917(17‘ - Ji‘
> Wiz

7=1

e Condicional Completa para p = (p1,p2)

A distribuicao condicional completa para p = (p1,...,px) é proporcional ao produto da dis-
tribuicdo de W pela distribuicdo a priori de p = (p1,p2), onde W ~ Mult(1,p1,p2) e

p ~ Dir(aq, OéQ)I(p1>0.6)-

—

m(p| W) o m(W;l p)| 7(p) (6.16)

J
m(p| W) o 1_[101‘/[13'1;02‘4/]'2 P e S0
j:

1

J J

ZWj1+a1_1 Z%2+a2—1

o« pi=t pa?=! Iip,>0.6)
Dessa forma:
J J
p| W ~ Dir Z le + o1, Z Wj2 + a9 I(p1>0.6)7 (6.17)

j=1 J=1

que é equivalente a:



67

J J
pl‘ W ~ Beta Z le + aq, Z ng —+ o I(p1>0.6) (6.18)
j=1 =1

e Condicional Completa para (6;, W;)

A distribuicao condicional completa conjunta para (6;, W;), com j = 1,...,J é proporcional
ao produto da distribuicdo de X;; pela distribuicdo a priori de 0;, onde (X;;|Z;; = 0) ~
N(ait; — b;,1) e (Xi5|Zi; = 1) = do, onde 6y é um ponto de massa em zero e ; segue uma

mistura de normais dado em na expressao (3.4).

Lj
7T(0j, W]’ZZja XZ]7 a, b7 M, Ukapk) X H W(HJ’ M, JI%? W) H W(XZ]’ZZja ag, bi7 Hj) W(W‘p)
k=1 i=1
(6.19)
1 0 - o
 — Mk ,
(0, Wil Zij, Xij, a,b, s o, mk) - o< [ [ el < ’ = ) 10Xy — (@t —b))| "
k=1 i=1
2 w.
_ VWi 2
~ ]I [UZm( oF (o) (6.20)
k=1
L
wto? Y ai(zij — by)
— 2
COH’I L]{Y,,ZU ;é 0}7 ,LLZ = i=1 Lj s O'I%* — 7[@ (§]
1402 Z aig 1+03 Z ai2
i=1 i=1
_ L .
I -1 e+ 0f Y ai(zi; — bi)
3 2 ‘
1 1% =1
ay = p 1+0,%Za,~2 expy —5 U—g— »
i—1 k} J
' O'% 1+ 0,3 Z a,-2
i=1
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Dessa forma:

0] | Wjazij7Xij7aab7,U*k70—kapkNN(,UZ’U]%*)

W] ’ ZijaXijaa7 b, Kk, Ok Dk ~~ Mu“(lapl*v . '7pK*)7

onde k é a componente que 0; pertente e p;* = art ,. com k=1,2.

(6.21)



Apéndice C

Apresenta-se aqui as cadeias geradas no estudo de simulagdo apresentado no Capitulo 4.

e Cadeias referentes ao estudo de simulagao 1

12
1.0
|
[k
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044 a5
T T T T T T T T T T
a 50000 100000 150000 200020 a 50000 100000 150000 200000
neraghes meraghes
30 sl
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25
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# 5 — 2
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10 25
a5 30—
00— 354
T T T T T T T T T T
L] 50000 100000 150000 200000 a 50000 100000 150000 200000
eraghes eraghes
o
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T T T T
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o
o

eraghes eraghes

Figura 6.1: Trace Plots para cadeias de a, b e c.
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Figura 6.2: Trace Plots para cadeias de 6.
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Figura 6.3: Trace Plots para cadeias de us, ag, p1 € Pa.



e Cadeias referentes ao estudo de simulagao 2

H
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Figura 6.4: Trace Plots para cadeias de a, b e c.
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Figura 6.5: Trace Plots para cadeias de 6.
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Figura 6.6: Trace Plots para cadeias de us, ag, p1 € Pa.



e Cadeias referentes ao estudo de simulagao 3
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Figura 6.7: Trace Plots para cadeias de a, b e c.
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Figura 6.8: Trace Plots para cadeias de 6.
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Figura 6.9: Trace Plots para cadeias de us, ag, p1 € Pa.
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