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Resumo

Modelos de Grafos Aleatérios Exponenciais (ERGMs) sdo modelos estatisticos paramétricos para a
distribuicdo de probabilidade de estruturas de rede a partir da andlise de configuracdes baseadas na
presenga ou auséncia de arestas, tais como k-estrelas e tridngulos. Essas configuracdes sdo ponderadas
por parametros do modelo.

ERGMs sao principalmente utilizados para modelar redes sociais, mas também sao utilizados na fisica
e na biologia. Eles sdo fortemente embasados pelos fendmenos que os descrevem, pois a sua utilizagdo
requer que o pesquisador leve em consideragdo as razdes tedricas (sociais, bioldgicas, etc) que levam
a formacao das arestas.

O foco deste trabalho € apresentar o estudo comparativo de dois métodos de estimagdo de pardmetros
para os modelos ERGMs quando o niimero de nds cresce assintoticamente.

Os métodos considerados foram o Bayesiano, proposto por Caimo and Friel 2011, baseado no algo-
ritmo Markov Chain Monte Carlo (MCMC), e o método Approximate Bayesian Computation (ABC)
proposto por Del Moral et al. 2012, Beaumont et al. 2009, Drovandi e Pettitt 2011 e

Lenormand et al 2012. Os resultados mostram que o método ABC, especialmente o proposto por Le-
normand, foi bem superior tanto no quesito qualidade do ajuste quanto no de performance.

Apesar do estudo em questao estar restrito a um nimero limitado de parametros, a partir dos experi-
mentos efetuados temos fortes convicgdes de que o método ABC proposto por Lenormand et al 2012

¢ consistentemene melhor que o método Bayesiano proposto por Caimo e Friel 2011.

Palavras-chave: ABC, MCMC, Grafos Aleatdrios Exponenciaias, ERGMs, Bergm



Abstract

Exponential random graph models are parametric statistical methods for probability distributions of
network structures trough the analyses of configurations based on the presense (or absence) of edges,
such as k-stars and triangles. These configurations are weigthed by model parameters.

These models are principled statistical approach to model social networks, but they are also applied
in physics and biology. They are theory driven in such a way that their use require the researcher to
consider the complexity of why edges (social, biological or whatever) are formed.

The focus of this work is to present a comparative study between two parameter estimation methods
for the ERGMs models not taking into account the theories behind the edges formation.

The methods considered were the one proposed by Caimo and Friel 2011, a Bayesian method based
on Markov Chain Monte Carlo (MCMC), and the Approximate Bayesian Computation (ABC) method
proposed by Del Moral et al. 2012, Beaumont et al. 2009, Drovandi and Pettitt 2011 e

Lenormand et al 2012. The results shows that the ABC method, specially the one proposed by Lenor-
mand, surpassed the Bayesian one considering both the goodness-of-fit and performance.

Despite the fact that this study was restricted to a limited number of parameters, based on the experi-
ments done so far, we are strongly convinced that the ABC approach, proposed by Lenormand et al 2012,

is consistently better than the Bayesian method proposed by Caimo and Friel 2011.

Keywords: ABC, MCMC, Exponential Random Graph Models, ERGM, Bergm
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo desse trabalho € comparar dois métodos de inferéncia para modelos de grafos aleatd-
rios exponenciais para grafos com grande nimero de nds, a saber : o método Bayesiano proposto
por Caimo e Friel 2011 e a nossa proposta de utilizacdo do método Approximate Bayesian Compu-
tation(ABC) em conjunto com a teoria assintética de Diaconis e Chatterjee 2013. Apresentamos a
seguir os conceitos que sdo os pilares dessa dissertacdo : "Grafos", "Modelos de Grafos Aleatdrios
Exponenciais (ERGM)", "Método de estimacdo ABC"e "Teoria assintética para Grafos Aleatdrios
Exponenciais".

Modelos de grafos aleatdrios exponenciais sdo os modelos estatisticos mais utilizados no contexto
de redes sociais, além disso também sdo utilizados na fisica, biologia, dentre outros. Para apresen-
tacdo das idéias, introduziremos o modelo no contexto de redes sociais, pois a grande maioria dos
artigos descreve esse modelo nesse contexto, bem como o livro de Koskinen et al 2012, que € uma das
melhores fontes para o entendimento da andlise estatistica de redes.

Uma rede pode ser representada de diversas maneiras. Uma das representacdes mais tteis € como
um grafo, que consiste de nds conectados por arestas (dependendo do contexto, usaremos o termo
rede como sindénimo de grafo; por exemplo, redes sociais, ao invés de, grafos sociais).

A teoria de grafos tem sido util na andlise de redes sociais por diversos motivos. Primeiramente, a
teoria de grafos prové um vocabuldrio que pode ser utilizado para rotular e representar muitas propri-
edade de estruturas sociais. Este vocabuldrio também disponibiliza um conjunto de conceitos bésicos
que permite nos referir a essas propriedades com certa precisdo. Em segundo lugar, a teoria de gra-
fos disponibiliza operacdes matematicas e idéias, com as quais muitas das propriedades podem ser
quantificadas e medidas. Finalmente, dado o vocabuldrio e o arcabouco matemético, a teoria de grafos
possibilita provar teoremas sobre grafos, e consequentemente, sobre representacdes da estrutura social
(Wasserman e Faust 1994).

Além de sua utilidade como um sistema matematico, a teoria de grafos disponibiliza uma represen-
tacdo de uma rede social como um modelo de um sistema social composto de um conjunto de atores e
ligagdes entre eles. Por modelo entende-se como uma representagdo simplificada de uma situacdo que
contém alguns, mas ndo todos, os elementos de uma situacdo que ele representa. Quando um grafo é
utilizado como um modelo de uma rede social, nds/vértices representam os atores e as ligagcdes/arestas
conectando os nés representam os relacionamentos entre eles (Wasserman e Faust 1994).

Sendo assim, temos que um grafo é uma representacdo matemdtica de uma rede bindria. O nlimero

de n6s de um grafo € denotado por n. Uma varidvel aleatdria Y;; indica se hd uma ligacdo entre os
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nésie j (Yj; = 1) oundo (Y;; = 0). Auto-ligacdo de nés nao ¢ permitida nesta dissertacdo, ou seja,
(Y;; = 0) para todo 1.

Um grafo aleatdrio € representado por sua matriz de adjacéncia Y com elementos Y;;. Grafos sdo,
por defini¢do, ndo-direcionados (ou seja, Y;; = Yj; para todo 7,7).

Continuando a notagdo representativa de grafos, a substituicdo de um indice ¢ ou j por um sinal
de + denotard uma soma em relac¢@o ao indice em questdo, ou seja, Yy = > jYijeYy = > ; Yiis
variaveis aleatdrias sdo denotadas por letras maidsculas (Y'); e uma observacdo da varidvel aleatdria
por letras mindsculas (y).

Redes sdo estruturas relacionais, e redes sociais representam estruturas de ligacdes diddicas entre
atores (nds/vértices) sociais, tais como : amizade entre individuos, parceria entre empresas, comércio
entre paises, etc. A natureza das redes conduz a uma dependéncia entre os atores (nds/vértices),
como também uma dependéncia entre as ligacOes (arestas). Mas modelos estatisticos sdo baseados
em suposicdes de independéncia, e a natureza complexa de dependéncia nas redes tem retardado o
desenvolvimento desses modelos para estruturas de redes (Snijders 2011).

Redes sociais sdo caracterizadas por inimeros tipos de dependéncia que tem sido encontradas tanto
empirica, quanto teoricamente. O entendimento dessas dependéncias é importante, pois os diferentes
modelos estatisticos existentes na literatura divergem justamente na forma de representa-las. A seguir

descrevemos apenas algumas dessas dependéncias, pois existem dezenas delas (Snijders 2011) :

* Reciprocidade de ligacdes direcionadas ocorre quando hd um tratamento reciproco entre dois

atores (nds) , ou seja, ocorre uma dependéncia entre Y;; € Yj;.

¢ Homofilia, tendéncia de atores (nds) de se relacionarem com atores com caracteristica similares

(cor, raga, sexo, curso, etc).

* Transitividade ou clusterizacio de ligacdes (arestas) sdo caracterizadas quando ocorre situa-
¢oes do tipo "amigos de meus amigos, sdo meus amigos". Se houver uma tendéncia de ocorrer
transitividade, a existéncia de duas liga¢des Y;; = Y}, = 1 ird conduzir a um aumento da pro-
babilidade da ligacdo Y;;, ser igual a 1 (Y;;, = 1), ou seja, a ocorréncia de um tridngulo. A

concatenacdo de tridngulos pode criar grupos conectados maiores.

* Grau, informacéo que caracteriza atores altamente conectados daqueles pouco conectados, ge-

rando modelos que sdo centrados em n6s (Freeman 1979).

Conforme Snijders 2011, os trés modelos estatisticos mais abrangentes que contemplam depen-

déncias existentes em grafos sao :

* Incorporacio de estruturas de rede por meio de covariaveis. Essa abordagem utiliza um
modelo com residuos independentes e tenta representar as dependéncias de rede por meio de
varidveis explicativas. Para que isso seja plausivel, isso pode ser considerado principalmente em
configuragdes longitudinais onde observacgdes anteriores da rede podem ser usadas para produzir

covaridveis (Gulati and Gargiulo 1999).

* Controle de estruturas da rede, ou seja, analise de uma estrutura da rede enquanto man-
tém as demais estruturas constantes. Essa abordagem estabelece o controle de certas depen-

déncias existentes na rede sem explicitamente modela-las. O exemplo mais conhecido dessa



abodagem ¢é um procedimento de permutacdo, onde nds da rede sdo permutados (pode-se di-
zer, também, que linhas e colunas da matriz de adjacéncia sdo permutadas, simultaneamente, de
forma que a estrutura da rede € mantida intacta). Esta abordagem é chamada de Quadratic As-
signment Procedure (QAP) proposta por Krackhardt 1987. Nessa abordagem ainda temos os mé-
todos : Multiple Regression QAP ou MRQAP proposto por Krackhardt 1988 e Dekker et al 2007;
estimador sanduiche de varidncia desenvolvido por Lindgren 2010, que usa a idéia de estimador
consistente heteroscedasticamente para uma matriz de covariancia, elaborado por White 1980; e
a abordagem de condicionar a estatisticas que expressam dependéncias da rede, onde se assume

que a distribui¢do € uniforme, dai 0 nome modelos condicionamente uniformes.

* Modelagem de estruturas de rede estocasticamente. Esse é o modelo em que se enquadra
os modelos de grafos aleatérios exponenciais (ERGMs). Nesta abordagem, explicitamente se
modela as dependéncais estruturais entre as ligacdes/arestas, que sdo consideradas varidveis ale-
atdrias, onde hipéteses sdo formuladas em termos de pardmetros que representam dependéncias
mais complexas, tal como a transitividade, que ¢ uma dependéncia que envolve trés varidveis

a0 mesmo tempo.

Conforme descrito acima, a terceira abordagem € onde se enquadra os modelos ERGMs, pois nela
as dependéncias da rede sdo representadas, explicitamente, como um modelo estocastico.

Antes de apresentarmos 0os modelos ERGMs € importante destacarmos o uso da probabilidade e da
estatistica para modelar redes. Muitos estudos sobre redes consideram apenas uma tnica rede e, nesse
sentido, temos N = 1, o que leva a discuss@o de porque métodos estatisticos sdo aplicdveis a esse tipo
de dado. Importante destacar que fazer inferéncia estatistica para N = 1 ndo € incomum. Situacdes
similares ocorrem, por exemplo, em andlises econdmicas para longas séries temporais, andlises espa-
ciais e espaco-temporais. Como pode um pesquisador, de posse de apenas uma rede observada, inferir
principios organizacionais para ela? Por causa da relativa constincia dos principios de organizagdo de
uma rede, uma dnica rede observada captura o actimulo de processos sociais, como um trago arqueo-
légico (Scott et al). Principios organizacionais estdveis resultardo em padrdes de ligacdes de rede que
podem ser observadas nos dados, mesmo quando os dados sdo de uma Unica instancia no tempo. Esses
padrdes das ligacOes sdo, de fato, uma assinatura estrutural da rede e proveem evidéncias a partir das
quais pode-se fazer inferéncia a respeito do processo social que gerou a rede (Scott et al).

Dessa forma, procura-se por padrdes na rede. Nao € suficiente verificar apenas um padrio de cada
vez, pois as estruturas sdo construidas umas a partir de outras. Por exemplo, um tridngulo contém 3
ligacdes de rede, entdo, segue-se que, se uma rede tem muitas ligagdes (arestas), mais tridngulos deve-
rdo ser formados. A quest@o entdo € a seguinte : dada a densidade de uma rede, ocorrerd a existéncia
de mais tridngulos do que o esperado? Se sim, talvez deva-se considerar um processo social especifico
que conduza a geragdo de tridngulos (por exemplo : transitividade). Se ndo, ndo hd a necessidade
de se definir um mecanismo de triangulacdo, pois apenas a densidade (ou seja, individuos em uma
rede estdo propensos a criar relagdes/ligacdes com qualquer outro) é uma caracteristica suficiente e
parcimoniosa.

Um importante aspecto relativo a inferéncia em redes é que, embora se tenha apenas um sistema
no sentido de que, potencialmente, hd uma interdependéncia entre todos os atores e ligagdes, existe um
grande nimero de varidveis (atores e ligacdes) e, por isso, pode-se desenvolver inferéncia estatistica

porque suposi¢des razodveis de independéncia condicional podem ser consideradas (Snijders 2011).
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Nao se pode negar que tal conhecimento s6 pode ser sélido se houver um acimulo de resulta-
dos por meio de replicacdes, isto €, estudos amplos do mesmo fendmeno ou processo com diferentes
grupos ou contextos. Muitos progressos cientificos podem ser alcancados quando dados de vdrias
redes, que podem ser consideradas como replicagdes umas das outras, ou seja, vérias escolas, em-
presas, municipios, etc; mas essa ainda é uma drea da modelagem de rede muito pouco desenvolvida
(Snijders 2011).

Grafos aleatérios exponenciais (ERGMs) - algumas vezes chamados de modelos p* - sdo uma
familia de modelos estatisticos para redes que permite inferir sobre padrdes proeminentes nos dados,

dado a presenca de outras estruturas de rede.

1.1 Modelos de Grafos Aleatorios Exponenciais (ERGM)

Modelos aleatérios para grafos foram inicialmente estudados por Erdos-Renyi 1959 que propuseram
o modelo Bernoulli onde as arestas sdo consideradas independentes e sdo criadas aleatoriamente de
acordo com uma propabilidade p fixa.

Holland and Leinhardt 1981 introduziram o modelo p; onde os pares de nds, e ndo as arestas,
s@o considerados independentes. Para grafos ndo direcionados, esse modelo € idéntico ao modelo
Bernoulli.

Frank e Strauss 1986 propuseram os modelos de grafos aleatérios Markovianos onde cada par de
aresta é, dado o restante do grafo, conditionalmente dependente quando eles tem um né em comum.

Wasserman e Pattison 1996 propuseram uma generalizacdo do modelo anterior, inicialmente bati-
zado como o modelo do tipo p*. A énfase colocada na forma log-linear do modelo p* facilitou criar
extensdes ao modelo bésico de grafos de Markov. Essa proposta popularizou o modelo ERGM, uma
vez que ele € comumente atribuido como sendo da classe de modelos p*.

Mas € o trabalho de Frank e Strauss 1986 que é considerado a base do modelo ERGM atual.

De acordo com Snijders 2011, Frank e Strauss 1986 deram inicio a um tipo de modelagem onde a
dependéncia entre as liga¢des eram representadas diretamente. Eles definiram dependéncias de Mar-
kov para distribui¢cdes em rede de forma andloga a distribui¢des de processos estocdsticos, ou seja,
condicionado a outras variaveis aleatérias, duas variaveis aleatdrias sdo independentes desde que elas
ndo estejam ligadas (onde uma ligacdo, no caso de um processo estocdstico, seria definido como uma
sequéncia no tempo). No caso de redes, a definicdo € mais precisamente definida como se segue. A
matriz Y = (Y;) de varidveis aleatérias, que podem ser consideradas como um grafo estocdstico, é
um grafo de Markov se para cada conjunto de 4 nés distintos 7,7,h,k, as varidveis aleatorias Y;; e Yy,
s@o condicionalmente independentes, dado todas as demais varidveis aleatérias em Y. Essa parece ser
um tipo plausivel de independéncia condicional, apropriada para redes sociais.

E importante, nesse momento, descrevermos as propriedades de independéncia condicional em
grafos de Markov (ou modelos de grafos ndo-direcionados, ou campos aleatérios de Markov).

Grafos de Markov definem relacionamentos condicionalmente independentes por meio de separa-
¢do de grafos simples como se segue : dado conjuntos de nés A, B, e C, dizemos que Y4 Lg Yp|Ye
(A € condicionalmente independente de B no grafo (G, dado C), se e somente se, C' separa A de B
no grafo G. Isso significa que, ao se remover todos os nés de C', se ndo restar nenhum caminho co-

nectando qualquer n6é em A a qualquer né em B, entdo a propriedade de independéncia condicional é
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valida. Isso é chamado de propriedade global de Markov para modelos de grafos ndo-direcionados.

Para ilustrar essa propriedade, na Figura 1.1 temos que {1,2} L {6,7} | {3,4,5}.

Figura 1.1: Grafo de Markov

Um n6 € condicionalmente independente de todos os demais, dado seus vizinhos. Essa propriedade
é chamada de propriedade local de Markov.

Finalmente, a partir da propriedade local de Markov, pode-se verificar que 2 nés sdo condicio-
nalmente independentes, dado os demais, se ndo houver uma aresta entre eles. Essa propriedade é
chamade de propridade de emparelhamento de Markov (pairwise Markov property).

Baseado nessas propriedades, podemos derivar as seguintes propriedades de independéncia condi-

cional (dentre outras) a partir do grafo da Figura 1.1 :

* Emparelhamento (Pairwise) : 1 | 7 | demais
e Local: 1 1 demais|2,3

* Global: 1,2 1 6,713,4,5

Para provar o teorema que € a base dos modelos de grafos aleatérios exponenciais,
Frank e Strauss 1986 utilizaram grafos de dependéncia para representar estruturas de dependéncia em
grafos aleatdrios. Nesse contexto, as varidveis aleatdrias sdo varidveis indicadoras para as arestas de
um grafo aleatdrio G. Conforme ja apresentamos, as varidveis indicadoras de arestas sio elementos da
matriz de adjacéncia Y = (Yj;), de G.

O grafo de dependéncia D, de GG, € um grafo ndo-aleatdrio que especifica a estrutura de depen-

n
2

Os nds de D sdo as possiveis arestas de GG, e as arestas de D ligam os pares de arestas de G que sdo

déncia entre as M = ( ) varidveis aleatorias Y;;(1 < i < j < n), onde n é o nimero de nés em G.
condicionalmente dependentes. Isso significa que, D terd uma aresta entre {¢,7} e {k,h},em M, see
somente se, Y;; € Y}, sdo condicionalmente dependentes das demais arestas em Y.

Um grafo G € um grafo de Markov, ou tem dependéncia de Markov, se D nfo possui arestas
entre conjuntos disjuntos {i,5} e {k,h} em M. Isso significa que, arestas nao-incidentes em G sdo
condicionalmentes independentes. Essa defini¢do de dependéncia de Markov ¢é consistente com a
defini¢do de vizinhos mais préximos de Besag 1974 se os vizinhos mais proximos de {i,j} € M sédo
{i,v} e {j,v}, para todo v € N = {1,...,n} diferente de i e j (Frank e Strauss 1986). A fitura 1.2
ilustra o grafo de dependéncia D para um grafo de Markov de ordem n = 4.

De acordo com o teorema de Hammersley-Clifford (Frank e Strauss 1986), obtém-se a seguinte

caracterizacdo de uma funcdo de distribui¢do de probabilidade para um grafo aleatério G :
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o 34)
D

Figura 1.2: Grafo de Dependéncia

Teorema HC: Qualquer grafo ndo-direcionado G em N = {1,...,n} com estrutura de dependéncia

D tem probabilidade

(S
P(G) = —=AGTA Z?QG -,

onde c € uma constante de normaliza¢do dada por

c= Z eXpZaA

G,P(G)>0  ACG

e a4 € uma constante arbitraria se A é um clique de D e a4 = 0, caso contrério.
Frank e Strauss 1986 provaram que a dependéncia de Markov para grafos ndo-direcionados e o
requisito adicional de que a distribui¢do de probabilidade € invariante sob a permutacdo dos nds, é

equivalente a expressar a distribuicio de probabilidade de um grafo por

exp(BL(y) + >y okSk(y) + 7T (y)
k(0,0,7)

P(Y =y) = (1.1)

onde L(y) = >, yij € o nimero de arestas, T = >, _}, Yi;¥;nYin € 0 niimero de tridngulos,
Sk =220 2 i <in<.. <y Yisa Yiga--Yij,, € 0 contador k-estrela (com Sy (y) = L(y))(Figura 1.3).

Os parametros estatisticos nesse modelo sio 0, 0,...,0,—1, T; € k(0,0,7) é a constante de normali-
zacdo. O fato do logaritmo da probabilidade ser uma combinacio linear de parametros, essa distribui-
¢ao faz parte da familia de distribuicées exponenciais (Lehmann e Romano 2005), onde as estatisticas
sdo estatisticas suficientes que sdo contagens de sub-grafos, ou seja, a frequéncia no grafo de pequenas
configuragdes (nesse caso : arestas, k-estrelas, e tridngulos).

Frank 1991 e Wasserman e Pattison 1996 generealizaram o grafo de Markov propondo que o ex-
poente em (1.1) pode ser, a principio, qualquer estatistica, dessa forma permitindo qualquer tipo de

dependéncia entre as varidveis aletdrias compostas pelas arestas, ou seja :

exp(D_y, O Sk(y))
P(Y =y) = 1.2
onde Si(y) pode ser qualquer estatistica dependente da rede e de covaridveis observadas. Elas po-
dem ser especificadas para refletir os questionamentos da pesquisa e para se obter um bom ajuste
do modelo e dos dados. A principio esse modelo pode representar qualquer distribui¢do no espago

de grafos que atribua uma probabilidade positiva para cada possivel grafo, embora tal representa-
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¢do possa ndo ser necessariamente parcimoniosa ou tratdvel. Esse modelo foi chamado de p* por
Wasserman e Pattison 1996; sendo mais recentemente chamado de Grafos Aleatorios Exponenciais
(ERGM).

Q O\ /O
5 /—\Q Og/@\go

Figura 1.3: Exemplo de tridngulo e 6-estrelas

Uma caracteristica particularmente importante dos ERGMs € que arestas dependem umas das ou-
tras; assim, a existéncia de uma aresta pode afetar a existéncia de outras.

O modelo ERGM ¢ relativamente aberto, uma vez que ele possibilita avaliar uma gama de teorias
de acordo com o interesse do pesquisador. Uma vez que o pesquisador consiga traduzir a teoria em
termos quantitativos e relacionados, o modelo ERGM prové uma estrutura com a qual hip6teses podem
ser estatisticamente examinadas.

A base do modelo estd na hip6tese de que as conexdes entre os atores, que sdo consideradas como
varidveis aleatdrias, se auto-organizam em estruturas pequenas chamadas de configuragdes, tais como
: grau, k-estrela, tridngulo, etc.

Estatisticas de rede sdo incorporadas aos modelos ERGMs como estatisticas suficientes associadas
a pardmetros, que medem a importancia de cada uma delas. Essas estatisticas sdo somatérios do
nimero de configuragdes no grafo observado ou alguma funcio desses somatorios.

Conforme descrito anteriormente, a estrutra de um grafo aleatdrio ndo-direcionado pode ser repre-
sentada por uma matriz de adjacéncia (aleatéria) Y da seguinte forma (computacionalmente € repre-
sentada por outras estruturas de dados mais eficientes) : n nds e um conjunto de arestas {Y;; : i =
1,2,..n;5 = 1,2,...,n}, onde Y;; = 1 se o par de nds (i, j) estd conectado e Y;; = 0, caso contrério.
Auto-relacionamentos nfo sdo permitidos (Y;; = 0). Seja T o conjunto de todas as possiveis matri-
zes de adjacéncia (todos os possiveis grafos ndo-direcionados) de n nés e y uma realizagdo de Y. O
modelo ERGM representa a distribui¢do conjunta de todas as arestas do grafo e, consequentemente, a

distribuicdo de probabilidade de Y com a seguinte funcio de verossimilhanga :

(1.3)

_ 2(y) _ exp{0's(y)}

Onde :

* s(y) é um vetor conhecido de estatisticas suficientes (ex.: nimero de arestas, nimero de tridn-

gulos, etc).

* § ¢ © : é um vetor de pardmetros do modelo. Um niimero positivo para para ; € O resulta em

uma maior probabilidade de se observar a estatistica s(y) nos grafos.

* 2(0) =2 ey exp{0's(y)} a constante de normalizagio.

O modelo ERGM apresenta algumas dificuldades que requerem estratégias especificas para se

permitir a inferéncia dos parametros. As principais dificuldades sao :
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* Cilculo da constante de normalizagio (2(0)) :
A constante de normalizagdo é funcdo dos parametros e consiste na soma de 2(3) possiveis gra-
fos ndo-direcionados. Ex.: n=34 nés = 2(324>:2561:7.5479 x 10168,
Pode-se ver que para um grafo pequeno (poucos nds) seu cédlculo é computacionalmente in-
tenso. Se considerarmos redes reais de milhares e milhdes de nds esse cdlculo torna-se imprati-
cével (veja o web site http://snap.stanford.edu/snap/index.html da plataforma SNAP - Stanford

Network Analysis Plataform) .

* Degeneracao :
A degeneracdo € um dos importantes aspectos em modelos de grafos aleatérios
(Caimo e Friel 2011). Refere-se a um modelo probabilistico que coloca muita massa de probabi-
lidade em um nimero pequeno de grafos, como por exemplo, grafos vazios ou grafos completos.
Quando o modelo é quase degenerado, métodos baseados na estimagdo por mdxima verossimi-
lhanca (MC-MLE : Monte Carlo Maximum Likelihood Estimation) podem falhar e retornar uma
estimativa para # que tem pouca probabilidade de se gerar grafos semelhantes ao grafo obser-
vado.
Isso pode ocorrer porque a convergéncia do algoritmo pode ser afetada por valores degenerados
de pardmetros que durante o processo de simulacdo da rede podem gerar grafos completos ou
vazios (Handcock 2003).
Novas especificacdes propostas por Snijders et al. 2006 podem mitigar a degeneracio e prover

um razodvel ajuste dos dados.

1.2 Método de estimacao ABC - Approximate Bayesian Computation

Conforme apresentado, o modelo ERGM pertence a classe de modelos com constante de normalizagao
intratdvel, o que requer a utilizagdo de métodos especificos para a inferéncia de seus pardmetros. O
método Approximate Bayesian Computation (ABC) é um dos métodos muito utilizado nessas situa-
¢oes.

ABC é uma familia de técnicas computacionais em estatistica Bayesiana. Essas técnicas permitem
ajustar um modelo aos dados sem se basear no cédlculo da verossimilhaga do modelo
(Beaumont et al. 2002) dependendo, ao contrério, de simula¢des dos dados a partir do modelo. Se o
modelo produz a observagdo = ~ f(x|0) e m(#) é a distribui¢do a priori do pardmetro 6, o algoritmo
ABC consiste em simular conjuntamente 0; ~ 7(6;) e z ~ f(x|6;) e em aceitar o ; simulado, se
e somente se, p(x,y) < €, onde p é uma medida de distancia entre o dado observado y e o simu-
lado z; € > 0 é chamado de nivel de tolerncia. O nivel de tolerincia representa o nivel de acurdcia
na aproximagcdo da verossimilhanga. De fato, os {6;}1<;<ny gerados tem distribuicdo de probabili-
dade proporcional a 7(0) Py(p(x,y) < €), onde Py(z) representa a distribui¢cdo de probabilidade de
z dado o parimetro 6. Essa densidade é uma aproximacgdo da distribuicdo a posteriori do modelo
w(0)Py(f(z|0) = y). Técnicas ABC requerem que o modelo seja simulado um grande nimero de
vezes o0 que o torna um esquema computacionalmente intenso.

Algumas melhorias ao esquema ABC original tem sido propostas para agilizar seu processamento.
Elas incluem o uso de regressdes locais para melhorar a inferéncia do pardmetro (Beaumont et al. 2002;

Blum e Francois 2010); a incorporagdo de passo MCMC para melhor explorar o espaco paramétrico
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(Marjoram et al. 2003); e o sequenciamento de distribui¢des a posteriori, inspirado pelos métodos
sequenciais de Monte Carlo ( Sisson et al. 2007; Toni et al. 2009; Beaumont et al. 2009). Essa ul-
tima classe de métodos consiste em se processar as simulagdes do ABC em vérios passos usando
as simulagdes do passo anterior para construir uma proposta melhor do pardmetro para o préximo
passo. Segundo Lenormand et al 2012 essa estratégia evita as dreas de baixa probabilidade no es-
paco paramétrico, focando o esforco computacional nas dreas de grande massa de probabilidade.
Beaumont et al. 2009 propuseram um algoritmo chamado de Population Monte Carlo ABC (PMC-
ABC) que melhora o mixing dos pardmetros em relacéo a estratégia original Sequencial Monte Carlo
ABC (SMC-ABC).

De acordo com Lenormand et al 2012, o algoritmo PMC-ABC tem duas deficiéncias bésicas. A
primeira diz respeito a sequéncia dos niveis de tolerancia {e;,...,er} que tem que ser gerada pelo
algoritmo ABC, o que, na prética, implica em simulacdes preliminares do modelo, que é um passo
computacionalmente caro para modelos complexos. E a segunda deficéncia estd no fato de que o
algoritmo nao possui um critério especifico para definir se ocorreu convergéncia.

A proposta de Lenormand et al 2012 consiste em uma modifica¢do do algoritmo PMC-ABC que
eles chamaram de Adaptative Population Monte Carlo ABC (APMC-ABC). Nesse algoritmo a
sequéncia de niveis de tolerancia € determinada pelo préprio algoritmo conforme proposto por
Drovandi e Pettitt 2011 e Del Moral et al. 2012, onde se constroi os niveis de tolerancia on-line avali-
ando a distancia p(z,y) das simula¢des geradas anteriormente; o problema de duplicagéo das particulas
existente no algoritmo de Drovandi e Pettitt 2011 e Del Moral et al. 2012 € evitado; e o algoritmo es-
tabelece um critério de convergéncia.

Resumindo, métodos ABC se baseiam na simulacdo de observagdes da distribuicdo conjunta dos
dados e da distribuicao a priori dos parametros, comparando os dados simulados com os dados obser-
vados. A probabilidade de se simular dados  com uma pequena distancia de y diminui a medida que
se aumenta a dimensionalidade dos dados. Como consequéncia ocorre uma diminui¢do substancial na
eficiéncia do algoritmo ABC. Uma estratégia comum para minimizar esse problema é substituir y €
por estatisticas sumdrias S(y) e S(x), que séo selecionadas para capturar informagéo relevante de y e
x. Se essas estatisticas sumdrias forem estatisticas suficientes com relacdo aos pardmetros do modelo
(6), o aumento da efici€ncia obtida ndo ocorre em erro, pois, por defini¢do, suficiéncia implica que
toda a informacdo de y a respeito de 6 é capturada por S(y) (Wilkinson 2008).

Para mostrar a intui¢do por trds dos métodos ABC, a seguir apresentamos o algoritmo naive de
3 técnicas, a saber : ABC Rejeicdo (Lenormand et al 2012), ABC MCMC (Marjoram et al. 2003) e
Population Monte Carlo ABC (PMC-ABC)

(Lenormand et al 2012).
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ABC Rejeicao
e Dado N nuimeros de particulas

e Parat =1 até N faca
Repita
Simule 6* a partir de 7 (6)
Simule z* a partir de 7(x|0*)
At p(S(y),S(a")) < e
Faca 6; = 6*

* Fim para

onde :

p € uma funcao de distancia.

7(0) é a distritui¢do a priori de 6.

y s@o os dados observados.

7(.]6) é a distribui¢do conjunta dos dados.

10



11

1.2. Método de estimacdo ABC - Approximate Bayesian Computation

ABC MCMC - Metropolis-Hasting
1) Inicialize 6,7 = 1.
* 2) Gere um candidato §* a partir de uma distribuigdo proposta ¢(6,0;)

* 3) Gere um conjunto de dados z* a partir de 7(x|6*)

4) Simule u ~ U(0,1)

5) Calcule

* 6) Se u < a, faca 6,11 = 6%, caso contrério, 0,11 = 0;

* Sev < N, facai =17+ 1e va para o passo 2.

onde :

* p é uma func¢do de distancia.

* q(6;]60;—1) é uma distritui¢do proposta para varrer o espago paramétrico de 6.
* 7(.|0) é a distribui¢do conjunta dos dados.

* y sdo os dados observados.
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Population Monte Carlo ABC (PMC-ABC)

Baseado em Lenormand et al 2012 apresentamos as ideias e o algoritmo PMC-ABC, lembrando
que o algoritmo proposto por Lenormand et al 2012 é uma modificagdo deste algoritmo como base.

Este método consiste em se gerar /N amostras dos parimetros a cada iteracdo do algoritmo, ou
seja, S = (01@)1:17,“7 ~. Cada particula 6; da amostra S deve satisfazer o nivel de tolerAncia
predefinido €;, onde €; > €; > ep. Satisfazer o nivel de tolerancia significa pf = p(z,y) < &,
onde z foi gerado a partir da distribui¢do f(z|f!). No passo ¢ a amostra S®) ¢ gerada a partir da
amostra anterior S*~1) usando a metodologia de filtro de particula, ou seja : a primeira amostra
S() ¢ gerada usando o passo ABC normal; no passo ¢, as particulas sdo geradas a partir de uma
distribuicdo proposta Gaussiana K;, com variancia igual ao dobro da varidncia empirica ponderada
da amostra anterior S*~1) (01@ ~ K(0]0%)), até que GZ@ satisfaca o nivel de tolerancia ¢;, onde
6* é amostrado aleatoriamente da amostra anterior S~ com probabilidade (wgt_l))i:17,__, N, sendo

LD

i proporcional ao inverso de sua importancia na amostra anterior S*~1; o algortimo termina

quando a amostra S(T) & gerada, isto é, quando o nivel de tolerdncia ep é alcancado. A seguir, os

detalhes do algoritmo :

 Atribua valores iniciais para N particulas e defina uma sequéncia decrescente de niveis de tole-

rancia €] > €¢; > ep. Facat = 1.

e Parat =1 até N faca
Repita
Simule 92(1) ~7(f)ex ~ f($|9§1))

Até p(S(2),5(y)) < e
(1)

— 1
w; =N

* Fim para.
oa L. 1
. a% = 2 vezes a variancia empirica ponderada de (92( ))19;3 N

e Parat = 2 até T faca
Parai = 1até N faca

Repita

.. Amostre 07 de 9](?71) com probabilidades w](At*l)

.. Gere Hl(t)wj ~ N(bf,0f)ex ~ f(x!@@)
Até p(S(x),S(y)) < e

w® o m(6;")
PR el Ve (e (00—l ))

J=1"7

;22

2

,onde ¢(z) = \/%e
Fim para

2 _ N . L. (1) )
07,1 = 2 vezes a varidncia empirica ponderada de (6; ’)1<i<n

* Fim para
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1.3 Teoria assintdtica para Grafos Aleatorios Exponenciais

Dado o modelo da familia exponencial para grafos

k
P3(G) = exp(Y_ BITH(G) + 6(B)),
i+1
onde 8 = (f1,...,0k) é um vetor de pardmetros reais, T,7%,...,T} sdo fungdes no espago de gra-
fos (exemplo : nimero de arestas, nimero de tridngulos, k-estrelas, etc ...), € ¢ € uma constante de
normalizacdo, Diaconis e Chatterjee 2013 provam que para 51 € Re 85 > 0, onde 77 € o nimero de
arestas e T» € o nimero de tridngulos, no limite, ou seja, quando o nimero de nds € suficientemente
grande ( > 30), o modelo converge para o modelo de Erdos-Rényi, isto é, o grafo converge para um

grafo aleatdrio de Bernoulli onde as arestas sdo formadas com probabilidade w*(/1,32), onde

u*(B1,B2) = max(Bru + Bou® — %ulogu — %(1 —u)log(1l —u)).

Na verdade, Diaconis e Chatterjee 2013 provam que tal comportamento ocorre de forma geral, onde
essa convergéncia vale para quase todos os grafos.

Os graficos a seguir monstram a relacdo entre u* e (51,52).

A Figura 1.4 destaca que ha uma descontinuidade a esquerda onde u* salta de préximo de O para

proximo de 1. Isso corresponde a transicdo de fase na regido 81 < 0e 52 > 0.

!

LEEveyy
s
N
'f"’i‘?’f‘»"‘.’*’e’ffa‘:’,‘z‘:’&%‘
RS
0,%&:::,::'%" 'o

l

Figura 1.4: Transicao de fase (Diaconis e Chatterjee 2013).

O grafico da Figura 1.5 destaca as linhas de confour para a Figura 1.4. Todos os pares (51,52)
na mesma linha correspondem ao mesmo valor de u* e, consequentemente, no limite, esses modelos
corresponderdo ao mesmo modelo Erdos-Rényi. A regido de transicao de fase é vista na parte superior

esquerda onde todos as linhas convergem.
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Figura 1.5: Linhas de confour para a figura 1.4 (Diaconis e Chatterjee 2013).
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Inferéncia para Modelos ERGM

2.1 Inferéncia Classica

Estimativa por Pseudo-Maxima Verossimilhanca (MPLE)

Inicialmente proposto por Besag 1974 uma estratégia geral para aproximar distribui¢des de um
campo aleatorio de Markov e adaptado para modelos de rede por Strauss e Ikeda 1990, a estratégia
de estimacdo chamada de Maxima pseudo-verossimilhanga consiste de um produto de distribui¢cdes

condicionais completas, a saber :

W(y|0) ~ Wpseudo(y|9) = H"T(yijw—ijﬁ)
i#]j

-1 7 (yi; = Ly—i5,0)%7
i L=y = 1|y—i;,0)]' ¥

onde y_;; representa todos os pares de nos do grafo, excluindo o par y;;.

A 1idéia bésica por trds desse modelo € a suposicdo de baixa dependéncia entre as varidveis no
grafo de forma que a verossimilhancga possa ser aproximada pela pseudo-verossimilhanga, o que torna
a estimacao rapida e vidvel, pois ndo envolve a constante de normalizacio que € intratavel para grafos
com mais de 6 vértices (Strauss e Ikeda 1990). Mesmo assim essa estratégia mostrou-se de forma ge-
ral inadequada uma vez que ela utiliza apenas informacdes locais enquanto que a estrutura de um grafo
¢ afetada por interacdes globais (Caimo e Friel 2011). Além disso, Corander et al. 1998 apresentaram

estudos de simulagdo que sugerem a inconsisténcia do método.
Estimativa de Maxima Verossimilhanca por Monte Carlo (MC-MLE)

Geyer e Thompson 1992 propuseram uma estratégia de aproximar a verossimilhanca de modelos
da familia exponencial utilizando m amostras {y;} ~ 7(y|fy) para 6y conhecido, por meio de algo-
ritmos MCMC. A verossimilhanga aproximada €, entdo, maximizada para aproximar o estimador de
méaxima verossimilhanca (EMV).

Para se obter uma aproximagio da verossimilhanga, escreve-se o log da verossimimilhanca de 6 e

6y como
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wa, (0) = 1(0) — 1(60) ~ (0 — )" s( log[ Zexp{e 00)'s(yi)}|

onde

[(.) é alog-verossimilhanga e

log | > exp{(0 - eofs(yz-)}] = % %Z
i=1 =1

Veja que (0 — 6p)'s(y) depende dos pardmetros @ e 0y e dos dados y;

log [2 " exp{(6 — 6)"s(y;)}] usa os parfimetros 6 e 6 e a amostra {y;}, mas ndo usa os
dados y; e wg, (¢) € uma fungdo de 6, sendo seu maximo um estimador de Monte Carlo para o EMV.

A escolha de 6 € crucial sendo que o ideal é que ele seja préximo do EMV de 6. wy, (#) é muito
sensivel ao valor de 6 que, se ndo for bem escolhido, pode-se ndo obter uma fun¢io que tenha maximo
(Caimo e Friel 2011).

2.2 Inferéncia Bayesiana

A inferéncia Bayesiana para modelos ERGM estd disponivel no pacote do R Bergm. O tratamento
Bayesiano para este problema (Caimo e Friel 2011), onde uma distribui¢do 7(6) é atribuida para 6, o

interesse € a distribuicdo a posteriori

m(0ly) o< w(y|0)w(0)

Uma implementagdo simples (naive) do algoritmo Metropolis-Hastings que propde mover de 6 para

0* segue abaixo :

Algoritmo Metropolis-Hastings naive para o modelo ERGM

Inicializa 6 e o nimero de iteracdes 7';

while r <= T do

Amostre 0* ~ h(.|0);

Compute o = min (1,% X ZZG* );
Amostre r ~ U|0,1];

if (r < ) then

‘ 0= 0%
end
t=t+1

end
onde :

s qo(y) = exp{6's(y)} é o niicleo da fungdo de verossimilhanga.

h(.|0) é a distribui¢do proposta para movimentagéo de 6.



17 2.2. Inferéncia Bayesiana

A razdo ;T" ¢ impraticdvel devido a presenca de 2 constantes de normalizagdo : zg € zg«. O que
torna o processo duplamente ndo tratavel.

O algoritmo implementado no pacote Bergm do R e apresentado no artigo de Caimo e Friel 2011
contorna esse problema a partir da utilizacdo de uma versdo adaptada, para o contexto ERGM, do
algoritmo exchange descrito por Murray et al. 2006.

O algoritmo exchange amostra de uma distribui¢do estendida, a saber :

(0", 0ly) oc w(y|0)m(0)h(67|0)m (y7|07)
onde :
» m(y*|0*) é a mesma distribuigdo na qual y estd definida.

* h(6*|0) é uma distribui¢do arbitrria para os parimetros estendidos que podem depender dos

parimetros 6 (ex.: um passeio aleatdrio centrado em 6),

cuja representacdo grafica € a seguinte :

A seguir apresentamos os passos do algoritmo exchange:

Inicializa 6 e o nimero de iteracdes 7T7;
while r <= T do

Amostre 0* ~ h(.|6);

Gere o grafo auxiliar y* ~ 7(.|0%);

(1 40010 e () o 2(0)(0).
Compute o = min (1%L « S0 ):

Amostre r ~ U|0,1];
if (r < ) then
‘ 0 =0%
end
t=t+1

end

Pode-se verificar que todas as constantes ndo calculdveis se cancelam. A movimentacao de troca
(exchange) ocorre quando € oferecido ao grafo observado y o pardmetro auxiliar 8* e, de forma ana-
loga, quando € oferecido ao grafo auxiliar y* o pardmetro 6.

A equagdo para célculo de « ainda pode ser simplificada se optarmos por uma distribui¢do simé-

trica para h(.) :

o — min <1’Q(9(3/*)7T(9*)%*(3/)>

a0 (y)m(0) g0+ (y*)
2(0)

A razdo qqi(é *)) pode ser vista como uma estimativa de amostragem por importancia da razdo )

uma vezZ que .
} Z a0 (y QQ* y*)  z(0)
qo-(y*) 2(0%)  2(0%)

y*eY

y*| qo- (y
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E importante destacar que o passo que gera o grafo auxiliar é um passo dificil, uma vez que requer
que se simule da distribui¢do 7 (y*|0*). Essa simulagdo é efetuada a partir da utilizacdo de procedi-
mentos MCMC (Metropolis-Hastings) onde a cada iteracdo € efetuada a comparagdo da probabilidade
do grafo proposto com a probabilidade do grafo observado, e se decide se o grafo proposto serd aceito
ou ndo. O grafo proposto € selecionado a cada passo a partir da alteracdo do estado corrente de um
par de nds, isto é, criando uma nova aresta ou excluindo uma ja existente. Esse processo é computaci-
onalmente caro. Com o objetivo de se melhorar o mixing da cadeia de Markov, utiliza-se a estratégia
tie no tie (TNT).

A estratégia TNT funciona da seguinte forma : a cada iteragdo, ao invés de se selecionar um par
de nos aleatoriamente, primeiro se seleciona com igual probabilidade o conjunto de pares de nés com
arestas ou o conjunto sem arestas; uma vez selecionado o conjunto, propde-se, aleatoriamente, criar
ou excluir uma aresta, dependendo de qual conjunto foi selecionado. Como na prética os grafos sdo
normalmente esparsos, a probabilidade de se selecionar um par de nds sem arestas é menor e, com
isso, 0 amostrador ndo perde tanto tempo propondo a criacio de arestas que tem grande chance de ndo
serem aceitas (Morris et al. 2008)

Caimo e Friel 2011 propuseram o uso de um método adaptativo (adaptive direction sampling -
ADS - (Roberts e Gilks 1994) através da estratégia population MCMC que consiste de H cadeias que
interagem entre si. O espago amostral é 60,....0 (cada 6; é um vetor) e a distribui¢do a posteriori
ém(b1]y) ® ... ® m(0p|y). O algoritmo exchange adaptativo, descrito a seguir, detalhe o uso dessas

cadeias :
Algoritmo exchange adaptativo

Para cada cadeia h = 1,...,H, faga :

1. Selecione aleatoriamente de {1,..,H }, e sem reposi¢do, hj e hs.

2. Amostre € de uma distribui¢do simétrica em R.

3. Proponha 6} = 6} + 7(921 — 022) + ¢, onde 7y é um fator de movimentag&o.

4. Amostre y* de 7(.|0;) pelos métodos MCMC (TNT, por exemplo), retirando uma realizagio de

muitas execugdes da cadeia como uma amostra aproximada dessa distribuicao.

5. Aceite a movimentagdo de ¢! para 92“ = 0 com probabilidade

ag: (y*)m (6}, a0;, (¥)
a9: (¥)7(0},)d6; (v*)

a=nun|1,

A Figura 2.1 mostra, esquematicamente, como ocorre a movimentacio das particulas na imple-

mentagdo do algoritmo exchange adaptativo.
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Figura 2.1: Gréfico ilustrativo da movimentagao referente ao algoritmo exchange adaptativo.
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Capitulo 3

Metodologia ABC para ERGM

Conforme apresentado, o modelo ERGM possui a seguinte funcio de verossimilhanca

~qo(y)  exp{#'s(y)}
Onde :

* s(y) é um vetor conhecido de estatisticas suficientes.

* § ¢ © : é um vetor de pardmetros do modelo. Um niimero positivo para #; € © resulta em uma

maior probabilidade de se observar a estatistica s(y) nos grafos.
© 2(0) =X ey exp{0's(y)} a constante de normalizagio.

Os modelos ERGM pertencem a classe de modelos com constante de normalizacdo intratavel, ou
seja, a funcdo de verossimilhanga ndo é conhecida, requerendo, com isso, a utilizacdo de métodos
especificos para a inferéncia de seus parametros. Os métodos ABC permitem ajustar um modelo aos
dados sem se basear no célculo da verossimilhanca (Beaumont et al. 2002) dependendo, ao contrario,
de simulac¢des dos dados a partir do modelo.

Podemos ver, a seguir, que as principais caracteristicas dos métodos ABC o tornam um bom mé-

todo a ser aplicado no contexto dos modelos ERGM :

* 0 método consiste em gerar #* da distribui¢do a priori do parAmetro () e gerar grafos y* ~
m(y|0*), aceitando o #* simulado, se e somente se, p(y,y*) < ¢, onde p é uma medida de

distincia entre o dado observado y e o simulado y*;

* 0s {0} }1<i<n gerados tem distribui¢do de probabilidade proporcional a 7(0)m(p(y,y*) < €|6),
onde 7 (x|0) representa a distribui¢do de probabilidade de x dado o pardmetro 6. Essa densidade

¢ uma aproximacéo da distribui¢do a posteriori do modelo (7 (8)7(y|f)).

* a comparacdo p(y,y*) < €, onde € é o nivel de tolerancia, ocorre a partir de estatisticas sufi-
cientes com relacdo aos pardmetros do modelo (6) e o aumento da eficéncia obtida ndo ocorre
em erro, pois, por defini¢do, suficiéncia implica que toda a informagdo de y a respeito de 6 é

capturada por s(y) (Wilkinson 2008), ou seja, p(s(y),s(y*)) < e.

* no modelo ERGM, estatisticas suficientes sdo contagens de estruturas do grafo, tais como :

nimero de arestas, nimero de tridAngulos, niimero de k-estrelas, etc.
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* a utilizacdo de niveis de tolerancia € devido ao fato da comparacdo exata requerer um grande
nimero de simula¢des com custo computacional elevado, e também porque para dados continuos

a comparacao exata nao ser possivel.

A seguir apresentamos um algoritmo para geracio de distribui¢des a posteriori dos parametros do
modelo ERGM com utilizac¢do da técnica ABC.

Estratégia ABC para modelos ERGM

1) Dado um grafo observado y.

2) Calcule as estatisticas suficientes para y.

3) Configure a distribuicao a priori.

4) Configure o modelo a ser utilizado pelo método ABC.

5) Configure demais argumentos do método ABC, tais como : tamanho da amostra a ser gerada,
critério de parada, propor¢do de particulas a ser repassada de uma iteracdo para outra, etc.

6) Execute método ABC informando : a distribuicdo a priori, as estatisticas suficientes do grafo
observado, o modelo, os demais argumentos.

O resultado do Item 6 é a amostra a posteriori dos pardmetros que € o passo no qual se implementa

o algoritmo ABC. Listamos, a seguir, alguns dos principais métodos existentes:

* ABC Rejeigdo (Pritchard et al. 1999);

ABC MCMC (Marjoram et al. 2003);

ABC Monte Carlo Sequencial (SMC-ABC) (Del Moral et al 2006);

ABC Monte Carlo Sequencial Adaptativo (ASMC-ABC) (Del Moral et al. 2012);

ABC Population Monte Carlo (PMC-ABC) (Beaumont et al. 2009);

* ABC Monte Carlo Sequencial Renovado (replenishment) (RSMC-ABC); (Drovandi e Pettitt 2011);

ABC Adaptive Population Monte Carlo (APMC-ABC) (Lenormand et al 2012).
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Estudo de Simulacao

De acordo com o trabalho de Diaconis e Chatterjee 2013, grafos aleatdérios exponenciais com dois pa-
rametros sao assintoticamente (nimero de nés maior que 30) equivalentes a grafos aleatérios Bernoulli.
A aplicagdo dos resultados desse trabalho e a utiliza¢do de métodos ABC na inferéncia de pardmetros
desses modelos sao as grandes contribuicdes do nosso estudo.

Sendo assim, nosso estudo de simula¢do foi composto dos seguintes modelos :

* Modelo para grafos Bernoulli : Caso Erdos - Renyi

* Modelo para grafos Exponenciais : Arestas e Triangulos

Conforme apresentado no Item 1.1, os grafos aleatérios Bernoulli foram os primeiros grafos ale-
atérios a serem propostos na literatura por Erdos-Renyi 1959. Esses grafos sdo um caso especial de
grafos aleatérios exponenciais, onde considera-se apenas um parametro 6, associado ao nimero de

arestas, sendo que as arestas ocorrem independentemente com a mesma probabilidade

e

P(Y;jzl):1+€9

parai # j.
Para os estudos de simulacio para grafos aleatérios exponenciais optamos pelo modelo que inclui
parametros para arestas e tridngulos por ser o modelo detalhado por Diaconis e Chatterjee 2013.
Todos os resultados aqui apresentados foram executados em uma maquina configurada com Linux
Ubuntu 14.04.02, Processador Intel Core 15-3330, CPU 3GHz e 15G de RAM.

4.1 Grafos Bernoulli : Caso Erdos - Renyi

O modelo estatistico para grafos aleatérios exponenciais com apenas um parametro associado ao nu-

mero de arestas é o seguinte :

_a0(y) _ exp{fisi(y)}
z(0) z(61)

m(y|0)
Onde :

* s1(y) = > i< Yij» € a estatistica suficiente igual a0 nimero de arestas.
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* 01 € © : € o parAmetro do modelo.

* 2(6h) = >_,cy exp{bis1(y)} € a constante de normalizacéo.

Neste modelo a probabilidade p de criagdo das arestas € constante e igual a p = 15;12 - e resolvendo
a equacgdo de p para #; obtemos ; = — log(% — 1). Esse resultado é obtido considerando um grafo

com apenas 2 nés conectados e, como a suposicao é de que as varidveis aleatérias sdo independenen-

tes, a verossimilhanga € o produto das probabilidades.

Utilizamos distribui¢des a priori ndo informativas conforme descrito a seguir :
* Método Bayesiano : Normal (0,100)
¢ Métodos ABC : Unif (0,1)

Por restricdes do pacote R Bergm, a distribuicdo a priori € sempre uma distribuicio Normal.
Para utilizarmos outra distribuicdo € necessdrio alterar o cédigo fonte, o que foi feito no teste de
simulagdo para grafos aleatorios exponenciais com dois parametros (item 4.2, a seguir), mas que néo
consideramos necessdrio para este caso.

Para andlise da qualidade do ajuste, consideramos amostras geradas das probabilidades p e néo
amostras dos pardmetros. O motivo para tal escolha é devido ao fato da distribui¢do a posteriori de
p ter forma fechada com rotinas para geragdo de amostra tedrica implementadas na linguagem R. Ou
seja, a distribui¢do a posteriori para um modelo Bernoulli com distribui¢do a priori Beta (1, 1) = Unif
(0, 1), é uma distribuicdo Beta (o« = nimero de pares de nds conectados + 1, 5 = nimero de pares de
nds ndo conectados + 1). A qualidade do ajuste foi analisada a partir dos testes de Kullback-Leibler e
Kolmogorov-Smirnov, também implementados pela linguagem R.

Kullback-Leibler ¢ uma medida de diferenca entre duas distribui¢cdes de probabilidade P e ()
que equivale ao valor esperado da diferenca logaritmica entre essas distribuicdes, onde a esperanca é
calculada usando a probabilidade de referéncia P ou ). Ou seja, considerando P(x) a densidade de

referéncia, matematicamente temos :

* Distribui¢des discretas : > P(x)log gﬁﬁg

* Distribui¢des continuas : [ p(x) log %dw, onde p(z) e g(z) sdo as densidades de P(x) e Q(x),

respectivamente.

Na prética, informamos na funcdo do R a amostra tedrica e a amostra gerada pelos métodos de
estimagdo e, internamente, a funcdo calcula a probabilidade de cada elemento da amostra a partir da
proporcao (item da amostra) / (soma dos itens da amostra), e retorna o resultado da esperanca descrita
acima.

O teste Kolmogorov-Smirnov tenta determinar se dois conjuntos de dados diferem significativa-
mente. Ele tem a vantagem de ndo fazer distinga@o a respeito da distribuicao dos dados. Tecnicamente
falando, ele é ndo-paramétrico e independente de distribuicdo. Ele pode ser utilizado para compa-
rar uma amostra com uma distribuicdo de probabilidade de referéncia (teste KS para uma amostra),
ou para comparar duas amostras (teste KS para duas amostras). A estatistica Kolmogorov—Smirnov
quantifica a distincia entre a funcdo de distribuicdo empirica da amostra e a fun¢do de distribui¢do cu-

mulativa da distribuicdo de referéncia (teste KS para uma amostra), ou entre as fungdes de distribuicao
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empiricas das duas amostras (teste KS para duas amostras). A hipétese nula estabelece que a amos-
tra é gerada a partir da distribuicdo de referéncia (teste KS para uma amostras), ou as duas amostras
sdo extraidas da mesma distribui¢do (teste KS para duas amostras). No nosso caso, utilizamos o teste
Kolmogorov-Smirnov para duas amostras, uma vez que obtemos uma amostra da distribuicao tedrica
e geramos outra amostra a partir dos métodos de estimacao.

Importante destacar que para esses testes (Kullback—Leibler e Kolmogorov-Smirnov) quanto me-
nor a estatistica de teste, melhor; mas para o P-value do teste Kolmogorov-Smirnov, uma vez que
a hipétese nula estabelece que as duas amostras sdo extraidas da mesma distribui¢io, quanto maior,
melhor.

Como j4 descrito, grafos aleatdrios exponenciais sdo muito utilizados no contexto de redes so-
ciais. O tamanho dessas redes pode variar de poucos nés a milhdes de nés (http://snap.stanford.edu
/data/index.html). Para uma andlise mais realistica, consideramos redes com os seguintes nimeros de
nés : 50, 100, 200, 500, 750, 1.000, 1.250, 1.500, 1.750, 2.000 e 2.250. O ntimero limite de 2.250 foi
obtido definindo-se o tempo de processamento de 24 horas para estimacao de parametros considerando
o método Bayesiano implementado no pacote R Bergm.

A andlise comparativa realizada ocorreu entre o0 método Bayesiano implementado pelo pacote R
Bergm, descrito no Item 2.2, e os seguintes métodos ABC, descrito no Item 3, implementados pelo
pacote R EasyABC:

* ABC Rejei¢ao (Pritchard et al. 1999)

ABC MCMC (Marjoram et al. 2003)

ABC Monte Carlo Sequencial Adaptativo (ASMC-ABC) (Del Moral et al. 2012)

ABC Population Monte Carlo (PMC-ABC) (Beaumont et al. 2009)

ABC Monte Carlo Sequencial Renovado (replenishment) (RSMC-ABC) (Drovandi e Pettitt 2011)

ABC Adaptive Population Monte Carlo (APMC-ABC) (Lenormand et al 2012)

A seguir apresentamos os resultados para 50 e 2.250 nds, e p = 0.731. Os demais resultados

podem ser verificados no Apéndice A.
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Os resultados estdo ordenados por método, o tempo de processamento estd em segundos, KL =

Kullback-Leibler e KS = Kolmogorov-Smirnov.

Tabela 4.1: Resultado grafo aleatério Bernoulli para 50 nds

Modelo Meédia a post. | Tempo | KL KS KS-pvalue
Beaumont | 0,725973 63 0,000502 | 0,134 0

Bergm 0,726381 40 0,000297 | 0,013640553 | 0,265007
Delmoral 0,7286 5 0,000283 | 0,082 0,002403
Drovandi 0,726654 83 0,000330 | 0,025 0,913476
Lenormand | 0,727054 199 0,000278 | 0,062 0,042815
Marjoram | 0,726422 207 0,000319 | 0,0201875 0,002946
Rejeicao 0,726294 171 0,000295 | 0,026 0,887939

Tabela 4.2: Resultado grafo aleatério Bernoulli para 2.250 nés

Modelo Média a post. | Tempo | KL KS KS-pvalue
Beaumont | 0,092073 3.344 | 0,222879 | 1 0

Bergm 0,731024 65.547 | 0,000035 | 0,458986 | 0
Delmoral 0,730905 1.765 | 0,000009 | 0,430693 | O
Drovandi 0,730872 13.736 | 0 0,103 0,000049
Lenormand | 0,731 11.260 | 0 0,058 0,069190

Analise dos Resultados :
Podemos verificar pelas Tabelas (4.1,4.2, A.1 - A.11) e Figuras (4.1,4.2,4.6,4.7, A.1-A28) que :

* Os métodos ABC Sequencial Lenormand e Drovandi se destacam como os que melhor ajustam

o0 modelo.

* O ajuste pelo método Bayesiano (Bergm) tem uma piora significativa a medida que se aumenta

o ndmero de nos.

* Com o aumento do nimero de nés, o tempo de processamento do método Bayesiano (Bergm)

aumenta exponencialmente .
¢ Os métodos ABC Lenormand e Drovandi sdo os mais consistentes.

* O método ABC Lenormand apresenta resultados melhores, “perdendo” para o método ABC

Drovandi apenas no cendrio com 1.750 nds.
Com relagdo a configuragdo dos métodos para execucao € importante destacar :

* A calibragem dos parametros foi direcionada tanto pela qualidade do ajuste, quanto pelo tama-

nho efetivo da amostra.

* O método Bayesiano implementado no pacote Bergm, baseado no algoritmo exchange, mostrou-
se de dificil calibragem dos parametros de varidncia/covariancia e do pardmetro “gama”, ambos

associados a movimentacao das particulas nas H cadeias (“Population” MCMC).
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* Os métodos ABC necessitam da especificagdo de uma funcido, denominada de fun¢do do mo-
delo, a partir do qual os dados sdo simulados, dados os valores dos pardmetros (gerados pela
distribuicdo a priori). A fun¢do do modelo deve retornar o cdlculo das estatisticas suficientes
dos dados simulados. No nosso caso, a fungdo simula um grafo e calcula o nimero de arestas,
no caso do modelo Erdds-Renyi; e o nimero de arestas € o nimero de tridngulos, no caso do

modelo de grafos exponenciais.

* O método ABC de Lenormand requer uma configuracio minima, e sobressai em relacido aos
demais métodos, especialmente em relacdo ao método Bayesiano pela facilidade de calibragem
de seus parametros, praticamente nao necessitando alteracdo dos mesmos quando do aumento

do niimero de nds do grafo.
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ABC Sequencial-Beaumont

Beaumont KL : 0.000502
lédia a posteriori = 0.726 K5 : 0.134, p-value :0
Wédia Tedrica : 0.727, Tempo =63 s :

Taxa de Aceitagio : 1
Tamanhe Efetive : 114427
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Figura 4.1: Grafos aleatérios Bernoulli 50 nés : grafico da distribui¢@o a posteriori (linha preta) versus
grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlograma das
amostras com /ag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro quadrético
médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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Figura 4.2: Grafos aleatdrios Bernoulli 50 nés : grafico da distribui¢ao a posteriori (linha preta) versus
gréafico da distribuicao tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlograma das
amostras com lag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro quadrético
médio (linha amarela) para os métodos Drovandi, Lenorman e Marjoram.
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Figura 4.3: Grafos aleatérios Bernoulli 50 nés : grafico da distribui¢@o a posteriori (linha preta) versus
grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlograma das
amostras com /ag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro quadrético

médio (linha amarela) para o método Rejeicao.
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Figura 4.4: Grafos aleatdrios Bernoulli 2.250 nés : grafico da distribui¢@o a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grifico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro
quadréitico médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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Figura 4.5: Grafos aleatérios Bernoulli 2.250 nds : grifico da distribuicdo a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro
quadratico médio (linha amarela) para os métodos Drovandi e Lenorman. Nao é apresentado o resul-
tado para os métodos Marjoram e Rejeicdo, pois o tempo de processamento ultrapassou 24 horas.
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Figura 4.7: Tempo de processamento sem o método ABC-Rejeicdo, pois ele apresentou tempos de
processamento muito elevados, proximos de 24h, com 1.250 vértices, alterando a escala do gréfico e
dificultando a visualizagdo comparativa entre os métodos Bayesiano e ABC.
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4.2 Grafos Exponenciais : Arestas e Tridngulos

O modelo estatistico para grafos aleatdrios exponenciais com parametros associados ao nimero de

arestas e ao nimero de tridAngulos € o seguinte :

_ao(y) _ exp{fisi(y) + Oas2(y)}

m(y16) 2(0) 2(01,02)

Onde :

¢ s51(y) = 2 ic ; Yij» € a estatistica suficiente igual ao nimero de arestas.

* 52(y) = D e j<h YijYjnYin, € a estatistica suficiente igual ao nimero de tridngulos.
* 01,02 € O : sdo os pardmetros do modelo.

© 2(01,02) = > ey exp{bis1(y) + O2s2(y)} € a constante de normalizagdo.

Conforme descrito no item anterior, para o método ABC € necessdrio informar a fun¢ido do modelo
a partir do qual os dados sdo simulados, dado os valores dos parametros. Para este estudo de simulacgéo
implementamos duas versdes para essa funcdo. Uma versdo utilizando os resultados assintéticos de
Diaconis e Chatterjee 2013 e outra versdo utilizando a rotina de simulacio de grafos disponibilizada
pelo pacote R Bergm. O objetivo de implementarmos essas duas versdes foi podermos comparar as
estimativas do método Bayesiano com a nossa proposta do método ABC tanto pela geracdo de amostras
de grafos Bernoulli (Diaconis e Chatterjee 2013), como baseado no método de simulagdo Bayesiano.

A versdo assintética, conforme descrito no Item 1.3, se baseia na relacio

p* = u*(01,02) = max(61u + Oou’ — %ulogu - %(1 —u)log(1 — u)).

onde, para #; € Re 03 > 0, T} sendo o nimero de arestas e 75 o nimero de tridingulos, o grafo
converge para um grafo aleatério Bernoulli onde as arestas sdo formadas com probabilidade p*.
Com isso, a especifica¢do das duas versdes da fun¢do do modelo para nossa proposta do método

ABC podem ser assim resumidas :

* Versdo ABC assintética : a fung@o recebe os valores de {61,605} gerados pela distribuicdo a
priori; calcula o valor de p*; gera um grafo aleatdrio Bernoulli com probabilidade p*; e retorna

o nimero de arestas e o niimero de tridngulos do grafo gerado.

* Versio ABC Bayesiana : a func@o recebe os valores de {6,602} gerados pela distribuicdo a
priori; simula um grafo aleatério exponencial via método Bayesiano a partir dos valores de

{01,02}; e retorna o nimero de arestas e o nimero de tridngulos do grafo gerado.

Diaconis e Chatterjee 2013 destaca a existéncia de transicdo de fase na regido do espago paramé-

trico onde 61 < 0, ou seja, regido na qual ocorre uma descontinuidade nos valores de p* ocorrendo um
salto de 0 para 1. Devido a isso, restringimos a regido paramétrica em 6 = {61,05 : 61 > 0,602 > 0}
utilizando a distribui¢@o a priori ndo informativa LogNormal com p = —log(4)/2 e 0 = log(4), de
tal forma que o pardmetro a priori tem média igual a 1 e variincia igual a 3. O aprofundamento de

estudos dessa situagdo consta da lista do Capitulo 5 .



35 4.2. Grafos Exponenciais : Arestas e Tridngulos

Conforme j4 citado no item anterior, por restricdes do pacote R Bergm tivemos que alterar o
codigo fonte do mesmo para poder utilizar uma funcdo de distribuicdo a priori diferente da distribui¢ao
Normal.

Para obtermos um grafo “observado” base para a inferéncia, ao invés de gerarmos um grafo alea-
torio Bernoulli com probabilidade u*(6;,02) e com a possibilidade desse grafo pertencer a uma regido
de baixa massa probabilistica dificultando a convergéncia da cadeia, utilizamos uma estratégia para

evitar tal situacdo conforme descrito pelo agoritmo a seguir :

. Defina os valores para 6; e 0s;
. Calcule o valor de u(61, 62);
. Defina um intervalo I para u(61,02) de 10% para mais e para menos;
while o valor de p* ndo estiver no intervalo I do
. Gere um grafo Bernoulli G*, com probabilidade u (61, 62);
. Estime os pardmetros 07, 65 do grafo gerado utilizando método de pseudo- médxima
verossimilhanca (pacote R ergm);
. Calcule o valor de u* (607, 03);
end
. A partir do grafo G*, simule 1.000 grafos;
. Calcule as estatisticas didmetro, nimero de arestas, nimero de tridngulos, transitividade e

grau de cada um dos 1.000 grafos;
. Calcule a média e a variancia para cada uma dessas estatisticas;
. Calcule intervalos IC* para cada uma das estatisticas considerando 2 vezes o desvio padrio
para mais e para menos;
while as estatisticas do grafo G** ndo estiverem dentro dos intervalos IC* do
. Gere outro grafo G** a partir do grafo G*;
. Calcule as estatisticas didmetro, ndmero de arestas, nimero de tridngulos, transitividade e

grau para o grafo G**;
end
. Salve o grafo G** para uso na inferéncia;

Baseado nos resultados de simulacdo dos grafos Bernoulli, dentre os métodos ABC, optamos por
efetuar os estudos de simulacdo para os grafos exponenciais com arestas e tridngulos apenas para o
método ABC Lenormand, pois foi o que apresentou melhores resultados, conforme apresentado no
Item 4.1.

A seguir apresentamos os resultados para 50 nés com tamanho da amostra gerada de aproximada-
mente 1.000. Fato relevante para se destacar é ndo termos conseguido gerar amostras para o método
Bayesiano em 75% dos cendrios simulados, dai o fato de ndo apresentarmos dados nas tabelas abaixo
para esse método e, também, ndo termos estudos de simulacdo para um nimero maior de nds. Na
tentativa de gerar as amostras efetuamos, em média, para cada um dos cendrios, 6 configuracdes di-
ferentes para os pardmetros de calibragem do método, sem obter €xito. As amostras geradas foram
amostras degeneradas, o que impede de se efetuar as andlises. Os graficos estdo disponibilizados no
Apéndice B.

Para analisarmos os resultados apresentados a seguir € relevante reportarmos ao trabalho de
Diaconis e Chatterjee 2013 descrito no Item 1.3, especificamente na Figura 1.5, onde temos que o
modelo é nio identificavel uma vez que pode-se obter o mesmo valor de p* para diferentes valores de

01 e 65, 0 que é demonstrado pelas curvas de nivel da Figura 1.5. Pelos dados das tabelas vemos que
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o método ABC Lenormand, versio assintotica, mostra exatamente esse fato.

Constatamos que, também para grafos aleatérios exponenciais, nossa proposta de utilizacdo do

método ABC aplicando a teoria assintética de Diaconis e Chatterjee 2013 supera o método Bayesiano

tanto na estimativa dos pardmetros, quanto no tempo de processamento.

* Nos cendrios {#; = 0,2, 6, = 0,2} e {#; = 0,5, 62 = 0,35} as estimativas da versio ABC
assintdtica estdo bem proximas do real valor tanto para p*, quanto para os pardmetros. Ja as
estimativas de p* e dos pardmetros para a versdao ABC Bayesiana variam de distante para muito
distante dos valores reais com tempo de processamento 6 a 8 vezes maior. Para o método

Bayesiano do pacote R Bergm nao foi nem possivel gerar amostras.

Nos cendrios {#; = 0,8, 2 = 0,02}, {6, = 0,9, §2 = 0,02}, {#; = 0,6, 62 = 0,1} e
{6, = 0,7, 6, = 0,3} apesar da versdo ABC assintética apresentar as estimativas para os
parametros distantes do valor real, a estimativa para p* ficou bem préximo do real valor de p*,
fato, esse, explicitado pela Figura 1.5. Ou seja, o método ABC assintético foi capaz de recuperar
valores para p* préximos do real valor de p* para diferentes valores dos pardmetros. Mais uma
vez os outros métodos, ou ndo geraram amostras, ou as estimativas dos parametros ficaram bem
distantes, e as estimativas de p* apresentaram divergéncias no resultado de 16% a 20% do real

valor de px.

O tempo de processamento para o método ABC Lenormand, versao assintética, ¢ no minimo 4

vezes menor que o tempo dos demais métodos considerando todos os cendrios.

Tabela 4.3: Resultado grafo exponencial #; = 0,8 e 83 = 0,02 : 50 n6s
Método 01 ) p* definido | p* estimado | Taxa | Tempo
Lenormand, versao assintética | 0,361 | 0,223 | 0,844 0.841 0.999 | 28 min
Lenormand, versido Bayesiana | 0,344 | 0,031 | 0,844 0.685 1 2h 48min
Bergm 0,374 | 0,037 | 0,844 0,702 0,117 | 2h 18min
Tabela 4.4: Resultado grafo exponencial #; = 0,2 e 83 = 0,2 : 50 nds
Método 01 ) p* definido | p* estimado | Taxa | Tempo
Lenormand, versao assintética | 0,268 | 0,166 | 0,743 0,749 1 32 min
Lenormand, versdo Bayesiana | 0,365 | 0,032 | 0,743 0,695 1 2h 50min
Bergm - - 0,743 - - +2h
Tabela 4.5: Resultado grafo exponencial 6; = 0,5 e #; = 0,35 : 50 n6s
Método 01 ) p* definido | p* estimado | Taxa | Tempo
Lenormand, versao assintdtica | 0,495 | 0,403 | 0,947 0,962 1 34 min
Lenormand, versdo Bayesiana | 0,43 0,072 | 0,947 0,751 0,999 | 3h 51min
Bergm - - 0,947 - - +2h
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Tabela 4.6: Resultado grafo exponencial #; = 0,9 e §3 = 0,02 : 50 nés

4.2. Grafos Exponenciais : Arestas e Tridngulos

Método 01 0 p* definido | p* estimado | Taxa | Tempo
Lenormand, versdo assintética | 0,376 | 0,225 | 0,869 0,849 0,91 | 29 min
Lenormand, versdo Bayesiana | 0,369 | 0,032 | 0,869 0,696 1 3h 17min
Bergm 0,419 | 0,037 | 0,869 0,722 0,481 | 2h 13min

Tabela 4.7: Resultado grafo exponencial ; = 0,6 e §; = 0,1 : 50 nds

Método 01 02 p* definido | p* estimado | Taxa | Tempo
Lenormand, versio assintotica | 0,42 | 0,268 | 0,835 0,889 0,977 | 27 min
Lenormand, versdo Bayesiana | 0,377 | 0,04 0,835 0,706 1 2h 53min
Bergm - - 0,835 - - +2h
Tabela 4.8: Resultado grafo exponencial #; = 0,7 e 85 = 0,3 : 50 nds
Método 01 0 p* definido | p* estimado | Taxa | Tempo
Lenormand, versdo assintética | 0,518 | 0,412 | 0,954 0,966 0.91 | 30 min
Lenormand, versdo Bayesiana | 0,444 | 0,075 | 0,954 0.759 1 3h 39min
Bergm - - 0,954 - - +2h
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Até o momento final de desenvolvimento desta dissertacdo ndo identificamos nenhum artigo que apre-
sente um estudo sobre o uso do método ABC para estimacdo de modelos ERGM. Nosso trabalho
explorou o uso dos métodos ABC mais recentes da literatura e registrou a sua eficicia nesse contexto.
Essa é, sem divida, uma das nossas grandes contribui¢des.

Outra grande contribuicio foi a identificacdo do método ABC como um método mais eficiente que
o método Bayesiano tanto no que diz respeito a qualidade do ajuste, quanto ao tempo de processa-
mento. Além disso, 0 método ABC se mostrou eficaz em situacdes onde o método Bayesiano nao foi
capaz de apresentar resultados.

Os resultados demonstram que a nossa proposta de utilizacdo do método ABC aplicando a a teoria
assintética de Diaconis e Chatterjee 2013 se mostrou um grande diferencial em relacdo aos métodos
Bayesiano (Bergm) e ao método ABC que utiliza a simulacio de dados Bayesiana, pois mesmo quando
os parametros estimados estdo distantes dos parametros reais, o valor de p* estimado pelo nosso al-
goritmo estd bem préximo do valor real de p*, que é um fato conhecido (Diaconis e Chatterjee 2013)
e explicitado pelas curvas de nivel da Figura 1.5. Com esse ganho obtido por nossa proposta torna-
se vidvel a aplicagdo do método em redes com grande nimero de arestas, qualificando-o como um
método para ser aplicado em redes reais, pois as redes reais podem ser compostas de milhares e, até,
milhdes de nés.

Considerando os resultados do nosso estudo, identificamos as seguintes atividades para andlise

futura :

* Estudar a inferéncia do modelo para os casos onde (/1 < 0 e 65 > 0), pois

Diaconis e Chatterjee 2013 destacam a existéncia de transi¢do de fase na regido do espaco pa-

ramétrico onde 61 < 0, ou seja, regido na qual ocorre uma descontinuidade nos valores de u*

ocorrendo um salto de O para 1.

* Identificar métricas para qualidade do ajuste para grafos aleatérios exponenciais com mais de
um pardmetro (BIC - Bayesian Information Criterion, AIC - Akaike Information Criterion, DIC

- Deviance Information Criterion, KL - kullback Leibler Divergence, etc);
e Efetuar estudos das técnicas utilizadas nesse trabalho em redes reais.

* Aplicar o método ABC para estimativa de pardmetros de outros modelos que também tenham a

constante de normalizacdo intratavel, uma vez que ele se mostrou eficiente para modelos ERGM.
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» Aprofundar o estudo do método Bayesiano implementado pelo pacote R Bergm para identificar

0s motivos pelos quais ndo conseguimos gerar amostras para a maioria dos cendrios.

* Aplicar o método ABC considerando outras configuracdes do modelo ERGM, ou seja, grau,

transitividade, k-estrelas, etc.
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Apéndice A

Resultados do Estudo de Simulacao para
Grafos Bernoulli : Caso Erdos-Renyi

Apresentamos, a seguir, todos os resultados para o estudo de simulacio dos "Grafos Bernoulli".

Os resultados estdo ordenados por método.

Tabela A.1: Resultado grafo aleatério Bernoulli para 50 n6s

Modelo Meédia a post. | Tempo | KL KS KS-pvalue

Beaumont | 0,725973 63 0,000502396 | 0,134 0,000000032
Bergm 0,726381 40 0,000297269 | 0,013640553 | 0,265006713
Delmoral 0,7286 5 0,000282759 | 0,082 0,002403443
Drovandi 0,726654 83 0,000330253 | 0,025 0,913475513
Lenormand | 0,727054 199 0,000277959 | 0,062 0,042815177
Marjoram | 0,726422 207 0,000319168 | 0,0201875 0,002945681
Rejeicao 0,726294 171 0,000294566 | 0,026 0,887938607

Tabela A.2: Resultado grafo aleat6rio Bernoulli para 100 nés

Modelo Meédia a post. | Tempo(s) | KL KS KS-pvalue | ChiQ

Beaumont | 0,730211 104 0,000337 | 0,262 0 0,000675
Bergm 0,730186 49 0,000092 | 0,054378 | O 0,000184
Delmoral 0,730199 8 0,000076 | 0,069307 | 0,015634 | 0,000153
Drovandi 0,730046 114 0,000074 | 0,039 0,432432 | 0,000149
Lenormand | 0,729674 210 0,000067 | 0,048 0,199518 | 0,000133
Marjoram | 0,729727 373 0,000079 | 0,043938 | 0 0,000158
Rejeicao 0,730077 212 0,000076 | 0,029 0,794394 | 0,000153

Para completar a anélise é necessdrio apresentar os .
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Tabela A.3: Resultado grafo aleat6rio Bernoulli para 200 n6s

Modelo Média a post. | Tempo | KL KS KS-pvalue
Delmoral 0,732618 17 0,00002337 | 0,085 0,001456305
Bergm 0,732017 80 0,000045945 | 0,17235023 | O
Drovandi 0,73211 204 0,000018313 | 0,026 0,887938607
Beaumont 0,731653 264 0,000258131 | 0,374 0
Lenormand | 0,732148 277 0,000016888 | 0,051 0,148338062
Marjoram | 0,732015 1191 0,000026063 | 0,0839375 | O
Rejeicao 0,732175 30792 | 0,000017663 | 0,028 0,827956861
Tabela A.4: Resultado grafo aleatério Bernoulli para 500 nés
Modelo Meédia a post. | Tempo | KL KS KS-pvalue
Delmoral 0,730809 117 0,000012227 | 0,337 0
Beaumont | 0,730252 503 0,002432379 | 0,482 0
Lenormand | 0,730445 650 0,000002789 | 0,072 0,011211077
Bergm 0,730649 758 0,00003501 | 0,348294931 | O
Drovandi 0,730468 1966 0,000003291 | 0,024 0,935580992
Marjoram | 0,73052 16185 | 0,000010176 | 0,2421875 0
Rejeicao 0,730466 64155 | 0,00000329 | 0,047 0,219330006
Tabela A.5: Resultado grafo aleatério Bernoulli para 750 nés
Modelo Média a post. | Tempo | KL KS KS-pvalue
Delmoral 0,730474 282 0,000015223 | 0,369 0
Beaumont | 0,733812 604 0,002526835 | 0,515 0
Lenormand | 0,730605 1470 0,000001071 | 0,048 0,199518349
Drovandi 0,730624 2632 0,000001371 | 0,035 0,57265485
Bergm 0,730785 2940 0,000033913 | 0,381013825 | O
Marjoram | 0,730687 40949 | 0,000008921 | 0,3183125 0
Rejeicao 0,730637 83599 | 0,000001419 | 0,043 0,313577535
Tabela A.6: Resultado grafo aleatério Bernoulli para 1.000 nés
Modelo Meédia a post. | Tempo(s) | KL KS KS-pvalue
Beaumont | 0,411085 838 0,008056 | 1 0
Bergm 0,730602 6.154 0,000036 | 0,4 0
Delmoral 0,730156 466 0,000007 | 0,433 0
Drovandi 0,730683 5.208 0,000001 | 0,043 0,313578
Lenormand | 0,730698 2921 0,000001 | 0,04 0,400474
Marjoram | 0,73064 50.525 0,000009 | 0,363062 | 0
Rejeicao 0,730681 110.745 | 0,000001 | 0,047 0,219330
Tabela A.7: Resultado grafo aleatério Bernoulli para 1.250 nés
Modelo Média a post. | Tempo | KL KS KS-pvalue
Delmoral 0,730922 614 0,000005968 | 0,38 0
Beaumont | 0,263931 1131 0,019603734 | 1 0
Lenormand | 0,730871 3468 0,000000449 | 0,052 0,133834304
Drovandi 0,730869 5355 0,000000561 | 0,067 0,022463708
Bergm 0,730698 11654 | 0,000034972 | 0,439539171 | O
Rejeicao 0,730895 149385 | 0,00000056 | 0,04 0,400473666
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Tabela A.8: Resultado grafo aleatério Bernoulli para 1.500 nés

Modelo Meédia a post. | Tempo | KL KS KS-pvalue
Delmoral 0,730239 936 0,000010815 | 0,439 0
Beaumont | 0,183776 1500 0,040520403 | 1 0
Lenormand | 0,730485 7080 0,000000301 | 0,024 0,935580992
Bergm 0,730664 16670 | 0,000034119 | 0,440184332 | 0
Drovandi 0,730484 23231 | 0,000000317 | 0,029 0,79439442
Tabela A.9: Resultado grafo aleatério Bernoulli para 1.750 nés
Modelo Média a post. | Tempo | KL KS KS-pvalue
Delmoral 0,730584 1289 0,000008302 | 0,423762376 | O
Beaumont | 0,133143 2119 0,087848962 | 1 0
Lenormand | 0,730664 9174 0,000000222 | 0,052 0,133834304
Bergm 0,730827 25622 | 0,000033075 | 0,455668203 | O
Drovandi 0,730668 25825 | 0,000000232 | 0,042 0,341001034
Tabela A.10: Resultado grafo aleatério Bernoulli para 2.000 nés
Modelo Meédia a post. | Tempo | KL KS KS-pvalue
Delmoral 0,731434 1535 0,000010001 | 0,491089109 | O
Beaumont | 0,103624 2751 0,183073073 | 1 0
Drovandi 0,730972 9388 0,000000236 | 0,085 0,001456305
Lenormand | 0,731 10241 | O 0,058 0,069190326
Bergm 0,731076 46022 | 0,000032958 | 0,454654378 | O
Tabela A.11: Resultado grafo aleatdério Bernoulli para 2.250 nés
Modelo Meédia a post. | Tempo | KL KS KS-pvalue
Beaumont | 0,092073 3344 0,222878529 | 1 0
Bergm 0,731024 65547 | 0,000035151 | 0,458986175 | O
Delmoral 0,730905 1765 0,000008956 | 0,430693069 | O
Drovandi 0,730872 13736 | 0,000000208 | 0,103 0,000049386
Lenormand | 0,731 11260 | O 0,058 0,069190326
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ABC Sequencial-Beaumont

Beaumont
lédia a posteriori = 0.726
Wédia Tedrica : 0.727, Tempo =63 s

KL : 0.000502
K5 : 0.134, p-value :0

Taxa de Aceitagio : 1
Tamanhe Efetive : 114427
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Figura A.1: Grafos aleatérios Bernoulli 50 nés : grafico da distribuig¢do a posteriori (linha preta) versus
grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlograma das
amostras com /ag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro quadrético
médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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ABC Sequencial-Drovandi
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Figura A.2: Grafos aleatdrios Bernoulli 50 nds : grafico da distribui¢ao a posteriori (linha preta) versus
gréafico da distribuicao tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlograma das
amostras com lag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro quadrético
médio (linha amarela) para os métodos Drovandi, Lenorman e Marjoram.
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ABC Rejeicao
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Figura A.3: Grafos aleatérios Bernoulli 50 nés : grafico da distribui¢do a posteriori (linha preta) versus
grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlograma das
amostras com /ag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro quadrético

médio (linha amarela) para o método Rejeicao.
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Figura A.4: Grafos aleatérios Bernoulli 100 nés : grafico da distribuicio a posteriori (linha preta) ver-
sus grafico da distribui¢do tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlograma
das amostras com /ag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro quadrético
médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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Figura A.5: Grafos aleat6rios Bernoulli 100 nds : gréafico da distribui¢@o a posteriori (linha preta) ver-
sus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlograma
das amostras com /ag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro quadrético
médio (linha amarela) para os métodos Drovandi, Lenorman e Marjoram.
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ABC Rejeicao

Rejeicao KL :7.6e-05 Taxa de Aceitagdo : 1
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R 2 4 =
ER 57
- o]
B - EN =
B
=]
2 o a
g4
=
[a
=]
H -
o "
= g
=4
= 5
a
E
A
o - = =
T T T T T T = T T T T T T T T T T T T T T T T T
a7 an arz a7 074 ars Q 20 400 800 a0 1000 Q o 40 (2] a0 100 Q 200 400 00 00 1000
Procabiiidace Rerations Lag r'a-_:ées

Figura A.6: Grafos aleatdrios Bernoulli 100 nés : grifico da distribuicio a posteriori (linha preta) ver-
sus grafico da distribui¢do tedrica (linha vermelha), grifico da convergéncia da cadeia, correlograma
das amostras com /ag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro quadratico
médio (linha amarela) para o método Rejeicao.
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Figura A.7: Grafos aleatérios Bernoulli 200 nés : grafico da distribui¢@o a posteriori (linha preta) ver-
sus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlograma
das amostras com lag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro quadrético
médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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Figura A.8: Grafos aleatdrios Bernoulli 200 nés : grifico da distribuicio a posteriori (linha preta) ver-
sus grafico da distribui¢do tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlograma
das amostras com /ag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro quadratico
médio (linha amarela) para os métodos Drovandi, Lenorman e Marjoram.
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ABC Rejeicao

Rejeicao KL :1.8e-05 Taxa de Aceitagdo : 1
édia a posteriori = 0.732 K5 : 0.028, p-value :0.827957 Tamanho Efetivo : 1000 Média e intervalo de erro : Theta 1
IMédia Tedrica : 0.732, Tempo = 30792 s
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Figura A.9: Grafos aleatérios Bernoulli 200 nés : grifico da distribui¢io a posteriori (linha preta) ver-
sus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlograma
das amostras com /ag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro quadrético
médio (linha amarela) para o método Rejeicao.
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ABC Sequencial-Beaumont
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Figura A.10: Grafos aleatérios Bernoulli 500 nés : grafico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grifico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro
quadrético médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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Figura A.11: Grafos aleatdrios Bernoulli 500 nds : grafico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grifico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro
quadréitico médio (linha amarela) para os métodos Drovandi, Lenorman e Marjoram.
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ABC Rejeicao

Rejeicao KL : %e-08 Taxa de Acei_ta;éu: 1
Média a posteriori = 0.73 KS : 0.047, p-value :0.21933 Tamanhe Efetivo : 1000 Média e intervalo de erro : Theta 1
lédia Tedrica : 0.73, Tempo = 64155 5
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Figura A.12: Grafos aleatérios Bernoulli 500 néds : gréfico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com /ag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro
quadratico médio (linha amarela) para o método Rejeicao.
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Figura A.13: Grafos aleatdrios Bernoulli 750 nds : grafico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grifico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro
quadréatico médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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Figura A.14: Grafos aleatdrios Bernoulli 750 nés : grafico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grifico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro
quadrético médio (linha amarela) para os métodos Drovandi, Lenorman e Marjoram.
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Figura A.15: Grafos aleatdrios Bernoulli 750 néds : grafico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro
quadratico médio (linha amarela) para o método Rejeicao.
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ABC Sequencial-Delmoral
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Figura A.16: Grafos aleatérios Bernoulli 1.000 nos : grafico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grifico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro
quadrético médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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Figura A.17: Grafos aleatérios Bernoulli 1.000 nés : grifico da distribuicdo a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro
quadratico médio (linha amarela) para os métodos Drovandi, Lenorman e Marjoram.
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Figura A.18: Grafos aleatérios Bernoulli 1.000 nés : gréfico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com /ag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro
quadrético médio (linha amarela) para o método Rejeicao.
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Figura A.19: Grafos aleatérios Bernoulli 1.250 nés : grifico da distribuicdo a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribui¢do tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro
quadratico médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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Figura A.20: Grafos aleatérios Bernoulli 1.250 nés : grafico da distribuicdo a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grifico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com /ag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro
quadratico médio (linha amarela) para os métodos Drovandi, Lenorman e Rejei¢do. Nao é apresen-
tado o resultado para o método Marjoram, pois o tempo de processamento ultrapassou 24 horas.
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Figura A.21: Grafos aleatérios Bernoulli 1.500 nés : grafico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grifico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro
quadréitico médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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Figura A.22: Grafos aleatérios Bernoulli 1.500 nés : gréfico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grifico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com /ag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro
quadrético médio (linha amarela) para os métodos Drovandi e Lenorman. Nao € apresentado o resul-
tado para os métodos Marjoram e Rejeicdo, pois o tempo de processamento ultrapassou 24 horas.
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Figura A.23: Grafos aleatérios Bernoulli 1.750 nés : grifico da distribuicdo a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro
quadratico médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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Figura A.24: Grafos aleatérios Bernoulli 1.750 nés : grafico da distribui¢@o a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro
quadréatico médio (linha amarela) para os métodos Drovandi e Lenorman. Nao é apresentado o resul-
tado para os métodos Marjoram e Rejeicdo, pois o tempo de processamento ultrapassou 24 horas.



Apéndice A. Resultados do Estudo de Simulacdo para Grafos Bernoulli : Caso Erdds-Renyi

ABC Sequencial-Beaumont

Beaumont
MAzdia a posteriori = 0.104
MAgdia TeArica : 0.731, Tempo = 2751 5

KL :0.183073
KS : 1, pvalue 0
Chi-Q : 0.6049

Taxa de AceitaA§Afo : 1
Tamanho Efetivo : 1000

72

MASdia & intervalo de erro : Theta 1

zm

1om

o8

05

acE

10

LH

01

iz

on

o

om

om

om

eronaaicase

Bergm

Thetal =1, Prob =10.731
Wédia a posteriori = 0.731
Média Tedrica : 0.731, Tempo = 46022 s

T
] 0 w 0 m 1000

nermane

KL : 3.3e-05
K5 : 0.4547, p-value :0

Taxa de Aceitagdo : 0.3935
Tamanho Efetive : 1092.85

T
[ 0 w L m 1000
nerabghpss

Média e intervalo de erro : Theta 1

E -
e
B4 5 3
24
3
g g
S
o
=]
=
CR CR 2
g o 2 2
= - =
51 =
[
g4 =
o
=4 a
= =
R =
q A
-\.‘h\‘-_ a "EI'
o~ -
T T T T T ST T T T T T T T T T T T T T T T T T
a7 QT 073 07 07 O 200 400 €00 300 1000 [\ W 4w e B 10 0 200 400 €00 300 1000
Progziicace TerEOng L2g teragles
ABC Sequencial-Delmoral
Delmoral KL :1e-05 Taxa de Aceitagdo : 1
Média a posteriori = 0.721 K5 :0.4911, pvalue :0 Tamanho Efetivo : 1434.1 Média e intervalo de erro : Theta 1
Wédia Tedrica : 0.721, Tempo = 1535 s
E -
81 8
5 a8
S
|
E i a
=} z |
S
g o | B
# = o
5
R g .
= S
jd -
= E |
=1
g4
a o
= a
R g
6 AT R
£ 1 ol T PO
= ||| ]rl-] |I|| I| ”.1 |||||l|l
o (1 (L IR SVU ) 0 DO IO
L— | I — T T T T T T T T T T T T T m T T T T T
aTe 0730 0734 0 200 400 600 80 1000 0 b T T - 1] 0 200 400 600 &0 1000
Prooapiiicace Rerations r'a-_:é-es

Figura A.25: Grafos aleatérios Bernoulli 2.000 nés : grafico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro
quadratico médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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ABC Sequencial-Drovandi

Drovandi . Taxa de Aceitagio : 1
Média a posteriori = 0.731 K5 : 0.085, p-value :0.001456 Tamanho Efetive : 853.01 Média e intervalo de erro : Theta 1
lédia Tedrica : 0.731, Tempo = 9388 5
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ABC Sequencial-Lenormand

Lenormand KL -0 Taxa de Aceitagdo : 1
Média a posteriori = 0.731 K5 : 0.054, p-value :0.108283 Tamanhe Efetivo : 1000 Média e intervalo de erro : Theta 1
Wédia Tedrica : 0.731, Tempo = 10605 s
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Figura A.26: Grafos aleatérios Bernoulli 2.000 nés : grifico da distribui¢@o a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro
quadréatico médio (linha amarela) para os métodos Drovandi e Lenorman. Nao é apresentado o resul-
tado para os métodos Marjoram e Rejeicdo, pois o tempo de processamento ultrapassou 24 horas.



Apéndice A. Resultados do Estudo de Simulacdo para Grafos Bernoulli : Caso Erdds-Renyi

ABC Sequencial-Beaumont

Taxa de AceitaA§Ago : 1
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Figura A.27: Grafos aleatérios Bernoulli 2.250 nés : grifico da distribuicdo a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribui¢do tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grafico da média da amostra com intervalo de erro
quadratico médio (linha amarela) para os métodos Beaumont, Bergm e Delmoral.
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Figura A.28: Grafos aleatérios Bernoulli 2.250 nés : grifico da distribui¢do a posteriori (linha preta)
versus grafico da distribuicdo tedrica (linha vermelha), grafico da convergéncia da cadeia, correlo-
grama das amostras com lag de tamanho 100 e grifico da média da amostra com intervalo de erro
quadréatico médio (linha amarela) para os métodos Drovandi e Lenorman. Nao é apresentado o resul-
tado para os métodos Marjoram e Rejeicdo, pois o tempo de processamento ultrapassou 24 horas.



Apéndice B

Graficos do Estudo de Simulacao para
Grafos Exponenciais : Arestas e
Triangulos

Apresentamos, a seguir, todos os gréficos para o estudo de simulacdo dos "Grafos Exponenciais :

Arestas e Tridngulos".
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Figura B.1: Grafos aleatdrios exponenciais para arestas e tridngulos : gréfico da distribui¢do a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versao assintética : 87 = 0,8 e 65 = 0,02, 50 nés.
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Figura B.2: Grafos aleatdrios exponenciais para arestas e tridngulos : grafico da distribui¢ao a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versdo Bayesiana : 1 = 0,8 e #; = 0,02, 50 nds.
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Figura B.3: Grafos aleatdrios exponenciais para arestas e tridngulos : grafico da distribuicdo a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método Bergm : ; = 0,8 e 85 = 0,02, 50 n6s.
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Figura B.4: Grafos aleat6rios exponenciais para arestas e triangulos : grafico da distribui¢do a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versao assintética : 61 = 0,2 e #; = 0,2, 50 nés.




81

Autocorrelagio.
Lenormand - Thetal= 0.2 p= 0.743 pHat= 0.695 A P
Méd.a posteriori= 0.365 N.Nés = 50, Tmp = 10209.77 Convergéncia Taxa de Aceitagio : 1
neff: 1025
P <
= | = |
“
< E
R s
e
o ]
- g |
= E 2 I'\Ill"|“|H“'"'"I'|'|‘“"\"|”|||I‘|"|'|I""Illlll"l""|"'||"'I||'|'|'"|I'"|'|“'I'
5
3
b o
i . &
e am = | =
5 s 7
T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 08 02 0 200 400 600 800 1000 0 0 40 60 a0 100
Thetat - Lenormand Bayesiano terations Lag
Autocorrelagio.
Lenormand - Theta2= 0.2 p= 0.743 pHat= 0.695 5 Py
Méd.a posteriori= 0.032 N.N6s = 50, Tmp = 10209.77 Convergéncia Taxa de Aceitagdo : 1
neff : 1025
=
=
g
S
g
!
S
2 1
s
H
81 o ®
ER E e \.,.I‘.,lII,.,...||..|.,‘Il,I\..,.‘.””,...\.||.|I.||.,|,||||.|....‘,..|..|.,|,||.,,||,|..|..,|I\,|
5
3
&
|
S
e -
2
=
s
e da ui 2 =
= ;
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
000 0.0 002 003 004 005 0 200 400 800 800 1000 0 20 40 &0 a0 100
Theta2 - Lenormand Bayssiane terations Lag

Figura B.5: Grafos aleatdrios exponenciais para arestas e tridngulos : grifico da distribui¢do a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versdo Bayesiana : 6; = 0,2 e 8, = 0,2, 50 n6s.




Apéndice B. Gréficos do Estudo de Simulagao para Grafos Exponenciais : Arestas e Tridngulos 82

Lenormand - Thetal= 0.5 p= 0.947 pHat= 0.962 Autocorrelagdo.

Méd.a posteriori = 0.495 N.MNés = 50, Tmp = 2037 s Convergéncia Taxa ﬁ:ff?;‘g%“ i
o
B e |
e
3
w a
i 2 |
o |
3
e
&
o o
2 . G 2 J hu ”l"'|||'-||u |,|IIII e |-"-|"“"||"|'|||| AL i
-
5
H
© o
El o 2
s
[ o e
= (= 1
T T T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 05 e o 200 400 500 800 o 20 40 &0 a0 100
Thetal - Lenormand assintético lterations Lag
Autocorrelagio.
Lenormand - Theta2= 0.35 p= 0.947 pHat= 0.962 L agao.
Méd.a posteriori = 0.403 N.Nés = 50, Tmp = 2037 s Convergéncia Taxa :2;?::;5“ 1
e |
- 2
o |
2
e
- a
=
3
c
&
"
4 ]
o s E g o hpd, ||I||||"|III‘II 'Ill'l'||"'ll| e ||||||Iu||‘|| J
3
-
o
o
o
- R
;’. -
o
PR v — - | 2
T T T T T T e T T T T T T T T T T T T
0o 0.1 02 03 04 05 0 200 400 800 500 1000 0 2 40 80 80 100
Theta2 - Lenormand assintotico Iterations Lag

Figura B.6: Grafos aleatdrios exponenciais para arestas e tridngulos : grafico da distribui¢ao a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com /ag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versao assintética : 81 = 0,5 e 5 = 0,35, 50 nés.
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Figura B.7: Grafos aleatdrios exponenciais para arestas e tridAngulos : grafico da distribui¢do a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versdo Bayesiana : 6; = 0,5 e #2 = 0,35, 50 nds.
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Figura B.8: Grafos aleatdrios exponenciais para arestas e tridngulos : grafico da distribui¢ao a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versao assintética : 61 = 0,9 e 85 = 0,02, 50 nés.
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Figura B.9: Grafos aleatdrios exponenciais para arestas e tridAngulos : grafico da distribui¢do a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versdo Bayesiana : 6; = 0,9 e #2 = 0,02, 50 nds.
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Figura B.10: Grafos aleatdrios exponenciais para arestas e tridngulos : gréfico da distribui¢do a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método Bergm : §; = 0,9 e 83 = 0,02, 50 nos.
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Figura B.11: Grafos aleatérios exponenciais para arestas e tridngulos : grafico da distribui¢do a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versao assintética : 817 = 0,6 e 65 = 0,1, 50 nds.
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Figura B.12: Grafos aleatérios exponenciais para arestas e tridngulos : grafico da distribuicdo a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versdo Bayesiana : 6; = 0,6 e #; = 0,1, 50 n6s.
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Figura B.13: Grafos aleatérios exponenciais para arestas e tridngulos : grafico da distribuicdo a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versao assintética : 87 = 0,7 e 65 = 0,3, 50 nds.
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Figura B.14: Grafos aleatdérios exponenciais para arestas e tridngulos : grafico da distribui¢do a poste-
riori, grafico da convergéncia da cadeia e correlograma das amostras com lag de tamanho 100 para o
método ABC Lenormand, versdo Bayesiana : 6; = 0,7 e §; = 0,3, 50 n6s.
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