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Resumo

Neste trabalho é desenvolvida uma analise de regressao linear considerando que a
variavel dependente é censurada e também que algumas das variaveis explicativas sao
medidas com erros aditivos. Esse modelo de regressao censurado com erros de medidas
¢é especificado assumindo distribuigoes com cauda pesada para o processo probabilis-
tico. Especificamente, assume-se uma distribuicao ¢-Student multivariada para modelar
o comportamento conjunto dos erros e das verdadeiras covaridveis nao observadas. Nesse
sentido, o modelo sera robusto o suficiente para proteger as inferéncias de observagoes
atipicas e influentes. Para a estimacao do modelo considera-se a metodologia de maxima
verossimilhanca, em que inclui-se a estimacao da variancia assintética dos estimadores de
maxima verossimilhanca e também desenvolve-se um algoritmo do tipo EM para obter
as estimativas, e também o paradigma bayesiano, onde considera-se o procedimento de
aumento de dados e desenvolve-se um algoritmo MCMC para amostrar das distribuigoes a
posteriori. A metodologia proposta é flexivel o bastante para ser adaptada para distribui-
¢oes com caudas pesadas vindas da classe de misturas de escala da distribui¢ao normal.
A performance da nova metodologia desenvolvida é avaliada através de um estudo Monte

Carlo e também de uma analise de um estudo de caso.



Abstract

In this work, we develop a non-standard linear regression analysis by considering that
the dependent variable is censored and also that some of the explanatory variables are
measured with additive errors. In addition, our censored measurement error regression
model is specified by assuming heavy-tailed distributions for the underlying probabilis-
tic process. Specifically, our analysis focuses on assuming a multivariate Student-t joint
distribution for the error terms and the unobserved true covariates. In this sense, the
proposed model will be robust enough to protect our inferences of atypical or influential
observations. For the model estimation, we consider the maximum likelihood methodo-
logy, in which we include the estimation of the asymptotic variance of the maximum
likelihood estimators and we also develop an EM type algorithm to obtain the estimates,
and also the Bayesian paradigm, in which we use a data augmentation approach and
develop a MCMC algorithm to sample from the posterior distributions. The proposed
methodology is flexible enough to be adapted for heavy-tailed distributions coming from
the class of scale mixture of the normal distribution. The performance of the newly de-
veloped methodology is evaluated throughout a Monte Carlo study as well as a case sudy

analysis.
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Capitulo 1

Introducao

Os modelos de regressao censurados ou modelos Tobit sao bastante usados na ana-
lise estatistica para modelar variaveis respostas que sao parcialmente observadas ou que
possuem uma quantidade de valores agrupados em um valor limite. O campo de aplica-
¢ao desses modelos cobre varias areas tais como econometria, biometria, ensaios clinicos
dentre outros. No trabalho pioneiro de Tobin (Tobin, 1958), o modelo Tobit assume que
o valor limite é zero entao apenas valores positivos da varidvel dependente sao efetiva-
mente observados. Inferéncias nos modelos Tobit, no entanto, levam em consideragao
todos os dados, tanto as respostas efetivamente observadas, quanto as censuradas. Como
em Tobin (1958), a maior parte da teoria desenvolvida ao redor do modelo Tobit é ba-
seada na suposicao de normalidade para a distribuicao dos erros do modelo. A teoria de
maxima verossimilhanca e outros métodos de estimagao para esses modelos podem ser
encontrados em Amemiya (1984, 1985), Maddala (1983), Greene (1990), Olsen (1978) e
Barros et al. (2010), dentre outros. Métodos bayesianos sao também considerados por
Carriquiry et al. (1987), Sweeting (1987), Cowles et al. (1996), Hamilton (1999) e, mais
recentemente, por Austin (2002). Chib (1992) estabeleceu condigoes para a existéncia
dos momentos a posteriori no modelo Tobit e introduziu uma estratégia de aumento de
dados para amostras da distribuicao a posteriori na presenca de dados censurados. Tal
estratégia facilita as aproximagoes numéricas para tais momentos a posteriori.

Em tais trabalhos, também ¢é assumido que as variaveis explicativas estao livres de
erros de medida. Tal suposicao nao é realistica em varios problemas praticos e podem
levar a estimativas inconsistentes e imprecisas para os parametros (Fuller, 1987). Del-

laportas e Stephens (1995) analisam modelos com erros nas covariaveis sob o ponto de



vista bayesiano utilizando MCMC e Bolfarine e Arellano-Valle (2005) discutem a inferén-
cia bayesiana em modelos elipiticos dependentes e independentes com erros de medida.
Algumas extensoes para o modelo Tobit tem sido propostas nos ltimos anos. Polasek e
Krause (1993) e Wang (1998), por exemplo, consideram um modelo Tobit com erro nas
covariaveis com disribui¢oes normais independentes para os erros e as covariaveis latentes.
Esse modelo é chamado aqui de modelo N-Tobit com erro de medida ou com erro nas
covariaveis. Seguindo Chib (1992), Polasek e Krause (1993) introduziram a estratégia
de aumento de dados para obter estimativas a posteriori para os parametros no modelo
N-Tobit com erro de medida. Em outra direcdo, Wang (1998) derivou estimadores do
método dos momentos e de maxima verossimilhanca consistentes para tal modelo (veja
também Wang (2002) e Wang and Hsiao (2007)). Em Wang (1998), as estimativas de
maxima verossimilhanca foram obtidas usando o método de Newton-Raphson. Wang
(1998) também discutiu a identificabilidade do modelo N-Tobit com erro nas covariaveis
e mostrou que, sob normalidade, o modelo é unicamente reduzido a um modelo livre
de erros que faz com que a inferéncia no modelo original seja realizada mais facilmente.
Em contrapartida, o modelo Tobit nao é robusto o suficiente para acomodar observacoes
atipicas. Um modelo robusto para variaveis dependentes censuradas é introduzido em
Arellano-Valle et al. (2012), que estende o modelo proposto por Tobin (1958) assumindo
uma distribuicao ¢-Student para o erro do modelo, aqui chamado de modelo t-Tobit. O
estimador de maxima verossimilhanca para o modelo ¢-Tobit nao possui forma fechada.
Deste modo, Arellano-Valle et al. (2012) também desenvolveram um algoritmo do tipo
EM para obter as estimativas de maxima verossimilhan¢a do modelo ¢-Tobit. Mais ainda,
tais autores obtiveram a distribuicao normal assintética conjunta para os estimadores de
méxima verossimilhanca do modelo ¢-Tobit. Massuia et al. (2014) também trabalham
com um modelo de regressao linear censurado assumindo a distribuicao ¢-Student para
os erros e fazem uma anélise de diagndstico. Outras generalizagoes para o modelo Tobit
foram introduzidas por Lachos et al. (2011) e Matos et al. (2013) para modelar varia-
veis dependentes repetidas ou longitudinais que também sao censuradas. Lachos et al.
(2011) e Matos et al. (2013) consideram um modelo robusto tipo Tobit com efeitos mis-
tos assumindo uma distribuicao ¢ multivariada para modelar conjuntamente os erros e o

comportamento dos efeitos aleatorios.



Neste trabalho, um modelo tipo Tobit com caudas pesadas que inclui covariaveis
medidas com erros ¢ introduzido. Como em Polasek e Krause (1993) e Wang (1998),
considera-se uma estrutura aditiva para os erros de medida. Especificamente, propoe-se
uma extensao robusta para o modelo N-Tobit com erro de medida modelando conjunta-
mente o comportamento aleatério do modelo, os erros de medida e as varidveis latentes
com uma distribui¢do ¢ multivariada. Como em Wang (1998), mostra-se que, sob certas
condigoes de identificabilidade, o modelo proposto pode ser unicamente reduzido para
um modelo de regressao censurado condicional livre de erros com erros aleatérios hete-
rocedésticos e covariaveis aleatorias observadas, que sao nao correlacionadas. Também
serd mostrado que o modelo proposto pode ser representado hierarquicamente em termos
de um modelo N-Tobit com erros de medida, onde a incerteza sobre a heterocesdastici-
dade ¢ modelada por meio de uma distribuicao gama. Considerando-se tal representagao
hierarquica, desenvolve-se um algoritmo do tipo EM para obter-se os estimadores de ma-
xima verossimilhanga. Seus erros padrao serao obtidos utilizando a matriz de informagao
observada. Uma estratégia de aumento de dados também é introduzida para obter-se
amostras das distribuicoes a posteriori. Um estudo Monte Carlo é realizado para avaliar
o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca obtidos para o modelo pro-
posto. Também avalia-se os estimadores bayesianos média e mediana a posteriori obtidos
usando o modelo proposto e alguns outros modelos tipo Tobit previamente introduzi-
dos na literatura, que sao o Tobit, t-Tobit e N-Tobit com erros nas covariaveis. Como
subproduto, também obtém-se alguns resultados relacionados a inferéncia bayesiana no
modelo ¢-Tobit introduzido por Arellano-Valle et al. (2012). Os cendrios considerados
incluem diferentes proporgoes de censura, tamanhos amostrais, valores para a restricao
de identificabilidade e também diferentes graus de liberdade. O modelo proposto também
¢é ajustado para analisar os valores de gastos ambulatoriais disponiveis no conjunto de
dados de 2001 Medical Expenditure Panel Survey. Esse conjunto de dados foi previamente
analisado por Marchenko e Genton (2012) utilizando o modelo de Heckman ¢-Student.
Trabalhos anteriores tem mostrado que usualmente a covariavel renda nao é medida com
precisao. Portanto, diferente do que foi considerado por Marchenko e Genton (2012), sera
assumido que que a renda individual é uma variavel explicativa medida com erro.

Este trabalho estd assim organizado. O Capitulo 2 apresenta formalmente o modelo
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Tobit livre de erros e discute-se aspectos de inferéncia bayesiana no modelo ¢-Tobit. Com
isto, ¢ apresentada uma extensao de resultados obtidos em Arellano-Valle et al. (2012).
No Capitulo 3 os modelos tipo Tobit com erros nas covariaveis sao apresentados e é in-
troduzido o modelo ¢-Tobit com erros de medida. Usando a estratégia de aumento de
dados (van Dyk e Meng, 2001, por exemplo) propde-se uma estratégia para se amostrar
da distribuicao a posteriori no modelo proposto. O método de méxima verossimilhanca
é estudado no Capitulo 4, onde é construido um algoritmo do tipo EM para aproxima-
lo. A matriz de informacao de Fisher observada é obtida, o que permite obter-se uma
aproximagao para intervalos de confianga dos parametros de interesse. No Capitulo 5 sao
feitos estudos Monte Carlo para avaliar o comportamento dos estimadores bayesianos e
de maxima verossimilhanga sob o modelo proposto em diferentes cenarios. Entre outras
coisas, o efeito nas estimativas é investigado quando amostras sao geradas com diferentes
proporcoes de censura, graus de liberdade e tamanhos de amostra. No caso bayesiano,
também tem-se como meta comparar as estimativas obtidas usando o modelo proposto
com aquelas obtidas utilizando os modelos Tobit, t-Tobit e N-Tobit com erros nas cova-
riaveis. Um estudo de caso é feito no Capitulo 6, onde dados de gastos ambulatoriais sao
analisados e ajusta-se a eles o modelo proposto. Por fim, no Capitulo 7 sao apresentados
comentarios finais sobre o trabalho aqui desenvolvido com sugestoes de propostas futuras.

Ao longo deste trabalho, denota-se, respectivamente, por ¢r(x | p, 3) e Pp(- | p, )
a fungao de densidade de probabilidade (fdp) e a fungao de distribuigdo acumulada (fda)
de uma distribuicao Nj(p, X) (distribuigdo normal k-variada com vetor de médias p e
matriz de covariancia ¥). Por simplicidade, quando p = 0 e ¥ = I}, onde 0 e Iy
denotam um vetor de zeros e a matriz identidade de dimensao k, respectivamente, a fdp
e a fda serao denotadas, respectivamente, por ¢y (x) e @y (-). Também serd assumido que,
se x ~ (@, X, v), isto é, x tem distribuicao ¢ k-variada com parametro de localizagao
p, matriz de dispersdo X e graus de liberdade v, entao sua fdp serd denotada por tx(x |
X, v), isto 6, t(x | p, B, v) = |Z[7V2C,, (V+q(x))_(y+k)/2, x € R¥ onde Cy, =
U ((v+k)/2) /T (v/2) a7 k20" e g(x) = (x—p)' S (x—p), e considere ainda mx x,) =

v+k

e Como no caso normal, Ti(- | p,3,v) denota a fda associada a

1
(& h(y7k) = Ry
distribuicao 5 (p, 3, v) e tp(x | v) e Ti(- | v) denotam, respectivamente, a fdp e a fda de

uma distribuicao ¢-Student com grau de liberdade v e quando p =0 e X = I}.
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Capitulo 2

Modelos tipo Tobit

A especificacao de um modelo linear censurado inicia-se com uma relagao linear dada
por

ni = B + ByXi + uj, (2.1)

i=1,...,n,onden € R éa varidvel resposta e x; € R¥ é o vetor de varidveis explicativas
medido sem erro para o i-ésimo individuo, (51, 3,) € R** sdo os parametros de regressao
e u; € R é um erro aleatério. Um modelo de regressao censurado tipo Tobit pressupoe
que a variavel dependente n; nao é completamente observada, isto é, observa-se y; = 7;

quando 7; > 0 e y; = 0 caso contrario, o que ¢é equivalente a escrever

y; = max{n;, 0}, (2.2)

i=1,...,n. Asequagdes (2.1) e (2.2) definem o usual (livre de erros) modelo de regressao
linear censurado. Esse tipo de modelo foi aplicado para analisar um problema economico
por Tobin (1958).

O modelo Tobit é entao determinado pela distribui¢ao das variaveis aleatérias latentes
u;, © = 1,...,n. Ha muitas opcoes para especificar-se tal distribuicao. Devido a estru-
tura linear da relagao (2.1), pode-se considerar distribuigoes que mantem a distribui¢ao
sob transformagoes lineares. Nesse sentido, distribuicoes elipticas sao opg¢oes naturais.
Essa classe contem muitas distribuigoes simétricas que podem comportar caudas leves
ou pesadas. A familia de distribuicoes normais independentes ou mistura na escala de
distribui¢oes normais é um exemplo. Diz-se que u; pertence a familia de distribuicoes
normais independentes se
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onde 2 denota igualdade em distribuicao, Z; ~ N(0,0,) e g; é uma variavel aleatéria
de mistura, que é positiva, independente de Z; e possui um parametro v que indexa sua
distribuicao, para todo ¢ = 1,...,n. Dado g;, u; possui uma distribuicao normal com
média 0 e variancia g; *o,, i = 1,...,n. A distribuicio marginal de u; depende de qual
distribuicao se assume para a variavel g;.

Quando a distribuigao de g; é degenerada atribuindo massa em 1, isto é, se P(g; =
1) = 1 para todo i = 1,...,n, entdao wu; possui distribui¢ao normal com média 0 e vari-
ancia o,. Consequentemente, o modelo obtido é o modelo originalmente apresentado por
Tobin (1958) e é denominado na literatura por modelo Tobit. No entanto, sabe-se que a
distribuicao normal nao é robusta o suficiente para modelar o comportamento de varia-
veis aleatdrias com caudas pesadas. Ao assumir que g; possui uma distribuicao gama com
parametros de forma e escala iguais a v/2 e 2/v, respectivamente, entao u; possui uma
distribuicao t-Student com parametro de localizagao 0, parametro de escala o, e graus
de liberdade v > 0. Como consequéncia, obtem-se em (2.1) uma distribui¢ao t-Student
para 7;. Esse foi o modelo introduzido por Arellano-Valle et al. (2012) e, neste traba-
lho, serd chamado de modelo t-Tobit. Outras distribuicoes podem ser atribuidas para g;.
Neste trabalho, o foco é apenas nos casos normal e ¢, apresentando resultados relacio-
nados a estatistica bayesiana no modelo ¢-Tobit. Com isto, estende-se alguns resultados

apresentados em Arellano-Valle et al. (2012).

2.1 O modelo Tobit

O modelo Tobit, introduzido por Tobin (1958), assume em (2.3) que P(g; = 1) =1

para todo i = 1,...,n, o que equivale afirmar que
O modelo Tobit pode ser representado como segue

yi = max{n;0},
(2.5)
ni ~ Ni(B1+ Boxi, 04),

para todoi=1,...,n.
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Denote por 8 = (f1,8,,0,) o vetor de parametros do modelo Tobit e por D, =
(Do, . .., Don) 0s dados observados para todos os n individuos, onde D,; = (y;, d;, %X;) s@o
os dados observados para o i-ésimo individuo e d; = 1(y; > 0) é o indicador de censura
para o i-ésimo individuo sendo igual a 1 se sua varidvel resposta é nao censurada. Logo,
a fungao de log-verossimilhanga para uma amostra de n observagoes independentes do

modelo Tobit ¢ dada por

log f(D, | 0) = Zdi log ¢1 (yi | Br + Byxi, 0u)
i=1

+ 3 (1= di)log (0| By + Bixi, o) (2.6)
=1

A inferéncia no modelo Tobit com enfoque frequentista e bayesiano ja foi considerada
em diversos trabalhos como, por exemplo, Olsen (1978), Maddala (1983), Amemiya (1984,
1985), Carriquiry et al. (1987), Sweeting (1987), Greene (1990), Chib (1992), Cowles et
al. (1996), Hamilton (1999), Austin (2002), dentre outros.

2.2 Funcao de verossimilhanca do modelo ¢-Tobit

Considere o modelo t-Tobit, isto é, assuma que em (2.3), g; ~ G(v/2,2/v) para todo
i =1,...,n, onde G(a,b) denota uma distribuigdo gama com média e variancia dadas,

respectivamente, por ab e ab?. Consequentemente, tem-se que
U; ~ tl (07 Ou, V) ) (27)

onde o, > 0 é o parametro de escala e v > 0 denota os graus de liberdade e, sendo assim,
as equagoes (2.1), (2.2) e (2.7) definem o modelo t-Tobit.

Seja @ = (p1, By, 04, V) € denote por D, = (D1, ...,D,,) os dados observados para
todos os n individuos, onde D,; = (y;,d;,%;) sao os dados observados para o i-ésimo
individuo e d; = 1(y; > 0) é o indicador de censura para o i-ésimo individuo sendo igual
a 1 se sua variavel resposta é nao censurada. Logo, a funcao de log-verossimilhanca para

uma amostra de n observacoes independentes é dada por

log f(D, | 8) = Zdi logty (i | B1 + ByXi, 0w, V)

i=1

14



n

+> (1—=dy)logTi (0] Bi + Bhxi, 00, v) . (2.8)

i=1

A inferéncia no modelo ¢t-Tobit via estimador de maxima verossimilhanca foi conside-
rada por Arellano-Valle et al. (2012), onde foi desenvolvido um algoritmo do tipo EM para
obter-se uma aproximacao do estimador 0 de 0. Tais autores obtiveram a distribuicao
normal assintética de 0. Neste trabalho apresenta-se o enfoque bayesiano para realizar

inferéncia no modelo ¢t-Tobit.

2.2.1 Inferéncia bayesiana no modelo ¢-Tobit

Uma estratégia que facilita a inferéncia bayesiana sob modelos complexos é a técnica
de aumento de dados. Tal estratégia foi considerada em modelos tipo Tobit por Chib
(1992) e Cowles et al. (1996). Tal técnica consiste em incluir variaveis latentes ou dados
nao observados no modelo para simplificar os procedimentos computacionais. Para uma
explicacao mais detalhada sobre as técnicas de aumento de dados veja van Dyk e Meng
(2001) e referéncias mencionadas nele.

Nesta secao sera desenvolvido um algoritmo para amostrar da distribuicao a posteriori
para 8 no modelo t-Tobit baseado nas técnicas MCMC e aumento de dados. Para isso,
considera-se a representacao estocastica da distribuicao ¢-Student em termos de uma
mistura de escala da distribuicao normal onde a medida misturadora é a distribuicao

gama G(v/2,2/v), como foi feito em (2.3). Consequentemente, tem-se

m < B+ Byxi + g, 2 (2.9)
onde g; e Z; sao variaveis aleatorias independentes tais que

g ~ G/2,2/v),
Zi ~ Nl(oao—u)a

1=1,...,n.

As variaveis g¢1,..., g, sao variaveis latentes. Quando v — oo, para cada 7, g; — 1
com probabilidade 1, isto ¢, n; tem uma distribuicao normal no caso limite, ou seja, se
v = oo. Consequentemente, sob essa suposicao, o algoritmo aqui introduzido com as
devidas modificagoes também pode ser usado para amostrar da distribuicao a posteriori

no modelo Tobit.
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Nos modelos de regressao do tipo Tobit as respostas originais 7y, ..., 7, também sao
variaveis latentes, onde somente as respostas nao censuradas sao completamente observa-
das. Sob o paradigma bayesiano, variaveis latentes recebem tratamento similar ao dados
aos parametros. Logo, os valores censurados de y; assim como os dados aumentados g;
podem ser obtidos amostrando-se de suas distribuigcoes a posteriori. Para esse fim, um es-
quema MCMC é considerado e as distribuigoes condicionais completas a posteriori (dcep)
devem ser obtidas.

Para que a especificacao do modelo fique completa, a priori, assume-se que [3; ~
Ni(p1,01), By ~ Ni(py, X2), 0y ~ IG(ay,By) e v ~ TE(X;2), onde IG(a,b) é a dis-
tribuicdo gama-inversa com parametros a > 0 e b > 0 e TE(\; L) denota a distribui¢ao
exponencial com média A > 0 que possui massa acima de L.

Para estabelecer notacao, seja D. = (D,, D;) o conjunto de dados completos, onde
D, é o conjunto de dados observados como descrito anteriormente e D; = (D, ..., Dy,),
com Dy; = (n;,9:), 0 conjunto de varidveis latentes, i = 1,... n.

Considerando a representagao estocastica em (2.9), as respostas nao observadas de 7;
sao variaveis aleatorias independentes com uma distribuigao t-Student truncada acima de

zero. Consequentemente, dado que y; é uma observacao censurada, a dccp de n; é
i | giyi = 0,d; = 0,%;,0 ~ TN (B + B5%;, g '0; 0), (2.10)

onde TN(M,V;a) denota a distribuigdo normal univariada com média M e variancia V'

com massa abaixo de a. A dccp de g; é uma distribuicao gama dada por

1+v 20,
2’ (1- di)a%i + d’ia%i + ouv

9i | mi» Doi, 0 ~ G ( (2.11)

onde ay; =n; — (B1 + B5xXi) e az = y; — (B1 + B5%;), i =1,...,n.
Seja @ = (1, B4, 04, V) e denote por 8_, a parte de € sem a componente a. Exceto
para o grau de liberdade v, as distribui¢oes condicionais completas a posterior: de cada

componente de @ tem forma fechada e sao dadas por

Pi]0-p,D. ~ Ni|H Uflﬂl‘FU;lZQt[(1_di)77i+diyi—ﬁlzxi} Hy |

i=1

B:10_g,D. ~ Ny|H; S5 e+ 0, Y g (V= di)mi+ digi — Br] x5 Hy |

i=1
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n 1 — 9 9
oy |0_6,,D. ~ IG au+§7ﬁu+§;gi [(1_di)ali+dia2i:| 5

em que
-1 —1 —1 n
Hl = 0 + Oy Zi:l Gi,
-1 _ -1 -1 n /
Hy,” = X, +o, > L, 9XX].

A dcep de v nao possui forma fechada e seu ntcleo é

(2/v)"

! 1 [ 1
B A |5 (Y g —loglg) | + < (21
w(v]0_,,D.) x [ T0/2) ] exp | —v |3 2 gi —log(g:) | + N 2. (2.12)

A dcep de n; dada em (2.10) segue de maneira direta da hipétese. Como uma con-
sequéncia, amostras da distribuicao a posteriori de n;, g; e 8_, sao obtidas usando o
amostrador de Gibbs. O algoritmo de amostragem Metropolis por rejeicao adaptativa
(ARMS) é usado para amostrar da distribui¢ao a posteriori de v. Detalhes sobre o al-
goritmo ARMS podem ser encontrados em Gilks et al. (1995) e Gilks e Wild (1992), por
exemplo.

Esse modelo foi implementado e sera comparado no Capitulo 5 aos modelos Tobit
e aos modelos com erros nas covariaveis IN-Tobit e t-Tobit, que serao introduzidos no

préximo capitulo.
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Capitulo 3

Modelos tipo Tobit com erros nas
covariaveis na familia de
distribuicoes normais independentes

A especificagdo de um modelo linear censurado com erros nas covariaveis também se

inicia com uma relacao linear dada por

i = B+ B8 + Bibi + us, (3.1)

i=1,...,n,onden; € R éavaridvel resposta, (§;,b;) € R¥ sdo as varidveis explicativas,
(B1, By, B;3) € R™+ 530 0s parametros de regressdao e u; € R é o erro aleatério. Da
mesma forma que no modelo linear censurado sem erros nas covariaveis tem-se que a
varidvel resposta observada y; é definida por (2.2), ou seja, y; = max{n;,0},i=1,...,n.
As equagoes (3.1) e (2.2) definem o usual (livre de erros) modelo de regressao linear
censurado quando todas as variaveis explicativas, &, e b;, sao observadas exatamente.
Neste capitulo, assume-se que a variavel explicativa b; é exatamente medida, enquanto
a variavel independente &, nao é exatamente observada. Ao invés disso observa-se a
covariavel x; € R¥ que é igual & verdadeira covaridvel &; acrescida de um erro de medida
aleatério v; € R¥, isto ¢é,

i =1,...,n. O modelo censurado linear com erros nas covariaveis é entao definido pelas
equagoes (3.1), (2.2) e (3.2).
Tipicamente, em modelos com erros de medida assume-se que u; e v; sao erros ale-

atorios nao correlacionados, enquanto a covariavel latente &, pode ser tanto considerada
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como fixa (modelo funcional) quanto como uma varidvel aleatéria a qual é ndo correlaci-
onada com os erros u; e v; (modelo estrutural). Neste capitulo, a maioria dos resultados
serao obtidos sob o modelo estrutural. Nesse caso, é conveniente formular conjuntamente

as relagoes lineares (3.1) e (3.2) como

u<
m\ _ [ B+ Bsb; 10 g '
X; o 0 + 0 Ik Ik MK (33)
&
1 = 1,...,n. Logo, cada modelo Tobit com erro de medida estrutural ¢ determinado

pela distribuicao conjunta das varidveis aleatdrias latentes u;, v; e §;. Ha muitas opgoes
para especificar essa distribui¢ao conjunta. Assim como ocorreu com (2.1) nos modelos
Tobit sem erros nas covaridveis, devido a estrutura linear da relagao (3.3), pode-se consi-
derar distribui¢oes multivariadas com a propriedade de manter a familia de distribuicoes
sob transformacoes lineares. Nesse sentido, distribuicoes elipticas multivariadas também
sao opgoes naturais. Similar ao caso univariado, a classe de distribuicoes elipticas contem
muitas distribui¢oes multivariadas simétricas que podem modelar variaveis aleatorias com
caudas leves ou pesadas. A subclasse de distribui¢oes normais independentes multivari-
ada é um exemplo. Diz-se que (u;, v;, ;)" pertence a familia de distribui¢oes normais

independentes multivariada se

Uy
& e

onde Z; é um vetor aleatério normalmente distribuido com vetor de médias 0, matriz
de variancia bloco diagonal £ = bdiag(o,, %,, X¢), em que X, e 3¢ s@o matrizes de
variancia e g; é uma variavel aleatoria de mistura a qual é positiva e independente de
Z; e cuja distribuicao é indexada por um parametro v, ¢ = 1,...,n. Condicionalmente
em g;, o vetor r; = (u;, v}, &)’ possui uma distribuigao normal multivariada com vetor de
médias w = (0,0', p)" e matriz de variancia g;7', i =1,...,n. Se a distribuicdo de g,
¢ degenerada atribuindo massa em 1 para todo ¢ = 1,...,n, entao r; possui distribuicao
normal multivariada e obtém-se o modelo apresentado por Wang (1998), com a diferenca
que aqui também considera a presenca de covaridveis medidas sem erro (ver detalhes

na Segao 3.1). No entanto, mesmo no caso multivariado, sabe-se que a distribuigao
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normal nao é robusta o suficiente para modelar conjuntamente variaveis aleatérias com
caudas pesadas. Estendendo o modelo de Wang (1998), neste trabalho, considera-se em
(3.4) que g¢; possui distribui¢do gama com parametros de forma e escala iguais a v/2
e 2/v, respectivamente. Isso é equivalente a afirmar que r; possui uma distribuicao ¢
multivariada, que é uma generalizacao da distribuicao normal multivariada e é capaz
de modelar caudas pesadas. Como consequéncia, em (3.3) obtem-se uma distribuicao ¢
multivariada para (n;,x})". Este modelo é detalhadamente introduzido na Secao 3.2.

Na préxima segao, o modelo proposto por Wang (1998), aqui chamado de modelo

N-Tobit com erros nas covariaveis, é apresentado mais detalhadamente.

3.1 O modelo N-Tobit com erros nas covariaveis

O modelo N-Tobit com erro de medida, definido por Wang (1998), assume em (3.4)
que P(g; =1) =1 paratodoi = 1,...,n, o que é equivalente afirmar que u;, v; e £, em
(3.3) sdo quantidades aleatérias independentes e normalmente distribuidas com médias 0,
0, pe e variancias o, 3, e 3¢, respectivamente (veja também Wang (2002)). O modelo

N-Tobit com erros nas covariaveis pode ser representado como segue

Y == max{m, 0}7
. / / / / (35)
;i | b: ”,-L\(_,i’ ]\[1 & 61 + 16211’6 + /63b7, Oy + ,6225,62 ,6225
X ' " Mg ’ X8 o+3:) |7
para todo ¢ = 1,...,n. Para ser mais preciso, o modelo em (3.5) é obtido integrando

a funcdo de densidade de probabilidade (fdp) de r; = (u;, v4,&;) em rela¢do ao vetor de
covaridveis latentes (verdadeiras) &;.

Assumindo

1= 61 + /8/221)(Ev + E{)_l.u’@

Yo = (Be+ Ev>_125ﬂ27
73 = 1337

3.6
Oy = Oyt B;EU(ES + Ev)ilzfﬁ% ( ( )
By = p’gv

Y, = S+ 35,
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o modelo em (3.5) pode ser reescrito da seguinte forma

Yi = ma‘X{n’U 0}7
/ / / / (37)
M ’ b. “}\Cf N 7+ Yolby + 73bz Ow + 722r72 72230
x; ) ' R ey ’ 275 3, ’
W
para todo i = 1,...,n e, considerando-se a decomposi¢gao marginal de f(n;,x;|b;), dada

por f(n;,x;|b;) = f(ni|xi, b;) f(x;|b;), induz-se a seguinte representagao reduzida de (3.7):

\

yi = max{n;0},
ni | bi,xi ~ Ni(y+ 5% +4bi, 0w) (3.8)
Xi | b, ~ Nk(u’xazx)a

i1=1,...,n.

Pode-se notar de (3.8) que a relagao linear original em (3.1) foi reduzida a uma relagao
linear “livre de erros” dada por n; = E(n; | x;, b;) +w;, em que E(n; | x5, b;) = 71 +v5%; +
~v4b; e o erro w; = 1n; — E(n; | X4, b;) ~ N1(0,0,), que é, por hipdtese, independente de
x;. A diferenca para o modelo livre de erro é que x; é, agora, um componente aleatério.
Esse resultado também foi encontrado por Wang (1998, 2002) porém de uma maneira
diferente.

No entanto, pode-se observar claramente da expressao (3.6) que a relagao entre os
(k+1)(k+2)+I diferentes parametros originais em (31, By, B3, 0w, e, v(X¢), v(%,)), onde
v(X) denota o vetor formado pelos k(k+1)/2 diferentes elementos de uma matriz simétrica
Y eos (k+1)(k/2+2) 41 diferentes parametros reduzidos em (Y1, ¥y, Y3, Ow, g, V(X))
nao é uma relagdo um-a-um e, portanto, as formulagoes (3.5) e (3.7) para o modelo N-
Tobit com erro de medida nao sao completamente equivalentes. Isso é devido ao fato de
que o modelo estrutural dado pela segunda expressao em (3.5) é nao identificdvel (Fuller,
1987; Gleser, 1992). Consequentemente, precisa-se de k(k + 1)/2 condigoes adicionais na
estrutura paramétrica original para tornar o modelo (3.5) identificdvel e, consequente-
mente, equivalente a formulacao em (3.7). Essas condic¢oes de identificabilidade podem
ser especificadas de diferentes maneiras, dependendo da natureza do problema e da infor-
macao disponivel. Por exemplo, em muitos casos a reamostragem ou a validacao continua

de dados pode ser usada para conhecer ou estimar a variancia X, dos erros de medida.
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Além do mais, o conhecimento de X, permite conhecer a chamada razao de confiabilidade
A = 25251. Isso porque 3¢ = ¥, — 3, que implica que A = I}, — 2,31 e a matriz
de variancia X, pode ser estimada consistentemente pela matriz de variancia amostral
S, =n"'Y " (x —X)(x; — %), onde x =n"'Y " x;. Por sua vez, conhecer a matriz
de razao de confiabilidade A ¢é equivalente a conhecer a chamada matriz de razao de
ruido-sinal A = EglEv pois A = (I, + A)~t. Como em Wang (1998), assume-se ao
longo deste trabalho que A ¢ conhecida, de modo que X, = 3¢A, reduzindo, assim, os
parametros desconhecidos originais para (81, By, B3, 0u, te, v(Z¢)) e obtendo uma relacao
um-a-um com os parametros reduzidos (y1,vq, Y3, Ow, By, V(2;)). Portanto, invertendo

o sistema (3.6) tem-se que

B = m — pAY,,
132 = (Ik"’A)'YQa

/33 = s,
Ou = Ouw— Vo2 A,, (3.9)
’-‘l’f = I“l’xa

25 = Ew(Ik—i—A)_l,
X, = Ex[Ik—(Ik—FA)_l]

Ve

Pode-se observar que a escolha de A nao é completamente arbitraria. Como o, é
positivo o valor de A deve ser tal que v,3,A~, seja estritamente menor que o,. A
partir de (3.9) nota-se também que as estimagoes de B3 e p, nao sdo afetadas com a
escolha de A.

Do ponto de vista bayesiano, a nao identificabilidade nao deveria causar uma dificul-
dade uma vez que pode-se eliciar distribuicoes a priori préprias e informativas para todos
os parametros. No entanto, como mencionado em Swartz et al. (2004), na presenga de
nao identificabilidade, a informacao dos dados pode nao dominar a informacao a priori,
mesmo se sao consideradas grandes amostras. Logo, inferéncias a posteriori pobres po-
deriam ser feitas. A nao identificabilidade na verossimilhanca também pode ocasionar
inferéncias a posteriori pobres se elas sao obtidas através de ajustes de modelos basea-
dos em MCMC como mostrado em Gelfand e Sahu (1999). Neste trabalho, para fins de
comparagao, a sugestao em Wang (1998) serd seguida, isto é, serd considerado que A é
fixo e conhecido.

Como notado por Wang (1998), outro aspecto relevante no modelo N-Tobit com erros

nas covariaveis, que segue claramente de sua representacao condicional marginal dada em
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(3.8), é que para todo i = 1,...,n, a distribui¢ao condicional de n; | x;, b; ndo depende de
(p,, X,). Consequentemente, a estimagao de maxima verossimilhanca desses parametros
nao ¢é afetada pelo processo de censura. De fato, o estimador de maxima verossimilhanca
de (w,,;) é dado pelos correspondentes estimadores de momentos amostrais, (X, S,),
uma vez que X; | b; ~ Ni(p,, X,), como representado em (3.8).

Para ser mais preciso, denote por @ o vetor formado pelos (k+1)(k/2+2)+1 diferentes
parametros em (1, Ys, Y3, Ows ty, V(2z)) € por Dy = (Dyy, ..., D,y,) 0os dados observados
para todos os m individuos, onde D,; = (y;,d;, x;, b;) s@o os dados observados para o
i-ésimo sujeito e d; = 1(y; > 0) é a funcdo indicadora de censura para o i-ésimo sujeito
sendo igual a 1 se sua variavel resposta é nao censurada, ¢ = 1,...,n. Assim, considerando
(3.8) a funcao de log-verossimilhanga para o modelo N-Tobit com erro de medida para
uma amostra de n observagoes independentes pode ser expressa como

log f(Do | 0) = Y log (x| g, B0) + Y dilog én (ui | 11+ ¥axi + ¥sbi, o)
i=1

=1

+ Z(l —d;)1og ®1 (0 | 71 + 5% + v3bi, 0w) - (3.10)
i=1

A funcao de verossimilhanga em (3.10) se parece com aquela obtida para o modelo To-
bit “livre de erros”, onde, agora, o primeiro termo representa a contribuicao devido ao

comportamento aleatorio da covariavel observada x;.

3.2 O modelo t-Tobit com erros nas covariaveis

Nesta secao sera introduzido o modelo com erro de medida ¢-Tobit. Para isso, con-
sidere, em (3.4), que ¢g; ~ G(v/2,2/v), i = 1,...,n, o que é equivalente a considerar
em (3.3) uma distribui¢gdo conjunta ¢ multivariada para w;, v; e §,. Mais precisamente,
assuma que r;, ¢ = 1,...,n, sao vetores aleatérios independentes e identicamente distri-
buidos (iid) seguindo uma distribui¢ao ¢-Student (1 + 2k)-variada com vetor de locagao

w, matriz de dispersao bloco diagonal €2 e graus de liberdade v > 0, que é denotado por

v Xt o (w, 2, v), (3.11)

1 = 1,...,n. Para uma revisao das principais propriedades de distribuigoes t-Student

multivariadas veja, por exemplo, Arellano-Valle e Bolfarine (1995) e Fang et al. (1990).
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Sob a suposicao (3.11) tem-se que E(r;) = w parav > 1e Var(r;) = v/(v—2)2 para v >
2. Como €2 é bloco diagonal, essa ultima propriedade implica, sob a suposi¢ao (3.11), que
u;, v; e &, sao quantidades aleatérias nao correlacionadas, mas nao sao independentes para
valores finitos de v. Mais ainda, como dito anteriormente, a distribuicao ¢ multivariada
é fechada sob transformagoes lineares. Isto é, de (3.11) tem-se, para qualquer vetor
fixo a € R™ e matriz B € R™ (420 que a 4+ Br; ~ t,,(a + Bw, BQB’,v). Portanto,
considerando (2.2) e usando essa tltima propriedade na rela¢do linear conjunta (3.3),

obtem-se o modelo ¢-Tobit com erros nas covariaveis estrutural definido por

Yi = maX{T/i?O}v
/ / , , (3.12)
;i | b. ”,-"\6[ tl & 51 + 16211’6 + /63bz Oy + ,6225,62 ,6225 ”
Xi 7 + u£ ) 25/32 Ev + ES 9 9
1=1,...,n.

Ao considerar-se em (3.12) que v = 1, tem-se um modelo censurado com erro de
medida Cauchy e, quando ¥ — oo, o modelo (3.12) converge para um modelo N-Tobit
com erros nas covariaveis dado em (3.5). Portanto, pode-se afirmar que o modelo ¢-Tobit
com erro de medida fornece uma generalizagao robusta do modelo N-Tobit com erro
de medida, uma vez que pode-se modelar observagoes cujas distribuicoes possuem mais
curtose que a da normal.

Similar ao modelo estrutural N-Tobit mostrado em (3.5), o modelo estrutural ¢-Tobit
dado na expressao (3.12) é também nao identificdvel porque a versao ¢ estrutural dada
pela segunda expressao de (3.12) ndo o é (Arellano-Valle e Bolfarine (1996); Bolfarine
e Arellano-Valle (1998)). Portanto, para se garantir a identificabilidade na fungao de
verossimilhanga dada em (3.12), assume-se novamente que A = EglEv ¢ uma matriz
conhecida.

Assim como no modelo N-Tobit, do segundo termo de (3.12) obtem-se as distribuigoes
condicionais de 7;|x;, b; e a marginal de x; (veja por exemplo Arellano-Valle e Bolfarine,

1995). Consequentemente, o modelo estrutural ¢-Tobit pode também ser reduzido hierar-
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quicamente e assume a seguinte forma

yi = max{n;0},
ni | bi,x; ~ [+ vex +vsbs, (T,%:”) Ow,V + k) ; (3.13)

X ‘ b’L ~ tk(u‘zazxay>7

para todo i = 1,...,n, onde os parametros reduzidos (V1,¥Ya, V3, Ow, By, V(X)) sdo os
mesmos dados na expressdo (3.6) e q(x;) = (x; — p,)'S, (x; — p,). Assim como no
modelo N-Tobit com erros nas covaridveis, as k(k + 1)/2 condi¢oes necessarias para a
identificabilidade do modelo com estrutura paramétrica dada em (3.12) sdo necessarias
para garantir a equivaléncia com a representacao do modelo estrutural ¢-Tobit dada em
(3.13). Em particular, essa equivaléncia ocorre quando se assume que A = Eglzv é uma
matriz conhecida.

Por outro lado, diferentemente do que foi observado no modelo estrutural N-Tobit,
condicionalmente em x;, para o modelo proposto, segue de (3.13) que a distribuigao
condicional de 7; | x;, b; depende de (u,,X,) através da funcao quadratica q(x;). Essa
dependéncia desaparece quando v — oo e, portanto, o modelo em (3.13) torna-se o

modelo em (3.8). Mais ainda, dessa representagao hierdrquica tem-se que

E(m; | by, x;) =m +95%; +v3bi, v+k>1

v+ q(x)

Var(ni | bl7XZ) - (V+k —9

>aw, v+ k> 2.

Em outras palavras, em (3.13) encontra-se uma estrutura similar ao modelo ¢-Tobit “livre
de erros” com uma relagao linear n; = v +v5%; +v5b; + w;, mas, nesse caso, tem-se que,
condicionalmente nas covariaveis observadas, os erros aleatérios w; sao heterocedasticos

e condicionalmente distribuidos tais que

Ww; ‘ biaxi ”}\? tl (07 (LQ(}(Z)) O-'LU7V+ k) 9
v+ k

i =1,...,n. Como E(w; | b;,x;) = 0 para v + k > 1, tem-se que E(w;x; | b;) =
E(x;E(w; | b;,x;)) = 0 e, portanto, w; e x; sao quantidades aleatdérias nao correlacio-
nadas. Consequentemente, o modelo (3.13) difere do modelo t-Tobit usual introduzido

por Arellano-Valle et al. (2012) em que todas as varidveis explicativas sdo consideradas
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quantidades conhecidas. Se a varidvel medida com erro nao estd na equagao de regressao,
entao n; = v + B5b; + w;, onde w; ~ t1(0, 0y, V), que é exatamente o modelo proposto
por Arellano-Valle et al. (2012).

Reconhecendo essas similaridades e diferencas, o processo de inferéncia no modelo
proposto se torna mais simples uma vez que sob as condigoes de identificabilidade, ha
uma rela¢do um-a-um entre os parametros do modelo (3.12) e aqueles no modelo reduzido
dado em (3.13) a qual é dada em (3.9). Logo, sob as condigoes de identificabilidade
consideradas, obtem-se de (3.13) que a fungao de log-verossimilhanga do modelo ¢-Tobit
com erro de medida estrutural para 0, os (k+1)(k/2+2)+1+1 diferentes parametros em
(V15 Y2, V3> Ows g, V(22), V), baseada em uma amostra de n observagoes independentes

pode ser expressa como

log f(D, ] 0) = > logtr(x; | py, e, v)

=1

- v+ q(x;)

- v+ q(x;)
+izl(1 —d;) log T (0 | 71+ voxi + v3bs, (W) Ow, V + ki) :

Em (3.14), tem-se novamente que o primeiro termo corresponde a uma contribuigao das
covariaveis aleatérias x;, as quais, nesse caso, afetam outros termos da funcao de log-
verossimilhanga através da forma quadratica g(x;). Esse efeito desaparece quando v — oo
e (3.14) converge para a funcao de log-verossimilhanga do modelo estrutural N-Tobit em
(3.10). Para o modelo proposto pode-se notar que, assim como para (35 e e (ver Segao

3.1), a estimacao de v nao é afetada pela escolha de A.

3.2.1 Inferéncia bayesiana no modelo ¢-Tobit com erros nas co-
variaveis

Nesta secao, similarmente ao que foi feito para o modelo t-Tobit (Capitulo 2, Secao

2.2.1), um algoritmo para se obter amostras das distribui¢oes a posteriori dos parametros

do modelo t-Tobit com erro de medida é desenvolvido baseado nas técnicas MCMC e

aumento de dados. Para isso, considera-se a representacao estocastica da distribuicao

t-Student multivariada obtendo, assim, a estrutura hierarquica dada em (3.15). Com
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isso, obtem-se, de (3.13), a seguinte formulac¢ao hierdrquica do modelo ¢-Tobit com erro

de medida:

y; = max{n;, 0},
mi | bi X, gi N (11 +¥hxi +v5bi, g o)
X; | bi, s N (Ber 97 20) (3.15)
glbi X G(v/2,2/v),
t=1,...,n, onde g; sdo varidveis aleatdrias latentes representando os fatores de mistura

de escala.

Para completar a especificacao do modelo assume-se, a priori, que A é uma quantidade
conhecida e que v1 ~ Ni(p1,01), ¥ ~ Ni(pg, B2), v5 ~ N, (15, B3), 0w ~ IG(0w, Bu),
B, ~ Np(py, 24), Ep ~ IW(my, ¥y) e v ~ TE(X;2), em que IW(my, ¥;) denota a
distribuicao Wishart-Inversa, onde ¥, é uma matriz positiva definida de ordem &k e m; >
0. Como consequéncia, as distribuicoes a priori para os parametros de regressao no

modelo original sao

Bil By ~ Ni(pn — AT+ A) 7 By, 01 + [A(L + A) 7 Bo) TuA (L + A) ' By),
By ~ Ni((Ti+ A)pty, (I + A)Es (I + A)').
Considerando a distribui¢ao condicional de 7; apresentada em (3.15) pode-se observar
que as respostas nao observadas de 7; também sao variaveis aleatdrias independentes com
uma distribuicao t-Student com massa abaixo de zero. Logo, condicional a uma resposta

censurada de y;, tem-se que a distribuigao condicional completa a posteriori (dcep) de n;

sob o modelo proposto é

Além disso, a dcep de g; € uma distribuicao gama dada por

(3.17)

1+k 204
gi|77i7DOi76NG( Thry 7 )a

2 (1= dy)ai; + dia3; + 0uq(Xi) + ouv

onde ay; = n; — (71 +v5Xi + ¥3bi) € ag; = yi — (71 + ¥aXi +¥3bi).
Como definido anteriormente, seja 8 = (v, s, V3, Ow, Ky, V(22 ), V) € denote por 8_, o

vetor @ sem a componente a. Exceto para o grau de liberdade v, as dccp das componentes

de @ também possuem forma fechada e sao dadas por
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n
N[04, De ~ N[ HiS oy +0," > gi [(1—di)ni + diyi — voxi — v3bi] p, Hi |,

i=1

n
Yo |0, De ~ N [HaS 3 py+0,} Zgi [(1 = di)ni + diyyi — 1 — v5bi] xi ¢, Ha |,
=1

n
Y3160 v, Dc ~ Ng, (H3 25 g + oyt Zgi (1 = di)ni + diyi — 1 — vaxi] by o, Hy |,
=1

n 1«
Ow ‘ 0_%, Dc ~ IG (Oéw + 5,,874; + 5 ;gz [(1 — dz)ai + dza%Z y
H,

n
S+ 200 gk | Hy |
i=1

u‘$|9—[1/szc ~ Nk

n
310 5 D ~ IW (m1+n,\1'1+29¢(xz'ux)(Xiuw)’ :
=1

€Im que
Hi' = o' +0,' Y0 g
Hy' = 3" +0,' Y0 gixix,
0+ ot Y gibibl,
H' = S+ g0

A dcep para o grau de liberdade v nao possui forma fechada e seu nucleo é o mesmo

o
Il

que foi obtido sob o modelo t-Tobit, ou seja,

n n

1 1
exp | —v |5 Zgi—log(gi) +X , v>2. (3.18)

=1

v —v/2
m(v]0_,,D.) x [%

Apesar do ntcleo de w(v | 8_,,D,) em (3.18) ser o mesmo de (Capitulo 2, Secao 2.2.1,
Equacao 2.12), a inferéncia sobre o grau de liberdade v ndo é a mesma em modelos ¢-Tobit
com e sem erro.

A dcep de n; dada em (3.16) segue de maneira direta da hipétese. Maiores detalhes
a respeito de como as dccp sao calculadas podem ser encontradas no Apéndice A. Como
consequéncia, amostras das distribuigoes a posteriori de n;, g; e @_,, também sao obtidas
usando o amostrador de Gibbs. O algoritmo de ARMS também é utilizado para obter-

se amostras da distribuicdo a posteriori de v. Amostras das distribuicées a posteriori
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dos parametros no modelo original que sdo dados em (3.12) sdo obtidas diretamente das
expressoes em (3.9) substituindo-se os valores gerados de 6.
No préximo capitulo se discute aspectos de inferéncia classica, sob o método de ma-

xima verossimilhanca, no modelo ¢-Tobit com erros nas covariaveis.
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Capitulo 4

Alguns aspectos de inferéncia
classica no modelo t-Tobit com erro
nas covariaveis

Um dos métodos mais utilizados para estimar parametros na escola cléssica de Esta-
tistica é o método da maxima verossimilhanca. Em modelos de regressao censurada, no
entanto, a obtenc¢ao de formas fechadas para tais estimadores nao é possivel e, geralmente,
métodos computacionais sao usados para a sua obtencao. Por exemplo, para o modelo
t-Tobit, Arellano-Valle et al. (2012) propoem um algoritmo do tipo EM para obter os
estimadores de méxima verossimilhanga (EMV) enquanto que, no modelo N-Tobit com
erro de medida, Wang (1998) propoe um método de Newton-Raphson para aproximéa-los.

O algoritmo EM, proposto por Dempster et al. (1977), possui varias caracteristicas
interessantes tais como estabilidade da convergéncia mondtona com o aumento do ntimero
de iteragoes aumentando a verossimilhanca e a simplicidade de sua implementacao. No
entanto, a estimacao de maxima verossimilhanga no modelo (3.13) é complexa e o algo-
ritmo EM é menos aconselhavel devido as dificuldades computacionais no passo M, como,
por exemplo, encontrar o ponto de maximo em uma funcao de varias variaveis. Para li-
dar com esse problema, aplica-se uma extensao do algoritmo EM, chamada de algoritmo
ECM (Meng e Rubin, 1993), que compartilha com o algoritmo EM vdrias caracteristicas
importantes como, por exemplo, o aumento da verossimilhanca a cada iteracao. Além
disso, usualmente, ele possui uma taxa de convergéncia mais rapida que a do algoritmo
EM. Essencialmente, o que difere o algoritmo ECM do algoritmo EM ¢é o passo M que, no

algoritmo ECM, ele é substituido por uma sequéncia de passos de maximizacoes condi-
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cionais (CM) onde cada parametro ¢ individualmente maximizado condicionalmente aos
outros parametros os quais sao fixados.

Com o objetivo de construir um algoritmo ECM para o modelo proposto, o fato de
uma distribuicao t-Student multivariada poder ser representada como uma mistura de
escala da distribuigao normal multivariada tende a facilitar a construcao do algoritmo e,
por isso, a representacao dada na expressao (3.15) também sera utilizado aqui (veja, por
exemplo, Arellano-Valle e Bolfarine, 1995). Da representagao hierarquica em (3.15), um
algoritmo ECM para obter-se os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) do vetor
0 = (71,72, Y3, Ow, By, V(22), V), pode ser implementado sem muita complexidade. A
propriedade de invariancia dos EMV e a condicao de identificabilidade assumida permitem
obter os EMV dos parametros originais. Para isso, basta considerar as expressoes dadas
em (3.9).

Na proxima se¢ao o algoritmo ECM para aproximar os EMV para os parametros do

modelo proposto sera construido.

4.1 Algoritmo ECM para o modelo ¢-Tobit com erros
nas covariaveis

Para construir o algoritmo ECM para o modelo proposto algumas notagoes adicionais
sdo necessarias para descrever a log-verossimilhanga completa obtida da expressao (3.15),
do Capitulo 3.

Como descrito anteriormente seja D, = (D,,D;) o conjunto de dados completos,
onde D, sao os dados observados e D; = (Dyy, ..., Dy,), onde Dy; = (1, g;) s@o os dados
latentes (dados faltantes hipotéticos). A funcao de log-verossimilhanga completa para 6,

induzida por (3.15) é 1°(0 | D) = > ., 1¢(0 | D,;, Dy;), onde

50 | Dy, Diy) = log 1 (s | j(x:), 67 o) + log én(xs | phy, 072

1% 1% 14 14 1%
—logD (=) +=log (=) +=loggi — =g

1 1 1 1
(08 b log oy, — Egism - §1Og 1X.] — §9z‘(Xi - Hx)/EEI(Xi - H’x)
v 1 v v v
—logT' | = —vl — —log g; — =g, 4.1
0g <2>+2V 0g<2>+2 089i — 59 (4.1)

S = s Moi = (i — (%)) e pu(x;) = 71 + ¥oXi + ¥sby.
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Dado o valor atual 5(” de 0, que corresponde ao vetor formado pelos diferentes com-
ponentes de (ﬁit), '?lg(t), 'Ay:(f) , 81(5), ﬁg) , v(ig)), ﬁ(t)) , 0 passo E do algoritmo calcula a espe-
ranca da funcao de log-verossimilhanga dos dados completos condicional nos dados obser-
vados e em 8. Tal esperanga condicional é denotada por Q(6 | 6“)) =" ,0:0] 5“’)

e de (4.1) tem-se que

~(1) c ~(1)
Qi(e | 0 ) - E(li<9 ’ DoiaDoi) ‘ Doi>0 )

— (1 —d)E(O | Dy, Dyy) | 1 < 0,by,x:,0")

~(t

+d; E(I5(0 | Dyi, Do) | yiybi7xi70( ))

1 1 —0 1 1 —(0 B
X ) log oy — E(gism) ) log |3, ] — 5(91) (x; — H’x)/zx (Xi — 1)
v 1 v v ——# v—=(t)
10T () 4 2vlog (2) + Zog g = Zig) . 12
og <2)+2v og(2)+2(0gg> 2(g) (4.2)
—— ) — )
onde (9:Sy,) = (g:m7) —2p(xi)(gimi)  + (u(x:))*(9:) e
— (1) (1)
(gi)( ) = (1—-d;))E(gi | 7 <0,bi,%x4,0" ") + d;E(g; | yi, bi, x3,0 "),
—( ~(1) ~(t)
(Qim)( | = (1—-di)E(gini | m <0,bi,x4,0 ") + diviE(9i | yi, bi, xi,0 ), (4.3)
o ~(t) ~() ’
(gin?) ) = (1—-d)E(gm? | n <0,bi,x;,0 ")+ diy?E(gi | yi, bi,xi,0 ),
—— (t —~ —~
(loggi) = = (1—d;)E(logg; | ni < O,bz’,Xm@(t)) + d; E(log g; | yubi,xz‘,e(t))-

Logo, a partir de (4.2) tem-se

~(t) n Il &~ ———® n I~ — () _
QO16) o —Jlogoy —5—> (6iSy) —5log|Sel— 5> (9:) (xi—p,)'S7" (xi — )
o .

K2

v n v Ve —— () 1 —(8)
—nlogD <2> + §V10g (2> + 3 Z (logg;) — 5 Z (9i) (4.4)

As esperangas condicionais truncadas consideradas em (4.3) sdo sumarizadas no Lema
2 dado no Apéndice B.

Os passos CM (maximizagao condicional) maximizam a funcao Q(6 | 5(”) definida
em (4.4) com respeito a 6, condicionalmente nos dados observados e em 5(” e obtém uma

. . (1) .
nova estimativa 6 da seguinte forma:

=1 i=1 i=1 i=1

—1
. "L —() De— ) ) e — (1) ) e (1)
D (Ej@i) ) (§j<gim> 705 ) x-S (90) b)
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n

=1 i=1 i=1

[y

1=

= =1 i=1

X; (
—1
Y (1) ),
(Z gim) i (tH)Z(gi) b, —> (i) biX;’YgH—l)) :
—=() 2 Z": n
n
=1

S0 (Z )" bibg)
=1
1
n
1
n

— () o R " (1) S~ L,
(9i) Xé) (gmz) xi— S () x> (a0) Xzbi’Y:(f)),
(t)
)
1

o y o e 4 L ey

USH) = Z (gﬂhz) - (gini)  (u( 4 - Z H <)) 7
= - =1

~ n /‘\(t) B n /\(t)

;(Bt+1) = (g’L) Z (gz) Xl)

=1 i=1

o (1) " — ) R () ~

Xa = =Y (g) (xi— A3, i — BSTY),

e
pt+l) P+ Iem—1) 1~ ——®
1% 1%
1 — = — i -— — 1 i —1,
( 2 ) i”( 2 ) w2 (o) =50 (orw)
— R — 2(t4+1) — t+1]?
onde (1)) =50 +70x,45 by, (i) T = [<u<xi>> } ¢ (z) = L logT(x)

~(t
denota a funcdo digama. Maiores informagoes sobre a maximizagao de Q(6 | 0( )) podem
ser encontradas no Apéndice C.
O algoritmo ECM ¢ iterado até que a distancia envolvendo duas avaliagoes sucessivas

da log-verossimilhanga dada em (3.14) seja suficientemente pequena, isto é,

log (D, | 8")/10g F(D, | 8"

)_1|<Ea

onde € — 0 é uma escolha arbitréria.

4.2 A matriz de informacao observada do modelo t-
Tobit com erros nas covariaveis

Nesta secao a matriz de informacao observada para o modelo proposto t-Tobit com
erros nas covariaveis sera calculada. Com ela é possivel obter-se os erros padrao assinto-
ticos dos estimadores de méaxima verossimilhanca do modelo proposto. Primeiramente,
constroi-se a matriz de informagao observada para o modelo reduzido dado em (3.13) que

depende dos parametros transformados @ = (v1, ¥, V3, Ow, g, V(X2), V).
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Se D, = (y,d,x,b) denota um tnico dado observado sob o modelo proposto, entao a
contribuigao de D, para a funcao de log-verossimilhanca, dada em (3.14), é
log f(D, | 8) = logty(x | py, X, v)

Uw
+dlogt, (y | 71 + v5x + v5b, vt k;) (4.5)
(Xvkvl’)

+(1 —d)logTy (0 |71+ X + s, ,V+k> :

m(x,k,u)

Faca yo = y — p(x), xo = x — p,, e pu(x) = 11 +v4x+4b. A partir da expressao (4.5), o
esquema geral a ser desenvolvido é: (i) determina-se a matriz de informagao observada de
(Yo, 0w, X0, v(X5), V) a partir do segundo diferencial de cada um dos termos da expressao
da log-verossimilhanga em (4.5); (ii) obtém-se a matriz jacobiana da transformagao de
(Yo, 0w, X0, v(X,), V) para 0 e, a partir dela e da matriz obtida em (i), encontra-se a
matriz de informacao observada para 6; (iii) similarmente, obtém-se a matriz jacobiana
de transformacao de @ em (51, By, B3, 0u, e, V(Ze¢), V), que gera a matriz de informagao
observada para os parametros originais do modelo proposto (3.12).

A matriz de informagao observada de (yo, 0y, X0, v(2,), ) é dada por
I°((yo, 0w, %0, 0(8s), v)) = I* + dIY + (1 — d)I°,

onde as matrizes I®, IV ¢ I° sdo dadas por

0 0 0’ 0’ 0
0 0 o’ (1 0
¢ — 0 0 I/f(oxo Iiou(Eﬁ) If(oy 7
00 IxougZ]x) IU(E/x)v(Ew) IU(Ew)V
0 0 I, IU(EW I,
Iil//oyo I ?Z;jodw I Zoxo Izov(zz) I.gol/
[??JJOO'w Igwo'w Igwxo IZMU(EI) Igwy
Iy = — ISOXO Ig'wxo Iz;(oxo Iiov(zz) If{ol/
I I’ I’ I I
yov(De) owv(Dz) xov(,zz) v(EII)v(Ez) (D)
1Y 1Y IY I’ 1Y
YoV OwV XV ’U(Ew)ll vv
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0 o’ o’ 0
]yo Yo IZ?IJO ow Iyo X0 Iyg v(D) ]yo v
(4 0’
]Z(/)OUw ]211)0'11) IO'wXO IO'w’U(Ez) Igwu
ID:_ ng Igwx I?{x I?CUE I()](l/
Iooo Io 0 IO/oo Ioo(z) Ioo
yovo<21> owg@z) xmégEz) v(%)v(Ez) v(%lzw
]ygu Iawz/ IXol/ IU(EI)V ]1/1/

As estradas dessas matrizes e maiores detalhes sobre os cédlculos para obté-las podem ser
encontrados no Apéndice D.

A matriz jacobiana J; associada a transformagao de (yo, 0y, X0, v(X,),v) para 6 é

dada por
-1 0 0 o 0
-x 0 O 0 0
-b 0 O 0 0
J,=| 0 1 0 (1 0
0O 0 —-I, 0 0
0 0 0 Iy O
00 o 0 1

Logo, a matriz de informagao observada para 0, I°(8), é
I°00) = J1 I°((yo, 0w, X0, (), V) I}

A matriz jacobiana J associada & transformacao de 8 em (531, By, B3, 0w, pe, v(Ze¢), V)

é, por sua vez, dada por

1 o o 0 o’ o’ 0
(I —=Mpe A0 [(I—AN)Z+Z(Ir—A)]B, 0 0 0
0 0 I, 0 0 0 0
Jy = 0 o o 1 o’ o’ 0],
(I.—A)YB, 0 0 0 I 0 0
0 0 0 D’ vec(B,85(I) — A)) 0 D'(AN®I,)DDD)! 0
0 o o 0 o’ o’ 1

onde A = (I, + A)™! é a razao de confiabilidade e D é a matriz de duplicagdo com
dimensao k? x k(k +1)/2 tal que vec (A) = Dv(A) para qualquer matriz simétrica A de

dimensao k x k. Portanto, a matriz de informagao observada para o modelo proposto é

Io(ﬂh /327 1837 Ou, /J’fJ U(E§)7 V) = J2IO(0)J,2

Pode-se observar das expressoes anteriores que J9 nao depende do dado observado. Logo,

considerando uma amostra de n individuos, a matriz de informacao observada para o
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modelo proposto é

IO(B17/327/33JUU7N§7U(25>7V) :J2 ZJliIo((yOmO-w’XOiaU(Em)?V))‘]l; J,2
i=1

Esse resultado sera utilizado nos Capitulos 5 e 6 na construcao de intervalos de con-

fianca para os parametros do modelo proposto.
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Capitulo 5

Estudos Monte Carlo

Nesse capitulo sao realizados estudos Monte Carlo para avaliar os estimadores baye-
sianos média e mediana a posteriori obtidos usando o modelo proposto e compara-los
aqueles obtidos usando os modelos tipo Tobit previamente introduzidos na literatura,
Tobit, t-Tobit e N-Tobit com erros nas covariaveis. Também serd feito um estudo Monte
Carlo para avaliar o desempenho dos estimadores de méxima verossimilhanga, obtidos
pelo algoritmo ECM, introduzidos no Capitulo 4. Diferentes cenarios serao considerados

em ambas as andlises. Em cada cendrio deseja-se avaliar o efeito:
Cenario 1: De diferentes proporcoes de censuras.
Cenario 2: De diferentes tamanhos amostrais.
Cenario 3: Da ma especificacao da condicao de identificabilidade A.
Cenario 4: Do grau de liberdade considerado na geragao dos dados.

Cendrio 5: Da mé especificacao do grau de liberdade v.

Em modelos que envolvem a distribuicao ¢t-Student tem sido comum a pratica de fixar
uma grade de valores para o grau de liberdade v e utilizar algum critério para selecionar o
melhor modelo. A defesa para tal estratégia é que pode-se perder robustez sempre que v é
estimado. No entanto, como o processo de estimagao pode ser computacionalmente caro,
esse procedimento pode ser inviavel para uma grade muito fina. Por isso, diferentes graus
de liberdade, isto é, a robustez do modelo, também ¢ levada em consideracao nos estudos
Monte Carlo. No Cenario 4, os conjuntos de dados sao gerados assumindo diferentes

valores para o grau de liberdade e, assim como para os cendrios de 1 a 3, v também é um
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parametro a ser estimado. No Cenario 5 considera-se que v é conhecido e fixo no modelo
e o objetivo ¢é avaliar como as estimativas sao afetadas se o valor de v é mal especificado
a priori. No caso bayesiano, os dados sao gerados sob o modelo proposto e como sub-
produto é feita uma investigacao do efeito nas estimativas da escolha equivocada de um
dos modelos ja propostos na literatura.

Como o objetivo dos estudos é avaliar o comportamento dos estimadores nao houve
muita preocupagao com a escolha pratica do valor de A, como mencionado no Capitulo

3. Devido a isso, em alguns casos foram obtidos valores de o, negativos.

5.1 Caso 1: Avaliando os estimadores bayesianos

Em todos os cenarios sao consideradas 500 réplicas do modelo proposto com k; = k =

2, isto é, considera-se duas covaridaveis medidas com erro e duas covariaveis medidas sem

erro, em que se assume 1 = —6, By = (B, 32,) = (0,6;—0,3), Bs = (B31,83,) =
S Sepy 180 —0,1

(0,5;2), o, = 18, X¢ = S Sen =01 50 ) pe = (20;1), e v = 5.
Assume-se também que A = 0,11,. Logo, ¥, = 0,13,. Para as covaridveis medidas
sem erro b; = (by;;by;)" considera-se que by; ~ N(10,3%) e by; ~ Bernoulli(0,8),
1=1,...,n.

No Cenario 1 as amostras sao de tamanho n = 200 e os dados sao gerados assu-
mindo 5%, 25% e 45% de censura. No Cenédrio 2 a proporcao de censura é fixada em
aproximadamente 12,26% e as amostras possuem tamanho n = 50, 200 e 500. As amos-
tras no Cendrio 3 sao de tamanho n = 200 e com aproximadamente 12,26% de censura.
Nesse caso, os modelos com erros nas covariaveis que assumem as distribuicoes normal
e t-Student sao ajustados assumindo A = 0,00115, 0,051, 0,115, 0,151, e 0,315. Nos
Cenarios 4 e 5, as amostras possuem tamanho n = 200 e os dados sao gerados do mo-
delo proposto assumindo v = 2,01, 5 e co. Tais valores também sao assumidos como
especificacoes a priori para v no Cenario 5.

Distribuicoes a priori pouco informativas sao consideradas para todos os parametros

assumindo distribuicdes a priori com grandes variancias. Assume-se as seguintes distri-

buigoes a priori para os modelos t-Tobit e N-Tobit ambos com erros nas covariaveis:
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ou ~ 1G(2,0001,10,001). Para os modelos ¢t-Tobit e t-Tobit com erros nas covaridveis
também ¢é assumido que v ~ TE(10%;2).

Para o MCMC, com o objetivo de obter uma amostra final de tamanho 150, uma
cadeia de tamanho 6.491 é executada. Apds a convergéncia ser alcancada, descarta-se os
primeiros 5.000 valores como periodo de burn-in e considera-se um lag de 10 passos para
obter uma amostra nao correlacionada vinda da distribuicao a posteriori.

Neste estudo também sao comparados os resultados obtidos pelo modelo proposto
(tce) com os modelos Tobit normal (nse), t-Tobit (tse) e N-Tobit com erros nas cova-
ridveis (tce). Em cada réplica Monte Carlo calculou-se as estatisticas LPML e DIC.
O logaritmo da verossimilhanga pseudomarginal (LPML) é uma estatistica resumo das
CPO;’s (ordenadas preditivas condicionais). A CPO (Carlin e Louis, 2008) é uma das
estatisticas mais usadas como critério de selecao e é derivada da distribuicao preditiva a
posteriori. Para o modelo proposto, nao ha forma fechada para a CPO;. No entanto, uma
estimativa Monte Carlo da CPO; pode ser obtida usando uma tnica amostra MCMC da
distribuicao a posteriori conjunta dos parametros do modelo proposto a partir de uma
aproximacgao por média harmonica (Dey et al., 1997). Valores maiores de LPML indicam

melhores ajustes. O ‘deviance information criterion’ (DIC) foi proposto por Spiegelhater
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et al (2002) e é baseado na média a posteriori da ‘deviance’, que é estimada a partir
da funcao de verossimilhanca e de amostras da distribuicao a posteriori conjunta dos

parametros do modelo proposto. Valores menores para o DIC indicam melhores ajustes.

5.1.1 O efeito de diferentes proporcoes de censura nos estima-
dores bayesianos - Cenario 1

As Tabelas 5.1 e 5.2 apresentam o valor mediano e o erro quadratico médio (mse) para
as médias e medianas a posteriori, respectivamente, sob o modelo ¢-Tobit com erro nas
covariaveis, N-Tobit com erros nas covariaveis, t-Tobit e Tobit sempre que os dados sao
gerados assumindo 5%, 25% e 45% de censura. A mediana foi escolhida para representar
as estimativas tipicas pois sao menos susceptiveis a valores atipicos.

Pode-se observar das Tabelas 5.1 e 5.2 que, de maneira geral, melhores estimativas,
para cada modelo, sao obtidas para os casos onde ha menor propor¢ao de censuras. Mai-
ores diferencas em relagao aos verdadeiros valores dos parametros sao obtidas quando
ajustam-se as amostras geradas com erros nas covariaveis os modelos que nao os consi-
deram. Para os modelos com erros nas covariaveis os parametros com piores estimativas
sao os de escala o, e 3¢, enquanto os com as melhores estimativas sao os relacionados as
covariaveis com erro, 3,. Nos modelos ajustados sem erros nas covaridveis as melhores es-
timativas foram obtidas para os parametros associados as covariaveis 3, e B3, enquanto
as piores estimagoes foram observadas para o parametro de escala o, e no intercepto
B1, especialmente no modelo ¢-Tobit quando a censura observada é de apenas 5%. Em
relacao ao grau de liberdade v observa-se valores superestimados para todos os casos,
principalmente no modelo ¢-Tobit. As melhores estimativas foram obtidas quando sao
ajustados aos dados o modelo proposto. Tanto a média quanto a mediana a posterior:
fornecem estimativas e resultados proximos aos valores reais dos parametros utilizados
para geracao dos dados.

A Tabela 5.3 apresenta a mediana dos desvios padrao a posterior: dos parametros dos
modelos ajustados em funcao da proporcao de censura na amostra.

Em relacao a variabilidade a posteriori, de acordo com a Tabela 5.3, observa-se um
aumento no desvio-padrao das distribuigoes a posteriori dos parametros a medida que

a porcentagem de censuras aumenta. Tanto para os modelos com erros nas covariaveis

40



Tabela 5.1: Mediana e erro quadrético médio (em parénteses) para as médias a posteriori dos para-
metros dos modelos ¢-Tobit com erro nas covaridveis (tce), Tobit normal com erro nas covaridveis (nce),
t-Tobit (tse) e Tobit normal (nse) em fungao da proporgao de censura na amostra.

Modelo tce nce tse nse
Censura Parametro Real mediana mse mediana mse mediana mse mediana mse
5% b1 -6 -6,078 (3, 436) -5,803 (4, 527) -4,838 (9,762 x 10%) -4,759 (5, 863)
Bay 0,6 0,603 (1,100 x 107%) 0,596 (1,800 x 107%) 0,542 (4,291 x 107%) 0,541 (4,885 x 1073)
By -0,3  -0,299 (3,500 x 1073)  -0,299 (5,800 x 1073)  -0,270 (4,393 x 1073) -0,269 (5,714 x 10~%)
B3, 0,5 0,483 (1,990 x 1072) 0,489 (2,680 x 1072) 0,490 (2,337 x 1072) 0,496 (2,689 x 1072)
By 2 2,042 (1,018) 2,058 (1,198) 2,180 (9, 768 x 10%) 2,067 (1,202)
Oy 18 18,937 (1,208 x 10%) 26,338 (1,311 x 10%) 32,358 (1,340 x 10%) 36,979 (4,379 x 10%)
He, 20 20,096 (1,323) 19,996 (1,675)
He, 1 1,036 (3,568 x 1071) 1,034 (4,407 x 1071)
Yy 180 200,361 (1,040 x 10%) 296,205 (1,733 x 10%)
e 01 0,743 (6,179 x 10%) 0,670 (3,101 x 10?)
oy 50 64,382 (2,616 x 10%) 89,945 (2,945 x 10%)
v 5 6,149 (5,426) 14,710 (9,990 x 101)
25% 01 -6 -5,930 (4, 184) -6,049 (5, 566) -4,883 (5, 834) -4,881 (6, 531)
By 0,6 0,603 (1,462 x 107%) 0,600 (2,507 x 107%) 0,543 (4,528 x 107%) 0,544 (5,021 x 107%)
By -0,3  -0,298 (4,164 x 1073)  -0,301 (6,838 x 1073)  -0,272 (5,305 x 1073)  -0,273 (6,725 x 107%)
B,y 0,5 0,487 (2,332 x 1072) 0,505 (3,047 x 1072) 0,495 (2,712 x 1072) 0,509 (3,116 x 1072)
B 2 2,066 (1,134) 2,114 (1, 343) 2,155 (1,212) 2,085 (1,373)
oy 18 18,916 (1,481 x 10%) 25,947 (1,313 x 10%) 31,932 (2,321 x 10?) 36,276 (4,388 x 10?)
He, 20 20,042 (1,328) 20,008 (1,673)
He, 1 1,057 (3,582 x 1071) 1,019 (4,431 x 1071)
Pen 180 200,731 (1,092 x 10%) 296,372 (1,752 x 10%)
Ye, 01 0,798 (6,238 x 101) 0,876 (3,115 x 10?)
Yoy 50 64,549 (2,711 x 10%) 90,130 (2,939 x 10%)
v 5 6,334 (6, 218) 15,657 (1,174 x 10?)
45% b1 -6 -6,400 (6, 478) -6,867 (9, 946) -5,516 (7,538) -5,768 (8,495)
By 0,6 0,609 (2,274 x 107%) 0,616 (4,101 x 107%) 0,556 (4,337 x 107%) 0,559 (4, 783 x 107?)
By -0,3  -0,297 (5,509 x 1073)  -0,304 (8,804 x 1073)  -0,274 (6,543 x 1073)  -0,279 (7,967 x 10~%)
B3, 0,5 0,492 (2,977 x 1072) 0,512 (4,061 x 1072) 0,517 (3,514 x 1072) 0,521 (4,071 x 1072)
By 2 2,057 (1,414) 2,229 (1,794) 2,249 (1,584) 2,209 (1,784)
Oy 18 18,996 (2,172 x 10%) 27,178 (1,905 x 10%) 33,472 (3,033 x 10?) 38,245 (5,735 x 10%)
He, 20 20,010 (1,323) 20,030 (1, 681)
He, 1 1,049 (3,597 x 1071) 1,008 (4,414 x 1071)
Yy 180 202,580 (1,135 x 10%) 294,933 (1,743 x 10%)
Ye, 0,1 0,673 (6,334 x 10%) 1,006 (3,104 x 10%)
hIVSN 50 64,911 (2,768 x 10%) 89,919 (2,953 x 10%)
v 5 6,408 (6,719) 16,493 (1,314 x 10?)
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Tabela 5.2: Mediana e erro quadratico médio (em parénteses) para as medianas a posteriori dos
pardmetros dos modelos t-Tobit com erro nas covaridveis (tce), Tobit normal com erro nas covaridveis
(nce), t-Tobit (tse) e Tobit normal (nse) em fungio da proporc¢ao de censura na amostra.

Modelo

tce

nce

tse

nse

Censura Parametro Real mediana mse

mediana mse

mediana mse

mediana mse

5% b1 -6 -6,058 (3,463) -5,792 (4,556) -4,865 (9,751 x 10%)  -4,789 (5,902)
Boy 0,6 0,603 (1,090 x 1072) 0,595 (1,772 x 1073) 0,542 (4,316 x 1073) 0,541 (4,883 x 103)
By  -0,3  -0,300 (3,464 x 1073)  -0,298 (5,777 x 1073) 0,270 (4,354 x 107%)  -0,269 (5,730 x 10~%)
B3, 0,5 0,487 (2,008 x 1072) 0,490 (2,679 x 1072) 0,490 (2,321 x 1072) 0,496 (2,705 x 10~2)
Je 2 2,070 (1, 026) 2,069 (1,201) 2,156 (9,759 x 10%) 2,062 (1,201)
ou 18 18,778 (1,149 x 10Y) 26,198 (1,264 x 10%) 32,035 (1,127 x 10%) 36,709 (4,266 x 10?)
e, 20 20,090 (1,316) 19,980 (1, 678)
e, 1 1,031 (3,577 x 1071) 1,050 (4,438 x 1071)
3¢, 180 198,355 (9,653 x 102) 294,260 (1,682 x 10%)
Se,  -0,1 0,850 (6,047 x 10%) 0,619 (3,040 x 102)
Seo, 50 63,977 (2,472 x 10%) 89,295 (2,888 x 10%)
v 5 5,922 (4,147) 13,539 (8,016 x 10%)
25% b1 -6 -5,988 (4,161) -6,051 (5,601) -4,836 (5, 944) -4,815 (6, 618)
By 0,6 0,603 (1,470 x 1073) 0,601 (2,496 x 1073) 0,542 (4,573 x 1073) 0,544 (5,073 x 1073)
Bsy  -0,3  -0,298 (4,162 x 1073)  -0,302 (6,829 x 1073)  -0,272 (5,337 x 1073)  -0,274 (6,729 x 10~3)
Bs, 0,5 0,485 (2,323 x 1072) 0,500 (3,058 x 1072) 0,496 (2,729 x 1072) 0,503 (3,140 x 1072)
Bss 2 2,057 (1,132) 2,120 (1, 342) 2,135 (1,211) 2,051 (1, 376)
Ou 18 18,647 (1,407 x 10') 25,499 (1,244 x 10%) 31,650 (2,221 x 10%) 35,758 (4,247 x 10?)
e, 20 20,036 (1,337) 20,010 (1,673)
e, 1 1,048 (3,593 x 1071) 1,015 (4,467 x 1071)
e, 180 200,079 (1,005 x 10%) 294,225 (1,698 x 10%)
e, 01 0,640 (6,131 x 10%) 0,731 (3,058 x 102)
Seo 50 64,130 (2,551 x 10%) 89,666 (2,856 x 10%)
v 5 6,100 (4, 783) 14,468 (9,480 x 10%)
45% B -6 -6,435 (6,416) -6,862 (9, 860) -5,429 (7,611) -5,773 (8,464)
By 0,6 0,608 (2,274 x 1073) 0,615 (4,067 x 1073) 0,556 (4,413 x 1073) 0,557 (4,833 x 1073)
By -0,3  -0,296 (5,483 x 1073)  -0,303 (8,760 x 1073)  -0,273 (6,574 x 1073)  -0,278 (7,954 x 10~3)
B3, 0,5 0,494 (2,949 x 1072) 0,518 (4,011 x 1072) 0,514 (3,527 x 1072) 0,522 (4,084 x 1072)
Bss 2 2,050 (1,423) 2,250 (1,789) 2,235 (1,576) 2,187 (1,795)
Ou 18 18,630 (2,008 x 10') 26,900 (1,802 x 10%) 33,004 (2,878 x 10%) 37,890 (5,485 x 10?)
e, 20 19,999 (1,329) 20,050 (1,690)
He, 1 1,060 (3,622 x 1071) 1,009 (4,439 x 1071)
3¢, 180 200,230 (1,054 x 10%) 292,820 (1,693 x 10%)
B¢, -0,1 0,766 (6,126 x 101) 1,161 (3,052 x 10?)
Seoy 50 64,383 (2,608 x 10%) 89,084 (2,897 x 10%)
v 5 6,152 (5, 188) 15,265 (1,066 x 10%)
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Tabela 5.3: Mediana para os desvios-padrao a posteriori dos parametros dos modelos ¢t-Tobit com erro
nas covarigveis (tce), Tobit normal com erro nas covaridveis (nce), t-Tobit (tse) e Tobit normal (nse) em
funcgao da proporcao de censura na amostra.

Modelo tce nce tse nse

Censura Estatistica mediana mediana mediana mediana

5% B1 1,824 1,963 1,851 1,940
By, 0,032 0,029 0,026 0,026
Ba, 0,058 0,052 0,048 0,047
B, 0,143 0,156 0,147 0,155
Bs, 0,965 1,043 1,012 1,053
Ou 3,365 4,075 3,887 3,828
e 1,151 1,276
e, 0,645 0,700
Ter 25,124 29,733
et 8,785 11,515
ey 7,682 8,925

v 1,436 5,784
25% B1 1,991 2,173 2,048 2,143
By, 0,037 0,034 0,031 0,031
Bay 0,061 0,056 0,052 0,051
B, 0,148 0,164 0,157 0,165
Bas 1,017 1,114 1,075 1,122
Tu 3,657 4,429 4,307 4,329
e 1,145 1,279
e, 0,643 0,700
o, 25,223 29,545
e, 8,804 11,527
£29 7,710 9,016
v 1,535 6,175
5% B1 2,388 2,590 2,436 2,542
B, 0,045 0,041 0,038 0,038
By, 0,067 0,063 0,057 0,057
B, 0,164 0,185 0,177 0,185
Bas 1,151 1,273 1,227 1,281
T 4,221 5,289 5,287 5,370
e 1,149 1,269
e, 0,644 0,699
e, 25474 29,296
e 8,758 11,449
ey 7,807 9,012
v 1,592 6,598
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quanto nos modelos sem erros as maiores variabilidades a posteriori ocorrem nas distri-
buicoes dos parametros de escala. Entre os modelos que consideram erros de medida nas
covariaveis as distribuicoes a posteriori com menores desvios-padrao ocorrem no modelo
proposto e entre os modelos sem erros nas covariaveis as maiores precisoes a posteriori
estao no modelo ¢-Tobit. De maneira geral os desvios-padrao a posteriori de cada pa-
rametro nao se diferenciam tanto entre os modelos ajustados, a nao ser para o grau de
liberdade v, que tem menor variancia no modelo proposto.

A Tabela 5.4 apresenta as estatisticas DIC (deviance information criterion) e a soma
dos logaritmos das ordenadas da densidade preditiva condicional (LPML) para cada mo-

delo ajustado em funcao da proporcao de censura presente nas amostras.

Tabela 5.4: Medianas e médias dos valores obtidos de LPML e DIC para os modelos t-Tobit com erro
nas covariaveis (tce), Tobit normal com erro nas covaridveis (nce), t-Tobit (tse) e Tobit normal (nse) em
fungdo da proporcdo de censura na amostra.

Modelo tce nce tse nse
Censura Estatistica  mediana média mediana média mediana média mediana média
5% LPML -2195,483  -2196,572 -2224,329 -2227,633 -621,593 -626,786 -625,447 -626,553
DIC 4390,388  4392,682 4442904 4448858 1242,054 1251,774 1248653 1250,264
25% LPML -2086,784 -2087,781 -2113,786 -2116,930 -511,211 -511,250 -514,341 -515,858
DIC 4173,292  4175,057  4220,678 4227419 1020,905 1021,027 1026,942 1028813
45% LPML -1972,489 -1973,387 -1998,104 -2000,630 -396,251 -395,996 -399,146 -399,618
DIC 3044297  3946,163  3991,443 3994912 790,943 790,423 796,051 796,364

De acordo com a Tabela 5.4 nota-se que o aumento na proporcao de censura resulta
em um aumento (decrescimento) nas medidas LPML (DIC). Pode-se ver também que,
dentre os modelos com erros nas covariaveis, as medidas LPML e DIC indicam que o
melhor modelo é o modelo proposto. Porém, levando em conta os modelos ajustados
sem erros nas covariaveis, tais medidas mostram que esses modelos sao os melhores. No
entanto, como observa-se nas Tabelas 5.1 e 5.2, as melhores estimativas sao obtidas no
modelo proposto e, portanto, se ha evidéncias de que covaridveis podem ter sido medidas
com erros ¢ melhor considerar os modelos que levam isso em conta. Também pode-se
notar que se o modelo nao é bem especificado, apesar de obter estimativas ruins para o,
obtém-se também distribuigoes a posteriori para o, com alta variancia (veja Tabela 5.3).

Isso também pode ser uma boa ferramenta auxiliar na selecao do modelo.
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5.1.2 O efeito de diferentes tamanhos amostrais nos estimadores
bayesianos - Cenario 2

As Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam as medianas e os erros quadraticos médio para a
média e mediana a posteriori, respectivamente, dos parametros dos modelos ajustados
considerando diferentes tamanhos amostrais.

Das Tabelas 5.5 e 5.6 nota-se que, quanto maior o tamanho da amostra, melhores
sao as estimativas. O modelo que apresenta melhores resultados é o modelo proposto,
t-Tobit com erros nas covariaveis. Assim como no Cenario 1 pode-se observar que, se
existem evidéncias de que as covaridveis foram medidas com erro, deve-se considerar os
modelos que levam isso em conta, uma vez que os erros quadraticos médio nos modelos
ajustados sem erro nas covariaveis sao maiores que nos modelos com erros de medida nas
covariaveis. Considerando o maior tamanho amostral observa-se que a estimativa pontual
de X¢,, ainda ¢ relativamente distante do valor real em ambos os modelos com erros nas
covariaveis. Assim como para os outros parametros as estimativas obtidas para o grau
de liberdade v tendem a ficar cada vez mais proximas do valor real com o aumento do
tamanho da amostra mas é no modelo proposto que o valor estimado fica ainda mais
proximo do real. Nota-se também que, para todos os modelos ajustados, os parametros
que sao mal estimados sao os de escala.

A Tabela 5.7 apresenta as medianas para os desvios-padrao a posteriori dos parame-
tros dos modelos ajustados considerando diferentes tamanhos amostrais.

A medida que aumenta-se o tamanho da amostra observa-se, na Tabela 5.7, que os
desvios-padrao a posteriori diminuem. Dentre os quatro modelos ajustados aos dados
nota-se que o modelo proposto é o que apresenta, em geral, distribuicoes a posteriori mais
precisas. Para todos os modelos as distribui¢oes marginais a posterior: dos parametros
de escala sao as que possuem maior variancia.

A Tabela 5.8 apresenta as estatisticas de ajuste de modelo DIC e LPML para os
modelos ajustados considerando diferentes tamanhos amostrais.

Na Tabela 5.8 observa-se que, para cada modelo ajustado, o aumento no tamanho das
amostras gera um decréscimo (acréscimo) nas estimativas pontuais das medidas LPML
(DIC). Dentre os modelos com erros nas covariaveis, tais medidas mostram que o modelo

proposto deve ser o escolhido, exceto no caso de amostras com tamanho 20. No entanto,
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Tabela 5.5: Mediana e erro quadrético médio (em parénteses) para as médias a posteriori dos para-
metros dos modelos ¢-Tobit com erro nas covaridveis (tce), Tobit normal com erro nas covaridveis (nce),
t-Tobit (tse) e Tobit normal (nse) em fungado do tamanho da amostra.

Modelo

tce

nce

tse

nse

n Parametro Real mediana mse

mediana mse

mediana mse

mediana mse

20 B -6 -8,106 (5,381 x 105) -7,042 (4,965 x 104) 386,733 (1,150 x 107)  -5,549 (3,959 x 105)
Bs, 0,6 0,614 (1,629 x 1072) 0,613 (1,745 x 1072) 0,568 (1,515 x 1072) 0,558 (1,594 x 10~2)
By 0,3 -0,305 (5,761 x 1072) 0,295 (6,357 x 107%)  -0,276 (5,170 x 1072)  -0,267 (5,275 x 1072)
B3, 0,5 0,484 (3,666 x 107!) 0,517 (3,756 x 107') 0,522 (3,810 x 10~%) 0,521 (3,838 x 1071)
Bss 2 2,955 (5,380 x 10°) 2,334 (4,953 x 10%) 382,381 (1,151 x 107) 2,290 (3,958 x 10%)
Ou 18 15,994 (4,065 x 10%) 16,298 (3,137 x 10?) 33,913 (1,021 x 10%) 29,940 (5,092 x 10?)
e, 20 20,280 (1,398 x 10') 20,156 (1,553 x 10')

He, 1 1,149 (3,833) 1,082 (4,454)
Z¢,, 180 276,960 (1,859 x 10%) 298,833 (3,576 x 10%)
3¢,  -01 -0,515 (8,310 x 10%)  -0,312 (1,692 x 10%)
Se,, 50 146,123 (1,046 x 10%) 150,951 (1,298 x 10%)
v 5 50,910 (1,972 x 10%) 2,591 (1,362 x 10%)

50 B -6 -6,469 (9,383 x 101) -6,278 (1,938 x 10T)  -5,442 (1,800 x 10°)  -4,957 (2,022 x 107)
Ba, 0,6 0,601 (5,209 x 1073) 0,591 (6,876 x 1073) 0,540 (8,235 x 1073) 0,537 (9,025 x 1073)
Byy 0,3 -0,292 (1,538 x 1072)  -0,293 (1,991 x 1072)  -0,262 (1,563 x 1072)  -0,265 (1,767 x 10~ 2)
Bs, 0,5 0,547 (1,021 x 10~') 0,538 (1,140 x 10~') 0,549 (1,099 x 10~1) 0,543 (1,160 x 10~')
B3, 2 2,012 (7,947 x 10%) 1,948 (4,773) 1,961 (1,797 x 10°) 1,946 (4,823)

Ou 18 17,188 (5,018 x 10') 21,388 (1,321 x 10%) 29,583 (1,137 x 10%) 32,455 (3,834 x 10?)
e, 20 20,026 (5,268) 20,091 (6,462)
e, 1 1,043 (1,384) 0,979 (1, 688)
e, 180 246,646 (7,652 x 10%) 307,865 (2,834 x 10%)
B¢, 0,1 1,075 (3,597 x 10%) 0,941 (9,864 x 10?)
B¢y, 50 98,243 (2,555 x 10%) 109,728 (5,352 x 10%)
v 5 17,261 (2,558 x 10?) 29,783 (5,931 x 10%)

200 f -6 -5,960 (3,516) -5,751 (4, 666) -4,924 (1,306 x 105) -4,844 (5,645)

Bay 0,6 0,602 (1,145 x 107%) 0,595 (1,974 x 1073) 0,540 (4,667 x 1073) 0,539 (5,308 x 1073)
Bay  -03  -0,294 (3,665 x 107%)  -0,297 (6,084 x 1073)  -0,269 (4,706 x 1073) -0,268 (6,282 x 1073)
Bs, 0,5 0,495 (2,057 x 1072) 0,494 (2,723 x 1072) 0,504 (1,950 x 1072) 0,517 (2,220 x 10~2)
Bs, 2 2,042 (1,043) 2,111 (1,220) 1,982 (1,307 x 10°) 1,977 (1,479)

Ou 18 18,780 (1,220 x 10') 25,782 (1,190 x 10%) 31,731 (3,624 x 10%) 36,092 (4,103 x 10?)
e, 20 20,035 (1,319) 19,997 (1, 667)

e, 1 1,053 (3,574 x 1071) 1,022 (4,429 x 10~1)
S¢,, 180 200,663 (1,079 x 10%) 297,542 (1,745 x 10%)
S, 01 0,682 (6,209 x 10) 0,874 (3,120 x 10?)
ey, 50 64,426 (2,672 x 10%) 89,974 (2,927 x 10%)

v 5 6,244 (5,802) 15,374 (1,109 x 10%)

500 B -6 -5,974 (1,205) -5,787 (1,628) -4,708 (2,736) -4,698 (3,172)

Bs, 0,6 0,600 (4,370 x 10=%) 0,591 (9,081 x 10~ 4) 0,540 (4,117 x 1073) 0,538 (4,597 x 1073)
Byy  -03  -0,302 (1,382 x 1073)  -0,294 (2,483 x 1073)  -0,270 (2,232 x 1073)  -0,267 (2,852 x 1073)
B3, 0,5 0,493 (5,950 x 1073) 0,495 (7,366 x 1073) 0,494 (6,323 x 1073) 0,496 (7,414 x 10~3)
Bss 2 2,032 (4,634 x 1071) 2,087 (5,667 x 107!) 2,067 (5,062 x 1071) 2,072 (5,606 x 10~1)
ou 18 18,092 (4,994) 26,813 (9,768 x 10') 31,909 (2,008 x 10%) 36,962 (3,907 x 10%)
e, 20 19,910 (5,274 x 10™) 19,938 (6,939 x 10~1)
e, 1 1,002 (1,353 x 1071) 1,002 (1,775 x 10~1)
e, 180 188,287 (3,102 x 10%) 298,948 (1,587 x 10%)
3¢, 01 0,040 (2,377 x 10') 0,620 (1,556 x 10%)
B¢, 50 55,379 (4,994 x 10') 85,408 (1,442 x 10%)
v 5 5,318 (6,908 x 1071) 12,701 (6,375 x 10%)
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Tabela 5.6: Mediana e erro quadritico médio (em parénteses) para as medianas a posteriori dos
pardmetros dos modelos t-Tobit com erro nas covaridveis (tce), Tobit normal com erro nas covaridveis
(nce), t-Tobit (tse) e Tobit normal (nse) em fungado do tamanho da amostra.

Modelo

tce

nce

tse

nse

n Parametro Real mediana mse

mediana mse

mediana mse

mediana mse

20 B1 -6 -7,995 (5,393 x 105) -6,840 (4,948 x 104) -383,523 (1,150 x 107)  -5,594 (3,957 x 105)
By, 06 0,613 (1,586 x 1072) 0,610 (1,712 x 1072) 0,563 (1,511 x 1072) 0,555 (1,609 x 1072)
Bay  -0,3 0,302 (5,696 x 1072)  -0,292 (6,259 x 1072) -0,275 (5,136 x 1072)  -0,268 (5,214 x 1072)
By, 05 0,493 (3,636 x 1071) 0,499 (3,708 x 1071) 0,506 (3,693 x 1071) 0,520 (3,830 x 1071)
Bss 2 2,971 (5,392 x 10°) 2,377 (4,933 x 10%) 377,027 (1,150 x 107) 2,212 (3,956 x 10°)
Ou 18 13,831 (2,523 x 10%) 14,568 (2,617 x 10?) 30,268 (6,247 x 10%) 27,277 (3,861 x 10?)
e, 20 20,254 (1,401 x 10') 20,204 (1,559 x 10')

He, 1 1,139 (3,771) 1,099 (4,496)
B¢, 180 260,199 (1,432 x 10%) 282,649 (2,935 x 10%)
S, 01 -0,077 (7,024 x 10%)  -0,381 (1,459 x 10%)
B¢, 50 137,509 (8,735 x 10%) 142,012 (1,098 x 10%)
v 5 36,094 (1,005 x 10%) 2,450 (7,173 x 10%)

50 B -6 -6,406 (1,142 x 102) -6,245 (1,935 x 10Y)  -5,403 (1,780 x 10°)  -4,872 (2,019 x 10%)
By 0,6 0,598 (5,151 x 107%) 0,591 (6,908 x 1073) 0,539 (8,347 x 1073) 0,537 (9,129 x 1073)
Byy 03 -0,291 (1,539 x 1072)  -0,291 (1,988 x 1072)  -0,260 (1,574 x 1072) 0,267 (1,782 x 1072)
By, 05 0,547 (1,013 x 1071) 0,542 (1,135 x 107') 0,551 (1,093 x 1071) 0,546 (1,161 x 1071)
B3, 2 1,984 (1,039 x 102) 1,936 (4, 776) 1,990 (1,774 x 10%) 1,940 (4,808)

Ou 18 16,499 (4,647 x 10') 20,515 (1,177 x 10%) 28,377 (5,117 x 10%) 31,397 (3,394 x 10?)
e, 20 20,009 (5,290) 20,099 (6,417)
e, 1 1,044 (1,416) 0,985 (1,686)
e, 180 240,310 (6,562 x 10%) 300,099 (2,567 x 10%)
B¢, -0, 0,693 (3,291 x 10%) 1,134 (9,241 x 10?)
Se,, 50 95,498 (2,296 x 10%) 107,010 (4,938 x 10%)
v 5 12,662 (1,383 x 10?) 23,485 (3,525 x 10%)

200 B -6 -5,936 (3,495) -5,778 (4,697) -4,882 (1,304 x 105) -4,837 (5,698)

By 0,6 0,602 (1,139 x 1073) 0,595 (1,984 x 1073) 0,540 (4,705 x 1073) 0,539 (5,328 x 1073)
Bay 03 -0,294 (3,670 x 107%)  -0,296 (6,123 x 1073)  -0,270 (4,698 x 1073)  -0,267 (6,261 x 1073)
Bs;, 05 0,493 (2,065 x 1072) 0,498 (2,734 x 1072) 0,502 (1,970 x 1072) 0,516 (2,234 x 1072)
Bs, 2 2,043 (1,046) 2,091 (1,226) 1,971 (1,305 x 10°) 1,949 (1,479)

Ou 18 18,556 (1,157 x 10') 25,616 (1,141 x 10%) 31,458 (3,426 x 10%) 35,692 (3,986 x 10?)
e, 20 20,046 (1, 336) 20,023 (1,684)

e, 1 1,056 (3,586 x 107') 1,026 (4,434 x 10~1)
S¢,, 180 199,390 (9,971 x 10%) 295,514 (1,693 x 10%)
S, 01 0,625 (6,054 x 10) 1,092 (3,058 x 10?)
ey, 50 63,704 (2,526 x 10%) 89,253 (2,851 x 10%)

v 5 6,038 (4, 375) 14,144 (8,915 x 10%)

500 A -6 -5,972 (1,208) -5,774 (1,636) -4,719 (2,762) -4,707 (3,191)

By 0,6 0,600 (4,393 x 107%) 0,592 (9,148 x 107%) 0,539 (4,122 x 1073) 0,538 (4,607 x 1073)
Byy 0,3 -0,302 (1,388 x 1073)  -0,294 (2,480 x 1073)  -0,269 (2,242 x 1073)  -0,268 (2,849 x 1073)
B3, 0,5 0,493 (5,995 x 1073) 0,497 (7,361 x 1073) 0,494 (6,310 x 1073) 0,496 (7,520 x 10~3)
Bss 2 2,029 (4,684 x 1071) 2,088 (5,705 x 107!) 2,065 (5,072 x 1071) 2,080 (5,600 x 10~1)
o 18 18,053 (4,888) 26,729 (9,579 x 10') 31,766 (1,979 x 10%) 36,911 (3,861 x 10%)
e, 20 19,905 (5,285 x 10—1) 19,948 (6,901 x 1071)
e, 1 0,998 (1,360 x 1071) 0,997 (1,784 x 1071)
e, 180 187,425 (2,961 x 10%) 298,398 (1,567 x 10%)
3¢, 01 0,012 (2,368 x 10') 0,531 (1,554 x 102)
S¢,, 50 55,154 (4,791 x 101) 85,048 (1,425 x 10?)
v 5 5,258 (6,080 x 1071) 12,231 (5,750 x 10%)
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Tabela 5.7: Mediana para os desvios-padrao a posteriori dos parametros dos modelos ¢t-Tobit com erro
nas covariaveis (tce), Tobit normal com erro nas covaridveis (nce), ¢-Tobit (tse) e Tobit normal (nse) em
fun¢ao do tamanho da amostra.

Modelo tce nce tse nse

n Parametro mediana mediana mediana mediana

20 B 7,189 6,804 12,560 6,762
By, 0,114 0,103 0,108 0,094
By, 0,194 0,181 0,187 0,167
B, 0,506 0,497 0,557 0,505
Bas 4,701 4,572 13,322 4,549
Ou 13,471 13,252 16,882 11,661
e 3,988 4,016
e, 2,835 2,856
e, 92,733 94,970
e, 45,702 47,235
>IN 46,800 47,046
v 45,887 0,565

50 B 3,025 1,104 3,926 1,025
B, 0,065 0,061 0,056 0,055
By 0,113 0,106 0,098 0,097
B, 0,297 0,318 0,304 0,316
Bas 1,941 2,050 2,012 2,063
Ou 7,045 7,846 7,550 7,504
e, 2,447 2,576
e, 1,491 1,563
oy 55,049 61,707
ey 23,013 25,785
ey 20,789 22,058
v 14,122 21,294

200 B 1,858 2,003 1,773 1,852
Ba, 0,033 0,031 0,028 0,028
Bay 0,059 0,053 0,049 0,048
B, 0,142 0,157 0,138 0,144
Bs, 0,970 1,058 1,093 1,139
o 3,435 4,105 3,968 3,963
e, 1,142 1,274
e, 0,638 0,698
e, 25,314 29,767
e, 8,730 11,508
e, 7,716 9,011
v 1,477 6,066

500 B 1,066 1,171 1,090 1,156
B, 0,021 0,019 0,018 0,017
Bas 0,037 0,034 0,031 0,031
B, 0,077 0,087 0,082 0,087
Bas 0,642 0,721 0,684 0,726
o 2,102 2,654 2,519 2,534
e 0,712 0,810
e, 0,380 0,435
e, 15,556 18,885
e, 5,046 7,157
ey 4,431 5,370
v 0,715 3,047
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Tabela 5.8: Medianas e médias dos valores obtidos de LPML e DIC para os modelos t-Tobit com erro
nas covariaveis (tce), Tobit normal com erro nas covaridveis (nce), t-Tobit (tse) e Tobit normal (nse) em
fungao do tamanho da amostra.

Modelo tce nce tse nse

n  Estatistica  mediana média mediana média mediana média mediana média
20 LPML 224447 227,681 222,509 222,947 69,760  -75,580  -61,104  -61,391
DIC 444810 450,963 441,020 441,914 135704 148210 119,664 119,551
50 LPML -544,606 -545,421 -549,111 -550,325 -147,740  -149,180  -148,205  -148,330
DIC 1087,028 1088,853 1094,129 1096,222 293,272 295,534 294,183 294,076
200 LPML -2154,761  -2154,764 -2181,829 -2185,024 -578,324  -583,764  -582,387  -584,315
DIC 4309,232  4309,047  4359,496  4363,589  1155,311  1166,131  1162,523  1165,743

500 LPML  -5369,651 -5369,453 -5449,337 -5451.837 -1439,075 -1438,813 -1453,543 -1452,201
DIC 10739,039 10738,773 10891,066 10895724 2878,658 2876,212  2903,975  2900,870

dentre os modelos sem erros nas covaridaveis tais medidas apontam o modelo mais robusto
t-Tobit como sendo o mais apropriado para os dados, a nao ser quando n = 20. As-
sim, como a conclusao para o Cenario 1, os resultados obtidos aqui mostram que apenas
considerar as medidas LPML e DIC como medidas para a escolha do modelo mais ade-
quado pode levar a decisoes erroneas, uma vez que todas as amostras foram geradas sob
o modelo proposto e dentre todos os modelos ajustados ele nao foi o selecionado por tais

medidas.

5.1.3 O efeito da ma especificacao de A nos estimadores baye-
sianos - Cenario 3

As Tabelas 5.9 e 5.10 mostram as medianas e os erros quadraticos médio para a
média e mediana a posteriori, respectivamente, dos parametros dos modelos ajustados
considerando diferentes especificagdes para A.

As Tabelas 5.9 e 5.10 mostram como se comportam os estimadores de alguns parame-
tros quando sao especificados diferentes valores para A. As estimativas dos parametros
Bs, we € do grau de liberdade v estao omitidas pois, para diferentes valores especificados
em A, eles nao se alteram, como mencionado na Secao 3.2. Quando valores em A que
nao sejam os reais sao especificados, nota-se que os erros quadraticos médio tendem a
aumentar a medida que os valores especificados para A se distanciam do real. Para os
casos onde os valores especificados para A possuem valores menores (maiores) que os re-
als ocorre a superestimacao (subestimagao) dos parametros 1, B,, € 0, € a subestimacao
(superestimacao) de B,;. Os parametros de X¢ sdo superestimados para quaisquer espe-

cificacoes em A mas nota-se um decréscimo em seus valores a medida que se especifica
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Tabela 5.9: Mediana e erro quadrético médio (em parénteses) para as médias a posteriori dos para-
metros dos modelos ¢-Tobit com erro nas covaridveis (tce) e Tobit normal com erro nas covaridveis (nce)
em fungao da especificacao de A, onde A real é 0,115.

Modelo tce nce
A Parametro Real mediana mse mediana  mse
0,00115 B -6 -4,876  (4,505) -4,697  (6,037)
By 0,6 0,548 (3,742 x 1073) 0,542 (5,176 x 1073)
Bay -0,3 -0,268 (3,902 x 1073) -0,270 (6,157 x 1073)
B, 0,5 0,495 (2,057 x 1072) 0,494 (2,723 x 1072)
Bss 2 2,042 (1,043) 2,111 (1,220)
Tu 18 25,891 (7,649 x 101) 35,954 (4,051 x 10?)
e, 20 20,035 (1,319) 19,997  (1,667)
e, 1 1,053 (3,574 x 1071) 1,022 (4,429 x 1071)
Ze 180 220,509 (2,497 x 10%) 326,969 (2,618 x 10%)
€19 -0,1 0,750 (7,497 x 101) 0,960 (3,767 x 10?)
€99 50 70,798 (5,091 x 10?) 98,872 (4,029 x 103)
v 5 6,244  (5,802)
0,051 B -6 5,399 (3,734) 5,215 (5,084)
Bay 0,6 0,575 (1,722 x 1073) 0,568 (2,873 x 10*‘)
B -0,3 -0,281 (3,598 x 1073) -0,283 (5,936 x 1073)
Tu 18 22,184 (3,152 x 101) 30,915 (2,346 x 10?)
ey 180 210,219 (1,660 x 10%) 311,711 (2,143 x 10%)
Sy -0,1 0,715 (6,814 x 10%) 0,916 (3,424 x 10?)
€09 50 67,494 (3,733 x 10?) 94,258 (3,434 x 10°)
0,11 B -6 -5,960 (3,516) -5,751  (4,666)
By 0,6 0,602 (1,145 x 1073) 0,595 (1,974 x 1073)
Bas -0,3 -0,294 (3,665 x 1073) -0,297 (6,084 x 1073)
ou 18 18,780 (1,220 x 10%) 25,782 (1,190 x 10?)
S, 180 200,663 (1,079 x 103) 297,542 (1,745 x 10%)
e, -0,1 0,682 (6,209 x 101) 0,874 (3,120 x 10?)
€09 50 64,426 (2,672 x 10?) 89,974 (2,927 x 10%)
0,151 B -6 -6,500 (3,873) -6,276  (4,808)
By 0,6 0,629 (2,066 x 1073) 0,622 (2,538 x 1073)
Basy -0,3 -0,307 (4,111 x 1073) -0,310 (6,609 x 10=3)
Tu 18 15,119 (1,973 x 10%) 20,403 (6,237 x 10%)
Sey 180 191,939 (7,132 x 10%) 284,606 (1,420 x 10%)
Sely -0,1 0,652 (5,682 x 10') 0,836 (2,854 x 10?)
€09 50 61,625 (1,873 x 10%) 86,062 (2,503 x 10?)
0,31 B -6 8,115 (8,387) -7,857 (8,594)
Bay 0,6 0,712 (1,382 x 1072) 0,704 (1,302 x 1072)
B -0,3 -0,347 (7,729 x 1073) -0,351 (1,045 x 1072)
ou 18 4,377 (2,034 x 10?) 5,611 (2,462 x 10?)
e, 180 169,792 (4,897 x 10%) 251,767 (7,531 x 10%)
Sy -0,1 0,577 (4,448 x 10%) 0,739 (2,234 x 10?)
€99 50 54,514 (5,658 x 101) 76,132 (1,592 x 10°)
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Tabela 5.10: Mediana e erro quadratico médio (em parénteses) para as medianas a posteriori dos
parametros dos modelos t-Tobit com erro nas covaridveis (tce) e Tobit normal com erro nas covarigveis
(nce) em fungdo da especificagdo de A, onde A real é 0, 115.

Modelo tce nce
A Parametro Real mediana mse mediana mse
0,0011, 51 -6 -4,876  (4,504) -4,704  (6,089)
Baq 0,6 0,547 (3,758 x 1073) 0,541 (5,205 x 1073)
Bas -0,3 -0,268 (3,925 x 1073) -0,269 (6,205 x 1073)
B3 0,5 0,493 (2,065 x 1072) 0,498 (2,734 x 1072)
B35 2 2,043  (1,046) 2,091 (1,226)
Ou 18 25,610 (7,244 x 10%) 35,617 (3,933 x 10?)
He, 20 20,046 (1,336) 20,023 (1,684)
He, 1 1,056 (3,586 x 10~ 1) 1,026 (4,434 x 107 1)
ey 180 219,110 (2,333 x 10%) 324,740 (2,547 x 10%)
€19 -0,1 0,687 (7,310 x 10%) 1,200 (3,692 x 10?)
€99 50 70,004 (4,861 x 10?) 98,080 (3,931 x 10?%)
v 5 6,038 (4,375)
0,051, 51 -6 -5,364  (3,725) -5,242  (5,126)
Bay 0,6 0,574 (1,728 x 1073) 0,568 (2,894 x 1073)
B -0,3 -0,281 (3,613 x 1073) -0,282 (5,980 x 1073)
Ou 18 21,931 (2,920 x 10%) 30,773 (2,263 x 10?)
ey 180 208,885 (1,540 x 10%) 309,586 (2,082 x 10%)
e -0,1 0,655 (6,644 x 10%) 1,144 (3,356 x 10?)
€99 50 66,737 (3,548 x 10?) 93,503 (3,347 x 10%)
0,115 51 -6 -5,936  (3,495) -5,778  (4,697)
B2 0,6 0,602 (1,139 x 1073) 0,595 (1,984 x 1073)
Bos -0,3 -0,294 (3,670 x 1073) -0,296 (6,123 x 1073)
Ou 18 18,556 (1,157 x 101) 25,616 (1,141 x 10?)
ey 180 199,390 (9,971 x 102) 295514 (1,693 x 10%)
Yy -0,1 0,625 (6,054 x 10!) 1,092 (3,058 x 10?)
€99 50 63,704 (2,526 x 10?) 89,253 (2,851 x 103)
0,151, 51 -6 -6,478 (3, 845) -6,308 (4, 826)
Boq 0,6 0,629 (2,047 x 1073) 0,622 (2,537 x 10_3)
Bas -0,3 -0,308 (4,107 x 1073) -0,309 (6,643 x 1073)
O 18 14,924 (2,057 x 10%) 20,231 (6,031 x 10%)
ey 180 190,721 (6,629 x 10?) 282,665 (1,375 x 10%)
e -0,1 0,598 (5,540 x 10%) 1,045 (2,797 x 10?)
€99 50 60,934 (1,759 x 10%) 85,372 (2,436 x 103)
0,315 51 -6 -8,088  (8,318) -7,827  (8,585)
Bay 0,6 0,711 (1,376 x 1072) 0,703 (1,298 x 1072)
Bos -0,3 -0,348 (7,691 x 1073) -0,350 (1,046 x 10~2)
ou 18 4,395 (2,030 x 10?) 5,656 (2,442 x 10?)
ey 180 168,715 (5,085 x 102) 250,050 (7,251 x 103)
el -0,1 0,529 (4,337 x 10%) 0,924 (2,189 x 10?)
€99 50 53,903 (5,245 x 101) 75,522 (1,546 x 10%)
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valores maiores para A. No modelo proposto e no caso onde A = 0,315, a estimativa de
3¢,, ¢ menor que o valor real. Para o modelo proposto por Wang (1998) observa-se que
o, € sempre superestimado, exceto quando A = 0,3/;. Em geral, o modelo proposto ge-
rou melhores estimativas que o modelo Tobit normal com erros nas covariaveis. Também
nota-se que a mediana e a média a posterior: tendem a fornecer estimativas similares
entre si, qualquer que seja o valor atribuido a A.

A Tabela 5.11 apresenta as medianas para os desvios-padrao a posteriori dos para-
metros dos modelos ajustados considerando diferentes especificagoes para A.

Observa-se da Tabela 5.11 que, a medida que os valores especificados em A aumentam,
as distribuigoes marginais a posteriori de 31, By, € By, Passam a ter menores variancias
para cada modelo ajustado. O mesmo ocorre com a distribui¢ao de o, no modelo proposto
por Wang (1998). Para os parametros em ¥, o comportamento é o oposto. No modelo
proposto o desvio-padrao a posteriori de o, passa a ficar menor para as especificagoes em
A superiores a 0,05/5. Em geral, o modelo que gera distribui¢coes marginais a posteriori

para seus parametros com menor variabilidade é o modelo proposto, exceto para 3,.

5.1.4 O efeito de v nos estimadores bayesianos - Cenario 4

A Tabela 5.12 apresenta as estimativas a posteriori para os parametros do modelo
proposto quando amostras sao geradas assumindo-se diferentes graus de liberdade v.

Pela Tabela 5.12 pode-se notar que ambos os estimadores média e mediana a posteriori
apresentam estimativas pontuais préximas dos valores reais, exceto para .. Quanto
maior o valor do grau de liberdade utilizado para geracao dos dados, menores sao os erros
quadraticos médio e os desvios-padrao a posteriori para todos os parametros do modelo
proposto, exceto para o grau de liberdade. Nota-se, como afirmado na literatura, que
em geral ha perda de robustez ao estimar v, mas quando as amostras sao geradas sob
o modelo Tobit normal com erros nas covaridveis (v = oo) tem-se que, ajustando-se o
modelo proposto aos dados, o grau de liberdade v é estimado em 22,172 (20,835) pela
média (mediana) a posteriori, indicando que o uso de um modelo mais robusto é mais

apropriado.
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Tabela 5.11: Mediana para os desvios-padrdo dos parametros dos modelos ¢-Tobit com erro nas co-

varidveis (tce) e Tobit normal com erro nas covaridveis (nce) em funcéo da especificacdo de A, onde A
real € 0,11,.

Modelo tce nce
A Estatistica mediana mediana
0,0011, 51 1,830 1,981
Bay 0,030 0,028
Bas 0,053 0,048
B34 0,142 0,157
B3 0,970 1,058
Ou 3,456 3,920
e, 1,142 1,274
He, 0,638 0,698
11 27,818 32,711
DIV 9,594 12,647
DIV 8,479 9,902
v 1,477
0,051 51 1,843 1,990
Baq 0,032 0,029
By 0,056 0,051
Ou 3,407 3,942
ey, 26,520 31,184
€19 9,146 12,056
eos 8,083 9,440
0,11, 51 1,858 2,003
Bay 0,033 0,031
By 0,059 0,053
Ou 3,435 4,105
ey 25,314 29,767
DIP 8,730 11,508
€99 7,716 9,011
0,1512 51 1,873 2,017
Bay 0,035 0,032
Bay 0,061 0,056
Ou 3,574 4,391
3ey 24,214 28,473
DIV 8,351 11,008
oy 7,380 8,619
0,31, 51 1,915 2,060
Bay 0,039 0,036
Bas 0,069 0,063
Ou 4,456 5,782
ey 21,420 25,187
DIPIN 7,387 9,738
DIPIN 6,529 7,625
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Tabela 5.12: Estimativas a posteriori para os parametros do modelo t-Tobit com erro nas covarigveis
quando amostras sao geradas sob diferentes graus de liberdade, v.

Estatistica a posteriori média mediana desvio-padrao
Parametro Real mediana mse mediana mse mediana
51 -6 -6,055 (4, 152) -6,075 (4, 182) 1,973
B 0,6 0,598 (1,212 x 1073) 0,598 (1,226 x 1073) 0,035
Bos -0,3 -0,301 (4,073 x 1073) -0,302 (4,088 x 1073) 0,062
Bs3q 0,5 0,500 (2,432 x 1072) 0,505 (2,436 x 1072) 0,153
B35 2 1,931 (1,133) 1,944 (1,129) 1,044
Ou 18 19,425 (2,044 x 101) 19,138 (1,894 x 10%) 4,005
He, 20 19,988 (1, 549) 19,985 (1,564) 1,243
He, 1 0,963 (3,695 x 10~1) 0,967 (3,722 x 1071) 0,684
ey 180 217,498 (2,297 x 10%) 214,892 (2,124 x 10%) 30,188
DIV -0,1 0,378 (8,058 x 101) 0,160 (7,813 x 10!) 10,033
DIV 50 68,366 (4,308 x 102) 67,620 (4,043 x 102) 9,019
v 2,01 2,327 (2,238 x 1071) 2,285 (1,937 x 107 1) 0,238
51 -6 -5,960 (3,516) -5,936  (3,495) 1,858
Baq 0,6 0,602 (1,145 x 1073) 0,602 (1,139 x 1073) 0,033
Baq -0,3 -0,294 (3,665 x 1073) -0,294 (3,670 x 1073) 0,059
B3, 0,5 0,495 (2,057 x 1072) 0,493 (2,065 x 1072) 0,142
B3 2 2,042 (1,043) 2,043  (1,046) 0,970
Ou 18 18,780 (1,220 x 10') 18,556 (1,157 x 10!) 3,435
He, 20 20,035 (1,319) 20,046  (1,336) 1,142
He, 1 1,053 (3,574 x 1071) 1,056 (3,586 x 1071) 0,638
ey 180 200,663 (1,079 x 10%) 199,390 (9,971 x 10?) 25,314
€12 -0,1 0,682 (6,209 x 101) 0,625 (6,054 x 10!) 8,730
€90 50 64,426 (2,672 x 10?) 63,704 (2,526 x 10?) 7,716
v 5 6,244 (5,802) 6,038 (4,375) 1,477
51 -6 -6,073  (3,098) -6,035  (3,104) 1,655
Baq 0,6 0,600 (8,794 x 107%) 0,600 (8,887 x 107%) 0,030
B -0,3 -0,296 (2,804 x 1073) -0,297 (2,819 x 1073) 0,055
B3, 0,5 0,502 (2,016 x 1072) 0,498 (2,033 x 1072) 0,127
B34 2 1,976 (6,862 x 1071) 1,985 (6,867 x 1071) 0,857
Oy 18 16,334 (9,576) 16,159 (1,009 x 10') 2,670
He, 20 20,038 (1,079) 20,036 (1,079) 1,008
He, 1 0,976 (2,900 x 10~1) 0,976 (2,898 x 10~ 1) 0,569
ey 180 173,374 (3,374 x 102) 172,254 (3,498 x 10?) 18,553
ey -0,1 -0,015 (3,553 x 10%) -0,037 (3,474 x 101) 7,142
€99 50 55,651 (5,106 x 10%) 55,287 (4,690 x 10%) 5,827
v 00 22,172 20,835 7,316
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5.1.5 O efeito da ma especificagcao de v nos estimadores bayesi-
anos - Cenario 5

As Tabelas 5.13 e 5.14 mostram a mediana e o erro quadratico médio das médias e

medianas a posteriori, respectivamente, dos parametros do modelo proposto ajustado sob

diferentes especificagoes do grau de liberdade v. Diferentemente do estudo apresentado

na Sec¢ao 5.1.4, aqui v serd assumido conhecido, ou seja, assume-se uma distribuicao a

priort degenerada para v nos seguintes valores, v = 2,01; 5 e oo.

Tabela 5.13: Mediana e erro quadratico médio (em parénteses) para as médias a posteriori dos pa-
rametros do modelo t-Tobit com erro nas covaridveis em funcao da especificacdo do grau de liberdade

V.

v informado 2,01 5 00
v real Parametro Real mediana mse mediana mse mediana mse
2,01 51 -6 -6,043 (3,857) -6,012 (4,338) -5,727 (2,046 x 10! )
B 0,6 0,599 (1,191 x 1073) 0,592 (1,322 x 1073) 0,580 (1,693 x 102)
Bos -0,3 -0,305 (4,027 x 1073)  -0,298 (4,281 x 1073) -0,295 (3,615 x 1072)
B3 0,5 0,503 (2,293 x 1072) 0,507 (2,560 x 102) 0,534 (8,025 x 1072)
B35 2 1,943 (1,129) 1,987 (1,236) 2,165 (3,471)
Ou 18 18,717 (1,637 x 10%) 24,228 (7,588 x 10%) 50,494 (3,520 x 10°)
He, 20 20,003 (1,546) 19,915 (1,752) 20,052 (1,535 x 101)
He, 1 0,973 (3,562 x 1071) 0,963 (4,104 x 1071) 0,892 (5,910)
€11 180 207,477 (1,495 x 10%) 284,799 (1,322 x 10*) 1081,039 (4,199 x 10%)
DIV -0,1 0,447 (7,211 x 10%) 0,334 (1,603 x 10?) -0,621 (2,044 x 108)
€90 50 65,701 (3,267 x 10%) 86,187 (1,549 x 10%) 274,590 (1,042 x 10%)
5 51 -6 -5,958 (3,671) -6,034 (3,357) -5,751 (4,666)
By 0,6 0,606 (1,195 x 1073) 0,604 (1,143 x 1073) 0,595 (1,974 x 1073)
Bos -0,3 -0,298 (3,722 x 1073)  -0,294 (3,663 x 1073) -0,297 (6,084 x 1073)
B3q 0,5 0,477 (2,160 x 1072) 0,488 (2,022 x 1072) 0,494 (2,723 x 1072)
B35 2 1,986 (1,101) 2,045 (1,035) 2,111 (1,220)
Ou 18 15,581 (1,347 x 10%) 18,248 (1,048 x 101) 25,782 (1,190 x 10%)
He, 20 20,091 (1,378) 20,060 (1,310) 19,997 (1,667)
He, 1 1,020 (3,810 x 10~1) 1,052 (3,566 x 10~1) 1,022 (4,429 x 1071)
ey 180 162,194 (5,731 x 10?) 194,066 (6,850 x 102) 297,542 (1,745 x 10%)
DIV -0,1 0,869 (4,212 x 101) 0,781 (5,775 x 101) 0,874 (3,120 x 10?)
e oo 50 54,727 (5,167 x 10') 62,798 (2,077 x 102) 89,974 (2,927 x 103)
00 51 -6 -5,992 (3,886) -6,132 (3,436) -5,954 (3,053)
Bay 0,6 0,603 (1,106 x 10~3) 0,603 (9,820 x 10~%) 0,599 (8,670 x 10~%)
Bos -0,3 -0,297 (3,383 x 1073)  -0,298 (3,018 x 1073) -0,294 (2,707 x 1073)
B3, 0,5 0,494 (2,405 x 1072) 0,501 (2,129 x 1072) 0,495 (2,006 x 10~2)
B3 2 1,954 (8,007 x 1071) 1,984 (7,299 x 1071) 1,955 (6,740 x 1071)
Ou 18 13,308 (2,660 x 101) 14,475 (1,748 x 101) 17,377 (8,053)
Mg, 20 20,101 (1,354) 20,022 (1,182) 20,045 (1,061)
He, 1 0,963 (3,439 x 1071) 0,977 (3,069 x 1071) 0,967 (2,895 x 1071)
ey 180 140,468 (1,745 x 103) 154,763 (8,801 x 10?) 186,976 (4,092 x 10?)
€10 -0,1 0,193 (2,799 x 101) 0,157 (3,043 x 101) 0,326 (4,069 x 101)
DIV 50 47,961 (1,788 x 10%) 51,201 (1,730 x 10%) 58,589 (9,648 x 101)

Das Tabelas 5.13 e 5.14 pode-se notar que, em geral, melhores resultados foram obtidos
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Tabela 5.14: Mediana e erro quadratico médio (em parénteses) para as medianas a posteriori dos
parametros do modelo ¢-Tobit com erro nas covaridveis em fungao da especificagao do grau de liberdade
.

v informado

2,01 5 00
v real Parametro Real mediana mse mediana mse mediana mse
2,01 b1 -6 -6,051 (3,869) -6,003 (4,341) -5,740 (2,059 x 10! )
By 0,6 0,598 (1,191 x 1073) 0,592 (1,329 x 1073) 0,581 (1,692 x 1072)
Bas -0,3  -0,303 (4,057 x 1073)  -0,297 (4,310 x 1073)  -0,294 (3,616 x 1072)
B, 0,5 0,503 (2,306 x 1072) 0,510 (2,561 x 1072) 0,530 (8,057 x 1072)
Bss 2 1,959 (1,129) 2,005 (1,240) 2,140 (3,492)
Ou 18 18,335 (1,543 x 10Y) 23,787 (7,074 x 10%) 49,855 (3,508 x 105)
e, 20 20,003 (1,548) 19,929 (1,755) 19,989 (1,672 x 10')
e, 1 0,973 (3,559 x 1071) 0,946 (4,115 x 1071) 0,859 (6,597)
e, 180 204,690 (1,366 x 103) 282,467 (1,268 x 10%)  1077,069 (4,195 x 108)
€10 -0,1 0,264 (6,906 x 10%) 0,273 (1,566 x 10?) -0,911 (2,042 x 108)
Seo, 50 65,159 (3,050 x 102) 85,415 (1,491 x 10%) 272,483 (1,039 x 108)
5 b1 -6 -5,917 (3,691) -6,002 (3,355) -5,778 (4,697)
Bay 0,6 0,606 (1,184 x 1073) 0,603 (1,154 x 1073) 0,595 (1,984 x 1073)
Bas -0,3  -0,298 (3,728 x 1072)  -0,295 (3,687 x 1073)  -0,296 (6,123 x 1073)
B, 0,5 0,482 (2,148 x 1072) 0,488 (2,046 x 1072) 0,498 (2,734 x 1072)
B3y 2 1,997 (1,106) 2,060 (1,033) 2,091 (1,226)
Ou 18 15,297 (1,442 x 10Y) 17,971 (1,024 x 10') 25,616 (1,141 x 10?)
e, 20 20,093 (1,395) 20,053 (1,317) 20,023 (1,684)
e, 1 1,023 (3,878 x 1071) 1,048 (3,603 x 1071) 1,026 (4,434 x 1071)
S, 180 160,733 (6,221 x 10%) 192,466 (6,378 x 10%) 295,514 (1,693 x 10%)
e, 01 0,776 (4,081 x 10') 1,024 (5,653 x 10%) 1,092 (3,058 x 10%)
e, 50 54,245 (4,623 x 10%) 62,158 (1,952 x 10?) 89,253 (2,851 x 103)
00 b1 -6 -5,954 (3,901) -6,105 (3,433) -5,974 (3,080)
Bay 0,6 0,604 (1,109 x 1073) 0,603 (9,826 x 107%) 0,599 (8,710 x 10~%)
Bas -0,3  -0,297 (3,399 x 1072)  -0,297 (3,027 x 1073)  -0,294 (2,706 x 10~3)
Bs, 0,5 0,495 (2,416 x 1072) 0,502 (2,118 x 1072) 0,498 (2,020 x 1072)
Bss 2 1,981 (8,064 x 10~1) 1,982 (7,256 x 1071) 1,972 (6,777 x 1071)
Ou 18 13,152 (2,824 x 101) 14,295 (1,857 x 101) 17,277 (8,154)
e, 20 20,093 (1,353) 20,023 (1,187) 20,047 (1,056)
e, 1 0,975 (3,439 x 1071) 0,991 (3,083 x 10~1) 0,964 (2,900 x 1071)
e, 180 139,302 (1,845 x 10%) 153,051 (9,421 x 10%) 185,607 (3,881 x 102)
€, 01 0,152 (2,743 x 101) 0,019 (2,961 x 10') 0,438 (3,973 x 101)
€99 50 47,577 (1,954 x 10%) 50,848 (1,667 x 10') 58,173 (9,042 x 10')
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quando os valores especificados para o grau de liberdade v sao os valores reais, utilizados
para geracao das amostras. Os piores resultados foram observados quando as amostras
foram geradas sob uma distribuigao com cauda pesada e ajusta-se a elas o modelo Tobit
normal com erros nas covariaveis. Para essas amostras o ideal é que seja informado um
valor de v igual ao valor real pois, assim, tem-se os menores erros quadraticos médio.
Quando amostras sao geradas considerando-se ¥ = 5 nota-se, em geral, o mesmo com-
portamento. Nesse caso, porém, observa-se que, para ¢, os melhores resultados surgem
quando ¢ informado que o grau de liberdade ¢é igual a 2,01. Porém, para a média a pos-
tertori e observando apenas a estimativa pontual obtida para 3J¢,,, o melhor resultado
foi obtido quando um valor para v igual ao valor real, 5, é assumido. Sob esse valor
usado para geragao das amostras as piores estimativas surgiram quando foi ajustado o
modelo que considera v = co. Quando os dados sao gerados sob o modelo Tobit normal
com erros nas covariaveis as melhores estimativas, em geral, sao obtidas quando ajusta-se
o modelo correto, exceto para 3¢, e X¢,,, que apresentam menores erros quadraticos
médio quando se assume v iguais a 2,01 e 5, respectivamente, sendo que as melhores
estimativas pontuais sao observadas quando o nimero do grau de liberdade ¢é igual a 5.
Para esses dois parametros as piores estimativas foram obtidas exatamente quando foi
ajustado o modelo correto as amostras.

Se o modelo proposto ¢ assumindo com grau de liberdade especificado em 2, 01 observa-
se que, exceto para X, as estimativas dos parametros sao aproximadamente iguais para
todos os valores considerados nas geragoes das amostras. Para 3¢, e X¢,, os valores mais
préximos dos reais foram obtidos quando o modelo real ao gerar os dados era o Tobit
normal com erros nas covaridveis, enquanto, para ¢, os melhores resultados foram
observados quando o grau de liberdade considerado na geracao das amostras ¢é igual 5.
Quando o modelo proposto com v igual a 5 é ajustado aos dados, os melhores resultados
foram obtidos quando os valores reais de v eram iguais a 5 ou oo, ou seja, quando
amostras foram geradas do modelo Tobit normal com erros nas covariaveis. Ao ajustar-
se as amostras o modelo mais parcimonioso, as melhores estimativas foram observadas
quando, de fato, os dados vieram de tal modelo.

A Tabela 5.15 apresenta a mediana do desvio-padrao a posteriori dos parametros do

modelo proposto ajustado sob diferentes especificagoes do grau de liberdade v.
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Tabela 5.15: Mediana para os desvios-padrio a posteriori dos parametros do modelo ¢t-Tobit com erro
nas covaridveis em funcao da especificagado do grau de liberdade v.

v informado 2,01 5 00

v real Parametro mediana mediana mediana

2,01 B1 1,950 2,117 3,102
B, 0,036 0,035 0,030
By 0,063 0,060 0,053
Ba, 0,150 0,165 0,250
Bas 1,025 1,133 1,687
Ou 3,855 4,702 11,481
e 1,218 1,363 2,417
e, 0,680 0,746 1,244
e, 28,491 35871 106,456
e 9,626 12451 40,468
e, 8,615 10,519 27,556

5 B 1,805 1,841 2,003
By, 0,035 0,033 0,031
Bay 0,062 0,059 0,053
B, 0,136 0,141 0,157
Bs, 0,929 0,973 1,058
Ou 3,066 3,208 4,105
e 1,096 1,136 1,274
e, 0,627 0,641 0,698
o, 21,645 23,152 29,767
e, 7,659 8,567 11,508
e, 6,829 7,235 9,011

0 B1 1,669 1,666 1,655
B, 0,034 0,032 0,030
By 0,062 0,059 0,053
Ba, 0,127 0,127 0,127
Bs, 0,861 0,860 0,863
Tu 2,568 2,559 2,676
e 1,023 1,024 1,006
e, 0,578 0,575 0,566
o 18,288 18,250 18,610
e 6,559 6,783 7,321
ey 5,806 5,726 5,816
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Da Tabela 5.15 nota-se que maiores diferencas nos desvios-padrao a posteriori para
cada grau de liberdade considerado na geracao das amostras foram obtidas quando o
grau de liberdade verdadeiro é igual a 2,01. Os maiores valores surgiram quando foi
ajustado o modelo proposto por Wang (1998). Observa-se também que, quando amostras
foram geradas sob o modelo proposto com grau de liberdade igual a 5 e este mesmo
numero de grau de liberdade foi assumido no modelo, os desvios-padrao a posteriori dos
parametros sao sempre maiores do que quando os modelos sao ajustados com outros
graus de liberdade. Quando considera-se os modelos propostos nas amostras geradas sob
o modelo Tobit normal com erros nas covariaveis as distribui¢oes marginais a posteriori
dos parametros tem, em geral, menor variabilidade quando o modelo real é ajustado.

A Tabela 5.16 apresenta as medianas e médias das estatisticas LPML e DIC para os
modelos ajustados sob diferentes especificacoes dos graus de liberdade v e a Tabela 5.17
relaciona o numero de vezes que cada modelo foi escolhido de acordo com os valores de
LPML e DIC para cada valor especificado para v.

Tabela 5.16: Medianas e médias dos valores obtidos de LPML e DIC para o modelo ¢-Tobit com erro
nas covaridveis em fungao da especificagao do grau de liberdade v.

v informado 2,01 5 o0

v real Estatistica mediana média mediana média mediana média
2,01 LPML -2282,259 -2284,111 -2303,993 -2305,512 -2501,062 -2527,287
DIC 4564,560  4567,924  4606,853  4609,944  4972,107 5018,340

5 LPML -2168,083 -2168,025 -2154,364 -2154,225 -2181,829 -2185,024
DIC 4335,412  4335,691  4308,574  4308,200  4359,496  4363,589
00 LPML -2104,552  -2104,537 -2075,542 -2075,690 -2062,211 -2062,002
DIC 4208,534  4208,592  4151,352  4151,484  4123,929  4123,843

Tabela 5.17: Ntmero de vezes que cada modelo foi escolhido de acordo com o LPML (DIC) para cada
especificacao do grau de liberdade v.

Modelo real ‘ Modelo escolhido
v | 201 5 00
2,01 495 (495) 5 (5) 0 (0)
5 2 (2) 492 (490) 6 (8)
o) 0 (0) 0 (0) 500 (500)

Pela Tabela 5.16 observa-se que, para cada grau de liberdade utilizado na geracao
das amostras, os valores obtidos pelas medidas LPML e DIC indicam que, em termos

medianos, os modelos ajustados com graus de liberdade iguais aos considerados na geracao
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dos dados sao os mais adequados aos dados. Da Tabela 5.17 conclui-se que tanto o DIC
quanto o LPML tendem a selecionar corretamente o modelo (acima de 98% das vezes) e,
nas raras vezes que nao o fazem, mais frequentemente selecionam um modelo que assume
um numero de graus de liberdade maior que o real.

Na proxima secao sera apresentado um estudo Monte Carlo para avaliar a qualidade
dos estimadores de maxima verossimilhangca no modelo proposto quando o algoritmo

ECM, proposto no Capitulo 4, é considerado.

5.2 Estimadores de maxima verossimilhanca

Em todos os cenérios considerados nese estudo sao geradas 5.000 réplicas do mo-
delo proposto com uma covariavel medida com erro e uma covariavel medida sem erro
e assumindo 8, = —6, B, = 0,6, B; = 0,5, 0, = ¥, = 18 e p = 20. Assume-se
A = 1/10, logo, 3¢ = 103, = 180. Para a covaridvel medida sem erro b; considera-se
que b; ~ N(10,3%),i=1,...,n.

As amostras possuem tamanho n = 200 para todos os cendrios, exceto para o Cenario
2, onde sao consideradas amostras de tamanho 25, 100, 200 e 500. No Cenario 1, os dados
sao gerados assumindo que 5%, 256% e 45% das respostas sao censuradas. A proporcao
de censura nos Cendrios 2 e 3 é de aproximadamente 14, 04% e para o Cenério 2 também
consideram-se amostras com 45% de respostas censuradas. Os dados sdo gerados assu-
mindo ¥ = 5 nos Cenarios 1, 2 e 3. No Cenario 4, as amostras sao geradas do modelo
proposto assumindo v = 2,01, 5, 30 e oo para os quais sao observadas, aproximadamente,
17,49%, 14,04%, 11,81% e 11,25% de observacoes censuradas. Os mesmos graus de li-
berdade foram assumidos para gerar os dados no Cenario 5, com excecao de v = 30. No
Cenario 3 o modelo proposto é ajustado assumindo que a condigao de identificabilidade
A esteja fixada em 1/19, 1/10, 1/3 e 1. Para o Cendrio 5, o modelo proposto é ajustado
assumindo v = 2,01, 5 e 30.

O algoritmo ECM foi iniciado com os valores reais dos parametros e iterados até
que fosse obtido |log f(D, | a(tﬂ))/log f(D, | g(t)) — 1] < 1078, Em média, para o
Cenario 4, 79,39, 95,24, 182,55 e 193, 81 iteragoes foram necessarias para a convergencia

do algoritmo quando amostras foram geradas do modelo proposto com, respectivamente,
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2,01, 5, 30 e oo graus de liberdade. Em geral, a convergéncia do algoritmo ECM é
lenta para cendrios com alta propor¢ao de censura e quando pequenas amostras sao
consideradas. Por exemplo, em média, para o Cenario 1 a convergéncia é alcancada apos
335,74 e 77,95 iteracoes, respectivamente, se os percentuais de censura sao 45% e 5%.
Para o Cenério 2 com 14,04% de censura, em média, 168,32 passos do algoritmo sao
necessarios para atingir a convergéncia se n = 25 e apenas 84, 80 passos sao necessarios
se amostras de tamanho 500 sao consideradas. A convergéncia do algoritmo tende a ser
rapida se os graus de liberdade sao fixos. Em média, para o Cenario 5, o nimero de
passos necessarios foi menor que 85,58 em todos os casos.

Os intervalos de confianca para os estimadores também sao obtidos com o uso de
propriedades assintéticas dos estimadores de maxima verossimilhancga e aproximando-se
os erros-padrao considerando-se a matriz de informacao de Fisher observada, dada na

Secao 4.2.

5.2.1 O efeito de diferentes proporcoes de censura nos EMV -
Cenario 1

A Figura 5.1 apresenta o grafico do vicio (Bias) e da raiz do erro quadratico médio
(RMSE) dos estimadores de maxima verossimilhanga em relagao as diferentes proporgoes
de censura das amostras.

Nota-se, pela Figura 5.1, que os vicios dos estimadores de 3, e 35 sao proximos de
zero para todas as proporcoes de censura consideradas. Para os estimadores de o, e 3¢ 0
vicio aumenta, em valores absolutos, a medida que a proporcao de censura aumenta. Para
ke € v o vicio se aproxima de zero quando a proporgao de censura aumenta. As raizes
dos erros quadraticos médios nao sao fortemente afetadas pela proporcao de censura,
exceto para [5; e X¢, onde maiores valores sao observados a medida que sao consideradas
amostras com maiores proporgoes de observacoes censuradas.

A Figura 5.2 mostra a probabilidade de cobertura dos intervalos de 95% de confianca
para os parametros do modelo proposto no Cenario 1.

Observa-se, a partir da Figura 5.2, que as probabilidades de cobertura estao bem
proximas dos verdadeiros niveis de confianca para todos os parametros.

A Figura 5.3 mostra as distribui¢oes dos estimadores de méxima verossimilhanga dos
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Bias

RMSE

Figura 5.1: Vicio (superior) e raiz do erro quadrético médio (inferior) para os estimadores de [
(quadrado), B, (circulo), B; (triangulo), p, (asterisco) (gréficos & esquerda), o, (quadrado), 3¢ (losango)
e v (circulo) (graficos a direita) quando amostras sdo geradas com 5%, 25% e 45% de respostas censuradas.
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parametros para cada proporcao de censura considerada nas amostras.

variabilidades para os casos onde as proporc¢oes de censuras sao maiores. Para os para-
metros relacionados a variancia da distribuicao ¢-Student, o, ¢ e v, mais de 50% dos

valores obtidos pelos seus estimadores estavam subestimados e a subestimacao ¢é ainda

Da Figura 5.3 nota-se que, em geral, as distribuicoes dos estimadores possuem maiores

maior quando as amostras possuem maiores porcentagens de censura.
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quando amostras sao geradas com 5%, 25% e 45% de respostas censuradas.

5.2.2 O efeito de diferentes tamanhos amostrais nos EMYV - Ce-
nario 2

As Figuras 5.4 e 5.5 apresentam os graficos dos vicios (Bias) e das raizes dos erros

quadraticos médio (RMSE) dos estimadores de méxima verossimilhanga em relagao aos
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diferentes tamanhos amostrais para amostras com aproximadamente 14,04% e 45% de

censura, respectivamente.
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Figura 5.4: Vicio (superior) e raiz do erro quadrético médio (inferior) para os estimadores de [
(quadrado), B, (circulo), B; (triangulo), p, (asterisco) (gréficos & esquerda), o, (quadrado), 3¢ (losango)
e v (circulo) (graficos a direita) em funcdo do tamanho amostral n e com 14,04% de censura.

As Figuras 5.4 e 5.5 mostram que, para amostras com aproximadamente 14% e 45%
de censura, os estimadores de 3,, B3, 0, € v tendem a ser nao viciados e consistentes. No
entanto, os vicios dos estimadores de (1, p, e 3¢ tendem a ser grandes, em moédulo, para

todos os tamanhos amostrais. Para tais parametros o vicio e a raiz do erro quadratico
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Figura 5.5: Vicio (superior) e raiz do erro quadrético médio (inferior) para os estimadores de 3
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e v (circulo) (graficos a direita) em func¢do do tamanho amostral n e com 45% de censura.

médio nao convergem para zero a medida que n aumenta, isto é, os graficos sugerem que

os estimadores desses parametros nao sao consistentes. Comparando as Figuras 5.4 e 5.5

nota-se que se uma amostra de tamanho n = 25 com 14% de censura é considerada o valor

absoluto do vicio do estimador de X ¢ muito similar ao observado para uma amostra de

tamanho n = 200 com 45% de dados censurados. Ambos os casos sugerem que a falta de

informacao dos dados (pequenas amostras e alta censura) induz a um maior vicio nesse
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estimador.
As Figuras 5.6 e 5.7 mostram a probabilidade de cobertura dos intervalos de 95%
de confianca para os parametros do modelo proposto no Cendrio 2 quando amostras

apresentam 14, 04% e 45% de respostas censuradas, respectivamente.
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Figura 5.6: Cobertura dos intervalos com 95% de confianga para (; (quadrado), B, (circulo), B
(triangulo), pe (asterisco) (grifico a esquerda), o, (quadrado), 3¢ (losango) e v (circulo) (grifico a
direita) em fungdo do tamanho amostral n e com 14,04% de censura.

Das Figuras 5.6 e 5.7 nota-se que as probabilidades de cobertura estao, em geral,
proximas dos verdadeiros niveis de confianca. A excegao ocorre para v se n = 25.

As Figuras 5.8 e 5.9 apresentam as distribui¢oes dos estimadores de maxima verossi-
milhanca dos parametros para cada tamanho amostral considerado e em amostras com,
respectivamente, 14, 04% e 45% de censura.

A partir das Figuras 5.8 e 5.9 pode-se ver que, para todos os parametros, as distribui-
¢oes dos seus respectivos estimadores apresentam menores variabilidades a medida que n

aumenta.

5.2.3 O efeito da ma especificacao de A nos EMV - Cenario 3

A Figura 5.10 apresenta o grafico dos vicios (Bias) e das raizes dos erros quadraticos
médio (RMSE) dos estimadores de maxima verossimilhanga em relagdo a especificagao

da condicao de identificabilidade A.

66



B1, B2, Ba, Mg Oy, Zg, v

° °
< b=
P e e — i _&_4‘._4__}5..-.-.;~_._. -u,-_-;=.‘_;;:=_f??_.:,____:______=_;:____"$_
'
7
I
e} ©
o 7 o 7 ¥
© ©
S 7 S 7
@ @
j=2] j=2]
< <
[ [
=3 =3
o o
o [§)
< ] < ]
o o
~ ~
o o
o o
S 7 S 7
T T T T T T T T T T
100 200 300 400 500 100 200 300 400 500
n n

Figura 5.7: Cobertura dos intervalos com 95% de confianga para 3; (quadrado), B, (circulo), B
(triangulo), pe (asterisco) (grifico & esquerda), o, (quadrado), 3¢ (losango) e v (circulo) (grifico a
direita) em fungdo do tamanho amostral n e com 45% de censura.

o R s
+ o
SR 1 + 1
JEAET=== N PR S R
SRR T N =T SE N e T
o T 4T A+
E | T : =
T
i T T
1 : o
ol
| % 3 e l | |
AN I U B :
T 1Heme=m | | ]

100 200 500

Figura 5.8: Distribui¢ao dos estimadores de maxima verossimilhanga de 31, Bs, B3, 0w, Ke, 3¢ e vem
funcao do tamanho amostral e com 14,04% de censura.

Na Figura 5.10 nota-se que o vicio e a raiz do erro quadratico médio dos estimadores de
B1, o, € X estao ambos distantes de zero se a escolha de A ¢ distante do valor real. Isso
significa que a escolha de A tem um importante papel na qualidade das estimativas dos

parametros. Algumas diretrizes em como escolher um valor apropriado para A podem ser
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Figura 5.9: Distribuicao dos estimadores de maxima verossimilhanca de 81, By, B3, 0u, pe, B¢ € v em
funcao do tamanho amostral e com 45% de censura.

encontradas em Fuller (1987). Para o estimador de B, ndo observa-se grandes alteragoes
no vicio e raiz do erro quadratico médio com a escolha do valor de A. Para os estimadores
dos parametros restantes ja se sabia que nao haveriam alteracoes em suas estimativas e,
consequentemente, nos vicios e erros quadratico médios, como mencionado na Se¢ao 3.2.

A Figura 5.11 mostra a probabilidade de cobertura dos intervalos de 95% de confianca
para os parametros do modelo proposto em relacao a especificacao de A.

Pode-se observar da Figura 5.11 que, escolhendo-se um valor de A distante do valor
real, as probabilidades de cobertura dos intervalos de 95% de confianca para (31, 35, 0, €
Y também estarao distantes do nivel nominal considerado para o intervalo.

A Figura 5.12 mostra as distribuicoes dos EMV de 3, B,, 0, e ¥¢, que sao os
parametros que sao afetados pela escolha do valor especificado de A.

A Figura 5.12 revela a importancia da escolha da condigao de identificabilidade para
a matriz A. Se o valor de A especificado é menor que o valor real, observa-se que ha uma
tendéncia de haver mais estimativas superestimadas para 3, o, e 3¢. Por outro lado, se
A especificado é maior que o real, a tendéncia é que haja mais estimativas subestimadas
para tais parametros, ocorrendo o contrario para 3,. Para o caso em estudo nota-se,

também, que assumindo-se A = 1/3 ou 1, hd um grande percentual de estimativas de o,
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Figura 5.10: Vicio (superior) e raiz do erro quadratico médio (inferior) para os estimadores de 3
(quadrado), B, (circulo), B; (triangulo), p, (asterisco) (grificos & esquerda), o, (quadrado), 3¢ (losango)
e v (circulo) (gréficos & direita) quando amostras sdo geradas assumindo A = 0,1 mas informando que
vale 1/19, 1/10, 1/3 ¢ 1.

que sao negativas, o que nao faz sentido.

5.2.4 O efeito de v nos EMYV - Cenario 4

A Tabela 5.18 mostra o vicio, a raiz do erro quadratico médio e a cobertura dos
intervalos de 95% de confianca para os estimadores de todos os parametros do modelo

proposto em cenarios em que o grau de liberdade também é estimado.
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Figura 5.12: Distribui¢do dos estimadores de mdxima verossimilhanga de 81, By, 0, ¢ X¢ quando
amostras sdo geradas assumindo A = 0,1 mas informando que vale 1/19, 1/10, 1/3 e 1.

Pode-se notar, da Tabela 5.18, que o estimador de v é praticamente nao viciado e com
erro quadratico médio pequeno apenas se o verdadeiro valor de v é pequeno (v = 2,01).
Se o valor real de v é 5 e 30 o vicio é positivo e aumenta com o verdadeiro valor de v, assim
como ocorre com o erro quadratico médio. Em geral, apenas os estimadores de o, e 3¢
tendem a ser viciados e os vicios aumentam, em moédulo, & medida que sao consideradas
amostras geradas com maiores graus de liberdade. Similarmente ao que foi observado
para os Cendrios 1 e 2, a cobertura dos intervalos de 95% para todos os parametros esté
préxima do nivel de confianga real.

A Figura 5.13 apresenta as distribuigoes dos estimadores de maxima verossimilhanga
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Tabela 5.18: Vicio, raiz do erro quadratico médio e cobertura dos intervalos com 95% de confianca
para B1, By, B3, Ou, e, X¢ € v quando amostras sao geradas assumindo v iguais a 2,01, 5, 30 e oo.
Parametro v Vicio REQM Cobertura
51 2,01 0,002 1,789  0,9502
5 -0,002 1,669  0,9476
30 -0,062 1,524  0,9498
oo -0,045 1,476  0,9458
Bs 2,01 0,001 0,037 0,9514
5 0,001 0,035 0,9486
30 0,002 0,031 0,9516
oco 0,002 0,030 0,9496
B 2,01 -0,001 0,152  0,9510
5 -0,002 0,143  0,9488
30 0,003 0,129  0,9492
oco -0,001 0,126  0,9518
Oy 2,01 -0,139 3,757  0,9526
5 -0,411 3,440  0,9500
30 -0,610 2,862  0,9484
oo -1,090 2,787  0,9324
e 2,01 0016 1,249 0,9492
5 0,020 1,149 0,9516
30 -0,011 1,033  0,9480
oo -0,003 1,003 0,9514
e 2,01 3,300 29,136 0,9466
5 -1,707 27,445 0,9514
30 -4,278 21,310 0,9464
oo -9,264 20,597  0,9264
v 2,01 0,070 0,197  0,9276
5 0,351 2,709  0,9702
30 3,715 18,607 0,9606

dos parametros do modelo proposto quando amostras sao geradas sob distintos graus de
liberdade v.

Pode-se notar da Figura 5.13 que, usualmente, as distribuicoes dos estimadores de
maxima verossimilhanga tendem a possui menor variancia quando amostras sao geradas
sob maiores valores para v, ou seja, se os dados vém de uma distribuicao com menor
variancia ha uma tendéncia de que os estimadores também possuam menores variancias.
O fato inverso ocorre para o estimador do grau de liberdade v. Para v observa-se também
que ha uma tendéncia de seu estimador apresentar estimativas superestimadas, ou seja,
héa uma perda de robustez do modelo, uma vez que mesmo em amostras com caudas
pesadas pode-se ter uma estimacao de v em um valor alto, que corresponderia a uma
distribuicao com cauda mais leve que a real. Se os dados sao gerados de uma distribuicao
normal (v = 00), as estimativas de maxima verossimilhanca para os graus de liberdade

tendem a ser altas (obviamente, nesse cenério, v é subestimado). Observa-se também que
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Figura 5.13: Distribuigao dos estimadores de maxima verossimilhanga de 81, By, B3, 0u, e, ¢ € v
quando amostras sao geradas assumindo v iguais a 2,01, 5, 30 e co.

para os estimadores de 0, e 3¢ mais de 50% das estimativas obtidas estao subestimadas.

5.2.5 O efeito da ma especificagcao de v nos EMV - Cenario 5

No Cenario 5 o modelo proposto é ajustado assumindo-se que v é um parametro fixo e
conhecido. As Figuras 5.14, 5.15 e 5.16 mostram os vicios e as raizes dos erros quadraticos
médios de todos os estimadores sempre que os dados sao gerados assumindo-se v = 2,01,
5 e 0o, respectivamente.

Das Figuras 5.14, 5.15 e 5.16 nota-se que, em geral, os estimadores de todos os para-
metros tendem a apresentar os menores vicios e erros quadraticos médios se o modelo é
ajustado fixando-se o grau de liberdade em valores mais préximos do valor real. Observa-
se também que os estimadores de (i, p e 3¢ sao mais sensiveis as especificagoes de
V.

As Figuras 5.17, 5.18 e 5.19 apresentam as probabilidades de cobertura dos intervalos
de 95% de confianca dos parametros do modelo quando amostras sao geradas assumindo
v =2,01, 5 e 0o, respectivamente.

Das Figuras 5.17, 5.18 e 5.19 observa-se que, se v é mal especificado no modelo, as
probabilidades de cobertura dos intervalos de confianga para o, e ¥ sao bem menores

que o nivel de confianga nominal e, em alguns casos, aproximam-se de zero.
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Figura 5.14: Vicio (superior) e raiz do erro quadratico médio (inferior) para os estimadores de 31 (qua-
drado), B, (circulo), B; (triangulo), p, (asterisco) (gréficos a esquerda), o, (quadrado) e X¢ (losango)
(gréficos a direita) quando amostras sao geradas assumindo v = 2,01 e no modelo assume-se v iguais a
2,01, 5 e 30.

As Figuras 5.20, 5.21 e 5.22 apresentam as distribui¢coes dos EMV dos parametros do
modelo proposto quando dados sao gerados considerando-se v = 2,01, 5 e 0o, respectiva-
mente.

Das Figuras 5.20, 5.21 e 5.22 nota-se que as estimativas de o, e 3, sao as mais
influenciadas pela especificacao de v. Quando um valor de v maior que o real é especificado

seus estimadores fornecem, em geral, superestimativas. Por outro lado, quando valores
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Figura 5.15: Vicio (superior) e raiz do erro quadratico médio (inferior) para os estimadores de 31 (qua-
drado), B, (circulo), B; (triangulo), p, (asterisco) (gréficos a esquerda), o, (quadrado) e X¢ (losango)
(gréficos a direita) quando amostras sdo geradas assumindo v = 5 e no modelo assume-se v iguais a 2,01,
5 e 30.

de v menores que o real sao especificados, v tende a ser subestimado.

Comparando os Cenérios 4 e 5, conclui-se que ha um ganho em estimar-se o grau de
liberdade pois, apesar de haver uma perda de robustez, o vicio dos estimadores dos outros
parametros tendem a ser menores do que o observado quando o grau de liberdade v é

mal especificado.
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Capitulo 6

Estudo de caso: gastos ambulatoriais

Neste capitulo os dados reportados em Cameron e Trivedi (2010) disponiveis no con-
junto de dados ‘2001 Medical Expenditure Panel Survey’ sao re-analisados utilizando o
modelo proposto e, no caso bayesiano, também utilizando os modelos Tobit, ¢-Tobit e
N-Tobit com erros nas covariaveis. A variavel resposta corresponde a 3.328 observagoes
de valores de gastos ambulatoriais (na escala logaritmica) em que 526 sao iguais a zero,
isto é, tem uma censura aproximada de 15,8%. As varidveis explicativas s@o idade (age,
medida em dezenas de anos), género (female, indicadora de feminino), status educacio-
nal (educ, nimero de anos), status de seguro (ins), total de doengas cronicas (totchr),
etnia (blhisp, indicadora de negro ou hispanico) e renda (income). Cameron e Trivedi
(2010) analisaram o conjunto de dados usando o modelo Tobit e consideraram o método
de méaxima verossimilhanca para estimar os parametros. A hipdtese de normalidade é
rejeitada por tais autores, que nao incluiram a covariavel renda dentre as variaveis expli-
cativas. Trabalhos anteriores, inclusive Fuller (1987), argumentam que a varidvel renda
é usualmente medida de forma imprecisa. Assim, diferente de Cameron e Trivedi (2010),
propoe-se analisar estes mesmos dados considerando um modelo robusto que inclui a
covariavel renda medida com erro.

Para definir o valor de A considera-se a sugestao dada em Fuller (1987) que estabelece
que a variancia do erro de medida X, é aproximadamente 15% da variancia total da renda,

isto 6, A = (2¢ + X2,) '3 = 0,85. Consequentemente, segue que A = 3/17.
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6.1 Estimadores bayesianos dos modelos tipo Tobit
nos gastos ambulatoriais

Nesta secao inferéncia sera feita sob o paradigma bayesiano. O modelo proposto serd
ajustado e comparado com os modelos N-Tobit com erros nas covariaveis, N-Tobit e t-
Tobit. Como mencionado anteriormente, assume-se que a variavel renda pode ser medida
com erro. Como nao ha informagoes a priori sobre os parametros, distribuicoes a priori

. . e ~ . , d d
pouco informativas serao eliciadas para todos os parametros, isto é, assume-se y; = v, =

. ~ Ni(0,10%), B; ~ Ng(06, 103[1615 + (10° — 1)Ig)), 0 ~ IG(2,0001,10,001) e X, ~
TW (6, (45 x 10°)1/2). Como consequéncia, as distribuicdes a priori para os parametros de
regressao 3; e 3, no modelo original sdo tais que 3 | By ~ N1(0,10°[1+A(1+A)713,]?)
e By ~ Ni(0,105(1 + A)?). Para os modelos livre de erros assume-se 3; ~ Np(0,10%),
By ~ N7 (07,103[1715+ (10—~ 1)I;]) e 0, ~ IG(2,0001,10,001). Para os modelos t-Tobit e
t-Tobit com erros nas covariaveis assume-se v ~ T E(10%;2). Os parametros considerados
para o MCMC sao os mesmos assumidos no estudo Monte Carlo.

A Tabela 6.1 apresenta algumas medidas resumo a posteriori obtidas ajustando os

modelos sob comparacao.

Tabela 6.1: Estimativas a posteriori sob todos os modelos, conjunto de dados de gastos ambulatoriais.

tce nce tse nse
Covariavel Parametro Média Mediana D.P. Média Mediana D.P. Média Mediana D.P. Média Mediana D.P.
51 3,526 3,517 0,239 1,027 0974 0,272 1,968 1,988 0,331 0,981 0,919 0,393
income By 0,004 0,003 0,003 0,004 0,003 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003 0,003 0,002
age B3 0,274 0,276 0,030 0,345 0,352 0,046 0,343 0,340 0,041 0,350 0,355 0,050
female B3y 0,746 0,748 0,065 1,361 1,360 0,096 1,127 1,118 0,108 1,350 1,348 0,098
educ B 0,061 0,062 0,015 0,126 0,126 0,017 0,112 0,112 0,018 0,130 0,133 0,023

blhisp By, 0,459 -0,457 0,087 -0,885 -0,896 0,108 -0,748 -0,736 0,102 -0,865 -0,858 0,112
totchr By 0,723 0,719 0,042 1,163 1,154 0,061 0924 0,920 0,068 1,160 1,157 0,066
ins Bag 0,004 0,105 0071 0240 0,245 0,107 0,187 0,181 0,092 0252 0,248 0,108
Ou 2,774 2,759 0,121 7,754 7,740 0220 6,135 6,149 0,331 7,755 7,771 0,215
e 31,962 31,990 0,386 36,773 36,745 0,448
B¢ 216,367 216,891 7,798 605,718 605,242 14,521

v 2,061 2,049 0,049 5466 5,223 1,141

Da Tabela 6.1 nota-se que as médias e medianas a posterior: para todos os parametros
tendem a ser proximas entre si e que os efeitos de todas as covaridveis sao positivos, exceto
para etnia, para todos os modelos. Também nota-se que as estimativas a posteriori
obtidas para os efeitos fixos ajustando os modelos N-Tobit com erros nas covariaveis,
t-Tobit e Tobit sdo similares e, em geral, sdo maiores (em valores absolutos) do que

as obtidas pelo modelo proposto. A excecao ocorre para f3; em que as estimativas a
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posterior: tendem a ser altas sob o modelo proposto e o t-Tobit. Observa-se também que
as estimativas para todas as componentes da variancia e para o grau de liberdade tendem
a ser menores sob o modelo proposto.
A Tabela 6.2 mostra os intervalos de mais alta densidade a posteriori (HPD) para os
parametros dos modelos ajustados.
Tabela 6.2: Os intervalos HPD de 95%, conjunto de dados de gastos ambulatoriais.
Covariavel Parametro tce nce tse nse
b1 3,114 ; 3,934 0,595 ; 1,620 [1,387;2,614] [0,321; 1,788 ]

[ ] [ ]
income B, [ 0,000 ; 0,009 ] [ 0,000 ;0,008] [-0,002;0,005] [-0,002 ;0,006 ]
age B, (0,209 ; 0,322 ] [0,261;0,428] [0,273;0,423] [0,238 ;0,441 |
[ ] [ ]
[ ] [ ]

female Bas 0,630 ; 0,865 1,190 ; 1,558 [0,955; 1,409 ] [1,165 ;1,524 |
educ Bas 0,034 ; 0,090 0,093 ; 0,158 [0,076 ; 0,141 ] [0,082 ;0,166 |
blhisp Ba, [-0,646 ;-0,285 ]  [-1,074;-0,662] [-0,943 ;-0,542] [-1,080 ; -0,671 |
totchr Bs: (0,639 ; 0,798 | [1,062;1,290] [0,813;1,053] [1,044 ;1,294 ]
ins Bae [-0,035;0241]  [0,005;0410] [0,007;0,338] [0,084 ;0,495 ]
Ou [2,573 ;3,019 ] [7,384:8,180] [5,585;6,830] [7,341 ;8,138 ]
e [31,289 ; 32,655] [ 35,974 ; 37,707 |
e [202,284 ;230,961 ] [ 571,823 ; 629,737 |
v [2,000 ; 2,166 ] [ 3,675 ; 8,050 ]

A partir da Tabela 6.2 observa-se que ambos os modelos que consideram erros na
covariavel renda apontam que o efeito da renda é positivo com probabilidades 0,95 ou
mais, isto é, sob ambos os modelos a renda pode ser considerada significativa para explicar
os gastos ambulatoriais (ver também a Figura 6.1). Mais ainda, apenas o modelo proposto
mostra que o status do seguro nao é relevante para explicar os gastos ambulatoriais.

Usualmente, perde-se robustez quando se estima o grau de liberdade do modelo. Ape-
sar disso, conclui-se, a partir dos resultados exibidos na Tabela 6.2 e na Tabela 6.3, que
a distribuicao conjunta para os erros e a covariavel latente possui cauda mais pesada que
a distribuicao normal. As estimativas a posteriori para v sob ambos, modelo proposto e
t-Tobit, revelam que o grau de liberdade é pequeno (média a posteriori igual a 2,061 sob
o modelo proposto e 5,466 sob o modelo t-Tobit).

Mais ainda, similarmente ao que foi observado nos estudos de simulacao, as esti-
mativas a posteriori para o, sao muito maiores ao comparar com o modelo proposto,
enquanto a média é 2,774 sob o modelo proposto, é 7,754 sob o modelo N-Tobit com
erros nas covariaveis. As estimativas a posteriori para ¥ sao também menores sob o
modelo proposto. Considerando as médias a posteriori e as estimativas obtidas sob o

modelo proposto segue, como consequéncia, que a média e a variancia a posteriori de
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Figura 6.1: Distribuigoes a posteriori de B3,.

33, sao, respectivamente, 38,18 e 1,89, dando evidéncia a favor do modelo com erro de
classificacao.

Em resumo, as distribuicoes a posterior: para v e 3, revelam que um modelo com
erro nas covaridveis robusto (modelo proposto) é mais apropriado para descrever o com-
portamento dos dados.

A Tabela 6.3 mostra as estatisticas LPML e DIC para cada modelo. Nota-se que,

dentre cada classe de modelos ajustados (com erros e sem erros) ambas as estatisticas
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trazem evidéncia de que o melhor modelo é o que considera a distribuicao ¢-Student.

Tabela 6.3: LPML e DIC, conjunto de dados de gastos ambulatoriais.

Model LPML DIC

tce -22528,00  45056,07
nce -23158,83  46313,70
tse -7367,83  14724,14
nse -7502,82  15005,70

Para investigar se os modelos considerados sao sensiveis as suas suposicoes considera-
se, para cada modelo (Figura 6.2), a divergéncia de Kullback-Leibler (K-L) entre a dis-
tribuicdo a posteriori para @ considerando todos os dados observados, # = 7(0 | D,), e
a distribui¢ao a posteriori para 6 sem a i-ésima observagao, m(_;y = 7(0 | D)), que é
dada por K(m,m_y) = [ (6 | Do)log {%}%] d@. Mais detalhes sobre a divergéncia
K-L e um procedimento computacional para aproxima-la pode ser encontrada em Lachos

et al. (2011).

Da Figura 6.2 pode-se notar que ha observacoes que sao potencialmente influentes
sob o modelo N-Tobit com erros nas covariaveis mas que nao sao sob os outros modelos.
De fato, o modelo proposto parece ser menos afetado por observagoes atipicas do que os
outros modelos uma vez que os valores de K (m, m_;) sao mais proximo de zero. Logo,

tal modelo deve ser o preferido para ajustar aos dados.
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Figura 6.2: Divergéencia K-L para todos os modelos.

6.2 Estimadores de maxima verossimilhanca do mo-
delo proposto nos gastos ambulatoriais

Nesta secao os dados descritos no inicio do capitulo sao analisados sob o paradigma
da inferéncia classica. O modelo proposto serd ajustado aos dados considerando duas
abordagens. Em uma delas o grau de liberdade v é desconhecido (Modelo 1) e na outra
considera-se v = 171 (Modelo 2). O valor 171 para v foi o maior considerado para

que nao houvessem problemas computacionais envolvendo o calculo da fungao gama no
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R (R Core Team, 2014), software utilizado neste trabalho. O Modelo 2 fornece uma
aproximagcao para o modelo N-Tobit com erros nas covariaveis. Para ambos os modelos
serao considerados os estimadores de maxima verossimilhanga aproximados pelo algoritmo
ECM. O algoritmo ECM foi iniciado considerando B\%l) = Bél) =0, BS) =0, 8&1) = 312/ =
7,40, ﬁél) = x = 36,80, f]él) =S, = 712,95 e, para o Modelo 1, 7 = 5. Foram
necessarias 307 iteragoes até que |log f(D, | §(t+1))/ log f(D, | g(t)) — 1| fosse menor que
10~ no Modelo 1 e 246 no Modelo 2.

A Tabela 6.4 mostra as estimativas de maxima verossimilhanga bem como os erros
padrao, os intervalos de 95% de confianca para todos os parametros e também os p-valores
para testar as hipéteses nulas Ho : 5y =0, Hy: B3 =0e Ho: 33, =0,j=1,...,6 sob

os dois modelos. Para obter os intervalos de confiaca e os p-valores sao consideradas as

distribuicoes assintoticas dos EMV.

Tabela 6.4: Estimativas de maxima verossimilhanca, desvio-padrdo assintético, intervalos de 95% de
confianga e p-valores, conjunto de dados de gastos ambulatoriais.
Covaridvel Parametro EMV Erro-padrao  95% Int. Conf.  p-valor
Modelo proposto com v desconhecido (Modelo 1)

B 3687 0,247 [3,204;4,171] 0,000
income B, 0,004 0,003 [-0,002;0,000] 0,171
age B3, 0,263 0,032 [0,201 ;0,326 ] 0,000
female B3, 0,722 0,070 [0,583;0,860] 0,000
educ Bas 0,056 0,015 [0,027 ;0,084 ] 0,000
blhisp By, 0472 0,077 [-0,624 ; -0,321] 0,000
totchr By 0714 0,042 [0,632;0,796] 0,000
ins Bsg 0,089 0,070 [-0,047 ;0,226 ] 0,200
Ou 2,687 0,138 [ 2,415 ; 2,958 ]
e 31,896 0,358 [ 31,194 ; 32,597 |
e 212,694 8,393 [ 196,244 ; 229,144 |
v 2,000 0,076 [ 1,850 ; 2,150 |
Modelo normal aproximado (Modelo 2)
B4 1,042 0,330 [0,395;1,690] 0,002
income B, 0,004 0,002 [-0,001;0,009] 0,107
age B3, 0,347 0,046 [0,258 ;0,436 ] 0,000
female Bss 1,359 0,098 [1,166;1,551] 0,000
educ By, 0,125 0,021 [0,085;0,165] 0,000
blhisp Bay -0,866 0,109 [-1,079;-0,654] 0,000
totchr Bss 1,156 0,064 [1,030; 1,283 ] 0,000
ins Bz 0,249 0,102 [0,050 ;0,448 0,014
Ou 7,630 0,189 [ 7,259 ; 8,001 ]
pe 36512 0454 35,622 ; 37,401 |

IS 576,030 14,504 [ 547,603 ; 604,457 |

Da Tabela 6.4 pode-se concluir, sob ambos os modelos, que o efeito marginal de todas

as covariaveis sao positivas, exceto para etnia. Além da covariavel género, o niimero total
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de doengas cronicas e a etnia causam mais impacto nos gastos ambulatoriais (latente).
Por exemplo, sob o Modelo 1, conclui-se que o gasto ambulatorial médio por mulher é
105, 8% mais alto que aquele por homem enquanto uma mudanca de 10 anos na idade
estd associada com um aumento de 30, 1% no gasto ambulatorial médio.

A partir dos p-valores e dos itervalos de confianca também conclui-se, sob ambos os
modelos, que a variavel explicativa renda (medida com erro) nao é significativa para expli-
car os gastos ambulatoriais se niveis de significancia usuais sao considerados. Conclusao
similar pode ser tirada para o status de seguro sob o Modelo 1. Apesar disso, utilizando
a propriedade da invariancia dos estimadores de méxima verossimilhanca e a estimativa
para X, uma vez que A = 3/17, tem-se que a estimativa de maxima verossimilhanca
para X, é i\v = 37,53 sob o Modelo 1 e 101, 65 sob o Modelo 2, ou seja, aqui também se
conclui que nao ¢ razoavel assumir que a variavel renda seja livre de erros.

Comparando os modelos também nota-se que nao é razoavel assumir um modelo com
caudas leves para esse conjunto de dados. Sob o Modelo 1, a estimativa de maxima
verossimilhanca para o grau de liberdade v é 2,0, que significa que a aproximacao para
o modelo normal nao é apropriada nesse caso. Conclusoes similares podem ser tiradas
ao considerar as estatisticas AIC, BIC e a log-verossimilhanga, dadas na Tabela 6.5.
Além disso, outra questao relevante em modelos de regressao é avaliar a sensibilidade
dos estimadores de maxima verossimilhanca em relagao a pequenas perturbacoes nas
suposicoes do modelo na presenca de observagoes atipicas. Como uma ferramenta de
diagndstico, a distancia de Cook generalizada (GCD) (Figura 6.3) para o modelo Tobit
(Barros et al., 2010) sera considerada. A distancia de Cook é uma importante técnica de
diagnostico do método de influéncia global e permite estudar mudancas nas estimativas

dos parametros se uma observacao ¢ descartada do conjunto de dados.

Tabela 6.5: AIC, BIC e log-verossimilhanca, conjunto de dados de gastos ambulatoriais.

Modelo AIC BIC Log-verossimilhancga
Modelo 1 45056,03  45129,35 -22516,02
Modelo 2 46242,99  46310,20 -23110,49

Como pode ser notado da Figura 6.3, cada observagao causa menos impacto nas
estimativas de maxima verossimilhanca sob o Modelo 1. Portanto, um modelo com cauda

mais pesada fornece um melhor ajuste do que o modelo normal aproximado.
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Figura 6.3: Distancia de Cook generalizada para Modelo 1 (esquerda) e Modelo 2 (direita).
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho foi introduzido um modelo tipo Tobit com erros nas covariaveis que
assume uma distribuicao ¢-Student multivariada para modelar conjuntamente o compor-
tamento dos erros e das covaridveis latentes. Foram obtidas condigoes para identificar
a verossimilhanca do modelo proposto, as distribuicoes condicionais completas a poste-
riori dos parametros e das variaveis latentes do modelo proposto e foi introduzido um
algoritmo ECM para aproximar os estimadores de maxima verossimilhanca de todos os
parametros, incluindo o grau de liberdade.

Foi realizado um estudo Monte Carlo para comparar o modelo proposto com alguns
modelos previamente introduzidos na literatura no caso bayesiano e para avaliar a quali-
dade dos estimadores de maxima verossimilhanca e a eficiéncia do algoritmo ECM pro-
posto em diferentes cendrios. Do ponto de vista baeysiano notou-se que, como esperado,
estimativas tendem a ser melhores se a proporcao de censura é pequena e também se o
tamanho amostral é grande. Usualmente, as componentes da variancia e o grau de liber-
dade sao mal estimados se o modelo é mal especificado. Tais estimativas sao ainda piores
se assumem-se modelos livres de erros. Notou-se também que se os dados sao gerados de
uma distribuicao com cauda pesada, obtem-se estimativas muito pobres para a varian-
cia das covariaveis latentes sempre que um modelo que assume distribuicoes com caudas
mais leves para os erros e covariaveis latentes é ajustado mas o oposto nao necessaria-
mente ocorre. As estatisticas LPML e DIC mostram ser ferramentas ineficientes para
comparar modelos com erros nas covariaveis com aqueles modelos livre de erros. Conclu-
soes similares foram obtidas por Vidal e Iglesias (2008). Para esse propdsito, estimativas

a posteriori para as variancias do modelo e das covariaveis latentes trabalharam como
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uma ferramenta auxiliar na selecao de modelos. Do ponto de vista frequentista algumas
das conclusoes sao que o EMV de 3 é usualmente viciado e que a falta de informacao
(pequenas amostras ou alta propor¢ao de censura nas respostas) induz mais vicio nesse
estimador. Também conclui-se que ha uma tendéncia de perda de robustez se o grau de
liberdade é estimado mas os EMV sao viciados se o valor de v assumido no modelo nao
¢ o verdadeiro, principalmente para os parametros pe, 3¢, 51 € 0.

Os dados sobre gastos ambulatoriais, reportados em Cameron e Trivedi (2010), foram
analisados assumindo que a covaridvel renda é medida de forma imprecisa. Sob a ética
bayesiana conclui-se que o modelo proposto é o melhor para analisar tais dados. Em rela-
cao a inferéncia cldssica, o p-valor para a renda foi aproximadamente 17% e a estimativa
para X, foi alta. Logo, conclui-se que é razoavel assumir que tal covaridavel nao pode ser
considerada livre de erros. Também conclui-se que um modelo com cauda pesada fornece
melhor ajuste que um modelo aproximadamente normal.

A principal critica em relagdo ao modelo proposto é que ele assume o mesmo grau
de liberdade para modelar conjuntamente o comportamento dos erros e das covariaveis
latentes. Isso pode limitar o uso do modelo pois, de certa maneira, tal fato faz com que
assumem-se distribuicoes de mesma cauda para modelar tais quantidades e isso pode nao
ser uma suposicao apropriada em algumas situagoes praticas. No entanto, considerando
o método de maxima verossimilhanca, nao seria uma tarefa facil tratar um modelo com
diferentes graus de liberdade para tais quantidades. Outra sugestao como trabalho futuro
é considerar uma distribuicao a priori para a condigao de identificagao. Isso resultaria

em um modelo mais flexivel.
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Apeéendice A

As distribuicoes condicionais

completas a posterior: para o
modelo t-Tobit com erros nas
covariaveis

Neste apéndice sao apresentados os calculos para as distribuicoes condicionais comple-
tas a posteriori: para todos os parametros e variaveis latentes. A dccp para a quantidade

latente g = (g1, - . -, gn) ¢ dada por

i=1 i W

d;
1 1 / / 2
X — exp | —o——[yi — (71 + 5% + B3bi)]
vV G; 29; Ow

<o e (<5 ) 0 - )

1-d;
f(g|nD,,0) H (\/% exp (—29%0[21- — (71 +7ex + ﬁgbi)P))

n 1_di di
1/2 G 1/2 G
<Moo (52m)) (e (52)
k/2 gi ) v/2—1 ( gi )
X g exp|— 9; exXp |\ —
( 2/q(x;) 2/v
- (1-d;)/2 _ Ji di/2 . gi
* 1 eXp( 2aw/[a13<1—di>J>gl eXp( 2a—w/<a23di>)

% gk/zexp Y g'-//Q_lexp Y
Z 2/a(x;) ) 2/
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1+k+v 1
X g 2
7
i=1

9i
P ( 200/ [(1 = d;)a?, + diaZ, + owa(x;) + awu]> ’

em que aj; = z; — (71 + 9% + B3b;) e as; = y; — (11 + ¥hx; + B3b;). Logo, para todo

1=1,...,n,

1+k+v 20, )

i i;Doi)ONG 5
g [ < 3 (1= dy)ad, + day + 0wd(x0) T oo

Para v, a deep é

1
(71| 0—~,,Dc) o exp (*7(“/1 - u1)2)
201

1—-d;
n 1
< J1 (eXp <—2g_1[zi — (1 + b +B’3bi)}2>>

i=1 i Tw

1
X (exp (—29_10_[% — (1 + 5% + Bébi)]2>)
7 w

o« exp (—L(w - u1)2>

201

d;

x Jlexp ( gfll —[n — (2 — voxi — Bébi)]Q)

99 Tw
(3

X exp ( ,11 [Vl(yi‘y'zxz'ﬁ'sbi)P)

o«  exp (*L(“fl - u1)2)

201

n 1
X H exp | ————{m1 — [(1 — di)z + diys — v5Hx; — B5b;]}>
i=1 29, “ow

2
1 1 ZTL ast
x exp(—=—(m—m)?)exp | ———%— (m - =—
201 22721 7 D1 i

2
1 B _ n
o exp (_QHl {71 —Hiloy ' 405" D> gi((1— di)zi + diyi — vhx —ﬂébi)}} ) ;
i=1

em que H; ' = o7 + 0,137 | g;. Logo,

7| 0-—y, D~ Ny | Hy Uflﬂl‘i‘a;lzgi[(1_di)2i+diyi_7lzxi_ﬁébi} , Hy

i=1
Para =, segue que a dccp é
1 _
7] 0-9,,D0) o exp (< 5n — ) B~ )
1—-d;
n 1
< 11 (eXp (—_1[21' — (1 + 7% + ﬂébz‘)F))
i=1 29; Ow
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P\ 20

( 1
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g7 ow
2593,
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2

1
exp | =5 {’72 —Hy {

1 _
(‘2(’72 - Nz)/22
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i
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H,™! {’72 - Hy [Ezluz +o," Y g (1= di)zi + diyi — 71 — B5bi) Xz’] } ,

onde Hy' = 3, + 0,1 Y20 | gixix). Logo,

n
Yo | O0—~,,Dc~ Ni | Ho S5y + oyt Zgi (1= di)zi + diyi — 11 — B5bi] x; p , Hy

i=1

Similarmente, obtem-se a dccp de 35 que € a seguinte distribuigao normal
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n
B3| 0_g :Dec~ Ny, [ Hy 5 s+ 0t Y g [(1—di)zi + diyi — 1 — oxi| by o Hi |
i=1

onde Hy' = X' + o1 Y0 | g:b;bl.

A dcep de o, também possui forma fechada como provada no que segue

m(ow | 0—5,,De) 0;0“”_1 exp (—ﬂw)

Ow
1—-d;
n 1
X H o/ exp [z — (1 + vaxi + B3by))?
=1 292- Tw
d;
B 1
X ot/ % exp (‘ ——[vi — (71 + 5% +B§bi)]2>
29, ow
—ay—1 _’Biw
X Oy exp( Uw)
—ism (1-dy)
y UwgzzA( _72% 2 71 +'72Xz+/63 )] ( _di)
1
X Ow 2 iz 4 "exp —7291 yi — (n +xi + B3by)|*d
—(aw+g)—1 1
o o'w( ) exp | ——— Bw+ 5 Zgz d;)aiy + diay)

Logo,
n 1 —
0w | 05, Do~ 1G | aw+ 3 fut 5 Zzlgi (1 — d;)a3, + dia3]
Para p, pode-se provar que sua dccp é
1 P
Tty | 0-p,, De) o exp (—2(% — 14)' S (1 — u4))
n 1 ) B
x [Jexp (‘2(Xi — )92 (% — l%))
=1
1 /sv—1
ocexp (=5 (e = pa) By (kg — 1)

n

/
X exp f% Zgzxz) > ar! (ﬂmznl ,Zgixi)
9i i i=1

1, 1 i=1 9i i=1

/

i=1

1 3 B n
> exp | —g n, —Hy <241[J4+2I129iXi>

97



x Hy'|p,—H, (241u4+2x129ixi) :

i=1
onde Hy' = 2,1+ 33" g, Logo,
By | Oy, De~ N | Hy S+ Zgixi s Hy
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Para a componente de variancia 3, tem-se
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Finalmente, para o grau de liberdade tem-se que sua dccp é
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que nao pertence a alguma familia conhecida de distribuigoes.
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Apeéendice B

Momentos da distribuicao t-Student
truncada

Neste apéndice encontram-se alguns resultados e provas relacionados aos momentos
da distribuicao t-Student truncada que sao necessarios na construgao do algoritmo ECM

e no calculo da matriz de informacao observada.

Corolario 1. Se Z ~ t,(0,1,v), entdo os momentos impares e pares de Z sdo

v—2j—1
ym+1/2 F( -2i-) ™, (_1)m—j+1 a2\
ATy (alv) T (% ]ZO<')v2j1 by ’
Vm V+1 m U — 924 1/2 ) I(%—j
om0 - g o )
=0

A prova do Corolério 1 segue direto do Teorema 1 de Ho et al. (2012).

E(22m+1 | 7 S CL)

Corolario 2. Se X ~ t,(p,0,v) entdo

(V—i—l)"f‘(”;l) U (“28) Ty(a| p, o, v+ 27)
v I'(%) (52 Ti(a|po,v)

E (m(rX)LV)Xm | X < a) = E(W™ | W < a),

onde W ~ ti(p,0,v +2r), 0, = ;750 ev+2r > 0.

A prova do Corolario 2 segue direto da Proposigao 2 de Matos et al. (2013).

Lema 1. Suponha que n | x,9 ~ Ni(u(x),97 '), x | g ~ Ni(p,,g7'%;) e g ~
G(v/2,2/v). Entao tem-se:

i. A distribuicao condicional de g dado x €

v+ k 2
glwa( 2 ’v+q(x>)'
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it. A distribuicao condicional de g dado x en €

v+k+1 2 )
2 vtqx)+ta.n))’

onde ¢.(n) = (1 — u(x))* /oy € q(x) = (x — pg) 3" (x — p,)'-

glx,nva(

iti. Condicional em x e n < a, a distribui¢cdao de g tem a sequinte funcao de densidade
de probabilidade:
1 -1

11 (w0 (222)

onde fox(-) € a fdp da distribuicao em (i.).

fglx,nga(u) =

A prova do Lema 1 é direta e por isso sera omitida.

Lema 2. Suponha que i | x.g ~ Ni(ju(x).g7'0,). X | g ~ Nilpp.g7'Ss) € g ~
G(v/2,2/v). Entao, as esperangas condicionais de gn™, m >0, e logg dados x en < a

sao dadas, respectivamente, por

. v+ k m
E(gn™|n<ax) = ( )>E(77 (m(n,l,um)lnéa,X),

e

kE+1 i

E(ogg|n<ax) = 1 (%) + log(2) + log (%q(){))
—E(log(v+k+q(n)) | n < a,x).

Prova: Assumindo as suposicoes dadas e considerando as propriedades de esperanca

condicional segue que

E(gn™ |n<a,x) = E(E(g|nx)n"|n<a,x)

B v+k+1 m . x
N E((V+cz(><i)+cz*(?7)>77 = >

v+ k
= |—7= E( o) 1™ | 1 < a, >;
(V + q(x)) (m(n,l, +k)) 77 | 77 iy a,X

E(ogg|n<ax) = E(E(logg]|nx)|n<ax)
= ¢<V+]2C+1>+10g(2)—E(log(u+q(x)+q*(77))|n§a7x)

= (”JF;H 1) +log(2) + log <V1+q£<)> — E(log(v +k +q(n)) [ n < a,x).
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Para o célculo de F ((m(n,lﬂ,ﬂrk)) n™ | n<a, X) utiliza-se o resultado apresentado no

Corolério 2, lembrando que, se X ~ t1(u, 0, ), entao

E(Xm ’ X < a) :Z <T;)Mmjaj/2E (Zj | 7 < a\;_”),

- o
Jj=0

Vo
dos apresentados no Coroldrio 1. As esperancas que envolvem a fungao log(v + k + q(n))

onde Z ~ t;(0,1,v). Por sua vez, F <Zj | Z < a‘“) pode ser obtido através dos resulta-

sao obtidas de forma numérica, através do comando integrate do software R (R Core

Team, 2014).
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Apeéendice C

Maximizando a funcao de
log-verossimilhanca completa do
modelo t-Tobit com erros nas
covariaveis

Outro resultado que é necessario para a construcao do algoritmo ECM é o primeiro

diferencial da fungao Q(0 | é(t)) dada em (4.4). Esse diferencial é apresentado no seguinte

lema.

Lema 3. O primeiro diferencial da fun¢ao Q6 | 9(t)), dada em (4.4), é

aQ6 9"

onde (gino:) " =

woi=1

02 Z (9iSh, (t) (dow) + (%Z(gfn\m}(“) (d7)
—Z (gimoi)" ) (dva) + (%Z(gj%ﬁ“”bé) (dvs)

woi=1

_Z 7)Y vec(218,. 22D — 5 Vec(E 1)’D) (dv(X,))

Mo (1) - —w( ) +g+§§;<l@><t> - %i@-)(”) (dv),

=1

() — p(x) (@)W, i=1,...,n.

~(t
O primeiro diferencial de Q(6 | 0! )) resulta em uma combinacao linear de outros

. . - () ..
diferenciais. Para encontrar o valor de y; que maximiza Q(0 | @ ) condicionalmente nos
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~(t
dados observados e em 9( ) deve-se igualar a zero o termo que multiplica o diferencial de
71, (d71), considerando que 6_,, seja conhecido, e resolver tal equagdo em fungao de ;.

Para os outros parametros repete-se o mesmo procedimento.
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Apeéendice D

Detalhes sobre o calculo da matriz
de informacao observada para os
parametros do modelo ¢-Tobit com
erros nas covariaveis

Neste apéndice seguem alguns detalhes sobre a obtencao da matriz de informagao
observada para os parametros do modelo proposto. Inicialmente, deve-se obter o segundo
diferencial da fungao de log-verossimilhanga do modelo proposto.

De forma geral, se x ~ t;(u, 3, v), entdao o primeiro diferencial de logty(x; p, 3, v) é

dado por
1 1 v+ k 1 v 1 1
] ) = — (XA X - —Zo(Z2) + 21 -
ot E)) = g @)+ (50 (S5 ) - 3o (5) + gloev+
1 1
-3 log(v + q(x)) — §m(x7kyl,)] (dv)
1
- ém(X,k,l/) (dg(x)),

onde tr(A) denota o trago da matriz A,
(dg(x)) =2(dx%0) T %0 — (dv(2))D'(Z7' @ 1) vec(S,), (D.1)

S, = XoX; e, se A é uma matriz simétrica de dimensao k x k, entao D é a matriz de
duplicacao com dimensao k* x k(k+1)/2 tal que vec(A) = Du(A). O segundo diferencial
de log tx(x; u, X, v) é dado por

(A®logtr(x, 1, 2, v)) = =(dv(Z))D'(Z '@ X HD(dv(Z)) - %Vec(E_l)’D(dQU(E))

1
2
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1 vtk 1, (v\ 1

Z¢ ( 2 ) - Z¢ (5) to, P, i) My (x ke
1 2 ) 1 v+ k 1 1%

+§h(V7k)m(x,k,V)1 (dv)® + [?ﬂ ( 5 ) - §¢ <§>

1 1 1 1
+5 logv + 3 3 log(v + ¢q(x)) — §m(x,k,y)1 (d®v) (D.2)

+ [h(Vvk)m%x,k,z/) - h(u,k>m(x7k7u>] (dg(x))(dv)

1 1
+§h(y,k)m%x,k,u) (dQ(X))Z - §m(x,k,y) <d2 q(X))7

onde ¥'(x) = $-9(z) ¢ a fungao trigama e
(A% q(x)) = —4(dxo) (xpX"' @ = HD(dwv(Z)) + 2(d% x0)' T %0 + 2(dx0) = (d x0)

+2(dv(X))D' ('@ XS, 2 HD(du(E)) — (d*v(X))D'(Z7' @ T71) vec(S,).

Portanto, a partir de (D.2) obtém-se o segundo diferencial de logt(x; p,, X,,v) e de
log ty (y; (x), (%@) Ow,V + k) fazendo as devidas substituicoes.
Se y ~ t1(p, 0,v) entdo o primeiro diferencial de log T} (a; i1, o, v), onde a € R, pode

ser obtido por

1

(dlog T’ (a; p, o,v)) = W(dﬂ(a;u,a, v)),
onde
1 1 v+1 1 1% 1 1
(dTl((l,/,L,O‘,l/)) - —%TI((I,ILL,U,V)(dO')—I— 2¢< 9 ) _idj <2>+210g7/+2
1 1
L Blos(v + ) |y < a) — LB (mi |y < a)] Ti(a; 1,0, v)(dV)
1
~5 B (@aw)m1, |y < a) Ti(ai p0,0).
Logo,
1 1 v+1 1 v 1 1
(AlogTy(a o) = —o-(do) + <2w< )50 (5) + 5 losv+

5 Bllog(y + a0) |5 < ) = 3 (10 [ 4 < 0) ) (@)

1
—5F <(dq(y))m(y,1,u) |y < a) ,

onde (dg(y)) é obtido a partir de (D.1). Portanto, o segundo diferencial de
log Ty (a; p1, 0, v) é dado por
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(A%log Ty (a; p, o, v)) = T;(dU)Q - %(d2 o)+ <1w/ <V+ 1) — ld/ <V> + 1) (dv)?

1 v+1 1 v 1 1

- _ - 21 -

+(2¢< 2 > 2¢(2>+2(%”+2
1

5 Bllog(y + ) |5 < ) = 38 (a0 [ 5 < 0) ) (@)

5 (4B (og(v + a(y)) | y < @) ) (dv)
(dE CPE a)> (@v)
(4 (atmian 1<) ). (D3)

N = N = DN =

onde

1

(aE (10g(v + a(y) |y < a)) = Ty E (osl +a) |y < @) (@ Ti(as0,0,0))

+<yil)E<mq@»m@mw‘y§a>

%E (<dq<y>>m<y,1,u> log(v +q(y)) | y < a)

~ 5o (g +a(w)) | ¥ < a) (do)

(yi1)E<mwmwy§a>

Lo (Vj) E (log(v + q(y)) | y < a)

_l’_

=y <2> E (log(v + () | v < a)
+% logvE (log(l/ +q(y) |y < a)
+%E (log(v +q(y)) |y < a)
_%E(@g@+qwa|y§a)

_;E<m@mmbﬁV+q@D!y§aﬂ(dm,

1

(dE (M1 |y < a)) = —WE (M1 |y <a) (dTi(a; p,0,v))

1 (v+3 9
- <
2 (I/ + 1) E ((dQ(y))m(y,l,V) | Y= CL>




2\v+1
+%¢ (V—g )E(m(y1y) |y <a)
_%¢ (g) E(myim |y <a)
_% log vE (mya,.) | y < a)
+1E (M |y < a)

2
_%E (log(v + q(y)) My | y < a)] dv) e

(48 (@amoan lv<a)) - B (e | < 0) T 00)

B Tl (a‘; n,o,v
+E ((d2 Q(y))m(y,l,l/) | Y < a)
1

2

(V . 3> E <(dq(y))2m%y,1,u) |y < a)

v+1

_%E ((d 4)meyw) |y < a) (do)

(Z i Z1))) E ((d qy)my |y < a)

- <Z I ?) E ((da)m?,1.) |y < a)

+

+%¢ (”; 1) E ((d a(y))meyam) |y < “)

1 v

¥ (2> E ((da(®)ma. |y < a)
1

+5 logvE ((dq(y))mmw) lv= a)

5B (e o+ a(6)ms |y < a) | (@0

Logo, d*log T} (O; p(x), (%&?) Ows V + k:) pode ser obtido de (D.3).

A matriz de informagao observada de (yo, 0y, X0, v(2,), ) é dada por

I°((Yo, 0wy X0, v(5),v)) = I" + dIY + (1 — d)I°,
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onde a matriz I® é dada por

0 0 o 14 0
0 0 o’ o 0

r--|00 Lu Lus, Lo |,
00 Ixovgzz) I’U(E/I)’U(Em) IU(EI)V
00 I, I's I

em que
T 2 -1 -1 -1
IXOXo = 2h’(’/’k)m(x,k,y)2z S:cz]x - m(x’k’y)EJC ,
Loy = “2hwwm ter Ze Xovec(S,) (2, @ B, 1D
+2mn) (X038, @ 21D,
I;E(OV = —Qh(l,k)mxkl,)E X0—|-2hl,k x,w)E X0,

1 1
I's s, = §D’(E;1 @2, D + Shwpm e D'(2,18,2, ' @ 3,18, 5, 1)D

—mxrnD'(E ®3,'S, 21D

If@:z)y - h(vyk)m(x,k,u)D/(Egl®E;1)vec(sr)

_h(’/ k) (XkV)D/(E 2 E )VeC(SI)7

1 v+k 1 v 1 1
I’ = — =Y | = ——h v x,k,v =h v ‘ :
vy 417D ( 2 ) 4w (2) + 2V ( :k)m( ks ) + 2 ( ’k)m(kav’/)

A matriz IV é

/ !

IZ?/JoyO ?:l!loo'w IZOXO Izov(zz) Iz?jol/
y y Y v IY
Yoow OwOw OwXQ O'w’v(zz) owV
"= — IZOXO Ig'wxo Igcoxo Iim}(E ) Iil(ou
1 I 1Y I I
yov(zz) awv(zz) xov(zz) ’U(E 2 v(zz)u
Yy’
[l:l/JOV [gw’/ I?DJ(()I/ IU(E W [I?/JV

e suas entradas sao dadas por

2 2 1

] — 2 _
Ljoye = 3 Ptk )My 1) M ) Yo Ty, 1,0+k) T (x,k,v) 5
Uw Uw
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IV - _

2 2 3
Yoow h('/-*-k’»l)m(y,l,u—i—k)m(x,k,u)yo

T3 My, 1,04+k) T (x, k) Y05

2
3
2
a2
y' 4 2 3 3/ 5 —1
Iyoxo = _0__2h(l/-‘rk‘,l)m(y,l,u+k)h(V,k’)m(x,k,y)yOXOEx

4

My L) Pl M) Y0X0 T

2 _ _
Izov(zz) = 0__2h(l/-i-k,l)m?y,l,u—i-k:)h(”vk)m?x,k,v)yg’ VeC<S:E)/(E:v ! ® Ew 1)D

2

_U_m(y71»V+k)h(V,k)m%x,k,y)yU VGC(Sm)/(E;1 ® Z;1>Da

2

L, = ——heik )My 1m0 Mook Yo

+0—h(y+k,1)m%y717y+k)m(x,k,l/)y0

h(zx+k,1) m%y,l,y—i—k) h’(’/’k) m?xakvy) yg

2
o2
2 2 2 3
+0_2h(l’+k71)m(y71w+k)h(%k)m(ch,y)yO
2

+
g

2

- O__m(y,l,wrk)h(z/,k)m(x,k,u)y07

M(y,1,04k) h(l/,k)m%x,k,u)yO

1 1

) — + h 2 2 4
e b k1)1 m Y
OwOw 20.121) 20.:10 (W+k D) (y 1,04+k) Y (x,k,0) Y0

1

2 4
- 204 m(yzl,’/+k)m(x,k,u)y0
w

1
_Eh(u+k,l)m(x,k,u)7

Yy .~ 2 2 41 s—1

I5,«, = o3 h(V+k,1)m(y,1,u+k)h(v,k)m(x,k,u)yoxozm
w

2

2 2 -1
—gm@,l,m)h(u,mm(x,k,u)poBEx :

/ 1 B B
I?c/rwv(zz) = _U_Sh(lH’k:l)m%y,l,u-‘rk)h(”vk)m%x,k,u)yé VeC(S$)/(2x ! ® E:v I)D

w
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1 _ _
+0._2m(y7171/+k’)h(l/,k)m?x,k,y)yg VeC(SLE),(Ez ! ® Em 1)D7

1 2

G = %h(v+k71)m(y,l,wk)m(x,k,u)yo
ih 2 2
5 N4k )T (y 1 p4k) T (x,k,0) Yo

— N, 1)m%y 1 u+k)h(Vak)m:(]’X»kvl’)y§

1
o3
]' 2 2 4
3 h(V+l€ 1) (y,l,u+k)h(V,k)m(x,k,y)yO
]' 2 2
2 m(y,l,y—i—k) h(yvk)m(x,k,u) yO

+O__Qm(y,l,u-l-k)h(zx,k)m(x,k,l/)yga

2 2 -1 -1 -1
I?{gxo = 2h(u,k)m(x,k,1/)2x Siﬁzx _h’(l’:k)m(x»k»l’)zx

2 2 2 4 451—1 -1

+gh(V+k,1)m(y71,u+k)h(u,k)m(x,k,u)yozx Sa X,

4

—U—m<y,1,u+k)h?y WM Yo S Se3y
1 1

AU CARROLION My kYo S

w

r =, = —2h3, gy My k) Bz Xovee(S,) (B, @ B1)D
XoU

2Ny Mx k) (X0 5, @ ;1D
2

_O._Qh(V+k71)m%y,l,u+k) h?u7k)m?x,k,u)ygz;lxo VeC<SI)/(2;1 ® 2;1>D

w

4 _ _ _
+O__m(y,1,u+k) h%}/,k)m:())x,k,u)ygzz 1X0 VeC(SI)/(EI ' ® Ew 1)D

—%m@,l,wk)h(u,mm?x,k,y)yg(XBE; '@ XD,

I, = 2h2uk xku)z X0
+%h(l/-i-k,l)m(y,l,l/-i-k)h(wk)m%x,k,u)ygzx1X0
—U—Qwh(u+k,1)m?y,1,y+k)h(u,k)m?x,k,u)ygzx "o

2121} Dk )My 1) Py T k) Y0 B X0
23} Ptk ?y,l,u—&—k)h%y,k)m?x,k,y)ySE;1X0
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4 _
- O__m(y,l,u+k) h/%l/,k) m:())x,k,y) yg Em 1X0

2 _
+ O__m(y,l,u+k) h%z/,k) m%x,k,u) y(Q) Ea: IXO )

1
f@m)v(zz) - 5h%wk)m%x,k,u)D,(E;lSIE:ZI®E;IS;CE;1)D

—hwrymxenD'(E; ' @ 28,2, 1D
1

+Fh(V—i-kJ)m%y,l,quk)h?u,k) kYo D' (2718, 2 © 2718, 371D

w

1
M1t M M D' (2718 2, © 318, 2, 1)D

w

1 _ _ _
+O__m(vaV-i‘k)h(”vk)m%x,k,u)ygD/<2x ! ® Ez 1Sﬂ32x 1)D7

w

Iy

v(zz)u = _h‘%u,k)m?x,k,y)<2;1 ® E;l) VeC(Sw)

1 _ _
—U—h(u+k,1>m(y,1,u+k>h(u,mm?x,k,y)yﬁ(Ex '@ 3, ") vec(S,)

1 _ _
+O._h(l’+kvl)m%y,1,l/+k) h’(V’k)m%x,k,V)y(%(Eaz ! ® Ex 1) VeC(SI)

w
1
)
w

O._h(l”rkal)m%y,l,u—i-k)h%u7k)m?x,k7u)yg<zgl ® %, ") vec(S,)

1 _ _
+O._2h(l’+kvl)m%y,1,u+k) h%u,k)m?x,k,y)yg(xa: ! ® Ez 1) VeC(Sx)

w

2 _ -
+O__m(yvlzlj+k) h%l/,k:)m?x,k,l/)yg(zl‘ ! ® Em 1) VeC(Sx)

1 - -
_O__m(y,l,quk) h%l/,k)m%x,k,y)y(z)(zx ' ® Ea; 1) VeC(S$)7

w

1 2 2 1 2 1 2
Iy, = ﬁh(y,k)m(x,k,u) - O__gh(y,k) (x.k,v) +

2
1 V+k+1 v+k
_h%’/vk) -+ h%,,’k)m(x’kyy) + Z1/}/ ( > ( )

2
(

1
+§h(u,k) — Dot )My 1 p4k) T h(u+k Hm
1
+U—h(y+k,1)m(y,1,u+k)h(y,k)m%x,k,y)yg
1 2
_0_h(u+k,1)m(y,1,u+k)h(u,k)m(x,k,u)y()
1
_0_h(V+k,1)m%y,1,u+k)h(V,k)m%x,k,u)yg
1
‘l’_h(u+k,1)m%y717y+k;)h(zx,k)m(x,k,u)y(Q)

J1v+k)

N |
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1
+Wh(l/+k’,1)m%y,l,u+k) h%u,k)m?x,k,y)yé

1
- 0__2 h(l/-f—k,l) m?y,l,u—&—k) h%u,k) m?x,k,z/) yé
1
+ P h(V+k,1) m%y,l,lﬂrk) h?u,k) m?x,k,u) yé

w

1
B O__h(u—l—k,l) h?u,k)m?x,k,u)yg

1

+ —M(y,1,pv+k) h%u,k) m%x,k,z/) yg :
Ow

Finalmente, a matriz I° é da forma

0 0’ o’ 0
[yoyo IZ?JJOUw YoXo Iyoq)(zx) [you
0 0 o o 0
I%O Tw I‘Tw Ow Ig wX0 owv(2z) [‘Bw v
I'= - IyOXO IUwXO IXOXO xov(2z) Ixou )
0 0 0’ 0 0
Iyo%(Ex) Iawg(Ex) Ixo%gEx) Iv(%;x)v(zx) IU(ZO]w)V
Iyoy [JwV Ixol/ IU(EQC)V IVV
em que
B = i (B <0,b,x))
Yyoyo o2 m(x,k,u) (nom('r],l,u—l—k) ’ n=\u, ,X)
1
Mk B (M@mawrry |1 <0,b,%)
2
+0-_2m%kavV)h(V+k:1)E <?7(2]m%n,1,1/+k’) ’ n S 07 b7 X)
1
+0—2m%x7k7,/)E <n§m%n,17y+k) |n < O,b,x> ,
1
Z[/)Oﬂw = O,_3m%x,k,u)E (nom(n,l,l/—l-k) | n < O,b,X) E (ngm(n,17y+k) | n < O,b,X)
2
+O__2m(x,k,z/)E (nom(n,l,lﬂrk) | n < O,b,X)
2
_U—3m?x7k7y)h(y+k71)E (ﬂgm?ml,y_’_k) ‘ /’7 S O, b,X)
1
_J_gm?x,k,u)E (ngm%n,l,u+k) | n < 07 b7X> )
/ 2
0 _ 3
Ipoo - O._Qh(l’vk)m(x,k,u)

xE (nOm(n,l,V-‘rk) | n < Oa baX) E (n(Q)m(’I],l,V—‘rk) | n < Oa b,X) X62;1

4 _
+O__h(y,k)m?x7k,y)E (nOm(n,l,V—Hﬂ) ’ n S 07 b7 X) X62x1

w
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4 _
__2h(1’7k)m:())x,k,u)h(’/+k71)E (ngm%n,l,u—i-k) | Ui <0, b’ X) X{)Ez '
2
2

g
_o__h(lak)mi())x,k,u)E (ngm?n,l,u—&-k) | n <0, b7 X) X{)Z;l’
w

/ 1
0
IyOU(Zz) - _O__Qh(V1k)m:(3x,k7V)E (nom(ﬂ717y+k3) | 77 S 07 bJX)
X E (nim ik |1 < 0,b,x) vee(S,) (2, @ £,1)D’
2
— Ry pm?
Ow ( 7k)Tn(x,k;,u)
x E (nom(ml,,j%) |n <0, b,x) vec(S,) (2, @ =MD
1
+O__2h(l/,k)m:())x,k,u)h(u+k71)(V + k + 3)
x <773m(2n71’l,+k) |n <0, b,x) vec(Sx)/(E;I ® E;l)D/’
1
I??Oy = ——MxpE (log(u +k+q(n)|n<o0, b,x) E (7’]0771(77717,/4_]9) |n <0, b,x)
2
—— M o) k) E (Mo 1,040 | 1 < 0, b, %)
1
+—mep) E (log(v + k + q(n))nomm1,.04x) | 1 < 0,b,x)
1
__m(x,k,V)E (m(n,l,u—‘rk) | n S Oa b,X) E (n[)m(n,l,u—i-k) | n S Oa baX)
1
+—m k) B (770m%n,1,u+k) |n <0, b,x)

w

1
+0_2h(V7k)m:())x,k,l/)E (nom(n,l,lﬂrk) | n < Oa baX)

w

xE (U(Z)m(n,ka) |7 <0, b,x)

1
_gh(Vvk)m?x,k,u)E (nom(n,l,u+k) | n < O, b,X)
XE (gm0 | 1 < 0,b,x)

2
+0_h(V7k)m%x,k,V)E (nom(’ﬂ,l,lﬂrk) | n < Oa baX)

2
——h M) E (Momuimr | 1< 0,b,x)

w

1
_gh(y,k)m?)(,k,V)h(erk,l)(V +k+ 3)E <ngm%n,l,y+k) | n < 07 b7 X)

1
+0_2h(1’7k)m%x,k,l/)h(l/+k,1)(V +k+ 3)E <77(?])m%77,1,u+k) | n < 07 b7X> ;

w

/ 1 1 2
., = 252 Hm%x,k,y) (E (mmawr) |1 < O,b,X))

w
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1
_0-_3m(x7k7V)E (n(Q)m(n,l,u—i-k) | T] S O,b,X)

w

1
+Fm%kaﬂf)h(”+kvl)(y + k + 3)E (ném%n,l,u—&—k) | n S 07 ba X) )
w

1 2 _
I, = _0_3h(u7k)m?x,k,y) (E (nSm(n,l,y+k> |n < O,b,x)> xp X!

w

2 —
_O__Qh(lﬁk)m%x,k,u)E (ngm(n,l,u—&—k’) | n S 07 b, X) X()Exl

w

1
+O__3h’(l’»k)m?x,k,u)h(V+k71)(V +k+3)E <77§m(77 1otk | 1< 0,b X) X2,

/ 1
0 _ 3
IUwU(EI) T 99 h(” £)M (x k)

3
2
( nom itk |1 <0,b X)) vec(Sgﬁ)’(E;1 ® E;l)D’

+ h(’/ k m(x k)

w

X E (mgmmaivr | 1< 0,b,x) vec(S,) (T, ' ® £, 1)D’

1
_ﬁh(wk)m?x,k,y)h(u%,l) (v +k+3)

x E (ném%ml’wk) |n <0, b,x) vee(S,) (2, ' @ 21D/,

1
IO — —2m(x,k,u)E (log(V + k + Q(T])) | n S O, b,X) FE (T]SM(,,LLV_*_]C) | n S O’ b’x)

owlV 9
w

1
+0-_2m(x7k7y)h(u+k71)E ("7(2)m(7]717y+k) ’ n S 07 b? X)

w

gt (log(y + -+ g s | 112 0.5,
+%m(x,k,y)E (Mm@aw+r) | 1 <0,b,%) E (nim1,k) | 1 < 0,b,x)
_%W(X,k,u)h(u—&-k,l)(V +k+3)E (770 M 1,0+k) |n<0,b, x)
—%h(u,k)m?x,k,u) <E (Ugm(n,1,y+k) |n <0, b,x)>2
+%h(u,k)m%x,k,u) <E (Ugm(n,1,u+k) |n <0, b,)())2
—%h(u,mm?&k,y)E (Mm@ |1 < 0,b,x)
+%h(u,k>m(x,k,u>E (mem@amsr) | 1 < 0,b,x)
+%h(’/vk)m?x,k,u)h(u+k7l)(V +k+3)E (ngmfmw) |n<0,b, X)
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1
__3h(l/,k)m%x,k,u)h(l/+k,1)(V +k+ 3)E (ném?n,l,u—i-k) | n <0, b7X> )

207,
I?{gxo - 2h xku 2518332;1
—h(u,k)mmkmz; '
1 2 _
_U_ah%u,k)m?x7k,u) (E (Ugm(n,l,V+k) ‘ n < 07 b7X)> 2:0189621:1
4 _ _
—U—h%u,k)m?x,k,u)E (Ugm(n,l,wk) |n <0, b,x) Zzlsxle

1 _
+U_h(v,k)m%x7k,u)E (Mm@ | 1 <0,b,x) B,

w

1 _ _
+O__2h%u,k)m?x,k,u)h(l’+k,1) (V +k+ 3)E (ngm?n,l,u—i-k) ‘ n < 07 b7 X) Ezlsxlea

w

I s = 200 M) Ss Xo vee(S,) (B @ 31D

+2h(y kYT (x,k,v) (X[)Ex ® X, )D

2
h’(u k)™ (x k) <E (ngm(n,l,u+k) ‘ n < 07b7X)>
><2 Ixgvec(S,) (' @ ;1D
h(u Mk B (ngm(n,lwl«) |n< 07b7X) 22 xovee(S,) (B @ 551D

2 _ _
_7h(y k)m(x i V)E (ngm(n717y+k) |n < O,b,x) (X{)Ex ls Exl)D

1
Fh%v,k)m?x,k,u)h(u+k,l)(V +k+3)F (ngm%m’wrk) |n<0,b, x)

x X7 %0 vee(S,) (27! ® 271D,

I, = 20, Mk S %o
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