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RESUMO

Modelos de espaco de estados sdo muito utilizados para modelar diversos proble-
mas nas dreas de economia e biologia, por isso a realizagdo de inferéncias, como, por
exemplo, a estimacdo de pardmetros, para essa classe de modelos é importante. Para
esses casos, 0s algoritmos da classe dos filtros de particulas sdo capazes de resolver
questdes relacionadas aos modelos ndo lineares e ndo gaussianos. Poyiadjis et al.|(2011)
propde duas versdes de algoritmos dessa classe para a estimacdo de parametros em
modelos de espaco de estados. Uma versdo tem complexidade computacional linear
no ntimero de particulas e a varidncia da estimativa cresce quadraticamente com o
tempo. A outra versdo tem custo computacional quadratico e a variancia da estima-
tiva linear. Com base nisso, Nemeth et al,| (2016) apresenta uma nova versdo, com a
utilizacdo de métodos de densidade de kernel e Rao-Blackwell, em que a variancia
da estimativa e a complexidade computacional sdo lineares. Neste trabalho, portanto,
analisamos a influéncia do nimero de particulas nessa tltima versdo e obtemos um
ntmero ideal de particulas a ser utilizado para a estimacdo de parametros em modelos
de espaco de estado, como, por exemplo, autorregressivo, de volatilidade estocéstica
e Poisson, por fim, utilizamos ainda uma versao com filtro bootstrap para comparar
com a proposta apresentada por Nemeth et al. (2016).

Palavras-chave: Modelo de Espaco de Estados, Filtro de Particulas, Estimacdo de
Parametros, Numero de Particulas.



ABSTRACT

State space models are widely used to model various problems in the areas of
economics and biology, so inferences, such as parameter estimation, for this class of
models are important. For these cases, the algorithms of class of particle filters are
able to solve questions related to non-linear and non-Gaussian models. Poyiadjis et al.
(2011) proposes two versions of algorithms of this class for the parameter estimation in
state space models. One version has linear computational complexity in the number of
particles and the variance of the estimates that increases quadratically over time. The
other one has a quadratic computational cost and variance of the estimates increases
linear through time. Based on this results, Nemeth et al.|(2016) presents a new version,
using the kernel density methods and Rao-Blackwellisation, in which the variance of
estimates and the computational complexity are linear. Therefore, in this paper, we
analyze the influence of the number of particles in this last version and we obtain
an ideal number of particles to be used for the parameter estimation in state space
models, for example, autoregressive model, stochastic volatility model, and Poisson
model. Finally, we use a bootstrap filter version to compare with the model shown by
Nemeth et al.[(2016).

Keywords: State Space Model, Particle Filters, Parameter Estimation, Number of
Particles.
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1 Introducao

Os modelos de espago de estados sdo uma ferramenta muita utilizada para mode-
lar problemas de séries temporais em diversas dreas, como economia e biologia. Um
exemplo simples dessa classe de modelos é trazido por Cappé et al. (2005) sobre os
modelos de captura e recaptura que sdo usados no estudo de popula¢des com tama-
nhos desconhecidos. O foco é modelar o movimento de uma populagdo de lagartos
em trés zonas espacialmente conectadas, denotadas 1, 2 e 3. Para um determinado
lagarto, a seqiiéncia das zonas onde ele fica pode ser modelada como uma cadeia de
Markov com matriz de transi¢do Q. Este modelo pertence aos modelos de espago de
estados, ja que, em um dado momento, a maioria dos lagartos ndo sdo observados.
Para fazer a inferéncia na matriz Q, o experimento de captura e recaptura é execu-
tado da seguinte maneira: no momento k = 0, um ntmero (aleatério) de lagartos é
capturado, marcado e liberado. Essa operacdo é repetida k vezes com k = 1, ...,n.
Marcando os animais recém capturados e registrando a cada captura a posigdo (zona)
dos animais recapturados. Portanto, o modelo consiste em uma série de eventos de
captura e posi¢des (condicionais em uma captura) de n+1 coortes de animais marca-
dos em tempos k = 0, ..., n. Para considerar as populacdes abertas, como os lagartos
podem morrer ou deixar a regido de observagdo para sempre, um quarto estado é
geralmente adicionado as trés zonas espaciais. E denotado por t, e do ponto de vista
da cadeia de Markov subjacente é um estado absorvente, enquanto que do ponto de
vista dos modelos de espago de estados estd sempre oculto. As observagdes podem
assim ser resumidas pelas séries { Y}, }o<k<n de histérias de captura que indicam, para
cada lagarto pelo menos uma vez capturado, sendo m o indice de lagarto, em que zona
estava em cada uma das vezes em que foi capturado. Podemos, por exemplo, escrever
Yimbo<k<n = 0,...,0,1,1,2,0,2,0,0,3,0,0,0,1,0, ...,0), onde 0 significa que o lagarto ndo
foi capturado naquele indice de tempo especifico. Para cada uma dessas sequéncias
observadas tem-se uma sequéncia parcialmente oculta correspondente { Xy, }o<k<, de lo-
calizagOes de lagartos, por exemplo { X }o<k<n = (1,...,2,1,1,2,2,2,3,2,3,3,2,2,1,, ...,).
As razdes em executar experimentos de captura e recaptura sdo geralmente duas: pri-
meira, pode-se inferir sobre o tamanho de toda a populagdo com base na histéria de
recaptura, e, segundo, as caracteristicas da populacdo podem ser estimadas a partir
dos animais capturados, como as probabilidades de captura e movimentacao.

Neste trabalho estamos interessados na estimagdo dos parametros da classe de
modelos de espago de estados, para isso temos que maximizar a verossimilhanca das
observagdes. No entanto, quando os modelos de espaco de estados sdo ndo lineares
e/ou ndo gaussianos, tal verossimilhanca ndo possui forma fechada, portanto é neces-
sdrio o uso de métodos computacionais como os da classe Monte Carlo sequencial, ou
filtro de particulas. Essa classe de métodos nada mais é do que variagdes de amostra-
gem por importancia implementadas de maneira sequencial. No entanto, no inicio,
quando proposta, apresentava um comportamento instdvel que era causado pela dege-
neragdo das particulas, termo que sera explicado mais adiante. Buscando solucionar tal
instabilidade, Gordon et al.| (1993) propdem o filtro de particulas conhecido como filtro
bootstrap, em que foi introduzido um passo intermedidrio de reamostragem que seria
responsavel por eliminar as particulas que apresentavam o problema da degeneracao.
E, com isso os filtros de particulas se consolidaram como um método eficiente para a



maximizag¢do da verossimilhanca das observagdes, ou o problema da filtragem. Mais
tarde, Pitt and Shephard| (1999) propdem um novo filtro chamado filtro de particulas
auxiliar, em que a ordem dos passos de amostragem e reamostragem ¢ invertida com
relacdo aos filtros anteriores. Tal inversdo é realizada com a insercdao de uma variavel
auxiliar, por isso o nome, de maneira que a informagdo mais recente, ou mais atuali-
zada, é levada em consideracdo no passo de reamostragem. Estes sdo os dois filtros
utilizados neste trabalho.

O filtro de particulas auxiliar é utilizado por Poyiadjis et al. (2011) na sua proposta
de um método Monte Carlo sequencial para a estimagdo dos pardmetros de modelos
de espaco de estados, a partir da aproximacado do vetor score e da matriz de informa-
¢do observada em dois formatos. A primeira versdo tem complexidade computacional
linear no niimero de particulas, mas a varidncia da estimativa cresce quadraticamente
com o tempo. Na segunda versdo, a variancia da estimativa passa a crescer linear-
mente. Mas ha uma perda na eficiéncia computacional, com a complexidade passando
a ser quadratica. A partir disso, Nemeth et al.|(2016) propdem uma melhoria usando
métodos de densidade de kernel e Rao-Blackwell, em que tanto a varidncia da estima-
¢do quanto a complexidade computacional passam a ser lineares. Uma vez obtidas as
estimativas para o vetor score e a matriz de informacdo observada podemos utilizar
o resultado para obter uma estimativa dos parametros através do método do gradi-
ente. Os detalhes desta tltima proposta, assim como as outras ferramentas técnicas
necessarias para a estimativa dos parametros de modelos de espago de estados, estdo
detalhados na secdo seguinte.

Este trabalho tem como objetivo fazer uma anélise detalhada do ntiimero de parti-
culas necessdrio para obter boas estimativas dos pardmetros de diferentes modelos de
espago de estados utilizando o algoritmo de Nemeth et al.| (2016). Tal analise ser4 feita
em modelos tanto lineares e gaussianos quanto em nao lineares e/ou ndo gaussianos,
como os casos autorregressivo, volatilidade estocéstica e Poisson. Também propomos
uma nova versdo em que o filtro utilizado € o filtro bootstrap e fizemos a mesma analise,
ou estudo comparativo, do ntimero de particulas ideal. E esperado, e pode ser verifi-
cado numericamente na secdo resultados, que o nimero de particulas ideal para obter
boas estimativas nos diferentes modelos seja um ntimero ndo muito alto de particulas e
que possamos notar que o uso de um ntmero alto de particulas apenas demanda mais
tempo de execucdo, ndo trazendo grande melhoria nas estimativas quando comparado
com o uso de um namero baixo ou médio de particulas. Os resultados desse estudo
comparativo sdo apresentados na terceira segao.

2 Meétodos

2.1 Modelos de Espaco de Estados

Um modelo de espago de estados é basicamente composto por dois processos, {X;}
e {Y};}, em que o primeiro é latente, ou seja, ndo observado diretamente. E o segundo
processo ¢ observado. E a partir do processo observéavel que podemos fazer inferéncia
sobre o processo latente. Formalmente, temos



Definicao 1. Sejam {X;,1 < t < T} um processo de Markov latente que assume valores em
X € R™ e um sequndo processo observdvel {Y;,1 < t < T} com valores em Y € R™. O
processo { X} é definido por uma densidade inicial dada por (note que: o iiltimo termo é apenas
uma questdo de notagdo para ser utilizado nas proximas equagoes)

p(x110) = po(x1) = fo(x1lxo)

e densidade de transigio

p(xelx1-1, 0) = p(xelxi—, 0) = folxelxi—1) (1)

em que O é o vetor de pardmetros e x14_1 denota toda a sequéncia até o tempo t-1, isto é,
(1, X2, oy Xt—2, Xp—1). Além disso {X;} é ndo observado diretamente mas apenas parcialmente,
através de {Y,}.
As observagdes {Y,} sio condicionalmente independentes dado {X,} e tém densidade de probabi-
lidade dada por

PYilyri-1, X1, 0) = p(yelxe, 0) = go(yilx:) (2)

Para fazer inferéncia sobre o processo latente {X,}, precisamos da distribuigdo con-
dicional dos estados latentes dadas as observagdes, y1.r,T > 1. Considerando que o
vetor de parametros 0 é conhecido, entdo essa é dada por

p(xi.rlyrr, 0) o« p(x1.1, Y11, 0)

Enquanto que a distribuigdo conjunta pode ser calculada por

p(xir, yi.t, 0) = p(yr.rlxir, O)p(x1.710)
T T
= H p(ylx:, 0) H p(x¢lxi-1, 0)
=1

t=1
T T

= H g@(ytlxt) H fg(xtlxt_l) (3)
t=1

t=1

Mesmo com a distribui¢do conjunta apresentada acima, em modelos de espaco de
estados ndo gaussianos e/ou ndo lineares ndo existe forma fechada para a verossi-
milhanga das observagdes, ndo sendo possivel estimar os estados latentes de forma
analitica. Uma solugédo para o problema é utilizar o algoritmo de Monte Carlo sequen-
cial. Neste trabalho, utilizaremos um caso particular denominado filtro de particulas
auxiliar, descrito na préxima subse¢do, para aproximar tais densidades e assim poder-
mos fazer inferéncia sobre os estados latentes.

2.2 Filtro de Particulas Auxiliar

Um dos objetivos dos modelos de espago de estados é fazer inferéncia sobre os
estados ndo observaveis, X;, condicionado as observagdes, Y, isto é, um problema de
tiltragem. Nos problemas em que o modelo de espago de estados é ndo gaussiano
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e/ou nao linear, ndo ha forma fechada para o célculo da densidade e, portanto, ndo é
possivel observar os estados latentes, X;.

Para a solugdo do problema da filtragem, podem ser utilizados filtros de particulas,
que pertencem a classe de algoritmos de Monte Carlo sequencial. Neste trabalho
serd utilizado um filtro de particulas auxiliar. E importante salientar que esse filtro
foi escolhido por apresentar uma aproximacdo que se adapta melhor as observagoes,
principalmente na presenga de outliers na série observada (Pitt and Shephard| (1999)).

Para executar esse filtro, temos que aproximar a densidade condicional p(x:|y1., 0),
considerando 0 fixo, ou seja, que os parametros sdo conhecidos e onde ¥+ é a sequéncia
das observagdes. Aproximagédo é baseada em um conjunto de N particulas, isto é, cada
densidade condicional serd aproximada por um conjunto de N amostras aleatdrias
ponderadas e temos

N
pldxly., 0) = Z wgl)éxgi) (dx;) 4)
i=1
onde wgz) sdo os pesos, que devem ser ndo negativos para todo i e sua somaigualal, e
o termo Ox,(dx;) é a func¢do delta de Dirac com massa no ponto X;.

Com esta aproximagéo, conseguimos gerar um conjunto de particulas {X;,
respectivos pesos {wgi)}fi 1 que aproximam a fungdo de densidade p(x¢|y1.+, 0), e possui
melhores resultados quanto maior for N (Crisan and Doucet (2002)).

Procedendo recursivamente e usando (1)) e (2), podemos escrever a seguinte equacéo

de filtragem

(1)}£ L eseus

p(xilyrs, 0) = p(xilys, Ya:-1, 6)
_ p(xt, Yelya:4-1, 0)
- p(ilyi:e-1, 0)
o< p(yilxe, Yie-1, O)p(xelyr:e-1, 0)
o p(yilxe, O)p(xilyr:4-1, 6)
o go(yilx)p(xily14-1, 0)

o< go(yelxr) fp(xt, Xe—1|Y1:4-1, O)dxiq

o go(yelxr) fp(xt|xt—1, Yi:-1, O)p(Xi—1lyr:-1, O)dxi—1
& ge(ytlxt) ff@(xtlxt—l)p(xt—l|y1:t—1z 0)dx;-1 )

A proporcionalidade pode ser explicada pelo fato da densidade p(y:|yi1.¢-1,0) do
denominador ndo depender de x; e tampouco de 0. Considerando que podemos fazer
isso para cada tempo, podemos assumir que para um tempo ¢t — 1 temos o conjunto

de particulas {X:?l}g\i | € seus respectivos pesos {wgl}fi 1, que aproximam a densidade

p(xi-1ly14-1, 0). Portanto, usando temos a aproximacdo de Monte Carlo para (),
dada por



p(xelyi, 0) o< go(yilxy) ff@(xtlxt—l)p(xt—l|y1:t—1/ 0)dx;_1

N
zg@(]/tlxt)ffe(xtlxt—l)z‘wf_)léxy)l(xt—l)dxt—l
i=1
N -
ol Y o, [ folubg (oo
i=1

N
~ cgo(yelxr) Z wgl_)lfe(xt|x§l_)1 (6)
i=1

onde ¢ é uma constante normalizadora.

Agora, podemos calcular a densidade dos estados latentes condicionado as ob-
servagdes usando a aproximagdo acima através de um filtro de particulas auxiliar
proposto por Pitt and Shephard| (1999). A ideia é aproximar cwf_)1 So(yelxr) fg(xtle_)l)
por Egi)q(xtle_)l, yi, 0), onde {Ef)}f‘i , € um conjunto de probabilidades e q(xtle_)l, v, 0)é
uma densidade de proposta. Nesse sentido, uma particula no tempo ¢t é calculada
com o auxilio do algoritmo a partir de uma particula do tempo ¢ — 1, xii_)l,
com probabilidade cff), depois propagamos essa particula no tempo t gerando x; de
q(xtle_)l, yi, 0) com novo peso igual a cwf_)1 o(yelx) fg(xtle_)l) / Ef)q(xtlxi?l, Y, 0) como de-
talhado no Algoritmo 1.

escolhida

Algoritmo 1: FILTRO DE PART{CULAS AUXILIAR

Entrada: observagdes (y1.1) , conjunto inicial de particulas, vetor de pardmetros
Saida: Aproximagdo para os estados latentes

1 inicio

2 para cada observagio faga

3 Amostre os indices k; com probabilidades Ef)

4 Gere o conjunto de particulas para o tempo t a partir de q(xtlx(k"), v, 0)

t—
(@)

Atualize os pesos w,

fim

fim
retorna Dados filtrados com a aproximagdo para os estados latentes

@ N o G

2.3 Estimac¢do de Parametros

Como ja mencionado, o objetivo deste trabalho é estimar parametros dos modelos
de espaco de estados utilizando o algoritmo de filtro de particulas auxiliar, descrito na
secdo anterior. Para estimar o vetor de parémetros, 0, devemos resolver

T
6 = arg maxlog p(y1.7|0) = arg max ; log p(yily1:-1, 0)
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onde

P(yth/l:t—lze):f(ge(yt|xt)ff@(xt|xt—1)l9(xt—1|y1:t—1/Q)dxt—l)dxt

Contudo, para a maior parte dos casos, ndo hd forma fechada para a log- verossi-
milhanga, por isso a aproximagdo via Monte Carlo sequencial, por exemplo, torna-se
necessdria. Uma maneira de solucionar esse problema é fixando o valor do parametro
e entdo calcular a log-verossimilhancga para saber qual 0 é o maximo da fun¢do, mas
isso é simples apenas em casos discretos e de dimensdo baixa. Nos problemas em
que o espago paramétrico é ndo enumeravel terfamos que fazer um grid dos valo-
res de O e calcular a log-verossimilhanca para cada valor do grid, mas isso se torna
computacionalmente ineficiente com o aumento da dimensao de 0.

Uma solugdo eficiente comparada com as anteriores é usar o método do gradiente
(Nemeth et al|(2016))), no qual o parametro estimado é atualizado a partir da diregdo
do vetor gradiente, sendo necessério apenas um 0 inicial. Recursivamente, podemos
escrever:

Ok = Ok—1 + 7« V log p(y1:710) 66, , (7)

em que Y, € um sequéncia de passos que satisfaz ), yx = 00 e Y, 7 < co. Essas condi-
¢Oes sdo necessarias para a convergéncia de 0 para um valor 6 em que V log p(y1.7|0) = 0,
de tal forma que a estimativa de 0 é consistente. Um valor muito utilizado para y; é
k=, com a € (0.5;1) (Nemeth et al. (2016)) .

A partir disso, nosso foco para aproximar a log-verossimilhanga passa a ser agora
em encontrar uma aproximagdo do seu gradiente, isto é, o vetor score. Ja que em
modelos de espacgo de estados ndo gaussianos e/ou nao lineares ndo é possivel calcular
o gradiente analiticamente.

A partir daidentidade de Fisher (Cappé et al.|(2005)), podemos escrever o gradiente
como

Vlogp(y:.7l0) = fv log p(x1.1, y1.71O)p(x1.7ly1.1, O)dxr.T (8)

por meio do filtro de particulas auxiliar, descrito na secdo anterior, obtemos uma
aproximagdao para p(xi.r|lyi.r, 0). Assumindo que as densidades condicionais de x; e y;
respectivamente dadas por (1) e (2)) sdo duas vezes continuas e diferenciaveis, entdo a
partir da densidade conjunta dada por (3) podemos escrever

T
Viogp(ir, yrl6) = ), [Vlog go(yilxy) + V1og falxlxi-1)] 9)
t=1
assim, temos uma maneira de calcular o gradiente acima que em conjunto com a
aproximacdo para os estados latentes, obtida via filtro de particulas, serdo utilizadas
para obtermos o vetor score.

A partir do filtro auxiliar podemos gerar xf)
xgl:)t e seja af) :=Vlog p(xg?t , Y1:40) o valor do gradiente dado por (9) para a particula i no

tempo t, que depende de todo o caminho da particula. Considerando que no tempo ¢

e assim todo o caminho da particula,
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temos as particulas {X( )} e seus respectivos pesos {w ( )} e indices {k;}}Y,, a estimativa
para (x ) pode ser atuahzada recursivamente e (9) pode ser escrita da seguinte maneira:

af) = (k) + Vlog gg(ytlx(l)) + Vlogfg(x(l)lx(k) (10)

a partir de (8), temos a aproximagédo do vetor score no tempo ¢

N
Viogp(yil0) = S ~ Y w'af’ (11)

i=1

Da forma como estamos calculando, cada ozf) depende de todo o caminho da par-
ticula, ainda que ndo é necessdrio armazenar todo o caminho do processo latente. No
entanto, isso pode gerar degeneracdo das particulas ao longo do tempo. A degeneracdo
das particulas é o fendmeno no qual ocorre um desequilibrio nos pesos de importancia
de cada estado a medida que as iteragdes sdo executadas, isso faz com que o niimero
de particulas com peso insignificante seja cada vez maior e assim aumentando a varia-
bilidade da estimativa. E além disso, a forma como estamos calculando também pode
fazer com que a varidncia da estimativa do vetor score cresce pelo menos quadratica-
mente com o tempo (Poyiadjis et al[(2011)). Uma solugdo para esse problema é utilizar
o método de densidade de kernel proposto por|Liu and West| (2001).

A proposta aplicada aos a() s visa o encolhimento dos oc(')’s para a sua média e

adicionamos um ruido para evitar os casos de degeneragdo. Por isso at | passa a
ser calculada como um ntcleo gaussiano em que k; é amostrada a partlr de uma
distribuigdo discreta com probabilidades 5 com média e variancia para a,’ ’> dadas

por

su-Zwﬁﬂe Zw”@ - Si)"(@, - $1-0)

Seja 0 < A < 1 o pardmetro de encolhimento, constante fixa. Escolhendo uma
largura de densidade h > 0, podemos escrever o termo aﬁ na equagao como

A+ (1=21)8, 1 +€¥ (12)

em que e() ¢ uma realizacdo de uma normal N(0,h? Zt 1)- Essa aproximagdo via

densidade de kernel preserva a média e a variancia dos a; D75, se forem escolhidos A e

h tais que A? + h* = 1 (Liu and West| (2001)). No entanto o uso da adi¢do de um ruido
resulta em uma atualizagdo linear gaussiana dos oz( )’s, 0 que possibilita o uso da ideia
de Rao-Blackwell (Doucet et al.| (2000)) para redu21r a variancia da estimacéo do vetor
score. Usando essa técnica podemos atualizar os a(z)’

distribui¢do apropriada e sem adicionar ruido.

s de forma sequencial com uma

Considerando que, para t > 2, no tempo ¢t — 1 cada (x(])

distribuicao Normal de forma

é representada por uma

a), ~ Ny, Vi)

=17
Portanto, de e (12), temos para o tempo t que
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~ N\, i*V,) (13)

em que

mgi) = /\m k) (A =A)S + Vloggg(ytlx()) + Vlogfg(x(l)lx(k)

Vi=Via+L, =V + Zw(l) (l) = S5i-1) (m(l) —S511)

Portanto, a estimagdo do vetor score em cada iteragcdo é a média ponderada dos a(l) ’

no instante ¢, dada por

N
Si=Y wm (14)
i=1

Utilizando a proposta de Nemeth et al.| (2016) temos o Algoritmo 2 para o célculo
do vetor score que usa o Algoritmo 1 como auxiliar. No Algoritmo 2, a variancia
da estimagdo do vetor score passa a crescer linearmente com o tempo e tem tempo
computacional da ordem de O(N), em que N é o nimero de particulas. Além disso,
utilizando esse algoritmo podemos voltar a proposta de Poyiadjis et al.|(2011) apenas
colocando A = 1.

Algoritmo 2: VETOR SCORE

Entrada: observagdes (y1.r) , conjunto inicial de particulas, vetor de parametros,
valor lambda (A)
Saida: Aproximagdo para o vetor score, Sy.r
1 inicio
2 para cada observagio faga
3 Aplicar o Algoritmo 1 para obter os estados latentes {x(ll:)T}ﬁ\z’ .
4 Calcular a média (m ® ) para os a;’s usando

5 mf) + (1-MA)S_1 + Vloggg(ytlx()) + Vlogfg(x(l)lx(k)

Calcular 0 Vetor score como Sy = Y, w!m

fim

fim
retorna Aproximagdo para o vetor score, Si.t

© 0w N o

Se além de calcular o vetor score, conseguimos calcular a matriz de informacdo
observada, entdo a convergéncia da estimagdo dos parametros no método do gradiente
serd melhor. Para esse calculo, podemos escrever como o método de Newton-Raphson
e a equagdo (7)) passa a ser escrita com o termo de segunda ordem, isto &,

O = Or-1 — Yx(V2 log p(y1.710)) 'V log p(y1.710)le=0,_, (15)
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No entanto, a inversa da matriz de informacdo observada pode ser uma fonte de
instabilidade numérica, uma vez que nem sempre é possivel calculd-la. Procedendo
de forma andloga ao caso do vetor score, temos uma identidade para a matriz de
informacdo observada dada por Louis|(1982)

Vzp(yl:Tle)

-V log p(y1.710) = Vlog p(y1.710)V log P(y1:T|9)T -

onde

VZp(yllee)

= fVIOgP(xlszy1:T|9)VIOgP(x1:T/]/1:T|9)Tp(x1:T|y1:T; 0)dxi.r
P(]/l:ﬂ@)

+fvz108P(x1:T,}/1:T|9)P(x1:T,y1:T|9)dx1:T

Assim como em (8) também é possivel calcular (16) a partir do filtro de particulas
auxiliar. Derivando (9), podemos escrever

T
V2log p(xir, y1rl0) = ) V2 log go(yilxy) + V2 1og fo(ifxi 1) (17)

t=1

Portanto, a aproximacao por particulas para a matriz de informagdo observada I; no
tempo t é dada por

N
i N\ i
I~ 88T =Y ) {a§> () + 53} (18)
i=1
onde f; é definido de forma similiar a @; como ,BY) := V?log p(xgi:)t, y14|0). De forma

analoga ao que foi feito anteriormente para a;, podemos utilizar o método de densidade
de kernel e aplicar a ideia de Rao-Blackwell para f;, assim obtendo a estimagdo da
matriz de informacédo observada em cada tempo t como

I, =S,ST - Z w? { (” +IV, + nf’} (19)

) 4

onde m( éa medla da distribuicdo normal de oz ) como mostrado anteriormente e de

forma anédloga n ) é a média da distribuicio normal de tl) dada por

n” = A + (1= V)B,_y + V21og go(yix?) + V2 log fo(x|x*)

comB; = Y}, w(l)n(l) Veja que o termo 7*V; na equagéo é importante para corrigir
o decréscimo da Var1abilidade devido ao encolhimento de a; para S; em cada iteragdo.
Finalmente, temos a versdo do Algoritmo 2 com o uso da segunda ordem, ou seja,
com o uso da matriz de informacédo observada apresentada no Algoritmo 3.
Também propomos a utilizacdo de uma versdo analoga ao Algoritmo 2 e 3, mas com
o uso do filtro bootstrap para obter os estados latentes, ao invés do filtro de particulas
auxiliar do Algoritmo 1.
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Algoritmo 3: MATRIZ DE INFORMAGAO OBSERVADA

Entrada: observagoes (y1.n) , conjunto inicial de particulas, vetor de parametros,

valor lambda (A)
Saida: Aproximagédo para a matriz de informagao observada
1 inicio
2 para cada observagio faca
3 Aplicar o Algoritmo 1 para obter os estados latentes
4 Calcular a média (mgl)) e (nil)) para os a;’s e fB;’s, respectivamente, usando:
; " . -
5 m® = Am® + (1 - 2)S,_1 + Vlog go(yilx\”) + Vlog fo(x!”x™)
. ; , 0k
6 ny) = An) + (1= 1)Biy + V21og go(yilx;”) + V2log fo(xIx,")
7 Calcular o vetor score como Sy = Y1y w!m!”
8 Calcular a matriz de informagéo observada como:
. . T .
9 I, =55 -y w {mﬁ’) (mﬁ’)) + n?)} - h*V,
10 fim
11 fim

12 retorna Aproximagio para a matriz de informagdo observada

3 Resultados

Nesta secdo, apresentaremos os resultados obtidos com intuito de avaliar o método
para estimacdo dos parametros de modelos de espago de estados apresentado anterior-
mente. Utilizamos a versdo com a matriz de informagao observada, isto é, o Algoritmo
3 e a equacdo para estimacdo dos pardmetros com o termo de segunda ordem dada por
(15). O valor do pardmetro de encolhimento, A, descrito em e usado no Algoritmo
3 foi escolhido como A = 0.95. Além disso, o tamanho do passo yi das equagdes (7)
e foi utilizado tal como sugerido com a = 2/3, isto é, y, = k=2/3. Consideramos
que as estimativas dos parametros correspondem as estimativas encontradas quando
o algoritmo cumprir o critério de convergéncia estabelecido por

10k — Ol <104 (20)
16kl
onde || - || representa a norma do vetor de parametros. Esse critério de convergéncia foi
estabelecido para que ndo seja necessdrio preestabelecer um ntimero alto de itera¢oes
que iriam ser executadas sem grande ganho nas estimativas, isto é, apenas na quinta
casa decimal, aumentando o tempo de execugao do algoritmo.

Além da avaliagdo do método, estamos interessados em obter um nimero de parti-
culas ideal para estimar os pardmetros de cada modelo. Nesse sentido, foi desenhado
um estudo de simulag¢do com T = 1000 observac¢des de cada modelo e variacdes do
ndmero de particulas em 10 cendrios (25; 100; 250; 500; 750; 1000; 1250; 1500; 1750;
2000) com 100 replicagdes cada. Os cendrios foram escolhidos com um intervalo de
250 particulas entre cada a partir de 250 até 2000, além de dois cenarios com nimero
baixo de particulas, um com 25 e outro com 100.

Foram escolhidos trés diferentes modelos com o intuito de abordar as diferentes

15



variagdes de um modelo de espaco de estados entre linearidade e gaussianiedade. O
primeiro compreende o modelo autorregressivo que é linear e gaussiano, nos serve
como ilustracdo, ja que é possivel obter resultados analiticos (Durbin and Koopman
(2012)). Depois, um modelo um pouco mais complexo onde a linearidade é perdida,
o modelo de volatilidade estocéstica, muito utilizado na drea de economia. Por fim, o
modelo Poisson que é ndo gaussiano e também ndo linear, além de apresentar observa-
¢Oes discretas. Também fizemos o estudo de simulagdo para os mesmos trés modelos
utilizando o filtro bootstrap com o intuito de comparar com a versdo que utiliza o filtro
auxiliar apresentada anteriormente. A andlise dos resultados das simulagdes de cada
modelo é detalhada abaixo; todos os algoritmos foram implementados na linguagem
Ox, que é uma linguagem de programacdo com biblioteca de fungdes estatisticas e
matemadticas proposta por Jurgen A Doornik, sendo uma alternativa mais rdpida com
relacdo ao R, porém ndo tdo rapida quanto a linguagem C. Todas as simula¢des foram
executadas e os resultados aqui apresentados produzidos em maquinas com processa-
dor Intel Core i5 - 3330 CPU 3.00 GHz e memoria total de 3.92 gigabytes com sistema
operacional Linux-Kubuntu.

3.1 Modelo Autorregressivo - AR

O modelo autorregressivo de primeira ordem, AR(1), observado com ruido gaus-
siano é definido como

X =pXiq + U (21)
Yt = Xt + Vt
para t = 1,2,3,..,T; U ~ N(0,0%) e V; ~ N(0,7%), tal que U; L V; L X;, onde
Xi ~ N(,0%/(1 - ¢?)).

Dessa forma, as equagdes para os estados latentes e observados, respectivamente,
sdo dadas por

Xl X1 = x21 ~ N(pxe-1, (72) (22)
Yl X = x ~ N(xy, TZ)

Devido ao fato do modelo autorregressivo ser linear e gaussiano, é possivel obter
uma densidade de proposta 6tima no sentido definido em |Alvares da Silval (2016)

El(xt|x§?1/ yti 6)/ iStO é/
Q(xt|x§i_)1/ Yt, 0) gg(ytlxt)fg(xtle_)l
tal que como definido em (1)) e (2) e, utilizando (22),

89 ~ N(xt/ Tz)
fe) ~ N(<th—1 ’ 02)
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Figura 1: Estados latentes via Filtro de Particulas Auxiliar - Modelo Autorregressivo.
Parametros reais: ¢ = 0.9, 0 = 0.7 e 7 = 1. Linha mais escura: observagdes. Linhas
mais claras: estados latentes estimados e intervalo de confianga (95%)

Portanto,

L x)? @-ox))
272 202

Q(xtle_)lz ]/t/ 6) & eXp

2 (@) 2..(0)
_]/tz + zyfxf B th " —X; + 2¢xfxt—1 - (P X1

oc exp

272 202
2 4.0 2
2+, TSPX, + 07y
xexpl ——|xr —2x)——MmM——
Pl 2002 | Y2y o2

que é o nucleo de uma distribui¢do normal, entdo

2 44(0) 2
T°Px,’, + 07y 1202
2 +02 12+ 0?

%NN(

A titulo de ilustragdo do filtro de particulas auxiliar, implementamos o Algoritmo
1 para estimar os estados latentes; o resultado pode ser observado na Figura

A amostra, apresentada na Figura [I, tem T = 100 observagdes. A estimativa do
filtro de particulas auxiliar representada pela linha mais clara segue o comportamento
dos estados latentes simulados, representados pela linha mais escura, e exceto em
raros casos(menos de 5%) esté fora do intervalo de confianca representado pelas linhas
pontilhadas externas. Isso mostra que um filtro de particulas auxiliar estima bem os
estados latentes deste modelo autorregressivo.

17



0.94/-

Figura 2: Estimativas para ¢ - Modelo AR. Filtro auxiliar. Parametros reais: ¢ = 0.9,
0 = 0.7 e 7 = 1. Linha pontilhada: valor real do parametro ¢.

Uma vez que temos os estados latentes estimados pelo filtro auxiliar através do
Algoritmo 1, podemos aplicar o Algoritmo 3 para obter as estimativas do vetor score
e da matriz de informacao observada.

Com o intuito de obter um ntimero ideal de particulas para estimar os parametros de
um modelo autoregressivo foi desenhado o estudo de simulagdo descrito anteriormente
com o modelo autorregressivo definido acima com T = 1000 observagdes e parametros
dados por ¢ = 09, 0 = 0.7 e T = 1. As estimativas obtidas via filtro auxiliar estdo
apresentadas na Figura[2 para o parametro ¢, na Figura 3| para o e na Figura [ para 7.

Em cada um dos box-plots das Figuras e [ a linha pontilhada representa
o valor real do parametro simulado. Entdo, podemos observar que com exce¢do do
primeiro cendrio referente a 25 particulas, que é um caso apenas para ilustracdo com um
ndmero muito pequeno de particulas, em todos os cendrios obteram boas estimativas
para os trés parametros, sem apresentar uma grande diferenca entre os cendrios. Com
isso, podemos dizer que o segundo cenario (box-plot 1 nas Figuras e @) que
é referente a 100 particulas ja é suficiente para uma boa estimativa dos parametros
de um modelo autorregressivo. Além disso, quando levamos em consideragdo o
tempo médio gasto em cada cendrio, na Figura 5| o cendrio com apenas 100 particulas
converge em menos de um minuto (linha pontilhada representa tempo médio igual
a 60 segundos). Portanto, para o modelo autorregressivo, com 100 particulas ja se
obtém bons resultados e de forma rapida, ndo sendo necessério por exemplo o uso de
2000 particulas, que apenas aumentariam o tempo, ndo trazendo grande melhoria nas
estimativas dos parametros.

Como comparagdo, obtemos, a partir do mesmo estudo de simulagdo, as estimativas
via filtro bootstrap para os parametros ¢, o e T apresentadas nas Figuras [} [7]e[8|respec-
tivamente. Podemos observar que o uso do filtro bootstrap melhorou as estimativas de
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Figura 3: Estimativas para o - Modelo AR. Filtro auxiliar. Parametros reais: ¢ = 0.9,
o0 = 0.7 e T = 1. Linha pontilhada: valor real do pardmetro o.
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Figura 4: Estimativas para 7 - Modelo AR. Filtro auxiliar. Parametros reais: ¢ = 0.9,
o0 = 0.7 e T = 1. Linha pontilhada: valor real do parametro 7.
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Figura 5: Tempo - Modelo AR. Filtro auxiliar. Parametros reais: ¢ = 0.9, 0 = 0.7 e
7 = 1. Linha pontilhada: 60 segundos.

todos os cendrios. Por exemplo, para os parametros ¢ e 0 que antes apresentavam uma
subestimacdo e superestimagdo, respectivamente, na versdo do filtro auxiliar. Agora
apresentam estimativas quase exatas em alguns cenarios, como, por exemplo, nos ce-
néarios 2 e 3. Quanto ao nimero ideal de particulas, o cendrio 4 (box-plot 3 nas Figuras
6] [7] e [8) referente a 500 particulas apresenta estimativas quase exatas, mas o cendrio 3
(box-plot 2 nas Figuras(6} [7]e[8) também apresenta boas estimativas para todos os para-
metros, sendo, portanto 250 particulas, uma boa quantidade de particulas para o filtro
bootstrap. Em comparagdo ao filtro auxiliar que foi indicado 100 particulas como ideal,
o filtro bootstrap apresenta estimativas razodveis nesse cendrio, mas com importante
ganho quanto as estimativas nos cendrios com 250 e 500 particulas e ainda com tempo
médio computacional inferior a um minuto quando utilizadas 250 particulas como
pode ser observado no box-plot 2 da Figura [0} Além das figuras com os box-plots, os
resultados também podem ser analisados a partir da tabela do erro quadratico médio
apresentada no apéndice.

3.2 Volatilidade Estocastica - SV

O modelo de volatilidade estocéstica é definido como

Xy = pXi + Uy (23)
Y, = Bexp (%) Vi

onde t = 1,2,3,..,m; Uy ~ N(0,0%) e V; ~ N(0,1), tal que U; L V; L Xj, onde
X1 ~ N(0,0%/(1 - ¢?)), e ¢ e B sdo parametros do modelo.
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Figura 6: Estimativas para ¢ - Modelo AR. Filtro bootstrap. Parametros reais: ¢ = 0.9,
o0 = 0.7 e 7 = 1. Linha pontilhada: valor real do parametro ¢.

Figura 7: Estimativas para o - Modelo AR. Filtro bootstrap. Parametros reais: ¢ = 0.9,
o0 = 0.7 e T = 1. Linha pontilhada: valor real do pardmetro o.
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Figura 8: Estimativas para 7 - Modelo AR. Filtro bootstrap. Parametros reais: ¢ = 0.9,
0 = 0.7 e T = 1. Linha pontilhada: valor real do parametro .

500+
400+ !
300+
2001 |
RS Ii?iii’”’} ********* 3"'”*"*T'”*"*T*”*"*T ************************
I ‘ ‘ L w — : i
== B e
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 9: Tempo - Modelo AR. Filtro bootstrap. Parametros reais: ¢ = 0.9, 0 = 0.7 e
7 = 1. Linha pontilhada: 60 segundos.
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Figura 10: Estimativas para ¢ - Modelo SV. Filtro auxiliar. Parametros reais: ¢ = 0.98,
0 =0.13 e p = 1.65. Linha pontilhada: valor real do pardmetro ¢.

O modelo de volatilidade estocastica nos permite observar como se comporta o
método quando o modelo ainda é gaussiano, mas ndo linear. Neste trabalho utilizamos
0s seguintes parametros: ¢ = 0.98,0 = 0.13 e g = 1.65.

Como o modelo SV nédo ¢ linear, ndo é possivel obter uma densidade proposta
6tima de forma analitica como foi feito no modelo autorregressivo. Sendo assim, para
a implementacdo do método utilizamos uma densidade de proposta "cega", isto é, que

nio depende de y;, q(xtle_)l, Y, 0) ~ N (¢>x§’_’1, 02).

Uma vez que temos a distribuicdo proposta, podemos estimar os estados latentes
pelo filtro auxiliar e aplicar o Algoritmo 3 para obter as estimativas do vetor score e da
matriz de informagao observada.

Da mesma forma que no modelo autorregressivo, estamos interessados em obter um
numero ideal de particulas para estimar os parametros de um modelo de volatilidade
estocastica. A partir do desenho do estudo de simulagdo citado anteriormente e com
o modelo descrito acima com T = 1000 observagdes e parametros dados por ¢ = 0.98,
o = 0.13 e p = 1.65, para cada parametro ¢, 0,5 temos as seguintes estimativas nas
Figuras e[12]respectivamente.

Nas Figuras e (12, a linha pontilhada representa o valor real do parametro
simulado. Podemos observar que para o caso deste modelo de volatilidade estocéstica
um ndmero baixo de particula como 25, 100 ou 250 (box-plots 0, 1 e 2 nas Figuras[10}[1T]e
ndo apresenta boas estimativas, como por exemplo quando se utiliza 100 particulas
para os parametros ¢ e 0, enquanto que o parametro f ndo apresenta estimativas ruins
assim como nos demais cendrios. No entanto, a partir do quarto cendrio (box-plot 3 nas
Figuras[10}[1T]e[12) referente a 500 particulas, todos os parametros tem boas estimativas,
onde podemos observar uma subestimacdo para o ¢ e uma superestimacdo para o f8
que é comun para todos os cendrios destes pardmetros, enquanto que o parametro o
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Figura 11: Estimativas para o - Modelo SV. Filtro auxiliar. Parametros reais: ¢ = 0.98,
0 = 0.13 e § = 1.65. Linha pontilhada: valor real do pardmetro o.

1.9+

1.8+

1.7+ |

1.6

15

14 : 3 i ‘ 3 : ! —

Figura 12: Estimativas para f - Modelo SV. Filtro auxiliar. Parametros reais: ¢ = 0.98,
0 =0.13 e p = 1.65. Linha pontilhada: valor real do parametro .
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Figura 13: Tempo - Modelo SV. Filtro auxiliar. Pardmetros reais: ¢ = 0.98, 0 = 0.13 e
p = 1.65. Linha pontilhada: 60 segundos.

também apresenta superestimagdo, no entanto no cendrio quatro, a estimativa se difere
muito pouco do valor simulado. Portanto, podemos indicar que 500 é o nimero ideal
de particulas para este modelo de volatilidade estocastica, dado que apresenta bons
resultados ndo diferindo muito dos demais cendrios com maior nimero de particulas.
E como pode ser observado no box-plot 3 da Figura tem o menor tempo médio
gasto para convergéncia quando comparado com o0s cendrios que apresentaram boas
estimativas, aproximadamente dois minutos em média. Mais uma vez, podemos
comprovar que nem sempre é necessario um namero alto de particulas, que um nimero
baixo de particulas ja é suficiente para estimativas tdo boas quanto um ntimero alto e
obtidas em menos tempo.

A partir do mesmo estudo de simulagdo, obtemos as estimativas com o uso do filtro
bootstrap para os parametros ¢, o e f apresentadas nas Figuras e |16| respecti-
vamente. Podemos observar que o uso do filtro bootstrap obteve estimativas tdo boas
quanto com a utilizacdo do filtro auxiliar em todos os cendrios. Podemos destacar que
com o uso do filtro bootstrap houve uma pequena melhora nas estimativas em todos os
cendrios com relacdo ao parametro ¢. E quanto aos parametros o e § também houve
uma pequena melhora nas estimativas em alguns cenarios, mas mesmo os cendrios
que ndo apresentaram melhores estimativas, tiveram resultados semelhantes quando
comparado com a versdo com o filtro auxiliar. Quanto ao ndmero de particulas ideal
que no caso do filtro auxiliar foi indicado como o quarto cendrio referente a 500 par-
ticulas. Com o uso do filtro bootstrap, esse nimero se manteve como ideal, apesar
de que o uso de 250 particulas (terceiro cendrio) também gera boas estimativas com
a utilizagao do filtro bootstrap e como pode ser observado no box-plot 2 da Figura
tem tempo computacional inferior a um minuto na maioria das replicagdes. Além
dos box-plots, os resultados também podem ser analisados a partir da tabela do erro
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Figura 14: Estimativas para ¢ - Modelo SV. Filtro bootstrap. Parametros reais: ¢ = 0.98,
0 =0.13 e p = 1.65. Linha pontilhada: valor real do pardmetro ¢.

quadrético médio apresentada no apéndice.

3.3 Modelo Poisson

O modelo Poisson é definido como

Xt = (th—l + Ut (24)
Y =V,

onde t = 1,2,3,..,1n; Uy ~ N(0,0%) e V; ~ Poisson(B - exp(Xy)), tal que U; L V; L X;,
onde X; ~ N(0,0%/(1 = ¢?)).

O modelo Poisson nos permite observar como se comporta o método para mo-
delos discretos, além disso os estados observados ndo sdo mais gaussianos, uma vez
que agora sdo de uma distribuigdo Poisson. Neste trabalho utilizamos os seguintes
parametros: ¢ = 0.95,0 =0.15e g =0.70.

Como o modelo Poisson é ndo gaussiano, ndo é possivel obter uma densidade pro-
posta 6tima de forma analitica como foi feito no modelo autorregressivo. Sendo assim,
para a implementac¢do do método utilizamos uma densidade de proposta "cega"assim
como no caso anterior do modelo de volatilidade estocéstica com q(xtlxgl,yt, 0) ~

N(@x?,,a?).
Com isso, obtemos os estados latentes estimados pelo filtro auxiliar e podemos
aplicar o Algoritmo 3 para obter as estimativas do vetor score e da matriz de informagéao

observada.
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Figura 15: Estimativas para o - Modelo SV. Filtro bootstrap. Parametros reais: ¢ = 0.98,
0 = 0.13 e § = 1.65. Linha pontilhada: valor real do pardmetro o.
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Figura 16: Estimativas para f§ - Modelo SV. Filtro bootstrap. Parametros reais: ¢ = 0.98,
0 =0.13 e p = 1.65. Linha pontilhada: valor real do parametro .
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Figura 17: Tempo - Modelo SV. Filtro bootstrap. Pardmetros reais: ¢ = 0.98, 0 = 0.13 e
p = 1.65. Linha pontilhada: 60 segundos.

Como nos modelos anteriores também estamos interessados em obter um nimero
ideal de particulas para estimar os parametros de um modelo Poisson. Portanto, foi
feito o estudo de simulacdo descrito anteriormente também para o modelo Poisson
descrito acima com T = 1000 observagdes e parametros dados por ¢ = 0.95,0 =0.15 e
p = 0.70, para cada parametro ¢, 0, f temos as seguintes estimativas nas Figuras
e 20| respectivamente.

Assim como nos demais box-plots, nas Figuras e a linha pontilhada
representa o valor real do parametro simulado. Podemos observar que o modelo
Poisson tem um comportamento semelhante ao modelo de volatilidade estocdstica
quanto a variacdo do ntimero de particulas. Em cendrios com um ntmero baixo de
particula como 25 ou 100 (box-plots 0 e 1 nas Figuras e 20) ndo apresenta boas
estimativas, como por exemplo na estimativa do pardmetro ¢ com 100 particulas e para
o parametro o e 5 no primeiro cendrio. No entanto, a partir do terceiro cendrio (box-
plot 2 nas Figuras |18} [19]e 20) referente a 250 particulas, todos os parametros tem boas
estimativas, e assim como no modelo de volatilidade estocastica com comportamento
semelhante, podemos observar uma subestimagdo para o ¢ comum para todos os
cendrios. Enquanto que os parametros o e f apresentam estimativas quase exatas em
grande parte dos cendrios simulados. Portanto, tendo em consideragdo também a
andlise do tempo médio gasto para convergéncia como pode ser observado no box-
plot 2 da Figura 21| podemos indicar que 250 é o ntimero ideal de particulas para este
modelo Poisson, dado que apresenta bons resultados nédo diferindo muito dos demais
cendrios com maior nimero de particulas e com o menor tempo médio gasto para
convergéncia quando comparado com os cendrios que apresentaram boas estimativas.

As estimativas obtidas via filtro bootstrap para os parametros ¢, o e f, a partir do
mesmo estudo de simulacéo feito anteriormente, sdo apresentadas nas Figuras e
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Figura 18: Estimativas para ¢ - Modelo Poisson. Filtro auxiliar. Parametros reais:
¢ =0.95,0 =0.15e g = 0.70. Linha pontilhada: valor real do parametro ¢.
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Figura 19: Estimativas para o - Modelo Poisson. Filtro auxiliar. Pardmetros reais:
¢ =0.95,0 =0.15e g =0.70. Linha pontilhada: valor real do parametro o.
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Figura 20: Estimativas para § - Modelo Poisson. Filtro auxiliar. Pardmetros reais:
¢ =0.95,0 =0.15e f = 0.70. Linha pontilhada: valor real do parametro .
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Figura 21: Tempo - Modelo Poisson. Filtro auxiliar. Parametros reais: ¢ = 0.95,
0 =0.15e = 0.70. Linha pontilhada: 60 segundos.
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Figura 22: Estimativas para ¢ - Modelo Poisson. Filtro bootstrap. Parametros reais:
¢ =0.95,0 =0.15e g = 0.70. Linha pontilhada: valor real do parametro ¢.

respectivamente. No modelo Poisson podemos observar que o uso do filtro bootstrap
proporciou uma significativa melhora das estimativas em muitos cendrios quando
comparado a versdo com o filtro auxiliar. Destacamos a melhora nas estimativas dos
pardmetros o e f que com o uso do filtro bootstrap passaram a ser quase exatas na
maioria dos cendrios. Com relagdo ao ntimero ideal de particulas, o cendrio 3 referente
a 250 particulas continua sendo o ideal, mas , agora, com uma melhora nas estimativas,
principalmente dos parametros o e f que apresentam resultados quase exatos. Como
pode ser observado na Figura o tempo médio computacional no cendrio de 250
particulas (box-plot 2 na Figura foi reduzido com relacdo ao caso anterior, mas
ainda assim acima de um minuto. Os resultados também podem ser analisados a
partir da tabela do erro quadratico médio apresentada no apéndice.

4 Conclusao

Este trabalho apresentou um estudo comparativo sobre um método para estimar os
parametros de modelos de espaco de estados. Esse método foi proposto por Nemeth
et al.| (2016) e apresenta um método Monte Carlo sequencial, mais especificamente
o filtro de particulas auxiliar, para estimar o vetor score e a matriz de informacdo
observada, e, entdo, o método do gradiente é utilizado para obter as estimativas dos
parametros de um modelo de espago de estados. Esse algoritmo utiliza métodos
de densidade de kernel e Rao-Blackwell para melhorar as estimativas com relacdo
aos algoritmos propostos anteriormente por Poyiadjis et al.|(2011), que apresentava a
variancia da estimativa crescendo pelo menos quadraticamente com o tempo e tempo
computacional linear no ntimero de particulas ou varidncia linear no tempo, mas custo
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Figura 23: Estimativas para o - Modelo Poisson. Filtro bootstrap. Parametros reais:
¢ =0.95,0 =0.15e f = 0.70. Linha pontilhada: valor real do parametro o.
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Figura 24: Estimativas para 8 - Modelo Poisson. Filtro bootstrap. Parametros reais:
¢ =0.95,0 =0.15e = 0.70. Linha pontilhada: valor real do parametro .
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Figura 25: Tempo - Modelo Poisson. Filtro bootstrap. Parametros reais: ¢ = 0.95,
o0 =0.15e = 0.70. Linha pontilhada: 60 segundos.

computacional quadrético. Enquanto que a proposta de Nemeth et al. (2016) apresenta
variancia da estimativa linear com o tempo, e tem o tempo computacional também
linear no namero de particulas. Também propomos uma versdo com o uso do filtro
bootstrap ao invés do filtro de particulas auxiliar, a fim de comparar com o modelo
proposto anteriormente e sendo o filtro bootstrap mais simples que o auxiliar.

O método apresentou boas estimativas dos parametros de diferentes modelos de es-
paco de estados, como autoregressivo, volatilidade estocastica e Poisson. Além disso,
foi feita uma andlise mais detalhada quanto ao ntimero de particulas necessério a se
utilizar para tal estimativa dependendo de cada modelo (autorregressivo, volatilidade
estocdstica, Poisson). Essa andlise foi feita preestabelecendo um critério de convergén-
cia para até a quarta casa decimal. Conforme apresentado na sec¢do anterior, podemos
perceber que nem sempre é necessario um namero grande de particulas. Um nimero
pequeno de particulas, como, por exemplo, 100 particulas no modelo autorregressivo,
ja pode ser considerado um niimero suficiente para obter estimativas tdo boas quanto
com um ntmero maior de particulas e consumindo consideravelmente menos tempo
de execucdo. Na comparagdo do método com a versdo com a utilizagdo do filtro boots-
trap, este dltimo apresentou melhorias nas estimativas da maioria dos cenarios para
os modelos analisados na se¢do anterior e demandando menos tempo de execugdo
quando comparado com a versdo do filtro auxiliar. Outras anélises mais detalhadas
ou melhorias ainda podem ser feitas sobre o método, como, por exemplo, uma anélise
detalhada sobre o tamanho do passo y nas equagdes (7) e e até mesmo a troca da
equagdo de atualizagdo das estimativas dos parametros.
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Apéndice

O Algoritmo 3 utiliza as derivadas de primeira e segunda ordem das log-equagdes
de cada modelo. Tais derivadas sdo apresentadas, a seguir, para cada um dos modelos
analisados. Primeiro, o modelo autorregressivo

Vlog fg(xf)|x§li’; = (aXlef—l X Xi1 aXt|Xt—1) _ (QXAXt_l 8Xt|Xt_1,0)

op ' do ' It dp ~  do
; Y X AYX; VX Y X
sty {2255 2], )

onde

OXdXie1 %
b o2 ( qu )
XlXia 1 () - o)
do 0 o
aYtlxt _ _1 (]/t - il))Z
ot T T3

e para as derivadas de segunda ordem

PX|Xi1 ( Eki)

@92 o2
82Xt|Xt—1 _ 82Xt|Xt_1 _ 2x§k;( qu(k))
dpdo AL o’
PXIXa 1 30— gl
(@op — o? o
PYIX 13—y
(@12 12 (o

Agora, para o modelo de volatilidade estocéastica, as derivadas de primeira ordem
sao

i (ks IXi| X1 OXilXi IXil Xy 0Xil X1 Xl X
@k X1 Xy B

Vlog fo(x,’Ix,"] —( o6 ' do ' Ip )—( 6 ' oo ,0)
VX VX IVHXi) 0.0 IYi|X;
op ' do ' P | B

Vlog go(yilx?) =
onde
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(ki)

IXi| X4 _ X
ap o2 ( qu )
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e para as derivadas de segunda ordem
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Por fim, para o modelo Poisson, as derivadas de primeira ordem sdo

Vlogfe(xﬂxglfi _ (athxt—l IXi| X1 athXt_l) _ (3Xt|Xt_1 8Xt|Xt—1’O)

oap ~ do ' 9B dp ~  do
X IViX; IVilXi) _ 0.0 Y| X;
op ' do ' P | B

Vlog go(yilx?) = (

onde

(ki)

OXi X1 X%
oap o2 ( — o )
X ( @ _ k)2
dXien 1 (g =)
- =y =
do o o3
Y X, iy , Yt
——— =—exp(x,’) + =
&ﬁ p t ﬁ

e para as derivadas de segunda ordem

35



Pxix (@5

(0p)? T2
XX _ * XX _ _zxgiq (x(i) _ qu(ki))
dpdo dadd o3 V't t-1
PXlXin 13 —¢x)?
(do)? o2 ot
Y| X; _ Y
(9p)? B

A anélise dos resultados, além dos diversos box-plots apresentados nas figuras
anteriores, também pode ser feita a partir do erro quadratico médio (EQM). O EQM
mede a média dos erros quadrados, isto é, a diferenca do estimador e do parametro
que estamos estimando e é calculado por

1 m
EQM = -} (6~ 6)’
i=1
onde m é o namero de replica¢des, aqui m = 100, e O é o vetor de parametros enquanto
que 0 é o vetor das estimativas para 0. Os resultados apresentados nas préximas
tabelas sdo as raizes quadradas dos EQM’s de cada parametro (¢, o, 7, f) para cada um
dos cendrios simulados tanto para a versdo com filtro auxiliar quanto para a versao
com filtro bootstrap.

Tabela 1: EQM - Modelo AR. Filtro auxiliar

Particulas 25 100 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

¢ 0.032 0.047 0.130 0.152 0.131 0.165 0.079 0.111 0.085 0.138
o 0.085 0.159 1914 1.247 0.123 1.144 0.149 1.848 1.133 5.099
T 0.060 0.189 1436 1395 73.79 20.10 1329 97.11 21.74 56.56

Tabela 2: EQM - Modelo SV. Filtro auxiliar

Particulas 25 100 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

[0 0.018 0.054 0.034 0.023 0.102 0.141 0.219 0.114 0.248 0.230
o 0.034 0.096 0.180 1.162 3.164 3.453 16.69 21.03 12.65 10.06
B 0.199 0.168 2.592 44.83 1748 139.1 2164 82.05 2295 1724
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Tabela 3: EQM - Modelo Poisson. Filtro auxiliar

Particulas 25 100 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
¢ 0.030 0.065 0.044 0.056 0.085 0.120 0.141 0.128 0.136 0.157
o 0.050 0.051 2.168 0.855 9.475 1.858 5.119 3.813 6.530 6.900
B 0.089 0.068 2.525 0.331 19.68 6.178 43.22 1587.6 2.143 48.96
Tabela 4: EQM - Modelo AR. Filtro bootstrap
Particulas 25 100 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
¢ 0.018 0.019 0.087 0.085 0.132 0.101 0.159 0.157 0.141 0.120
0 0.087 0.062 0.278 0.137 0.386 0.451 1.645 0.207 0.729 0.237
T 0.082 0.042 0.686 3.949 50.21 10.37 6494 30398 36.96 31.34
Tabela 5: EQM - Modelo SV. Filtro bootstrap
Particulas 25 100 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
¢ 0.026 0.046 0.069 0.115 0205 0.265 0.148 0.259 0.249 0.284
o 0.035 1.032 1.833 5387 10.05 52.74 5031 64.49 0.072 0.102
B 0.204 153550 68.1 2228 5029 339.8 92.87 3653 3989 1.584
Tabela 6: EQM - Modelo Poisson. Filtro bootstrap
Particulas 25 100 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
¢ 0.033 0.036 0.094 0.145 0.125 0.126 0.111 0.142 0.123 0.099
0 0.053 0.043 1.020 3.375 7.007 6.995 19.16 6.317 6.071 12.09
B 0.094 0.071 109.5 1103 1212 28.71 13.47 58.92 4.401 2.684
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