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Resumo

O modelo Bak-Sneppen é conhecido por ser um modelo que apresenta uma dinamica
simples e ainda exibe um comportamento critico auto-organizado. Neste trabalho, vamos
abordar, de forma detalhada, alguns tépicos sobre o modelo Bak-Sneppen que, de certa

forma, contribuiram para o entendimento da distribuicao estacionéaria do modelo.

Estudaremos os seguintes artigos: Rigorous self-organised criticality in the modified
Bak-Sneppen model [13], dos autores Meester e Sarkar, Bounds for avalanche critical
values of the Bak—-Sneppen model [3], dos autores Gillett, Meester e Nuyens e Mazimal

avalanches in the Bak-Sneppen model [4], dos autores Gillett, Meester e van der Wal.

No artigo Rigorous self-organised criticality in the modified Bak-Sneppen model, os
autores verificam a existéncia de uma lei de poténcias para o comportamento da duracao
e do alcance de avalanches em uma versao modificada do modelo Bak-Sneppen, através

de um acoplamento com um processo de ramificacao.

No artigo Bounds for avalanche critical values of the Bak—Sneppen model, os autores
obtém cotas para um dos pontos criticos de avalanches no modelo Bak-Sneppen (para
grafos transitivos e localmente finitos) através de dois acoplamentos: para a cota inferior,
usa-se o processo de ramificacao e, para a cota superior, usa-se o modelo de percolacao

em sitios.

Por fim, no artigo Mazimal avalanches in the Bak-Sneppen model, os autores estu-
dam o comportamento da duragdo de avalanches (em grafos finitos), onde o limitante da
avalanche é aleatorio, e resultados surpreendentes sao obtidos para o valor esperado da

duragao.

Palavras-chaves: Bak-Sneppen, avalanche, acoplamento, percolagao, processo de ramifi-

cagcao.



Abstract

The Bak-Sneppen model is known to be a simple model, exhibiting self-organized
criticality. In this master thesis we’ll study in detail some topics about the Bak-Sneppen
modell that, in a certain sense, contributed to the understanding of stationary distribution

of the model.

We'll study the following articles: Rigorous self-organised criticality in the modified
Bak-Sneppen model [13], by Meester and Sarkar, Bounds for avalanche critical values of
the Bak-Sneppen model [3], by Gillett, Meester and Nuyens and Mazimal avalanches in
the Bak-Sneppen model [4], by Gillett, Meester and van der Wal.

In the article Rigorous self-organised criticality in the modified Bak-Sneppen model,
the authors prove that a modified version of the Bak-Sneppen model obeys power law

behaviour for avalanche duration and range using a coupling with a branching process.

In the article Bounds for avalanche critical values of the Bak—Sneppen model, the
authors get bounds for one of avalanche critical values of the Bak-Sneppen model (for
transitive and locally finite graphs) through two couplings: to the lower bound, the authors
use a branching proces and, to the upper bound, the authors use a independent site

percolation model.

Finally, in the article Maximal avalanches in the Bak-Sneppen model, the authors
study the avalanche duration behaviour (in finite graphs) with random threshold, and

they get surprising results to the expected avalanche duration.

Keywords: Bak-Sneppen, avalanche, coupling, percolation, branching process.
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Introducao

O modelo Bak-Sneppen foi originalmente introduzido como um modelo simples de
evolucao por Per Bak e Kim Sneppen em 1993 (ver [1/). Considere N espécies dispostas
em um ecossistema, como na Figura . A espécies estao representadas pelos pontos (em
cinza) e os segmentos (em preto) representam a vizinhanga entre as espécies. Inicialmente,
sorteamos um valor do intervalo (0, 1) para cada espécie. Esse valor é denominado aptiddo
e representa o nivel de adaptacao dessa espécie em relacao ao ecossistema. A dinamica
do modelo é dada pelo seguinte algoritmo: a cada instante de tempo n, executamos o
procedimento abaixo, que gera a configuracao do ecossistema no instante de tempo n + 1.

Esse procedimento é denominado atualizacao.

1. Localizamos a espécie com valor minimo dentre as N espécies;

2. Eliminamos esta espécie;

3. Eliminamos os dois vizinhos desta espécie;

4. Inserimos uma nova espécie no lugar de cada uma das espécies eliminadas;

5. Sorteamos um novo valor, do intervalo (0, 1), para cada uma das novas espécies.

Figura 1: Ecossistema com N espécies.
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O modelo pode ser interpretado como um ecossistema em que as espécies mudam
devido as relagoes com outras espécies. A motivacao de eliminar a espécie com a menor
aptiddo vem da lei de sobrevivéncia (da teoria de evolu¢ao) e a motivagao em eliminar os
vizinhos também vem da lei de sobrevivéncia e representa a interacao entre as espécies no

ambiente onde habitam.

Com uma introducao bastante superficial, ja é possivel abordar um dos principais
problemas em aberto relacionados ao modelo. De acordo com [I4], se executarmos o
mesmo procedimento sem a regra 3, quando o numero de atualizacoes e o numero de
vértices tendem ao infinito, as distribui¢oes marginais das aptidoes sao degeneradas em 1,
o que ¢é bastante intuitivo. Com a regra 3, o problema ainda esta em aberto. Felizmente,
a simplicidade do modelo facilita a sua programacao a fim de obter simulacoes numéricas.
De acordo com [5], quando o nimero de atualizagoes e o nimero de vértices tendem ao
infinito, simulagoes sugerem que as distribui¢oes marginais das aptidoes sao independentes

e uniformemente distribuidas em (b, 1), onde b. =~ 2.

O objetivo do modelo nao é abranger as mais diversas caracteristicas de evolucao de
um ecossistema. Na verdade, o atrativo do modelo é o fato de ser simples, no sentido que
cada espécie ¢ associada a um tunico valor, e que ainda carrega algumas ideias de evolucao
e, principalmente, apresenta um comportamento critico auto-organizado (veja [12]). De
acordo com [2], muitas fontes afirmam que eventos de extingao parecem obedecer leis de
poténcia e, por sua vez, a existéncia de leis de poténcia sugerem que a evolugao poderia

ser um exemplo de criticalidade auto-organizada (veja mais em [16]).

Vale ressaltar que o nosso objetivo é abordar, de forma detalhada, alguns tépicos
sobre o modelo que contribuiram para o entendimento de sua distribuicao estacionéria.
Para uma abordagem mais ampla, vamos precisar de alguns conceitos que serao abordados

a seguir.
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1 Preliminares

1.1 Teoria de grafos

Nesta secao, vamos abordar alguns conceitos basicos da teoria de grafos. Esses conceitos,
que sao muito importantes no estudo do processo de ramificacao e, principalmente, no
estudo do modelo de percolacao, também serao importantes para o resultado principal do

trabalho. Para uma abordagem mais profunda, veja [19].

Um grafo G é um par (V, E) formado por um conjunto V' = V(G), o conjunto de
vértices (ou sitios) de G e um conjunto E = E(G) de elos (ou arestas), onde E C {(z,y) :
x,y € V,x # y}, isto é, E é um subconjunto de V' x V. Os grafos considerados sdo nao
direcionados ((x,y) = (y,)), ndo apresentam loops (ja que = # y), e nao apresentam elos
multiplos ((x,y) é Gnico). Para z,y € V, dizemos que z ¢ vizinho de y em G se (z,y) € E,
isto ¢, se existe um elo e em G da forma e = (x,y). Dizemos que o elo e é incidente ao
vértice x quando x é uma extremidade de e. Para cada x € V', definimos A, como o grau
de x, isto é, o nimero de elos incidentes a x, ou, equivalentemente, o nimero de vértices

vizinhos a z.

Seja H = (Vy, Ey). Dizemos que H é subgrafo de um grafo G, se V(H) C V(G)
e E(H) C E(G). A notacao usada é H C (. Dizemos que a sequéncia alternante
X0y €0y L1, €1y eeey L1, €n_1,Tn, . > 0, onde e¢; = (x;,y;), i = 0,..,n — 1, é um cami-
nho se xq,...,x, sao distintos e y; = x;41, ¢ = 0,1,....n — 1. O comprimento de um
caminho é n, onde n é o numero de elos z; que compoem o caminho. Por defini-
¢ao, nao na loops, ja que y, # x;. Um circuito em G é uma sequéncia alternante
X0y €0y L1y €1y s L1, En_1, Tn, €, To tal que xg, €q, ..., Tp_1,€n_1, T, ¢ um caminho e e, =
(@, o) (isto é, y, = o). O comprimento de um circuito é n + 1, onde n é o nimero de

elos x; que compoem o circuito.
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Para cada vértice x, defina €, o conjunto dos vértices de G que podem ser conectados
a r, isto é, existe um caminho que liga esses vértices a x e assuma que x € C,. Se
C, NC, # @, entao €, = C,, isto ¢é, diferentes conjuntos €, particionam o conjunto de
vértices. Para cada um dos conjuntos C,, z € V, considere o subgrafo de G, (C,, E(C.)),
onde F(C,) = {(z,y) € E: x,y € C,}. Definimos os subgrafos da forma (C,, £(C.)) como
componentes conexas de G. Assim, x,y € V estdo na mesma componente conexa se, e

somente se, existe um caminho em G que conecta z a y (ou y a x).

Em geral, consideramos grafos conexos e localmente finitos. Um grafo G é finito,
se os conjuntos V(G) e E(G) sao finitos. Dizemos que um grafo G é conezo se existe
um caminho entre qualquer par de vértices. Podemos também trabalhar com grafos de
grau limitado, ou grafos localmente finitos, que é quando o grau de todos os vértices é
uniformemente limitado, isto é, AM tal que A, < M, Vx € V. Neste caso, o grau mdximo
de G é definido como A* = sup,y A, < co. Em particular, se A, = A, Vo € V, dizemos

que o grafo é A-reqular.

Um outro conceito importante é a definicao de isomorfismo em grafos. Sejam G =
(Vi, Ey) e G = (Va, Es) grafos. Definimos um isomorfismo de G e G como uma bijec¢ao
¢ : V1 — V4, com a propriedade de que, Vz,y € Vi, ¢(x) e ¢(y) sdo vizinhos em G, se, e
somente se, x e y sao vizinhos em G;. Se existe um isomorfismo de GGy e G5, dizemos que
os grafos sao isomorfos. Intuitivamente, podemos considerar que os grafos sao “iguais”.

Por exemplo, se G é isomorfo a um subgrafo de GG, intuitivamente, podemos dizer que

G C Go.

A distancia §(x,y) entre dois vértices x e y de um grafo G conexo é definida como

o menor comprimento dentre todos os caminhos em G que conectam x a y.

Agora, vamos apresentar quatro exemplos de grafos que serao abordados mais adi-

ante.

Exemplo 1.1.1 (rede hipercibica d-dimensional). O primeiro exemplo é a rede hipercu-
bica d-dimensional (d > 1), que é denotada por (Z* E?), onde Z% = {(z1,...,24) : ; €
Z,i=1,..d}y e B = {(z,y) : 2,y € Z%e ||z — y||; = 1} é o conjunto de elos (vizinhos

mais préximos). Com um certo abuso de notagao, a partir de agora denotaremos a rede
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hiperciibica por Z¢. Observe que Z? é conexo e localmente finito. Em particular, Z' (ou

simplesmente Z) é reta que conecta todos os nimeros inteiros. Por |||, representamos a
d

norma da soma, isto é, ||z||; = Z |z;|, para x = (x4, ...,7,) € R% Portanto, a distancia
i=1

entre dois vértices z,y € Z% é dada por:

d

8(z,y) =lle =yl =) |z — i,

i=1

e x e y sdo vizinhos se, e somente se, §(z,y) = 1.

Exemplo 1.1.2 (4rvores). Um outro tipo de grafo sdo as arvores. Uma drvore é um
grafo conexo que nao possui circuitos. Entao, dados dois vértices x e y, existe um unico
caminho que conecta x a y. Consequentemente, a distancia entre x e y é o comprimento
deste caminho. Denotaremos por Tx a drvore A-reqular (ou A-homogénea), que é a arvore
em que todo vértice tem grau A, onde A > 2. Observe que T5 e Z sao grafos isomorfos.
Consideramos também as arvores com raiz. Dizemos que uma drvore tem raiz (ou é
enraizada), se existe um né (vértice) em que a arvore cresce a partir deste né. Cada né
tem tem um nimero de ramos (elos) e os ramos estao ligados aos filhos deste né. Por T},
denotaremos a drvore enraizada A-reqular, que é a arvore em que a raiz tem grau A — 1
e os demais vértices tém grau A. Observe que 75, e Z* sao grafos isomorfos. Finalmente,
por T{, denotaremos a drvore enraizada A-dria, em que a raiz tem, no méximo, grau

A — 1 e os demais vértices tém, no méximo, grau A. Veja que TX C TX C Tha.

Exemplo 1.1.3 (grafos circulares). Um grafo circular (ou grafo ciclico) é um grafo que
possui um tunico ciclo, ou equivalentemente, um nimero de vértices conectados em um
circuito. O grafo circular com N vértices sera denotado por Ay. O ntimero de vértices
em Ay é igual ao numero de arestas e todo vértice tem grau 2. Isto é, o grafo circular é

um grafo 2-regular. A Figura[I]é um exemplo de grafo circular.

Exemplo 1.1.4 (grafos completos). Um grafo completo é um grafo no qual cada par de
vértices distintos é conectado por um unico elo. Em outras palavras, um grafo completo
é um grafo em que todo vértice é adjacente a todos os outros vértices. No caso do grafo

completo, temos que E = {(x,y) : x,y € V,x # y}. Portanto, se |V| = N, entdo
Bl = N(N —1)

5 . O grafo completo de N vértices sera denotado por K.
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Vamos definir o conceito de transitividade para grafos. Para isso, precisamos definir
automorfismo. Um automorfismo de um grafo G = (V, E) é um isomorfismo de G em si
préprio, isto é, uma bijecao ¢ : V' — V', com a propriedade de que, Vz € V e Vy € V,
temos (¢(z),¢(y)) € E, se, e somente se, (z,y) € E. Por fim, um grafo G = (V, E) é
transitivo se, Vo € V e Yy € V| existe um automorfismo ¢ : V' — V tal que ¢(z) =y. Os

grafos dos exemplos acima sao grafos transitivos.

1.2 O modelo de percolacao em sitios

Nesta secao apresentamos o modelo de percolagao em sitios e uma construcao dina-
mica deste modelo. O modelo serda crucial para o estudo de um dos principais resultados

da dissertagao. Para uma abordagem mais profunda do modelo, veja [6].

1.2.1 Introducao e alguns resultados

Considere um grafo G = (V, E) conexo e localmente finito. A cada sitio de V
serd atribuido aleatoriamente o status aberto ou fechado da seguinte maneira: seja y :=
{X(v),v € V} uma colecao de varidveis aleatérias independentes e identicamente distri-

buidas (i.i.d.) com distribui¢ao comum de Bernoulli com parametro p, isto é,

para todo v € V, onde p ¢ um nimero real entre 0 e 1 e P, ¢ a probabilidade associada a
x. Mais formalmente, o espaco amostral do modelo sera

0 ={0,1}" = J{0,1}.

veV
Assim, uma configura¢do é um ponto w = (w, : v € V). Seja F a o-dlgebra gerada pelos
cilindros em ). Em outras palavras, F é gerada pelos conjuntos que dependem apenas de

vértices em subconjuntos finitos de V. A probabilidade P, é a probabilidade produto em
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Q, atribuindo pesopa I’'se 1 —p a 0’s. X, (v) é a projecao no vértice v, isto é, para cada

configuragao w € €1,

X, :V —4{0,1}

V> Wy,

ou seja, X, (v) = 1 indica que o vértice v estd aberto e X, (v) = 0 indica que o vértice v
estd fechado. Dizemos que um caminho esta aberto se todos os seus vértices estao abertos,
assim como um circuito (isto é, se X(x;) = 1, i = 0,...n). Definimos {z <> y}, como o
evento “existe um caminho aberto que conecta x a y”. Note que {z <> z} ocorre se, e

somente se, x esta aberto.

Um aglomerado é uma componente conexa do subgrafo obtido a partir de G, subgrafo
no qual sao excluidos todos os vértices fechados e todos os elos incidentes a estes vértices.
Para todo = € V', C, denota o aglomerado que contém {x} e C' o aglomerado que contém
a origem; C, = &, se x é fechado. O conjunto de vértices C, é o conjunto de todos
os vértices do grafo que estao conectados a x por caminhos abertos. Podemos escrever
C, ={y € V :z < y}. Denotaremos por |C;| o nimero de vértices em C, e por {z <> oo}
o evento em que |C,| = oo. Estamos interessados em |C|, o volume (ou cardinalidade)
do aglomerado da origem, mais precisamente em sua distribui¢ao. Note que |C| é uma
varidvel aleatéria que pode assumir os valores 1,2, ..., 00, isto ¢, |C] : @ — N U {co} .

Queremos saber se aglomerados infinitos podem ocorrer (com probabilidade positiva).

Definigao 1.2.1. Seja o evento {w € Q : |C| = 0o} = {0 <> o0}, isto ¢, o evento em que
o tamanho do aglomerado ¢ infinito a partir da origem. Denominamos este evento como

percolar. Assim,

6:0,1] — [0,1]
p+— P,(0 > 00),
onde 0(p) = P,(|C] = o©0) = P,(0 ++ o00). Em palavras, 6(p) é a probabilidade de

percolacao a partir da origem em um modelo de percolacao em sitios independentes, em

que a probabilidade de um vértice estar aberto é igual a p.
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Observagao 1.2.1. Em geral, a probabilidade 0(p) depende do vértice x. Inclusive, alguns
autores definem a fun¢ao como 0(p, x). No caso em que G é um grafo transitivo, o valor

de O(p, ) ndo depende de z.

Claramente, #(0) = 0 e (1) = 1. Com efeito, se p = 0, nao hé vértices abertos
e, consequentemente, nao ha percolacao. Se p = 1, todos os vértices estao abertos, com
probabilidade 1, e isto implica que ha percolacao Para 0 < p < 1, vamos definir um ponto

critico para o modelo de percolacao em sitios.

Lema 1.2.1. 6(p) ¢ ndo-decrescente em p.

O Lemal[I.2.T]é bastante intuitivo. Observe que a probabilidade de percolar nao pode
diminuir quando mais sitios sao declarados abertos. A prova usa a técnica de acoplamento

descrita na Secao e pode ser verificada em [6].

Definicao 1.2.2. Em um grafo localmente finito G, definimos o ponto critico de perco-

lacao como
pltos (G = inf{p : 0(p) > 0}. (1.1)
Uma definicio anéloga, que é usada por alguns autores, é p,***(G) = sup{p : 6(p) = 0}.
Veja que o Lema [1.2.1] é crucial para que o ponto critico de percolagao esteja bem
definido. Ao contrério de 6(p), o ponto critico de percolagdo nao depende da origem.

Esta afirmagao pode ser verificada em [11]. Agora, vamos enunciar um teorema para

ps1os(2%), onde Z¢ é a rede hiperciibica do Exemplo [1.1.1]

Teorema 1.2.1. Para G = Z% e d > 2, existe um valor critico do pardmetro p, denomi-

nado p.*""*(Z%) € (0,1), tal que:
e Sep < pS (7Y, entio O(p) =0
e Sep > pS %7, entdo O(p) > 0.

A prova deste teorema pode ser vista em [6].

Observagao 1.2.2. Note que, para d = 1, o teorema é falso. Com efeito, defina C'_ e C'y

como os vértices a esquerda e a direita da origem, respectivamente. Temos que |C_| e
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|C+| s@o variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, com P,(|C_| >
k) = p*. Portanto, com probabilidade 1, ndo ha aglomerados infinitos em dimenséo 1, se

p < 1, pois klim P,(|C_| > k) = 0. Logo, p.*""**(Z) = 1.
—00

Para o caso em que G = T, onde Tx é uma arvore A-regular (como no Exemplo

1.1.2)), temos outro teorema:

Teorema 1.2.2. Para G =Th e A > 2,

pcsitios (TA) — ]

A demonstragao pode ser vista em [9]. Vimos no Exemplo [I.1.2) que T3 e Z sao
isomorfos. Logo, p.*""**(Z) = p.*""**(Ty) = 1.

1.2.2 Uma construcao dinamica do modelo de percolacao em
sitios

Agora, vamos introduzir uma construcao alternativa do modelo de percolacdao em
sitios. A construcao é feita de forma iterativa e a ideia é, comecando da origem, avaliar
cada um dos vizinhos e decidir se este vizinho esta aberto ou nao. Se esta, adicionamos
ao aglomerado. Caso contrario, declaramos esse vizinho como fechado. Podemos repetir

esse procedimento, isto é, avaliar a cada passo os vizinhos do aglomerado atual, um a um.

Defina H C G um subconjunto localmente finito, conexo e que contém a origem
e fixe uma ordenacao para seus elos, isto ¢, defina e(1), e(9),... a ordem fixada dos elos
do grafo induzido por H. Seja Y = {Y(v),v € Vi } uma colecao de varidveis aleatérias
independentes e uniformemente distribuidas no intervalo (0,1). Para todo p € [0,1]
e x € V, dizemos que = é p-aberto, se Y(z) < p e p-fechado, se Y (x) > p. Assim,
P({z ser declarado p-aberto}) = p e P({z ser declarado p-fechado}) =1 — p.
Definimos, de forma indutiva, uma sequéncia (Sk)r>o de pares ordenados de subconjuntos
de GG, onde, para w € (2,

({x1},9), seY,(r1)=1

(@,{z1}), seY,(x;)=0

Soz(gag) S =
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com x; = 0 sendo a origem.

Uma vez definidos Sy, Ss, ..., S, = (An, By), definimos S,, 41 da seguinte maneira:

1) Se possivel, defina eny = e,, isto é, e, = (¥n,Tp11) ¢ um elo em que z, € A, e
Tni1 & A, U B,. Entao
(An U {anrl}a Bn)> s€ Yw(ajnJrl) =1

(Ap, By U {2p1})  se Yo(2pp1) =0

Sn—i—l =

2) Se nao for possivel (isto é, se Ax,41), definimos S,41 = S,.

No limite, quando n — oo, definimos S = (A, B), onde A = U A,e B = U B,.

n=1 n=1

Depois de analisarmos todos os vértices de Vi, vemos que, se a origem esta aberta,
eventualmente construiremos um aglomerado aberto A a partir da origem e que esta

contido em H. Como consequéncia, o conjunto B é a fronteira de A em H.

Lema 1.2.2. Suponha que existe uma constante 7y tal que v > ps"™**(H) e

P(Y(xpt1) =1|50,...,8,) >, Vn. (1.2)

Entao P(]A| = o0) > 0.

Este lema foi proposto e demonstrado em [7].

1.3 O processo de ramificacao

Nesta secao, introduzimos o processo de ramificagao, que sera 1util posteriormente.

Uma abordagem mais completa é feita em [10].

1.3.1 Introducao e alguns resultados

O processo de ramificacao é uma forma simples de descrever a evolucao de uma
populagao durante um intervalo de tempo. Basicamente, o processo é composto por

individuos e estes individuos tém uma quantidade de filhos em um determinado instante
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de tempo, que é denominado geracao. O numero de geracoes pode ser finito, que é o
caso em que a populacao é extinta; ou infinito, que é o caso em que a populagao sobrevive
“eternamente”. Uma maneira conveniente de descrever o processo de ramificagao é usando
grafos. Neste caso, cada individuo é representado por um vértice e as arestas representam
o parentesco entre os individuos. Mais especificamente, podemos usar arvores enraizadas
(veja o Exemplo . Por exemplo, se dois vértices sao vizinhos, isto é, se dois individuos
estao conectados por uma aresta, dizemos que o vértice mais préximo da raiz é o pai (isto
é, o vértice cuja distancia para a raiz é a menor) e o outro vértice é o filho. Se definirmos
como X, ; o i-ésimo filho na n-ésima geragao, podemos determinar a quantidade de filhos
em uma determinada geragao através da seguinte relacao de recursao:

anl
Ly = Z Xn,i, paran > 1, (1.3)

i=1
onde Z, representa a quantidade de filhos na n-ésima geracao e Zy = 1, o que ¢é bastante

razoavel, pois Zy = Xo;1 := Xy (ou seja, Xy = 1) e Xj é exatamente a raiz da arvore.

Vamos associar a cada vértice (individuo) uma varidvel aleatéria, isto é, vamos as-
sociar uma distribuicao, de forma independente, a cada um dos individuos no processo de
ramificacao. E comum atribuirmos a mesma distribuicao a todos os individuos. Nestes
casos, podemos tratar os individuos como uma matriz de varidveis aleatérias (X, x)nk>1
i.i.d., onde cada linha n da matriz corresponde a uma geracao, e a distribuicao associada
a cada X, ¢ discreta, ja que estamos analisando a quantidade de filhos de um individuo.
Dessa forma, a distribuicao do niimero de filhos de um individuo pode ser definida como
um vetor de probabilidades, (p;), onde a i-ésima posi¢ao do vetor representa a probabili-

dade de um individuo ter ¢ filhos, ou seja,

onde X ¢ uma varidvel aleatdéria com a mesma distribuicao de X, 5, Vn, k.

Veja que a populagao é extinta se, e somente se, todos os individuos presentes em
uma determinada geragao nao tém filhos. De maneira formal, a populacao é extinta se, e
somente se, ocorre o evento {In tal que Z, = 0}. Com efeito, se o nimero de filhos em

uma geracao € igual a 0, claramente nao havera individuos nas préximas geracoes, fato
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que pode ser observado através da Equacao (|1.3)). Como ja era de se esperar, estamos
interessados na distribui¢do de Z,, e se a populagao pode sobreviver (com probabilidade

positiva).

Agora, dado um processo de ramificacao, sera que é possivel determinar se a popula-
¢ao serd (ou nao) extinta? Em outras palavras, é possivel determinar sob quais condigoes
esta populagao sobrevive ou é extinta? Para responder essas perguntas, vamos, finalmente,

definir 7 e enunciar um teorema.

Definicao 1.3.1. Seja {X,,;},,i>1 uma matriz de varidveis aleatérias i.i.d. de um processo
de ramificacao e seja Z, como na Equagao ([1.3]). Definimos a probabilidade de extingdo
como

n = P(3n tal que Z, = 0). (1.4)

Teorema 1.3.1. Seja {X,,;}ni>1 uma matriz de varidveis aleatorias i.i.d de um processo
de ramificacao e X uma varidvel aleatoria com a mesma distribuicao de X, ;, Yn,i. Temos

que,

o Se H(X) <1, ention=1;
o Se E(X)>1, entaon < 1;

e Se E(X)=1eP(X=1)<1, entaon = 1.

Além disso, a probabilidade de extingao, n, € a menor solugdo no intervalo [0,1] de

onde Gx = F(s%).
O teorema acima fornece uma espécie de ponto critico para o processo de ramificacao,

que é o valor esperado do nimero de filhos de um individuo, denotado por E(X). A

demonstracao do teorema pode ser vista em [10].

Seja T' o total de individuos em um processo de ramificacao. Podemos escrever T

da seguinte forma:
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Observe que T': 2 — N U {oo}.

Teorema 1.3.2. Seja {X,,;}ni>1 uma matriz de varidveis aleatorias i.i.d de um processo
de ramificagcao, X uma varidvel aleatoria com a mesma distribuicao de X, ;, Vn,i, e T o

total de individuos do processo. Para todo s € [0,1), temos que
GT(S> = SG)((GT(S)).

onde Gr(s) = E(s").

A prova ¢ feita em [10]. O teorema acima oferece uma maneira alternativa de obter
Gr(s), a partir da distribuigdo do numero de filhos de um individuo. Usaremos este

teorema na prova do Teorema (3.1.1]

1.3.2 Uma construcao alternativa do processo de ramificacao

Na secao anterior, estudamos o processo de ramificacao através das geragoes. Isto é,
cada instante de tempo era denominado geracao, e denotamos por Z,, o nimero de filhos
na n-ésima geracao, ou equivalentemente, o nimero de filhos no instante de tempo n.
Agora vamos olhar para cada individuo da populacao, isto é, a cada instante de tempo,
vamos olhar para o ntmero de filhos de um tnico individuo. Essa nova construcao é

denominada passeio aleatorio do processo de ramificagao.

Seja {X};>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. e com a mesma distribui¢ao
de X e defina
Si=8 +X —1,i=1,2,.., (1.6)

com Sy =1eT =min{i: S; =0}. Se Ai tal que S; =0, entdo 7" = .

O passeio aleatério do processo de ramificacao é apenas uma forma diferente de
explorar a arvore subjacente do processo. Nessa construcao, seria mais dificil de extrair a
distribui¢ao de uma geragao, por exemplo. Aqui, dizemos que S; é o ntiimero de individuos
ativos apés a exploracao de 7 individuos. J&4 7" é o total de individuos no passeio aleatério

do processo de ramificagao.

Para explorar a arvore, podemos executar uma busca em largura ou uma busca

em profundidade. O tipo de busca nao afeta o valor de 7". No capitulo |3, veremos um
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outro tipo de busca, que é feita através de um acoplamento com uma versao modificada
do modelo Bak-Sneppen. Aqui, vamos executar a busca em largura, da esquerda para a

direita.

A seguir, veremos um exemplo da construcao e, entdao, veremos que a distribuicao
de T" coincide com a distribuicao de T, que é o total de individuos em um processo de

ramificagao.

Seja A o conjunto de vértices ativos, que é o conjunto que contém os vértices nao-
explorados. Considere a Figura[[.I} Vamos explorar os vértices da drvore, até o instante
de tempo em que S; = 0, para algum i. O processo é descrito da seguinte forma: a cada
instante de tempo 7, exploramos o i-ésimo vértice e adicionamos os filhos deste vértice ao
conjunto A. Entao, removemos o i-ésimo vértice do conjunto A. A relacao descrita aqui
fornece a Equacao . No instante inicial, temos que A = {1}. O préximo vértice a ser

explorado sera o vértice 1.

@)

Figura 1.1: Execugao do passeio aleatério do processo de ramificagao no instante inicial. Os vértices em

cinza representam os vértices inativos. O vértice 1 (em linhas diagonais) é o vértice a ser explorado.

Observe que o vértice 1 tem 3 filhos. Portanto, X{ =3e S =1+3-1=3. O

proximo vértice a ser investigado serd o vértice 2 (Figura [1.2)).

Figura 1.2: Execucao do passeio aleatério do processo de ramificagdo no instante de tempo n = 1. O

vértice 1 (em preto) ja foi explorado. Assim, A = {2,3,4}.
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Observe que o vértice 2 tem apenas um filho. Portanto, X; =1e S, =3+1—-1= 3.

Como a busca é em largura, investigaremos agora o vértice 3 (Figura|1.3]).

Figura 1.3: Execucao do passeio aleatorio do processo de ramificacao no instante de tempo n = 2. Temos

que A = {3,4,5}.

O vértice 3 nao tem filhos. Portanto, X; =0e S; =3+ 0 —1 = 2. Observe que

temos menos vértices ativos. Vamos explorar o vértice 4 (Figura [1.4]).

Figura 1.4: Execucao do passeio aleatorio do processo de ramificacao no instante de tempo n = 3. Temos

que A = {4,5}, j& que o vértice 3 ndo tem filhos.

Veja que o vértice 4 tem 2 filhos. Assim, Xj; =2e S; =242 —1= 3. Os préximos
vértices a serem explorados sao os vértices b, 6 e 7, respectivamente. Mas veja que eles
nao tém filhos, ou seja, Xi = X = X, = 0, e, portanto, S; = 2, Sg = 1e S, =0
Portanto, o processo é interrompido. A configuragao final pode ser observada na Figura

LL.ol
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Figura 1.5: Execucao do passeio aleatério do processo de ramificagdo no instante de tempo n = 7. Note

que A = @.

Logo, T" = 7, ou seja, a arvore contém 7 individuos. O lema a seguir mostra que 1"

e T, de fato, seguem a mesma distribuigao.

Lema 1.3.1. Seja S; e S; o nimero de individuos ativos no instante de tempo i no processo
de ramificacdo e no passeio aleatorio do processo de ramificagcao, respectivamente. O
processo estocdstico {S;}icrr seque a mesma distribui¢ao do processo estocdstico {S; }ieqry,
onde T e T' sao o total de individuos no processo de ramificacio e no passeio aleatorio

do processo de ramificacao, respectivamente.

A demonstragao é feita em [10]. Aqui, vemos que as distribuigdes dos processos
{Sitiem e {S;}ie[m, de fato, coincidem. Este lema sera importante para a prova do

Teorema |3.1.1| e também pode ser usado para provar o seguinte teorema:

Teorema 1.3.3. Considere um processo de ramifica¢ao i.i.d., onde X uma varidvel ale-
atoria com a mesma distribuicao do numero de filhos de um individuo e T o total de

individuos do processo. Temos que

onde {X;} | sao copias de X.

Este resultado também serd importante para a prova do Teorema |3.1.1] e nao serd

provado aqui, mas a prova pode ser encontrada em [10].
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2 O modelo Bak-Sneppen

Finalmente, veremos o modelo Bak-Sneppen, que é a principal motivacao da disser-

tacao.

2.1 Definicao do modelo

Antes da definicao matemaética do modelo, vamos adaptar as terminologias propostas
na Considere um grafo circular Ay (veja o Exemplo[1.1.5). A cada vértice
atribuiremos um valor, de forma independente, e com distribui¢ao uniforme no intervalo
(0,1). Esse valor é o que chamamos de aptiddo do vértice. Em cada instante de tempo
n, localizamos o vértice com menor valor. Este vértice serd chamado de vértice minimal.
Entao, apagamos o valor deste vértice e dos vizinhos, e atribuimos novos valores para
cada um, de forma independente, e com distribuigao U(0,1). Esse procedimento é o que

chamamos de atualizacao.

)

Figura 2.1: Configuragdo inicial de Ay (a) e configuracdo de As apés uma atualizagdo (b). Em (a), o
vértice minimal foi localizado (vértice 4). Em (b), executamos o procedimento de atualizagdo. Em cinza,

os vértices que foram atualizados. O préximo vértice minimal seria o vértice 5.

Mais adiante, na Secao [2.3] o termo aptiddo serda usado para definir as variaveis

aleatorias associadas aos vértices. Portanto, vamos evitar usar este termo ao longo do
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texto e vamos usar a expressao “valor(es) associado(s) ao(s) vértice(s)”, ou simplesmente

“valor(es) do(s) vértice(s)”.

A simplicidade do modelo nos permite estendé-lo para diversos tipos de grafos, e
nao apenas grafos circulares. Para grafos finitos, podemos definir o modelo da seguinte
forma: seja Gy = (V, E) um grafo conexo e com N vértices. O modelo Bak-Sneppen
pode ser definido como uma cadeia de Markov de tempo discreto e com espago de estados

A =10,1]V. Para todo n € N, seja

o, :V —[0,1]

V> Ty,

o valor associado ao vértice v no instante de tempo n, e considere a sequéncia de varidveis
aleatérias {®,},>0, que denotam os estados do modelo Bak-Sneppen, onde cada estado
é uma colecao de valores da forma {®,(v),v € V'}. Seja my a distribuigao inicial, isto é,
®y ~ 7. Defina N(v) o conjunto dos vizinhos de um vértice v e seja w, = argmin ®,(v)

veV(Q)
o vértice minimal no instante de tempo n. A funcao de transicao é dada por

Uy, se v € N(w,) U {w,}
(I)nJrl(U) =

®,,(v), caso contrario,

onde U, é uma varidvel aleatéria uniforme no intervalo (0,1). As varidveis aleatérias

que geram os valores para os vértices sao independentes entre si.

2.2 Avalanches

Como ja foi dito, o modelo Bak-Sneppen nao tem o que chamamos de parametro
externo de ajuste. E uma forma bastante conveniente de definir tal parametro é analisar

o modelo através do que chamamos de avalanches, ou melhor, b-avalanches.

Uma b-avalanche ocorre no intervalo de tempo [s, s + t) se

ws >be min{n >s:w, >b}=s+t1.
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Em palavras, uma b-avalanche ocorre entre os instantes de tempon = sen = s+t se
no instante de tempo s, todos os valores atribuidos aos vértices sao maiores ou iguais
a b e no instante de tempo s + ¢, todos os valores estao acima de b pela primeira vez
apos o instante de tempo s. O vértice minimal no instante de tempo s é chamado de
origem da avalanche. Seja m o valor do vértice minimal no instante de tempo s. Note
que a definigao da ocorréncia de uma b-avalanche no intervalo de tempo [s, s+t) vale para

qualquer b € [0,m]. A situacao em que escolhemos b = m é chamada de escolha mdxima.

Veremos mais adiante que é natural definir o modelo Bak-Sneppen como uma sequén-
cia de avalanches. Como diferentes limitantes podem ser escolhidos, podemos realizar
uma decomposicao em avalanches. E chamamos de decomposicao maximal de avalanches
quando, ao final de cada avalanche, sempre fazemos a escolha méxima de b para a préxima

avalanche. No Capitulo [5] voltaremos a falar sobre tal decomposigao.

Agora, vamos definir algumas quantidades que envolvem avalanches e vamos dar um
exemplo que ilustra o modelo Bak-Sneppen como uma sequéncia de avalanches. Dizemos
que o conjunto-alcance de uma b-avalanche é o conjunto de vértices que passaram por pelo
menos uma atualizacao durante a b-avalanche. Por sua vez, o alcance de uma avalanche
¢ a cardinalidade do conjunto-alcance, isto é, o nimero de vértices do conjunto-alcance.
A duragao de uma b-avalanche é dada pela diferenca entre os instantes de inicio e fim da
b-avalanche. Em outras palavras, a duracao é o nimero de atualizagoes feitas durante a

b-avalanche.

Um exemplo

Vamos ilustrar o procedimento de uma b-avalanche em um grafo finito. Considere o
grafo circular A7, como nas figuras abaixo, e considere que iniciamos uma b-avalanche no

instante de tempo n = s. Faremos a escolha maxima para b, ou seja, b = 0.4.

As figuras a esquerda mostram o grafo A;, e as figuras a direita mostram uma
representacao grafica do processo em A;. No eixo x, vemos os indices dos vértices. J& os

pontos representam valores associados aos vértices.
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Figura 2.2: Configuracao inicial de uma b-avalanche, onde a origem ¢é o vértice minimal e b = 0.4. n = s;

conjunto-alcance = {0}.

Figura 2.3: Configuragao de A7 apds a primeira atualizacao. Tanto a origem, quanto os seus dois vizinhos
foram atualizados. Agora, o vértice minimal é o vértice 6, com valor igual a 0.25. n = s + 1; conjunto-

alcance = {0, 1, 6}.
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Figura 2.4: Configuracao de A7 apds a segunda atualizacao. O vértice 5 foi atualizado, por ser vizinho do
vértice minimal anterior. Repare que agora o vértice minimal é a origem da avalanche, com valor igual a

0.1. n = s+ 2; conjunto-alcance = {0, 1,5,6}.

Figura 2.5: Configuracdo de A7 ao final da b-avalanche. Repare que os valores de todos os vértices estao

acima de b = 0.4. n = s+ 3; conjunto-alcance = {0, 1,5,6}; duracao = 3.

Uma b-avalanche pode ser considerada como um processo estocastico por si s6. A
principal caracteristica da origem ¢é que ela é o vértice minimal e, consequentemente, sera
atualizada de imediato. Assim, podemos atribuir qualquer valor para a origem, desde que
seja o valor minimo. Vértices com valores abaixo do limitante sao chamados ativos, e
os demais vértices sao chamados inativos. Note que pouco importa o valor exato de um

vértice inativo, uma vez que estes vértices estao acima do limitante.

O processo segue as regras de atualizacao do modelo Bak-Sneppen. Seja A, o
conjunto de vértices ativos em uma b-avalanche no modelo Bak-Sneppen no instante de

tempo n. Os vértices com valor menor ou igual a b no instante de tempo n sao incluidos
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em A,. Qualquer vértice com valor maior que b nao é incluido em A,,. O processo termina
no primeiro instante de tempo em que nenhum vértice estd ativo, isto é, quando A, = @,

para algum n.

Avalanches em grafos localmente infinitos

A abordagem doodelo Bak-Sneppen a partir de uma sequéncia de avalanches oferece
algumas vantagens. Ao contrario do modelo Bak-Sneppen, cuja dinamica é bem definida
apenas para grafos finitos, é possivel estudar o comportamento das avalanches em certos
grafos infinitos. Para isso, podemos definir a distribuigao inicial como m(0) = b e m(v) =
1, se v # 0, onde 0 é a origem da avalanche e b € [0,1). Assim, a origem sempre serd
o vértice minimal inicial. Mas ainda seria invidvel mensurar N(v), j& que nao temos um

niumero finito de vizinhos. Por isso, pedimos que o grafo seja localmente finito.

Como ja foi dito, note que, ao contrario do préprio modelo Bak-Sneppen, a abor-
dagem do modelo via avalanches nos oferece um parametro de ajuste, que chamamos de
limitante b. O resultado a seguir mostra um exemplo de dominagao estocéstica entre duas

avalanches de limitantes distintos.

Proposigao 2.2.1. Seja G um grafo conexo e localmente finito e considere uma b'-
avalanche e uma b"-avalanche em G, iniciadas no mesmo instante de tempo. Assuma
que V' < V. FEntao existe um acoplamento entre a b'-avalanche e a b”-avalanche no

. / . ~
mesmo grafo e com a mesma origem, de forma que se a b'-avalanche é encerrada, entao

a b -avalanche também é encerrada.

Demonstracao. A prova segue por construcao. Considere G’ e G” duas cdpias idénticas
de G e seja {U;};>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com distribuigdo comum
U(0,1). A cada instante de tempo, atribua os valores aos respectivos vértices de G' e G”,
usando a mesma sequéncia de varidveis aleatorias, {U; };>1. Como os grafos sao idénticos,
entdao v’ € V(G') e seu vértice correspondente, v € V(G"), serdo atualizados pela mesma
variavel aleatéria. Assim, os valores associados aos vértices serao ideénticos e, portanto,
se a b avalanche termina, entao a b’-avalanche também é encerrada. Observe que as

avalanches sao idénticas até o término da b”-avalanche.
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[]

De acordo com [4], no modelo original Bak-Sneppen (no circulo), as avalanches aju-
dam a explicar a criticalidade do modelo. Para N grande, apds consecutivas atualizagoes,
o sistema parece evoluir de maneira auto-organizada para um estado critico, isto é, para
uma b.-avalanche, onde b, ~ % E o mais interessante é que limitante b, nao é definido an-
tecipadamente. Além disso, as avalanches parecem seguir uma lei de poténcia, no sentido
de que tanto a duracdo quanto o alcance podem ser descritos por leis de poténcia (veja
[12]). Resultados bastante significativos para o modelo Bak-Sneppen no circulo foram
obtidos em [14] [T5] através de uma representac¢ao grifica auto-similar e da identificagao
de limitantes nao-triviais para o modelo. Ainda nesta secao, tais limitantes, que serao
denominados pontos criticos, serao definidos. Vale mencionar também que a distribuicao
estacionaria para o modelo Bak—Sneppen em Ay foi calculada de forma explicita para

N =4e N =5 em [I7, [18], respectivamente.

A Figura mostra o modelo Bak-Sneppen em um circulo com N = 500 em um
possivel estado estaciondrio, apés cerca de 10° atualizacoes. No eixo horizontal temos os

500 vértices, e os pontos representam os valores associados aos vértices.

1 o0, f"%\" X 7S o
ﬁ' W35 w ¥ by .ﬂ?
08| £¥ ’:{:-,.,x;.{.h"f:‘-ﬁ oo
. os.,;\.p,,,:.g%.& e Yeu >
2 06] . :
3
= 04| . .
0.2 i
0f . |
6 160 260 360 460 560
vértices

Figura 2.6: Simulacio numérica do modelo Bak-Sneppen em Asg. Foram feitas cerca de 10° atualizacoes.
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Vamos denotar como D% e RY, a duracio e o alcance de uma b-avalanche em um grafo
G, respectivamente (lembre-se de que o alcance é a cardinalidade do conjunto-alcance).
Temos que

DY =min{n >s: A, =@} —s,

onde s é o instante de tempo de inicio da b-avalanche. Se An tal que A, = @, entao
D = oo (neste caso, dizemos que a b-avalanche ¢ infinita). J4 o alcance RY, é o niimero

de vértices atualizados durante a b-avalanche. Observe que
(A* —1)DY + A* > RS, (2.1)

onde A* é o grau maximo de G e A* > 2. A relagao proposta na Equacao ([2.1)) vem do
fato de que, a cada instante de tempo, no maximo, A* — 1 vértices sao adicionados ao
conjunto-alcance. Uma b-avalanche em G ¢ dita abrangente se, em um grafo finito, todos
os vértices v € V(@) sdo atualizados durante a avalanche, ou se, em um grafo infinito, o
alcance é infinito. Agora, defina

N, sel|V|=N <
Gl =

00, caso contrario.
Temos que uma b-avalanche é abrangente se RY, = |G|. Por tltimo, definimos como

Ligy — i)y @ fungao indicadora do evento em que a avalanche é abrangente.

2.2.1 Pontos criticos das avalanches

Aqui, vamos definir trés pontos criticos para avalanches no modelo Bak-Sneppen
e vamos enunciar algumas afirmacoes que relacionam os pontos criticos e as avalanches.
Uma vez que G é um grafo localmente finito, note que as quantidades definidas acima
dependem da origem da avalanche. Entretanto, veremos que os pontos criticos nao de-
pendem da origem da avalanche e, por isso, a origem foi omitida das defini¢oes de duragao

e alcance.

Sejam E(DY) e E(RY) os valores esperados da duracdo e do alcance, respectiva-
mente, de uma b-avalanche em G e seja E(1ip _jcp) = P(RY, = |G|) a probabilidade da

ocorréncia de uma b-avalanche abrangente em G. Assim como 0(p), quantidade definida
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na Secao [1.2} é usada para definir o ponto critico do modelo de percolagao, os valores espe-
rados serao usados para definir os pontos criticos das avalanches no modelo Bak-Sneppen.
Pela Proposicao m, temos que as quantidades E(DY%), E(RY) e P(R% = |G|) sdo nio-
decrescentes em b. O seguinte teorema relaciona as avalanches em Ay com as avalanches

em 7Z:

Teorema 2.2.1. Considere uma b-avalanche nos grafos Ay e Z com a sequinte distribui-
cao inicial:

0, sev=0;
mo(v) =
1, caso contrario.

Entao, para todo b >0 e N > 3, temos que

P(R,, =N)>P(R)=c0), lim P(R,, =N)=P(R)=0c0)

N—o0
E(Ry,) < E(Ry), lim E(R},)= E(R})
N—oo

E(Dy,) < E(Dy), lim BE(D}) = E(Dy).

N—oo

Este teorema foi proposto e provado em [15]. Agora, vamos definir os pontos criticos

das avalanches.

Definicao 2.2.1. Seja G um grafo conexo e localmente finito e considere uma b-avalanche

no modelo Bak-Sneppen em G. Definimos os seguintes pontos criticos:

P2(G) = inf{b: P(RY = o0) > 0}, (2.2)
pi(G) = inf{b: BE(RY) = oo}, (2.3)
pYG) = inf{b: E(D%) = oo} (2.4)

Vale ressaltar que as quantidades E(DY), E(R%) e P(R% = |G|) sdo nao-decrescentes
em b, 0 que permite que os pontos criticos sejam bem definidos. Assim como o ponto cri-
tico definido na Equacao (1.1 os pontos criticos definidos acima também nao dependem
da origem, embora as quantidades E(D%), E(R%) e P(RY = |G|) dependam. De fato,
Vo' " € V(G), a probabilidade de uma b-avalanche com origem v’ terminar com uma
configuracao idéntica & configuracao inicial de uma b-avalanche em ©v” é positiva. Por-

tanto, os pontos criticos nao dependem da origem.Os trés pontos criticos tém uma ordem
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natural. Com efeito, se a probabilidade de uma avalanche abrangente é positiva, entao o
valor esperado do alcance é infinito. Ou seja, o ponto critico da Equacgao ([2.2) nao pode
ser menor que o ponto critico da Equacgao (2.3). Por outro lado, pela Equacao , se 0
valor esperado da duracao ¢ finito, entao o valor esperado do alcance também ¢ finito, ja
que A* < co. Assim, o ponto critico da Equagao (2.3)) ndo pode ser menor que o ponto

critico da Equagao ([2.4]). Portanto,

Pe(G) < pl(G) < pG). (2.5)

No Capitulo 7 mostraremos que p?(G) > 0 (Corolario . Para G = Z, sabemos de
[T4] que pP(Z) < 1 — exp(—68), o que implica que os pontos criticos sao nao-trivias em
Z. Vale ressaltar que pontos criticos foram definidos com o objetivo de tentar entender o
comportamento do modelo Bak-Sneppen. Até por isso, é razoavel o questionamento sobre
uma possivel equivaléncia entre os pontos criticos definidos nas Equagoes , e

(2.4). Entretanto, tempos apenas o seguinte resultado nessa direc¢ao:

Teorema 2.2.2. Em G = Z, temos que pX(Z) = p’(Z).

Como ja foi dito, simulacoes sugerem que a distribuicoes estaciondrias marginais
associadas aos vértices em Ay tendem para distribuigdes uniformes em (b, 1), quando

N — 00, onde b, = % (veja [5)]).

Teorema 2.2.3. Em G = 7Z, se vale p*(Z) = p.(Z) = pP(Z) = b., entio a distribui¢do

estaciondria é o produto de fungoes distribui¢oes uniformes no intervalo (b, 1).

Teorema 2.2.4. Em G = Z, temos que pj(Z) < 3.

Os Teoremas [2.2.2] 2.2.3| e [2.2.4] foram propostos e demonstrados em [15]. Observe
que, sob a hipotese de igualdade dos pontos criticos definidos nas Equacoes (12.2)), (2.3)),
(2.4) e b., o Teorema m prova a conjectura principal relacionada ao modelo Bak-

Sneppen. A questao é que parte da hipdtese do teorema ainda nao foi provada. Pelo

Teorema sabemos apenas que p*(Z) = p’(7Z).

Agora deve estar mais claro que o conhecimento sobre os pontos criticos é vital para
determinar o comportamento do modelo Bak-Sneppen, ainda que o modelo em si nao

tenha um parametro de ajuste.
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2.3 O modelo Bak-Sneppen sem memoria

O objetivo nesta secao é introduzir um maneira alternativa de definir o modelo Bak-
Sneppen, que denominaremos por modelo Bak-Sneppen sem memoria. A motivagao do
nome vem do fato de que os valores atribuidos aos vértices sao usados apenas para a
execugao do processo e, ao final de cada instante de tempo, os valores sao descartados.
Ou seja, ao contrario do modelo Bak-Sneppen, no novo modelo, os valores atribuidos aos

vértices nao sao memorizados.

Antes de definirmos o modelo Bak-Sneppen sem memoéria, vamos definir o conceito
de limiar. Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicao U(y, 1), onde y € [0, 1]. Dizemos
que y é o limiar de Y. Uma propriedade bastante conveniente dos limiares y é que eles
definem unicamente as distribuigoes U(y, 1) das varidveis aleatérias. Uma representagao

via limiares é abordada em [15].

A diferenga entre os modelos Bak-Sneppen e Bak-Sneppen sem memoéria estd no
que denominamos por aptidao. Lembre-se de que, no modelo Bak-Sneppen, a aptidao
é o valor atribuido ao vértice. No modelo Bak-Sneppen sem memoria, a aptidao é uma

variavel aleatoria, isto é, cada vértice é associado a uma distribuicao de probabilidade.

Assim como foi dito na Secao [2.1 o termo aptiddo continuara a ser evitado, com
o intuito de prevenir possiveis confusdes. Quando nos referirmos as distribuigoes, va-
mos usar a expressao “distribuicao(oes) associada(s) ao(s) vértice(s)”, ou simplesmente

“distribuigao(oes) do(s) vértice(s)”.

Antes de dar uma definicao formal do modelo Bak-Sneppen sem meméria, vamos
descrever o algoritmo para a constru¢ao do modelo (para um grafo finito) e vamos dar
um exemplo que ilustra a diferenga para o modelo Bak-Sneppen. Seja G um grafo conexo
com N vértices. Seja m o valor atribuido ao vértice minimal e y; o limiar do vértice vg ;,

parat=1,...,N.

1. No instante inicial, associamos a cada vértice, de maneira independente, uma dis-

tribuicao U(0,1). Ou seja, no instante de tempo n =0, y; = 0, Vi.

2. Através das respectivas distribuigoes associadas, geramos um valor para cada vértice.
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3. Localizamos o vértice minimal (com valor m), fixamos o seu valor no vértice e

descartamos os valores dos demais N — 1 vértices.

4. Alteramos as distribuigoes associadas aos demais N — 1 vértices para U(y; V m, 1),
onde y; V. m = max{y;,m}. Em relagdo ao vértice minimal e aos seus vértices
vizinhos, alteramos suas respectivas distribui¢oes para U(0, 1) e descartamos o valor

do vértice minimal.

5. Voltamos ao passo 2.

Um exemplo

Seja Gy = A7 o grafo circular com 7 vértices. Inicialmente, executamos os passos 1
e 2 do modelo Bak-Sneppen sem meméria (Figuras 1 e .2, respectivamente). Depois
de gerados os valores dos vértices, executamos o passo 3 (Figura .3). No passo 4, uma
vez que m = 0.063, as distribuicoes dos demais vértices sao uniformes acima de m, ou
seja, U(0.063,1). As distribui¢oes dos vizinhos do vértice minimal e do préprio vértice
minimal sao alteradas para U(0,1). A configuragdo ao final no instante de tempo n = 0

pode ser visualizada na Figura [2.74.

1) 2)

0.818
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3) 4)

U(0.263,1)

U(0.263,1)

Figura 2.7: Grafo A7 apés a execucdo de uma atualizacdo do modelo Bak-Sneppen sem meméria, no
instante de tempo n = 0. Nas Figuras 2 e 3, as distribuicoes foram apenas omitidas, mas ainda estao

associadas aos vértices.

Vamos executar o procedimento no instante de tempo n = 1. Voltando ao passo
2, geramos os valores a partir das distribuicoes. Veja que todos os valores atribuidos na
Figura [2.8/2 sao diferentes dos valores atribuidos na Figura [2.712, o que nao acontecia no
modelo Bak-Sneppen. Agora, executamos o passo 3, e o vértice minimal é o vértice 5.
No passo 4, alteramos as distribui¢oes do vértice minimal e dos seus vizinhos para U(0, 1)
e alteramos as distribuigoes dos demais vértices, condicionando a informacao do vértice
minimal. Observe que as distribuicoes dos vértices 1, 2 e 3 nao foram alteradas, pois

0.100 < 0.263. Ja o vértice 7 teve sua distribuicao alterada, ja que 0.100 > 0.
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3) 4)

U(0.263,1)

Figura 2.8: Grafo A7 apds a execugdo de uma atualizaggo do modelo Bak-Sneppen sem memdria, no
instante de tempo n = 1. Observe que os todos valores atribuidos na Figura [2.7]2 sdo diferentes dos
valores na Figura 2, o que evidencia a diferenga entre os modelos Bak-Sneppen e Bak-Sneppen sem

memoria.

Proposicao 2.3.1. Seja G um grafo finito e conexo e seja vg um vértice de G. FEm
qualquer instante de tempo n, a distribui¢ao atribuida a vg no modelo Bak-Sneppen sem

memoria coincide com a distribuicao deste mesmo vértice no modelo Bak-Sneppen.

Demonstracdo. A prova da proposicao serd por inducao em t. Seja G um grafo conexo
e finito. No instante inicial, ¢ = 0, todos os vértices tém distribuigao U(0,1), tanto do
modelo Bak-Sneppen, quanto do modelo Bak-Sneppen sem meméria. Agora, suponha que
a proposicao é verdadeira para t = n. Seja Y; uma varidvel aleatoria com distribuicao
U(yi,1) e y; o limiar do vértice vg;, para ¢ = 1,..., N, no instante de tempo n e seja m o

valor do vértice minimal. No instante de tempo n + 1, temos as seguintes possibilidades:

® Vg, ¢ o vértice minimal ou vizinho do vértice minimal: neste caso, geramos um novo
valor para vg,;, de forma independente e uniformemente distribuido no intervalo

(0,1). Portanto, a distribuigao de vg,; é U(0,1) no instante de tempo n + 1.

® Ui, nao ¢ o vértice minimal e nem vizinho do vértice minimal: neste caso, sabemos

que Y; > m. Essa informagao pode influenciar na distribuicao de vg ;:
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se ; > m, entao

PY;<z,Y;>m) x—y

PY;<z|Y;>m)=

se y; < m, entao

P(Y; <z,Y; >m)

PY;<z|Y;>m) =

P(Y; > m)
_ Pm<Y; <)
 P(Y;>m)
=Y M-V
— 1_%‘_1—%
B 1Y
I
_r—m
1-m’

Portanto, a distribui¢ao de vg; é U(y; Vm, 1) no instante de tempo n+ 1. Por defini-
cao, em qualquer um dos casos a distribuicao do vértice vg,; coincide com as distribuigoes
definidas no modelo Bak-Sneppen sem memoria. Na prética, o modelo Bak-Sneppen sem
memoéria é simplesmente uma forma diferente de usar as informagoes oferecidas pelo mo-
delo Bak-Sneppen. E como se olhdssemos para as distribuicoes dos vértices, ao invés dos

valores atribuidos aos vértices.

]

Uma consequéncia direta da Proposicao [2.3.1]é que as distribuigoes dos vértices sao
sempre uniformes. A tunica diferenca é nos limiares, o que enfatiza o fato dos limiares

determinarem unicamente a distribuicao associada aos vértices.

Portanto, sem perda de generalidade, podemos usar o modelo Bak-Sneppen sem

memoria para definir b-avalanches.

Para grafos localmente finitos, as distribuigoes associadas dos vértices durante as
avalanches no modelo Bak-Sneppen sem memoéria podem ser definidas como uma cadeia

de Markov de tempo discreto e com espaco de estados A = [0,1]". Para todo n € N, seja

r,:V—10,1]

v 7 y'Ua
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o limiar do vértice v. Considere uma sequéncia de varidveis aleatérias {I';, },,>0, que deno-
tam os estados do modelo Bak-Sneppen sem memoéria, onde cada estado é uma colecao de
limiares, isto é, {I',(v),v € V} e I'y(0) = 0; mo(v) = 1, se v # 0, onde 0 é a origem. Seja
N(v) o conjunto dos vizinhos de um vértice v, m,, o valor associado ao vértice minimal e

w, o vértice minimal no instante de tempo n. A funcao de transicao é dada por

0, se v € N(wy,) U {w,}

max{m,,,(v)}, caso contrario.

A b-avalanche termina quando todos os valores atribuidos aos vértices que participam
da avalanche estao acima do limitante b, que é o equivalente a dizer que o vértice minimal
tem seu valor acima do limitante. Ou seja, neste modelo, é possivel verificar quando uma
avalanche terminou. Para isso, basta comparar o valor do vértice minimal com o limitante.
Assim, podemos usar o modelo Bak-Sneppen sem memoéria em grafos localmente finitos
para gerar avalanches. Feita a alteracao na distribuicao inicial dos vértices, a Proposicao

[2.3.7] é facilmente estendida para grafos localmente finitos.
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3 Uma versao modificada do modelo
Bak-Sneppen

Neste capitulo, mostraremos que o comportamento do alcance e da duracao de ava-
lanches em uma versdo modificada do modelo Bak-Sneppen (denominada modelo Bak-
Sneppen sem memdria) segue uma lei de poténcias. Para mostrar o resultado, definimos
um acoplamento entre o modelo Bak-Sneppen modificado e o processo de ramificacao. O

material de referéncia ¢ [13].

3.1 O modelo

Na[ntrodugao] foi apresentada a dinamica do modelo Bak-Sneppen. O procedimento
que gera a configuracao do modelo Bak-Sneppen modificado nao é muito diferente. Basta
modificar a regra 3 do procedimento descrito na Introducao, substituindo-a pela seguinte

regra:
3’. Sorteamos e eliminamos uma outra espécie;

Em outras palavras, o modelo Bak-Sneppen modificado tem a seguinte dinamica: ao
invés de apagarmos o valor do vértice minimal e dos vizinhos, como era feito no modelo
Bak-Sneppen, apagamos o valor do vértice minimal e de um outro vértice, escolhido
aleatoriamente. Considere um grafo finito G, onde N é o nimero de vértices. A cada
vértice atribuiremos um valor, de forma independente, e com distribui¢ao uniforme no
intervalo (0,1). Em cada instante de tempo n, localizamos o vértice com menor valor.
Suponha que este vértice seja o vértice i, para ¢ = 1,..., N. Entao, apagamos o valor
deste vértice e de um vértice do conjunto {1,..., N} \ {i} escolhido de forma aleatdria,
e atribuimos novos valores para cada um, de forma independente, e com distribuicao

U(0,1).
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Figura 3.1: Configuragao inicial de A5 (a) e configuracio de A5 apds uma atualizagao (b). Em (a), o
vértice minimal foi localizado (vértice 4) e o vértice 2 foi sorteado. Em (b), executamos o procedimento
de atualizagao. Em cinza, os vértices que foram atualizados. O préximo vértice minimal seria o vértice

5.

As definicoes de aptidao, atualizagao e avalanche no Bak-Sneppen continuam va-
lendo para o modelo Bak-Sneppen modificado, assim como as quantidades que envolvem
avalanches: vértice ativo, conjunto-alcance, alcance e duragao. Além disso, o modelo Bak-
Sneppen modificado ainda carrega as principais caracteristicas do modelo Bak-Sneppen:
¢ um modelo simples, no sentido de que a cada vértice é associado um tunico valor; e
apresenta o comportamento critico auto-organizado. Porém, ao contrario do modelo Bak-
Sneppen, no modelo Bak-Sneppen modificado conseguimos provar que o comportamento
das avalanches segue uma lei de poténcia. E é o que faremos neste capitulo. Em [14] [15],
progressos significativos foram feitos para entender o comportamento das distribuicoes
estaciondrias de avalanches no modelo Bak-Sneppen, mas uma possivel lei de poténcia

ainda nao fol demonstrada.

Seja Gy = (V, E) um grafo (qualquer) com N vértices. Assim como o modelo Bak-
Sneppen, o modelo Bak-Sneppen modificado também pode ser definido como uma cadeia

de Markov de tempo discreto e com espaco de estados A = [0, 1]". Para todo n € N, seja

o,V —[0,1]

V> Ty,

o valor associado ao vértice v no instante de tempo n, e considere a sequéncia de varidveis

aleatérias {®,},>0, que denotam os estados do modelo Bak-Sneppen modificado, onde
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cada estado é uma cole¢ao de valores da forma {®,(v),v € V}. Seja m a distribuigao

inicial, isto é, ®¢ ~ 7. Defina v, = argmin ®,,(v) o vértice minimal no instante de tempo
UEV(GN)

n e v) um vértice escolhido uniformemente no conjunto V' \ {v; } também no instante de

tempo n. A funcao de transicao é dada por

Uy se v € {v), v}
(I),,H_l(l)) _ no ns Yn
®,(v), caso contrario,

onde U é uma variavel aleatéria uniforme no intervalo (0,1). As varidveis aleatérias

que geram os valores para os vértices sao independentes entre si.

Aqui, o alcance de uma avalanche de limitante b em Gy sera denotado por Rﬂ’v ea

duracio serd denotada por DY,.
Teorema 3.1.1. Seja Gy um grafo qualquer com N wvértices. No modelo Bak-Sneppen

modificado, temos que:

(a) Para b < % e para k suficientemente grande, temos que, VN,

P(D}y > k) < e 1O,

onde c1(b) € independente de N.
(b) Parab> 1 eVk, temos que

lim P(D% > k) > cy(b),

N—oo

onde c3(b) > 0.

(¢c) Para b= 1, temos que

2
. . b > 2
Jim, Jim, VEP(DR 2 4) =

As afirmagoes do teorema também sdo vdlidas quando substituimos D% por RY;.

O Teorema[3.1.T]mostra que o comportamento da duragao e do alcance de avalanches

no modelo Bak-Sneppen modificado segue uma lei de poténcias em b = % A Figura



3.2 O acoplamento 44

ilustra o comportamento das avalanches no modelo Bak-Sneppen modificado, apds cerca

de 10° atualizacoes.

| () ....o e o .0...0.‘..": |
v s :°°°.°.\¢.‘.Pt:°.:f 0??.’3..:..,.“
0 f.o.?: %o &.‘... ° oo 3...
E | aey M E RS v,
< ®
04 o ® |
0.2 |

0 100 200 300 400 500
vértices

Figura 3.2: Simulagdo numérica do modelo Bak-Sneppen modificado em um grafo com 500 vértices.

Foram feitas cerca de 10° iteracoes.

Para demonstrar o Teorema [3.1.1], vamos definir um novo processo, e vamos mostrar

que esse processo é estocasticamente dominado por um processo de ramificacao.

3.2 O acoplamento

Agora vamos descrever a constru¢ao de um processo que chamaremos de processo
MS. O nome do processo é uma referéncia aos autores Ronald Meester e Anish Sarkar,

responsaveis pelo material de referéncia deste capitulo.

3.2.1 O processo MS

O processo MS consiste em construir uma arvore, de forma iterativa, a partir do
modelo Bak-Sneppen modificado, isto é, a cada iteracao no modelo Bak-Sneppen modi-

ficado, adicionamos (ou niao) nés na drvore. Sejam Gy e T,5 os grafos subjacentes do
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modelo Bak-Sneppen modificado e do processo MS, respectivamente, onde T," é uma

drvore bindria (veja a defini¢io de TX no Ezemplo .

O processo MS é um processo estocastico que toma valores em
{(N X [07 1])|A‘7A - V(GN)}v

onde o estado (i, x) significa que o vértice i tem aptidao igual a x e A é um subconjunto
de V(Gy). O processo é encerrado quando A = @. Basicamente, a b-avalanche no modelo
Bak-Sneppen modificado induz o processo MS a construir uma arvore binaria, denotada
T . M 5 dominad i d
por 1, . Mostraremos que esse processo ¢ dominado estocasticamente por um processo de

ramificagao, onde a distribui¢do do nimero de filhos de um individuo é bin(2, b).

No instante inicial (n = 0), no modelo Bak-Sneppen modificado, todos os vértices
tém valor maior que b, exceto a origem (que serd o vértice 0) que tem valor igual a b.

Portanto, Ay = {0}. No processo MS, adicionamos a T, um né com estado (0,b).

Uma vez que os valores associados a todos os vértices sao maiores ou iguais a b,
podemos considerar uma b-avalanche no modelo Bak-Sneppen modificado em um instante

de tempo n.

Seja A, o conjunto de vértices ativos no instante de tempo n. Os nés de T, corres-
pondem aos vértices de Gy que se tornaram ativos durante a b-avalanche. Suponha que,
no instante de tempo n, o vértice minimal no grafo do modelo Bak-Sneppen modificado
seja o vértice . O né correspondente na arvore T, é o né que foi adicionado mais recen-
temente e que tem estado (i,x), para algum z € [0, 1]. Portanto, atualizamos o vértice i
e o vértice j, que é escolhido aleatoriamente no conjunto {1,.., N} \ {i}. Sejam U; e U;
varidveis aleatérias independentes U (0, 1). Usamos U; para atualizar o vértice i e U; para

atualizar o vértice j.

No modelo Bak-Sneppen modificado, o conjunto de vértices ativos no instante de

tempo n + 1 é dado por
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A, U{j}, se {U; < b} N{U; < b} ocorre

A\ {7}, se {U; > b} N {U; < b} ocorre
An+1 =

{A, U{j}} \{i}, se{U; <b}n{U; > b} ocorre

| An \ {i, 7}, caso contrario.

Observe que o vértice i sempre esta ativo no instante de tempo n, ja que é o vértice
minimal, ou seja, i € A,. Se o evento {U; > b} ocorre, entao i ¢ A,,1. Caso contrario,
i € Apy1 Ja o vértice j pode ou nao estar em A,, e, portanto, se o evento {U; < b} ocorre,

entdao j € A,41. Caso contrario, 7 & A, 41.

Agora, sejam

1, selU; <b 1, seU; <0
X; = e X, =

J

0, selU;>0b 0, selU; >0
e defina X = X; + X,. Temos que X ~ bin(2,b). Portanto, podemos definir o nimero de

vértices em A, 1 da seguinte forma:
[Ania] = [An| + X =1 =1peay, n=1,2,.., (3.1)

onde |Ag| = 1, por definicdo. Consequentemente, a duragao do processo MS é definida
por min{n : |4, | = 0}, isto é, é o primeiro instante de tempo em que A, = &. Se An tal
que |A,| = 0, entao a duracao é infinita. Note que a defini¢ao da duragao do processo MS
coincide com a definicao da duracao da avalanche no modelo Bak-Sneppen modificado.

Portanto, sem perda de generalidade, podemos denotar ambas as duragoes por Dﬂ’v.

No processo MS, temos as seguintes regras: Se o evento {U; < b} ocorre, adicionamos
o vértice i a Ty, com estado (i,u), onde u é o valor gerado a partir de U;, e o conectamos
ao né com estado (i,z). Se o evento {U; < b} nio ocorre, o né nao é adicionado a Ty .
A mesma regra vale para o vértice j, mas com uma ressalva: se o vértice j ja estava
ativo naquele instante de tempo, removemos o né correspondente ao vértice j de T, . Se
o evento {U; < b} ocorre, adicionamos o vértice j a Ty, com estado (j,u), onde u é o
valor gerado a partir de U;, e o conectamos ao né com estado (i, z). Se o evento {U; < b}
nao ocorre, o né nao ¢ adicionado & T . Observe que apenas vértices ativos em Gy sdo

adicionados a Ty .
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3.2.2 Um exemplo

Considere Gy = A5 (Figura|3.3la). Como ja foi dito, inicialmente todos os vértices
tém valor maior que b, exceto a origem, que tem valor igual a b = 0.401. Portanto,
iniciamos uma b-avalanche, com limitante igual a 0.401. No processo MS (Figura b),

adicionamos a T, um né com estado (0, 0.401).

(0, 0.401) O

Figura 3.3: Configuragdo inicial de A5 (a) e T5 (b). Em As, temos: conjunto-alcance = {0}; Ag = {0}.

Ainda no instante de tempo n = 0, executamos o modelo Bak-Sneppen modificado
em As (Figura[3.4la). Considere que o vértice escolhido aleatoriamente foi o vértice 4 e
seja (ug, ug) = (0.744, 0.380) a amostra obtida a partir de Uy, Us. Em Ty (Figura[3.41b), o
vértice 5 é adicionado a drvore (pois 0.380 < b) e conectado ao né com estado (0, 0.401),

0 que nao ocorre com o vértice 0 (j& que 0.744 > b).

(0, 0.401)

(4, 0.380)

Figura 3.4: Configuragao de A5 (a) e T, (b) apés uma atualizacio, ao final do instante de tempo n = 0.

Em As, temos: conjunto-alcance = {0,4}; Ay = {4}. O vértice 4 serd o préximo vértice minimal.
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No instante de tempo n = 1, executamos o modelo Bak-Sneppen modificado em
A5 (Figura[3.5la). Considere que o vértice escolhido aleatoriamente foi o vértice 3 e seja
(ug, uz) = (0.009, 0.192) a amostra obtida a partir de Uy, Us. Em Ty (Figura [3.5[b), os
vértices 3 e 4 sdo adicionados a arvore (pois 0.009 < b e 0.192 < b) e conectados ao né

com estado (4, 0.380).

(0, 0.401)

(4, 0.009)

Figura 3.5: Configuragao de A5 (a) e Ty (b) apds duas atualizacdes, ao final do instante de tempo n = 1.
Em As, temos: conjunto-alcance = {0,3,4}; Ay = {3,4}. O vértice 4 serd, novamente, préximo vértice

minimal.

No instante de tempo n = 2, executamos o modelo Bak-Sneppen modificado em
A5 (Figura [3.6la). O vértice minimal é o vértice 4. Considere que o vértice escolhido
aleatoriamente foi o vértice 1 e seja (uq, uy) = (0.200, 0.295) a amostra obtida a partir de
Uy, Ur. Em T, (Figura [3.61b), os vértices 1 e 4 sao adicionados a arvore (pois 0.295 < b e
0.200 < b) e conectados ao né com estado (4, 0.009).

(0, 0.401)

(4, 0.009) (3, 0.192)

(4, 0.200) (1, 0.295)

Figura 3.6: Configuracio de A5 (a) e T5" (b) apds trés atualizagdes, ao final do instante de tempo n = 2.

Em Aj, temos: conjunto-alcance = {0,1,3,4}; As = {1,3,4}. O vértice 3 serd préximo vértice minimal.
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No instante de tempo n = 3, executamos o modelo Bak-Sneppen modificado em Aj
(Figura .a). Note que o vértice minimal é o vértice 3, que nao aparece na tltima geragao
da drvore T3, o que nao é um problema. Considere que o vértice escolhido aleatoriamente
foi o vértice 1 e seja (us, u1) = (0.493, 0.155) a amostra obtida a partir de Us, U;. Em T,
(Figura .b), observe que ja existe um vértice correspondente para o vértice 1. Portanto,
removemos este vértice de T,". Mas veja que o valor associado ao vértice 1 estd abaixo
do limitante. Portanto, o vértice 1 é adicionado a arvore conectado ao né com estado

(3, 0.192).

(0, 0.401)

(4, 0.009)

(4, 0.200) (1, 0.155)

Figura 3.7: Configuragio de As (a) e T, (b) apés quatro atualizagdes, ao final do instante de tempo
n = 3. Em As, temos: conjunto-alcance = {0,1,3,4}; Ay = {1,4}. O vértice 4 serd préximo vértice

minimal.

No instante de tempo n = 4, executamos o modelo Bak-Sneppen modificado em
A5 (Figura [3.8la). Note que o vértice minimal é o vértice 1, e considere que o vértice
escolhido aleatoriamente foi o vértice 0 e seja (u1,up) = (0.969, 0.386) a amostra obtida
a partir de Uy, Us. Em T, (Figura b), veja que o valor do vértice 0 é menor que o
limitante (0.394 < b). Portanto, adicionamos o vértice 0 & T, e o conectamos ao né com

estado (1, 0.155). O vértice 1 ndo é adicionado a T, pois 0.969 > b.
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(0, 0.401)

(4, 0.380)

(4, 0.009)

(4, 0.200)

(0, 0.386)

Figura 3.8: Configuracio de A5 (a) e Ty (b) apds cinco atualizagdes, ao final do instante de tempo n = 4.

Em Aj, temos: conjunto-alcance = {0,1,3,4}; As = {0,4}. O vértice 4 serd préximo vértice minimal.

Por fim, no instante de tempo n = 5, executamos o modelo Bak-Sneppen modificado
em A5 (Figura[3.9/a). Note que o vértice minimal ¢ o vértice 4. Considere que o vértice
escolhido aleatoriamente foi o vértice 0 e seja (u4, up) = (0.420, 0.532) a amostra obtida
a partir de Us, Uy. Veja que os novos valores estao acima do limitante b, ou seja, nenhum
né é adicionado & arvore Ty (Figura [3.9b). Em Asj, os respectivos valores associados aos

vértices estao acima de b, o que encerra o processo.
b)

(0, 0.401)

(4, 0.009)

(4, 0.200) (1, 0.155)

(0, 0.386)

Figura 3.9: Configuracdo de A5 (a) e Ty (b) ao final da avalanche, apés seis atualizacdes. Em As, temos:

conjunto-alcance = {0,1,3,4}; Ag = @; D% = 6.
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3.2.3 A dominagao estocastica entre os processos

Note que processo MS foi construido a partir de uma b-avalanche no modelo Bak-
Sneppen modificado, de forma que suas respectivas duragoes sao equivalentes. Isto é,
olhar para a duracao de uma b-avalanche no modelo Bak-Sneppen modificado é o mesmo
que olhar para a duracao do processo MS. Agora, vamos mostrar que o processo MS
¢ dominado estocasticamente por um processo de ramificacao, onde a distribuicao do

ntimero de filhos de cada individuo é bin(2,b).

Proposicao 3.2.1. O processo MS é dominado estocasticamente por um processo de ra-
mificagdo, onde a distribuicio do nimero de filhos de cada individuo € bin(2,b). Portanto,
se T € o total de individuos do processo de ramifica¢do e Db ¢ a duragio do processo MS,

entdo T ¢ estocasticamente maior que DY, .

Demonstragao. Considere o processo MS’. O processo MS’ é definido de forma analoga
ao processo MS. A tnica diferenga é que no processo MS’ nao removemos de T,  os nds
correspondentes aos vértices que ja estao ativos. Portanto, reescrevendo a Equagao (3.1)),

o nimero de vértices ativos em T3 no instante de tempo n é dado por
[Apa =145+ X —1Ln=12,.. (3.2)

onde [A)| =1 e D% =min{n : |A,| = 0}. Se An tal que |4’ =0, entdao DY = oo.

/ / i3 . .
Observe que DY é estocasticamente maior que DY%. Agora, considere S, e T,

definidos na Equacao (1.6) da Secao . Temos que |A | = S, Vn, e D' = T". Portanto,

pelo Lema|1.3.1] temos que D?\,/ 2 T, o que conclui a demonstracao da proposicao, ja que

, . . !/
Db é dominada estocasticamente por DY, .

3.3 Prova do Teorema [3.1.1]

Demonstracao do item (a). Pela Proposicao [3.2.1} temos que

P(DY > k) < P(T > k).
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Portanto, para provar o item a, temos que mostrar que, para todo b < % e k suficientemente
grande,

P(T > k) < e~k (3.3)

onde T' é o total de individuos de um processo de ramificacao com distribuicao do ntimero

de filhos de um individuo bin(2,b).

Para verificar a Equacao (3.3), vamos usar o Teorema [1.3.3, com X; ~ bin(2,b).

Temos que

Pk — 3 Lp <iXi:n—1>

< Z P < X, >n— 1)
n=k =1

< Yop(eERN ), (3.4)
n=k

Pela desigualdade de Markov, temos que
P(T>k) < Y ' VE (et Z?:lXi) .
n=k
Como a sequéncia { X}, éii.d. e tem a mesma distribui¢ao de X, temos que
P(T>k) < Y e (E(X))".
n=~k

Mas X ~ bin(2,b), ou seja, E(e"*) = (be' + 1 — b)? e, portanto,

P(T>k) < Y e (e + 10>

n=~k
oo

_ t _h\2n
E :6 tnelog(be +1-b)
n=k

oo
< 6—(t—210g(bet+1—b))n

IN

n=~k

Minimizando o lado direito sobre ¢ > 0, obtemos que

P(T > k) < Ze_nsuptZO{t—Qlog(bet—‘,-]__b))}‘

n=~k
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1
Como sup{t — 2log(be’ + 1 — b))} = log (41) |

— |, temos que
t>0 - b))

—~

¢ o8 (w=n)

NE

P(T>k) <
k

n

<

NE

(4b(1 — b))".

[l
>

Por hipotese, b < %, o que implica que 4b(1—b) < 1, Portanto, a série acima é convergente.
Assim,

(4b(1 — b))"
T 1—40(1-0)

Assim, para k suficientemente grande, temos que

P(T > k) <

P(T > k) < ek

onde ¢;(b) = log <m)

Para verificar os itens b — ¢, precisamos do seguinte lema:

Lema 3.3.1. Seja T o total de individuos de um processo de ramificagao com a distribui-

¢do do nimero de filhos de um individuo bin(2,b). Temos que DY AT,

Demonstracao. Temos que mostrar que, para um k fixo, A%noo P(D% > k) = P(T > k).
Para isso, é suficiente mostrar que D% L5 T. Mas veja que D% = min{k : |Ay] = 0} e
Tl min{k : S, = 0}. Portanto, para mostrar que Db converge em probabilidade para
T, basta mostrar que, para um k fixo, |Ay| N S;. e o resultado segue das respectivas

definicoes de DY e T. Pela desigualdade de Markov, temos que, Ve > 0,
E (|| A — Sil)

€

Pelas equagoes e , temos que ||Ax| — S} = Z 1gjca,y- Assim,

E (anl l{jeAn}>
€

>on PG € Au})

€

P(||[Ax] = Si] =€) <

P (|| Akl = Skl z €) <

IN
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Agora, seja y, o nimero de vértices ativos no instante de tempo n. Temos que

yn_l
N-1

P({] € An}) =

Com efeito, o evento {j € A, } é o evento em que o vértice sorteado no instante de tempo

n ja esta ativo. Uma vez que o vértice minimal nao é sorteado, temos que a probabilidade

n — 1
de que um vértice esteja ativo no instante de tempo n é 4 T Portanto,
k y — 1
P (||Ag] — S;| > < AL
U4l = 8120 < 3
k
(onin) — K
- (N—-1)

No instante de tempo n, temos, no maximo, n + 1 vértices ativos. Assim,

, (1+k)k

— > < -7
P14l = 811 > ) < 5o
Logo, Ve > 0,

lim P (||Ax| — S}| =€) =0,
N—oo

Portanto, o resultado vale para todo k, ou seja, Dﬂ’v N T, o que completa a prova do

lema.

]

Demonstragao do item (b). Para provar o item b do Teorema [3.1.1] basta mostrar que,
para qualquer b > % e Vk,
P(T Z k) Z CQ(b)a

e o resultado segue pelo Lema [3.3.1] Temos que T é o total de individuos em um processo
de ramificagao com distribuicdo dos individuos bin(2,b). Portanto, E(X) = 2b. Por
hipétese, temos que b > % Portanto, pelo Teorema , temos que o processo de
ramificagdo sobrevive com probabilidade positiva, isto é, P(T" = oo) > 0. Portanto, pelo
Teorema [1.3.3] temos que
P(T=00)=1—-P(T <o0)=1- i% an )b"—1(1 — b)" L,
n

n—1
n=1
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Por hipdtese, temos que b > %, o que implica que

20— 1
b2

P(T =) = = co(b).

Agora, observe que, Yk, {T > k} D {T > k+ 1}, ou seja, {T' > k} | {T = oo}.
Assim,

P(T > k) > P(T = 00) = c(b).

Demonstracao do item (c). Para provar o item ¢, basta mostrar que, para b = %,
2
li kP(T > k)= —
fim VEP(T 20 = =,

e o resultado segue pelo Lema |3.3.1]

Vamos usar a fungao geradora da sequéncia { P(T > k)},, para obter uma aproxi-

magao do termo P(T > k), de forma explicita.

iPT>k = ZZP —i+1)s
k=0

k=0 i=k

= ZZP(T:

= f:P(T:iJr 1)23’6
=0 k=0
_ gitl

= 1
= ) P(T=i+1) -
=0

— S

_ 1:9 (iP(T:iH)—isiﬂp(T:z‘H))

_ 16l 55

1—5

onde Gp(s) é a fungdo geradora de probabilidades de T'. Agora, vamos usar o Teorema

1.3.2 para determinar G (s), com X ~ bin(2, 3).

Gr(s) = sGx(Gr(s))
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Assim, temos que
sG2(s) s s
— - — 1) G -=0. 3.6
4 (5 -1) Grls) + (36)

Resolvendo a equacao de segundo grau, obtemos duas raizes para Gp(s):

2—s5+4+2y1—s o

2—8—2\/1—8

Gr(s) =

Gr(s) =

S

Para determinar qual das solugbes da Equacao (3.6 é vidvel, vamos usar o fato de que

Gr(0) = 0 e calcular os limites de G7+(s) e G.(s), quando s — 0. Temos que

lim G7.(s) =

s—0

s—>0

= O

2—5—1—2\/1—5
s

e
2—s5—2y1-— 1
lim G7(s) = lim i G T = 0.
s—0 s—0 s—0 1—s
Portanto, G/.(s) é a solugao vidvel da Equagao (3.6)), o que implica que
2—s—2y/1—s
Substituindo a Equacao (3.7) na Equagao (3.5)), obtemos que
= 1 2—5—2y1—
S P(T > k)st = 2= &
1—s5 s(1—s)
k=0
2425+ 2y1 -5
B s(1—s)
2 2(1—s)712
_ 2 e (3.8)
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o7

: (2k)!
Observe que H(2z —-1) = S Assim,
i=1

(3] k |
a2 S_(Qk)
(1=3) _'E:%MQW!

1+22% 0 s*.

Pela Férmula de Stirling , temos que

1 1
2mnn"e tetntt < nl < V2mnn"e teten, n =12, ...
) ) )

Reescrevendo a Equagao (3.9), temos que

—18k—1 —36k+1
e 144k2+6k e 288k2+24k

1+§: <(1- 1ﬂ<1+§:

Substituindo a Equacao (3.10) na Equagao (3.8]), obtemos que

—18k—1 —36k+1
e 288k2 124k

Qe 144k2 16k
st <ZPT>/<:5 <Z\/k7+1

Portanto,
—18k+17 —36k+37
e 144k2 —282k+138 e 288k2 —552k+264

T <P(T>k)< T

o que implica que

2
. a2
Jim VEPT 2 F) = 2%

o que completa a prova.

O teorema também ¢é valido para Rl]’\,. Para o item a, basta observar que

R < DY + 1.

(3.10)

(3.11)

Para os itens b e ¢, basta mostrar que RY N Db%. Com efeito, a probabilidade de um

vértice ser sorteado mais de uma vez tende a zero quando N — oo. Observe que se

nenhum vértice for sorteado mais de uma vez, obtemos a igualdade na Equacao (3.11]). A

prova é analoga a prova do Lema |3.3.1]
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4 As cotas para os pontos criticos de

avalanches no modelo Bak-Sneppen

Nosso objetivo é comparar as avalanches no modelo Bak-Sneppen com dois processos
mais antigos e mais bem estudados. Esses processos sao conhecidos como processos de
ramificacao e modelo de percolacao em sitios. Uma comparacao simples com o processo
de ramificacao fornece uma cota inferior, enquanto que uma comparac¢ao mais complexa

com o modelo de percolagao fornece uma cota superior para os pontos criticos definidos

nas Equagoes (2.2), e ([2.4).

4.1 O teorema e algumas consequéncias

Teorema 4.1.1. Seja G um grafo conezxo e localmente finito. Temos que

< BS < sitios
o <pP6) <),

onde A* é o grau mdximo de G, p,*""*5(G) € definido na Equacdo e BS € {p, r, d}.
Isto €, pCBS(G) representa os pontos criticos definidos nas Equagoes , € .

A prova do Teorema serd dividida em duas partes: a cota inferior para p,”*(G)

e a cota superior para p.”° (G). Vamos comegar com a cota inferior.
Para provar que vale a cota inferior, basta verificar o lema abaixo, e o resultado da

cota inferior do Teorema segue da Equacao (2.5)).

Lema 4.1.1. Seja G um grafo conezo e localmente finito. Temos que

1

d
>_ -
pC (G>_A*+17

onde p,(G) ¢ definido na Equagdo e A* € o grau mdzximo de G.
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Como dito acima, o Lema combinado com a Equagao (2.5) fornece a cota
inferior do Teorema [4.1.1] cuja prova serd feita na Segao [£.2] O seguinte coroldrio é uma

consequéncia direta do Lema

Corolario 4.1.1. Seja G um grafo conezo e localmente finito. Temos que
d
p(G) > 0.

Demonstracdo. Com efeito, uma vez que A* < oo, temos que, pelo Lema [4.1.1]

]

O Corolério nos diz que os pontos criticos definidos nas Equagoes (12.2)), (2.3])
e (2.4) sao estritamente positivos. Para verificar a cota superior do Teorema 4.1.1} vamos

provar o seguinte lema:

Lema 4.1.2. Seja G um grafo conexo e localmente finito. Temos que

pcp<G) < pcsitios(G>7
onde pP(G) € definido na Equagao e p¥5 (@) definido na Equagdo .

O Lema combinado com a Equacao fornece a cota superior do Teorema
O lema implica que, em muitos grafos localmente finitos, p? é nao-trivial. Para a
avalanche no modelo Bak-Sneppen em 7Z, o Teorema da uma cota superior trivial,
jé vista na Observagao [[.2.2] A prova do Lema [£.1.2] serd feita ao longo deste capitulo, a
partir da Secao [4.3]

Pelo Teorema sabemos que o ponto critico do modelo de percolacao em sitios

em Th éigual a 1/(A — 1), o que implica no seguinte corolario do Teorema {4.1.1}

Corolario 4.1.2. Seja Ta uma drvore A-reqular. Temos que

1
A—-1

1
< BTy <
A+1_Pc (A>_
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Aplicando a expansao proposta por [8] para o ponto critico do modelo de percolagao

em Z¢, temos outro coroldrio:

Corolario 4.1.3. Seja Z¢ wma rede hipercibica d-dimensional. Temos que

1 11
2ar1 SPe B S50t Gae

+0(d™?), d— oo.
Observagao 4.1.1. Neste capitulo, muitas vezes usaremos a letra p para nos referir a p-
avalanches. Por isso, é importante observar que este p nao tem nenhuma relacao com o

p no ponto critico definido na Equacao (2.2). O p da Equacao (2.2)) é apenas para fazer

referencia a probabilidade de um alcance infinito.

4.2 Prova do Lema 4.1.1]

A ideia é acoplar um processo de ramificagao i.i.d. com distribui¢do comum bin(A*+
1,p) a uma avalanche de limitante p no modelo Bak-Sneppen em G, de forma que o
processo de ramificacao domine estocasticamente a p-avalanche no modelo Bak-Sneppen.
Para a prova, vamos definir uma generalizagao do processo MS (descrito no Capitulo |3)),
que sera denominado processo GMS e sera construido a partir de uma p-avalanche no

modelo Bak-Sneppen.

4.2.1 O acoplamento

Considere um grafo GG conexo e localmente finito, com o grau maximo de G igual a
A*. O processo GMS consiste em construir uma arvore, de forma iterativa, a partir do
modelo Bak-Sneppen, de forma que, a cada atualizacao no grafo do modelo Bak-Sneppen,
adicionamos (ou ndao) nés na arvore. Sejam G e Tx. 1 os grafos subjacentes da avalanche

no modelo Bak-Sneppen e do processo GMS, respectivamente, onde 7’1, 41 ¢ uma arvore

enraizada A*-dria (veja a definicao de TX no Exemplo .

De maneira andloga ao processo MS (definido no Capitulo [3]), o processo GMS é um

processo estocastico que toma valores em

{(Nx[0,1] x {a,i})¥, A c V(@},
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em que o estado (v, x,a) significa que o vértice v é associado a um valor igual a = e estd
ativo e o estado (v, z,1) significa que o vértice v é associado a um valor igual a x e estd
inativo. Por fim, A é um subconjunto de V(G). O processo é encerrado quando A = &@.
A p-avalanche no modelo Bak-Sneppen induz o processo GMS a construir uma arvore A*-
dria, denotada por T'x. +1- Mostraremos que esse processo ¢ dominado estocasticamente
por um processo de ramificacao, onde a distribuicao do ntimero de filhos de um individuo

é bin(A* +1,p).

No instante inicial (n = 0), na avalanche no modelo Bak-Sneppen, todos os vértices
tém valor igual a 1, exceto a origem (denotada por 0), que tem valor igual a p. Portanto,

Ay = {0}. No processo MS, adicionamos a Tx.; um né com estado (0,p, a).

Agora, considere uma p-avalanche (com limitante p) no modelo Bak-Sneppen em

um instante de tempo n, isto é, os valores de todos os vértices sao maiores ou iguais a p.

Seja A, o conjunto de vértices ativos no instante de tempo n. Os nés de Tx.,, cor-
respondem aos vértices de G' que se tornaram ativos durante a p-avalanche. Suponha que,
no instante de tempo n, o vértice minimal no grafo do modelo Bak-Sneppen seja o vértice
w. O né correspondente na arvore Tx..; é o né que foi adicionado mais recentemente e
que tem estado (w,z,a). Portanto, atualizamos o vértice w e os vizinhos do vértice w,
isto é, atualizamos os vértices pertencentes ao conjunto N(w) U {w}. Seja {Uk}k,A:wfr " uma
sequéncia de varidveis aleatérias independentes U(0,1), onde A,, é o grau de w. Usamos
essa sequéncia para atualizar os vértices do conjunto N(w) U {w}. Em cada instante de
tempo, os vértices do conjunto serao indexados por k =1,..., A, + 1. Assim, se o evento
{Uk < p} ocorre, o k-ésimo vértice é associado um valor que estd abaixo do limitante p,.
Caso contrario, k-ésimo vértice é associado um valor que esta acima de p. Isso induz o

seguinte acoplamento: defina

1, selUp<b
X, =

0, seU,>b
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Aptl
e seja X, = Z Xi. Temos que X,, ~ bin(A, + 1,p). Portanto, podemos definir o

k=1
numero de vértices em A, da seguinte forma:

[Apsr] = [A| + X0 = 1= ) Lpeay, n=1,2, .., (4.1)

veN(w)
onde |Ag| = 1, por defini¢ao. Consequentemente, a duragao do processo GMS é definida
por min{n : |A,| = 0}, isto é, é o primeiro instante de tempo em que A, = &. Se An tal
que |A,| = 0, entao a duracao é infinita. Note que a definigdo da duragao do processo GMS
coincide com a definigao da duracao da avalanche no modelo Bak-Sneppen. Portanto, sem

perda de generalidade, podemos denotar ambas as duragoes por D¥..

No processo GMS, temos as seguintes regras para cada v € N(w) U {w}:

1) Se v é o vértice minimal (isto é, se v = w): alteramos o estado de w para (w, z,1).
Se o evento {Uy < p} ocorre (onde k é o indice de w), adicionamos o vértice w a
TX*+17 com estado (w,u,a), onde u é o valor gerado a partir de Uy, e o conectamos

ao n6 (w, z,1). Se o evento {Uy < p} nao ocorre, o né nio é adicionado a Tx. ;.

2) Se v nao é o vértice minimal: verificamos se o vértice v ja esta ativo, isto é, verifica-
mos se v € A,. Se sim, removemos de Tx._; 0 né correspondente a este vértice. Se
o evento {Uy < p} ocorre (onde k é o indice de v), adicionamos o vértice v a TR, 4,
com estado (v,u,a), onde u é o valor gerado a partir de Uy, e o conectamos ao né

(w, z,17). Se o evento {Uy < p} nao ocorre, v nao é adicionado & Tx. ;.

Note que processo GMS foi construido a partir de uma p-avalanche no modelo Bak-
Sneppen, de forma que suas respectivas duragoes sao equivalentes. Isto é, olhar para a
duragao de uma p-avalanche no modelo Bak-Sneppen é o mesmo que olhar para a duracao
do processo GMS. Agora, vamos mostrar que este processo é dominado estocasticamente

por um processo de ramificacao.

Proposicao 4.2.1. O processo GMS é dominado estocasticamente por um processo de
ramificagdo, onde a distribuicao do nimero de filhos de cada individuo é bin(A* + 1,p).
Portanto, se T € o total de individuos do processo de ramificacdo e DbG ¢ a duracao do

processo GMS, entao T é estocasticamente maior que Dg.
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Demonstra¢ao. Considere o processo GMS. Primeiro, vamos comparar a Equagao (4.1])
com a Equacao , definida na Secao , e vamos mostrar (por indu¢do em n) que,
em qualquer instante de tempo, |A,| ¢ dominada estocasticamente por S. No instante
inicial, temos que, |4g| = 1 e S), = 1, por definigdo. Agora, considere que vale a afirmagao

para n = k, isto é, |Ax| é dominada estocasticamente por Sj.

No instante de tempo n = k + 1, pela Equagao (4.1]), temos que

[Aps1] = Akl + X — 1 = Z Livea,y

veEN(w)

Observe que X, é estocasticamente menor que X', onde X' ~ bin(A* + 1,p), j& que
A, < A* Yw. Por outro lado, pela hipdtese de indugao, temos que |Ax| é dominada

estocasticamente por S,;. Portanto (com um certo abuso de notagao),

[Ap| = 1Akl + X = 1= > Lpeay S Sp+ X' —1=5,,,
veEN(w)

o que completa a prova da afirmagdo. Agora, observe as defini¢des de 7" = min{n :
|S!| = 0} (Equagao ) e D%. Veja que T" domina estocasticamente DY. Por outro
lado, pelo Lema , temos que T” 4 T, onde T é o total de individuos de um processo
de ramificagdo com a distribuicao do numero de individuos sendo a mesma de X 4
X'. Portanto, T é estocasticamente maior que Db@ o que conclui a demonstracao da

proposicao.

]

A Proposicao [£.2.1] nos diz que, se o valor esperado de T é finito, entdao o valor
esperado de D% também é finito. Logo, o ponto critico definido na Equacdo (2.4) nao
pode ser menor que o ponto critico do processo de ramificacao, definido no Teorema [1.3.1]
Pelo Teorema [1.3.1}, temos que p = 1/(A* + 1), j& que E(X) = (A* +1)p. E como p.*(G)

nao pode ser menor que o ponto critico no processo de ramificacao, segue que

o que completa a prova do Lema [£.1.1]
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4.2.2 Um exemplo

O comportamento dos processos é ilustrado pelo seguinte exemplo, apresentado nas
figuras abaixo. Seja G = T, a &arvore enraizada 4-regular (veja a defini¢io no Exemplo
. Por fins de ilustracao, mostraremos apenas a parte do grafo onde ocorre a dinamica.
Uma vez que o grau maximo de G ¢é igual a 4 (apenas a raiz tem grau 3), temos que o
grafo subjacente do processo GMS é T5", que serd construido a partir das atualizacoes
em T;. Em T, (figuras a esquerda), os vértices preenchidos com linhas diagonais sao os
vértices minimais. Em 7. (figuras a direita), os vértices em branco sao os vértices ativos
e os vértices em preto sao os vértices inativos. Considere uma p-avalanche no modelo
Bak-Sneppen, com p = 0.450, em T;. Como ja foi dito, no instante inicial (n = 0), na
avalanche no modelo Bak-Sneppen, todos os vértices tém valor igual a 1, exceto a origem
(denotada por 0), que tem valor igual a p = 0.450 (Figura [4.1la). Portanto, 4y = {0}.
No processo MS, adicionamos a 75" um né com estado (0,0,a) (Figura [4.1]b).

a) b)

0.450 (1) 0.450 @

Figura 4.1: Grafos T; (a) e Ty (b) antes do infcio da avalanche. Em T, o vértice 0 (em linhas diagonais)
serd o vértice minimal. Em 75", o estado do vértice 0 (em branco) ¢ (0,0.450, a). Temos que Ag = {0} e

|Ag[ = 1.

Ainda no instante de tempo n = 0, observe que o vértice 0 é o vértice minimal e
tem trés vizinhos (vértices 1, 2 e 3), ou seja, Xy ~ bin(4,p). Agora, considere que, apds a
atualizagao em T}, os valores gerados para os vértices 0, 1, 2 e 3 estao abaixo do limitante
p, isto é, Xy = 4. A Figura .a ilustra a configuragao de T}, apés a primeira atualizacao.
No grafo Ty, aplicamos as regras do processo GMS. O vértice 0 é declarado inativo, pois
o seu vértice correspondente em 7} é o vértice minimal, e adicionamos os vértices 0, 1, 2 e
3 aT:, pois seus respectivos valores estao abaixo de p, e os conectamos ao né (0, 0.450,17).

A Figura .b mostra a configuragio de 75", apds a primeira atualizagao.
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a) b)
0.230 @ 0.450 (8]
@) @ €) o O @ ©
0.110 0.409 0.327 0.230 0.110 0.409  0.327

Figura 4.2: Grafos T (a) e T5" (b) ao final do instante de tempo n = 0, apés a primeira atualizacio. Em
Ty, o vértice 1 (em linhas diagonais) serd o préximo vértice minimal. Em 75", o vértice 0 (em preto) foi

declarado inativo, isto é, seu estado é (0,0.450,7). Temos que A; = {0,1,2,3} e [A;|=14+4—-1-0=4.

No instante de tempo n = 1, o vértice 1 é o vértice minimal e tem quatro vizinhos
(vértices 0, 4, 5 e 6), ou seja, X1 ~ bin(5,p). Agora, considere que, apés a atualizacao
em 7T}, apenas o valor gerado para o vértice 0 esta abaixo do limitante p, isto é, X; = 1.
A Figura .a ilustra a configuracao de T}, apds a segunda atualizagao. No grafo Ty,
aplicamos as regras do processo GMS. O vértice 1 é declarado inativo, pois o seu vértice
correspondente em T é o vértice minimal, e adicionamos ao né (1, 0.110,) o vértice 0,
pois seu respectivo valor estd abaixo de p. Mas veja que o vértice 0 j& estava ativo em Tj .
Portanto, removemos o né (0, 0.230, a) de T3, antes do né (0, 0.366, a) ser adicionado. A

Figura .b mostra a configuracao de Ty, apds a segunda atualizagao.

0.409 0.327

0.741 (0.529 0.905

Figura 4.3: Grafos T} (a) e T (b) ao final do instante de tempo n = 1, apés a segunda atualizagio. Em
T;, o vértice 3 (em linhas diagonais) serd o préximo vértice minimal. Em T}, o vértice 1 (em preto) foi

declarado inativo, isto é, seu estado é (0,0.450,%). Temos que As = {0,2,3} e |Az] =4+1—-1—-1=3.

No instante de tempo n = 2, o vértice 3 é o vértice minimal e tem quatro vizinhos
(vértices 0, 7, 8 € 9), ou seja, X3 ~ bin(5,p). Agora, considere que, apés a atualizagdo
em T}, os valores gerados para os vértices 0, 3 e 8 estao abaixo do limitante p, isto é,

X3 = 3. A Figura .a ilustra a configuracao de T}, apds a terceira atualizacao. No
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grafo Ty, aplicamos as regras do processo GMS. O vértice 3 é declarado inativo, pois o
seu vértice correspondente em 7)) é o vértice minimal, e adicionamos ao né (3, 0.327,7) os
vértices 0, 3 e 8, pois seus respectivos valores estao abaixo de p. Mas veja que o vértice
0 j& estava ativo em Ty . Portanto, removemos o né (0, 0.366,a) de Ty, antes da adi¢ao
dos nés (0, 0.021,a), (3, 0.077,a) e (8, 0.191,a). A Figura .b mostra a configuracao de

T, apds a terceira atualizagao.

0.021 0.077 0.191
0.741  0.529 0.905 0.664 0.191 0.885

Figura 4.4: Grafos T; (a) e T5" (b) ao final do instante de tempo n = 2, apés a terceira atualizagio. Em
T;, o vértice 0 (em linhas diagonais) serd o préximo vértice minimal. Em 75", o vértice 3 (em preto) foi

declarado inativo, isto é, seu estado é (0,0.327,¢). Temos que Az = {0,2,3,8} e |45 =3+3—-1—-1=4.

No instante de tempo n = 3, o vértice 0 é o vértice minimal e tem trés vizinhos
(vértices 1, 2 e 3), ou seja, Xy ~ bin(4,p). Agora, considere que, apds a atualizagdo em
Ty, apenas o valor gerado para o vértice 3 estda abaixo do limitante p, isto é, X, = 1.
A Figura a ilustra a configuragao de T, apds a quarta atualizagao. No grafo Ti',
aplicamos as regras do processo GMS. O vértice 0 é declarado inativo, pois o seu vértice
correspondente em T é o vértice minimal, e adicionamos ao né (0, 0.021,) o vértice 3,
pois seu respectivo valor estd abaixo de p. Mas veja que os vértices 2 e 3 ja estavam
ativos em Ty . Portanto, removemos os nés (2, 0.409,a) e (3, 0.077,a) de T3, antes do né
(3, 0.278, a) ser adicionado. A Figura .b mostra a configuragao de T%", apés a quarta

atualizagao.
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0.741 (.529 0.905 0.664 0.191 0.885

Figura 4.5: Grafos Ty (a) e T5" (b) ao final do instante de tempo n = 3, apés a quarta atualizagio. Em
T;, o vértice 8 (em linhas diagonais) serd o préximo vértice minimal. Em 75", o vértice 0 (em preto) foi

declarado inativo, isto é, seu estado é (0,0.021,7). Temos que Ay = {3,8} e [A4| =4+1—-1-2=2.

Por fim, no instante de tempo n = 4, o vértice 8 é o vértice minimal e tem quatro
vizinhos (vértices 3, 10, 11 e 12), ou seja, Xg ~ bin(5,p). Agora, considere que, apds a
atualizacao em T, nenhum vértice de N(8) U {8} tém valor abaixo de p, isto é, Xg = 0.
A Figura .a ilustra a configuragao de T, ap6s a quinta atualizacdo. Note também
que todos os valores associados aos vértices estao acima do limitante, o que encerra a
p-avalanche. No grafo T, aplicamos as regras do processo GMS. O vértice 8 é declarado
inativo, pois o seu vértice correspondente em T, ¢é o vértice minimal. Como nenhum
vértice N(8) U {8} tém valor abaixo de p, nenhum né é adicionado & T; . Por outro lado,
o n6 (3, 0.278,a) é removido de T, pois é vizinho do vértice minimal. A Figura .b
mostra a configuragao de Ts', apds a quinta atualizagao. Note que o nimero de vértices

em Ty corresponde & duragao do processo GMS.

0.650 0.947 0.679

Figura 4.6: Grafos T (a) e T5" (b) ao final da p-avalanche, apés a quinta atualizacio. Em Tj, todos
os valores estao acima de p. Em T5+ , 0 vértice 8 (em preto) foi declarado inativo, isto é, seu estado é

0,0.191,7). Temos que A5 = T e |A5| =2+0—1—1=0 e, portanto, D¥.. = 5.
( :
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4.3 A construcao do acoplamento para a cota supe-

rior

Essa secao esta dividida em quatro partes. Inicialmente, é dada uma intuicao por
tras do Lema 4.1.2 Entao, seguimos com uma descricao detalhada do acoplamento,
damos um exemplo e, por fim, verificamos a dominacao estocastica obtida a partir do

acoplamento.

4.3.1 Intuicao

Um dos nossos objetivos é comparar a avalanche no modelo Bak-Sneppen com o
aglomerado aberto na origem em um modelo de percolacao em sitios (independente), com
a condicao de que a origem esteja aberta com probabilidade 1 (ao invés de p), o que nao
tem efeito no ponto critico. Normalmente, o modelo de percolacao em sitios é estudado
como uma estrutura aleatéria estatica, mas também é possivel construir o aglomerado

aberto na origem de forma dinamica. Na Secao [1.2.2 vimos como é feita tal construcao.

O crescimento de uma avalanche no modelo Bak-Sneppen e do aglomerado aberto na
origem ¢ conduzido pelos vértices extremos. Em uma avalanche no modelo Bak-Sneppen,
os vértices extremos sdo aqueles que estao participando da avalanche (isto é, pertencem
ao conjunto-alcance) e tém vizinhos fora da avalanche. O alcance da avalanche aumenta
somente se um dos vértices extremos se torna o vértice minimal, em algum instante de
tempo. No modelo de percolagdo em sitios, os vértices extremos sao aqueles que tém
um vizinho no aglomerado (a partir da origem), mas nao se sabe se eles préprios estao
abertos ou fechados. Estes sao exatamente os vértices na borda do aglomerado, e eles irao
aumentar o tamanho do aglomerado, se estiverem abertos. Como os vértices extremos
sao justamente os vértices que contribuem para o crescimento de ambos 0s processos,
no sentido de aumentar a cardinalidade do conjunto-alcance (modelo Bak-Sneppen) e do
aglomerado aberto (modelo percolagao em sitios), a ideia é relacionar os dois conjuntos
de vértices extremos entre si. O problema é que, no modelo Bak-Sneppen, os vértices

nao-extremos do conjunto-alcance também podem contribuir para aumentar o tamanho
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do conjunto, enquanto que, no modelo de percolacao em sitios, apenas vértices extremos
contribuem para o aumento do aglomerado. Em outras palavras, no modelo Bak-Sneppen,
um vértice extremo pode ser atualizado por um vizinho ativo antes de se tornar um vértice
minimal, se tornando inativo apds a atualizagao. Este é o caso em que um vértice extremo
¢é atualizado por ser vizinho de um vértice minimal. Por outro lado, um vértice inativo
pode ser tornar ativo e, com isso, caso este vértice seja um vértice extremo, um vértice
nao-extremo sera atualizado, dando uma nova oportunidade para tal vértice participar
da avalanche. Ja no modelo de percolagao em sitios, uma vez determinado o estado
de um vértice (isto é, aberto ou fechado), o estado ndo pode mais ser alterado. Isso
significa que nao é interessante acoplar os dois modelos de forma natural, isto é, nao é
interessante determinar se um vértice no modelo de percolacao é aberto ou fechado apenas
pelo valor gerado por uma distribui¢cao no modelo Bak-Sneppen sem meméria. No modelo
de percolacao, o vizinho de um vértice extremo é sempre considerado, enquanto que, no
modelo Bak-Sneppen, isso pode nao ocorrer, ja que é possivel que um vizinho de um

vértice extremo nunca seja atualizado.

As seguintes intuigoes tornam o Lema [1.1.2] razodvel: J& sabemos que, no modelo
Bak-Sneppen sem memoéria, se um vértice nao é minimal, entao sua nova distribuicao é
uniforme e acima do valor minimo. Por outro lado, se um vértice ¢ atualizado por ser
um vizinho do vértice minimal, isso torna sua distribuicao estocasticamente menor, o
que torna o vértice mais propenso a se tornar ativo e portanto, intuitivamente, é mais
provavel que a avalanche nao seja encerrada. Isso significa que, no modelo Bak-Sneppen,
a interferéncia de vértices nao-extremos no estado dos vértices extremos pode ser benéfica

para a continuacao da avalanche.

4.3.2 O processo acoplado

Agora, vamos descrever a construcao de um processo que chamaremos de processo
acoplado. Como veremos mais tarde, o processo ¢é definido de forma a ser estocasticamente
dominado por avalanches no modelo Bak-Sneppen, que é crucial para a demonstracao do
Lema [£.1.2] Na Secao 5, mostraremos que o processo acoplado, de fato, constréi um

aglomerado a partir da origem do modelo de percolagao em sitios. Em outras palavras,
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mostraremos que as distribuicoes dos vértices no processo acoplado coincidem com as
distribuigoes dos vértices no modelo de percolagao em sitios (com a origem aberta com
probabilidade 1). Seja V(G) o conjunto de vértices do grafo G. Dizemos que o processo

acoplado é um processo estocastico que toma valores em
{(0,1] x {d, a, fH, A CV(G)}.

O estado (y,d) indica que y é limiar, isto é, o vértice estd associado a uma distribuicao
U(y,1). J& os estados (y, a) e (y, f) indicam que o vértice tem um valor fixo y e é declarado

aberto e fechado, respectivamente. O processo é encerrado quando A = &.

O nome do processo vem justamente do fato do processo ter sido criado com o intuito

de ser acoplado as avalanches no modelo Bak-Sneppen sem memoria.

Seja G um grafo conexo e localmente finito. Faremos duas cépias de G: G¢ e
Gp. Em G, executaremos o processo acoplado, enquanto que em Gp, serd executado o
modelo Bak-Sneppen sem memoéria. Também vamos definir o conjunto extremal &, que é
o conjunto dos vértices v € V(G¢) que estao associados a uma distribuigdo. Em outras
palavras, sao os vértices de G¢ com estado (y,d), para algum y € [0,1]. Os processos
serao executados de forma simultanea, de forma que a atualizacao de um vértice no modelo
Bak-Sneppen sem memoria implica na atualizagao do vértice correspondente no processo
acoplado. E é aqui que definimos o acoplamento entre o processo acoplado e o modelo
Bak-Sneppen sem meméria. As distribuicées dos vértice vo € € serao determinadas de

acordo com as distribuicoes dos respectivos vértices correspondentes em vp.

Considere uma p-avalanche em um instante de tempo n e seja r, = ’é’n 0 numero
de vértices no conjunto-alcance no tempo n. Sejam U(y;, 1) e U(z;, 1) as distribuiges dos
vértices (no instante de tempo n) em Gp e €, respectivamente, para i = 0,...,7, — 1. O
objetivo é definir um acoplamento entre as distribuig¢oes dos vértices de Gg e G¢. Para
isso, seja {U;}i"5"! uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes U(0,1) e defina a

funcao

Fy 20,1 — [y, 1]

ur— (1 —y)u+y,
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para todo y € [0, 1]. Agora, observe que, se U ~ U(0, 1), entéo

PUEW) <0 = PL-pU+y<a) =P (U< T20) T2 y<oct

Ou seja, Fy,(U) ~ U(y, 1).

Portanto, sem perda de generalidade, podemos usar o par de variaveis aleatorias
(F,,(U,), F.,(U;)) para definir o acoplamento. Veja que as distribui¢coes marginais coin-
cidem com as distribuigoes dos vértices dos processos em questao, e 0s Processos Sao

governados pela mesma sequéncia de varidveis aleatérias, {U;}g .

No instante inicial, temos que ry = 1, pois a origem é o tnico vértice ativo na
avalanche. Portanto, alteramos as distribuigoes da origem e dos vizinhos para U(0,1). No
processo acoplado, o estado da origem é (0,a) e os vizinhos da origem tém estado (0, d).
Para determinar o estado dos vértices do grafo G¢ no tempo n + 1, vamos realizar o
seguinte procedimento: para cada ve,; € €, considere o vértice correspondente no modelo
Bak-Sneppen sem memoria, vg,; € V(Gp). Agora, realizamos uma amostra de {U;}.",
que vamos denotar por (ug, ..., u,, 1), € obtemos os valores dos vértices em Gp. Entao,
executamos o modelo Bak-Sneppen sem memoria em G g e localizamos o vértice minimal.
Seja m o valor do vértice minimal.

— Yi

1. Se vp; nao é o vértice minimal, entdo Fy,(U;) > m, ou seja, U; > )
—Yi

e Se o estado do vértice correspondente v ; é da forma (z;, d), entdo usamos essa

informacao para obter a distribuicao de v¢;:

T
1—21'

< : Yi <U x Zz)
P(F,(U) < x| F,(U)>m) = Y

P<Ui>m_yi)
L=y

r—2z (m—1y)
11—z 1 —y

1— (m —yi)"
-y
T — (zi+ (1-— zl)(ml _g;i)+)
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(m — )"
L -y
estado do vértice ve; sera (2;, d).

onde 2; = z; + (1 — 2;) e (m —y;)" = max(m — y;,0). Portanto, o

e Se o estado do vértice correspondente ve; ¢ da forma (z;, a) ou da forma (z;, f),

significa que o vértice ja esta com um valor fixado e, portanto, nada ¢ feito.
2. Se vp,; é o vértice minimal:

e Se o estado do vértice correspondente v¢; € da forma (z;, d), entao F,,(U;) = m,

. m—1; ;- , . . ,
ou seja, U; = 1—Z O vértice v¢; é removido do conjunto € e seu valor serd
—Yi
. m —1Y; . s g . .
zi = I, ( 1 L), Se £ < p, o vértice é declarado aberto, isto ¢, alteramos
—Yi

o estado de ve,; para (Z;,a) e adicionamos os vizinhos de v¢; que ainda nao
tem o estado definido ao conjunto €. O estado destes vértices serd (0,d). Se
Z; > p, alteramos o seu estado para (Z;, f). Em palavras, o vértice é declarado

fechado.

e Se o estado do vértice correspondente v ; é da forma (z;, a) ou da forma (z;, f),

significa que o vértice ja esta com um valor fixado e, portanto, nada é feito.

Simultaneamente, o modelo Bak-Sneppen sem memoria é executado em G através
do procedimento descrito na Se¢ao 2.3} O procedimento termina quando o valor do vértice
minimal de Gp é maior que p, isto é, m > p. Consequentemente, Fy,(U;) > m, Vi.
Usamos essa informagao para alterar a distribuicao de todos os vértices em &, como é
descrito no caso 1. Em relacao ao vértice minimal de G g, o procedimento é semelhante

ao procedimento descrito no caso 2, e vg,; serd declarado fechado, pois 2; = 2 + (1 —

(m —y)*
I

todos os vértices do conjunto € e geramos os valores para estes vértices a partir de suas

i) > p, ja que m > p. Apds a realizacao dos procedimentos, removemos
respectivas distribuigoes, dadas pelas variaveis aleatérias Fy, (U;). Por fim, declaramos os
vértices fechados e alteramos seus respectivos estados. Na Secao [4.3.4] veremos que se a
p-avalanche termina, entao todos os vértices do processo acoplado sao removidos de € e

declarados fechados.
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4.3.3 Um exemplo

O comportamento dos processos é ilustrado pelo seguinte exemplo, apresentado nas
figuras abaixo. Seja G' = Z?. Por fins de ilustracdo, mostraremos apenas a parte do grafo
onde ocorre a dinamica. Assim como foi descrito na construgao do acoplamento, vamos
definir duas cépias de G: Gp (figuras a esquerda) e G¢ (figuras a direita). Em Gp, as
variaveis aleatérias associadas aos vértices serao denotadas por Fy, ao invés de F,(U), por
fins de praticidade, e os vértices preenchidos com linhas diagonais sao os vértices minimais.
Em G, os vértices em branco sao os vértices declarados abertos, os vértices em cinza sao
os vértices do conjunto extremal e os vértices em preto sao os vértices declarados fechados.
Considere uma p-avalanche, com p = 0.450 no modelo Bak-Sneppen sem memoria em Gp.
A Figura [£.7] mostra a configuragao dos grafos Gp e G¢, respectivamente, no instante

inicial, antes do inicio da p-avalanche. Por definicao, a origem em G¢ é declarada aberta.
a) b)

Fo @ (0,a)

Figura 4.7: Grafos Gp (a) e G¢ (b) no instante inicial, antes do inicio da p-avalanche. Em Gp, ro = 1.

Ainda no instante inicial (n = 0), a origem é o vértice minimal e, portanto, atualiza-
mos as distribuigoes da origem e dos vizinhos para U(0, 1), de forma independente (Figura
[.8la). Enquanto isso, em G¢, uma vez que o estado da origem é (0,a) (por defini¢ao),
seus vizinhos tém estado (0,d) (Figura[1.8)b).

a) b)

@) Fo (3 Fo @ .9 ® ©.a

Fo (0, )
Fo @ F @ ©.a @ ©.9

Figura 4.8: Grafos Gp (a) e G¢ (b) ao final do instante de tempo n = 0 e no inicio do instante de tempo
n =1. Em Gp, r1 = 5. Em G¢, os vértices cinza sdo os vértices do conjunto extremal. Portanto,

& =1{1,2,3,4}. Apds a realizagio das distribuigdes, o vértice 1 serd o préximo vértice minimal.
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No instante de tempo n = 1 (Figura , realizamos as distribuicoes em Gpg e
localizamos o vértice minimal. Suponha que o vértice minimal é o vértice 1 e seu valor é
m = 0.110. Em G¢, alteramos os estados dos vértices de € de acordo com as distribuigoes
obtidas pelos vértices de G no instante de tempo n = 0, usando a descrigao feita acima.

Temos que
(0.110 = 0)*
1-0

Como 0.110 < p, o vértice 1 terd estado (0.110,a) e os vértices 2, 3 e 4 terao estado

5 =0+ (1-0) =0.110, i = 1,2, 3, 4.

(0.110, d). O vértice 0 j& possui valor fixo e, portanto, nao terd seu estado alterado. Em

G'g, realizamos o procedimento descrito na Secao [2.3]
a) b)
@FOHO @FOHO (0.110,d) (0.110,d)

>< o)
>®< @ Fo.o >N10a (0.110, d)

(0,a)
(0
@FO FO (0,d) (0,d)

Figura 4.9: Grafos Gp (a) e G¢ (b) ao final do instante de tempo n = 1 e no inicio do instante de tempo
n = 2. Em G¢, observe que o vértice 1 saiu do conjunto extremal, ja que agora tem um valor fixo. Como
o vértice 1 foi declarado aberto (pois 0.110 < p) os vértices 5, 6 e 7 entram em & com estado (0,d).
Portanto, & = {2,3,4,5,6,7}. Em Gp, ro = 8. Apés a realizagdo das distribuigdes, o vértice 6 serd o

préximo vértice minimal.

No instante de tempo n = 2 (Figura 7 realizamos as distribui¢oes em Gpg e
localizamos o vértice minimal. Suponha que o vértice minimal é o vértice 6 e seu valor
é m = 0.076. Em G, alteramos os estados dos vértices de € de acordo com as distri-
buicoes obtidas pelos vértices de G no instante de tempo n = 1, usando a descricao do

acoplamento. Temos que

(0.076 — 0.110)*
1—0.110

% = 0.110 + (1 — 0.110) =0.110, i = 2,3, 4;

(0.076 — 0)*

G=0+(1-0) 75

=0.076, ¢ = 5,7.
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Veja que os estados dos vértices 2, 3 e 4 nao sofreram alteracoes. Isso ocorreu porque o
minimo no instante atual é menor que o limiar das suas respectivas distribuicoes. Como
0.076 < p, o vértice 6 é declarado aberto e tera estado (0.076,a). J& os vértices 2,3 e 4
terao estado (0.110,d). Os vértices 0 e 1 ja possuem valor fixo e, portanto, nao terao os

seus estados alterados.

a) b)
@ Fo.110 @ Fo.110 @ (0.110, d) @ (0.110, d)

@ Fo.o76 76 @ (0.076, d) (0,a)

Fo @ Fo (0.110, a) @ (0.110, d)
@ Fo.o76 Fo @ (0.076, d) (0.076, )
Fo © F ©0d @

Figura 4.10: Grafos Gp (a) e G¢ (b) ao final do instante n = 2 e no inicio do instante de tempo n = 3.
Em G¢, observe que o vértice 6 saiu do conjunto extremal, ja que tem um valor fixo. Como o vértice
6 foi declarado aberto (pois 0.076 < p) os vértices 8 e 9 entram em & com estado (0,d). Portanto,
&€ =12,3,4,5,7,8,9}. Em Gp, r3 = 10. Apds a realizagio das distribuigdes, o vértice 0 serd o préximo

vértice minimal.

No instante de tempo n = 3 (Figura , realizamos as distribuicoes em Gp e
localizamos o vértice minimal. Suponha que o vértice minimal é o vértice 0 e seu valor
é¢ m = 0417. Em G¢, alteramos os estados dos vértices de € de acordo com as distri-
buigoes obtidas pelos vértices de G g no instante de tempo n = 2, usando a descricao do

acoplamento. Temos que

0.417 —0)*t
5= 0110+ (1 — 0.110)% — 0.481;
) (0.417 — 0.110)* |
.= 0.110+ (1 —0.11 — 0417, i = 3,4:
Z; =0.110 + (1 — 0.110) 0110 0.417, i =3
0.417 — 0.076)*
%z; = 0.076 + (1 — 0.076)( ) =0417, ¢ =5,7;

1—-0.076
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(0.417 — 0)+

=0+ (10—

= 0.417, i = 8,9.

Os vértices 0,1 e 6 ja possuem valor fixo e, portanto, nao terao seus estados alterados.
Observe que o vértice 0 de G¢ é um vértice que esta fora do conjunto extremal. Como
consequencia, as distribuicoes de todos os vértices do conjunto extremal serao estocasti-
camente maiores em relagao ao instante de tempo anterior. E isso aumenta as chances
destes vértices serem eventualmente fechados, o que sugere que os vértices que nao estao
no conjunto extremal nao sao benéficos para o crescimento do processo acoplado. Por
outro lado, em Gpg, o fato do vértice minimal ter sido o vértice 0, que é um vértice do
interior do grafo G g, pode contribuir para o aumento do conjunto-alcance, ja que as dis-
tribuigoes dos vértices 2, 3 e 4, que sao vértice extremos, foram atualizadas para U(0, 1), o
que aumenta as chances de um destes vértices se tornarem vértices minimais. Isso mostra

que os vértices do interior de G podem contribuir para o crescimento da p-avalanche.

a) b)

@ Fy @ Fo @ (0.417, d) @ (0.417,d)
@ Fo.a17 Fy

@ (0.417, d) (0, a)
Fy Fy
Fo.a17

(0.110, a) @ (0.481, d)
F
@ 0417% @ (0.417, d) (0.076, a)

Fo.a17 @ Fo.a17 (0.417, d) @ (0.417,d)

Figura 4.11: Grafos Gp (a) e G¢ (b) ao final do instante n = 3 e no inicio do instante de tempo n = 4.
Em G¢, nao temos alteragoes no conjunto extremal, uma vez que o vértice correspondente ao vértice
minimal estd fora de & (vértice 0). Portanto, &€ = {2,3,4,5,7,8,9}. Em Gp, r4 = 10 (também sem

alteragoes). Apdés a realizacdo das distribuigdes, o vértice 2 serd o préximo vértice minimal.

No instante de tempo n = 4 (Figura [4.12)), realizamos as distribuigdes em Gp e

localizamos o vértice minimal. Suponha que o vértice minimal é o vértice 2 e seu valor

7

é m = 0.231. Em G, alteramos os estados dos vértices de € de acordo com as distri-
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buigoes obtidas pelos vértices de G g no instante de tempo n = 3, usando a descricao do

acoplamento. Temos que

0.231 —0)*
0.231 —0)*
5= 0417 + (1 — 0.417)% —0.552; i = 3,4;

(0.231 — 0.417)*
1—0.417

£ = 0.417 + (1 — 0.417) = 0.417; i = 5,7,8,9.

Assim como no instante de tempo anterior, os vértices 0, 1 e 6 ja possuem valor fixo e,
portanto, nao terao seus estados alterados pelo procedimento. Agora, observe os vértices
do conjunto extremal. Como 0.601 > p, o vértice 2 sera declarado fechado e seu estado
serd (0.601, f). Os estados dos vértice 5, 7, 8 e 9 nao foram alterados pelo procedimento.
Ja os vértices 3 e 4 agora tém estado (0.552,d). Veja que 0.552 > p, o que mostra que
os vértices serao fechados, caso o respectivo correspondente em Gp se torne o vértice
minimal. Na Secao [£.3.4] veremos um exemplo em que todos os vértices do conjunto
extremal serao fechados, mas a p-avalanche em Gp nao necessariamente sera encerrada.
E isso implica que processo acoplado serd finito, mas a avalanche pode ser infinita. Em
(', realizamos o procedimento descrito na Segao 2.3} O fato do vértice 0 ter sido o vértice
minimal no instante de tempo n = 3 contribuiu para o alcance da p-avalanche, pois isso
tornou a aptidao do vértice 2 estocasticamente menor, o que aumentou as chances do

vértice 2 se tornar o vértice minimal no instante de tempo n = 4.
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a) b)

@ Fo.231 @ Fo.231 @ (0.552, d) @ (0.552, d)
@ Fo.a17 Fo @ Fo @ (0.417, d) (0,a)

Fo.231 Fo (0.110, a) 9 (0.601, f)
@ Fo.a17 Fo @ Fy @ (0.417, d) (0.076, a)
Fo.ar7 () Foarr 0a17,d) (@) (0.417,d)

Figura 4.12: Grafos Gp (a) e G¢ (b) ao final do instante n = 4 e no inicio do instante de tempo n = 5.
Em G¢, o conjunto extremal tem um elemento a menos, ja que o vértice 2 foi removido. Portanto,
& =13,4,5,7,8,9}. Em Gp, o conjunto-alcance aumentou e r5 = 12. Apds a realizagao das distribuicoes,

o vértice 8 serd o proximo vértice minimal.

No instante de tempo n =5 (Figura , vamos mostrar o que acontece quando a
p-avalanche é encerrada. Apdés a realizagao das distribuigoes em G g, localizamos o vértice
minimal. Suponha que o vértice minimal é o vértice 8 e seu valor é m = 0.503. Veja que
0.503 > p, o que encerra a avalanche. Em G, alteramos os estados dos vértices de €
de acordo com as distribui¢oes obtidas pelos vértices de G g no instante de tempo n = 4,

usando a descricao do acoplamento. Temos que

(0.503 — 0.231)*
1—0.231

% = 0.552 + (1 — 0.552) = 0.710; i = 3,4
(0.503 — 0.417)*

4= 0417+ (1- 04170

=0.503; ¢ =5,7,8,9.

O vértice 8 é declarado fechado e seu estado é (0.503, f), pois é o vértice correspondente ao
vértice minimal em G g e 0.503 > p. Os vértices 0,1 2 e 6 ja possuem valor fixo e, portanto,
nao terao seus estados alterados pelo procedimento. Em relagao aos demais vértices do
conjunto extremal, o estado de cada um é da forma (2;,d). Em Gp, realizamos o passo 3

do procedimento descrito na Secao [2.3] e obtemos as distribuicoes dos vértices.
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a) b)
@ Fo.503 @ Fo.503 @ (0.710, d) @ (0.710, d)

@ Fo.503 Moz& @ Fo.503 (0.503, f)

Fo 503 Fo.503 (0.110, a) (0.601, f)

(5) Fo.sos Fo.s03 . Fo 503 (0.503, /%76 a
@ 0.503 @ Fo.503

(0 503, f) @ (0.503, d)

Figura 4.13: Grafos Gp (a) e G¢ (b) no instante de tempo n = 5, antes de realizarmos as distribuigdes e

declarar os estados dos vértices. Em G¢, O vértice 8 (em preto) ja foi removido de €. Em Gp, r5 = 12.

Finalmente, removemos os vértices restantes de € e, a partir de suas respectivas distri-
buigoes, obtemos valores que serao fixados nos vértices que, por sua vez, serao declarados

fechados. A configuragdo final de G¢ pode ser observada na Figura [£.14]b.

@ Fo 503 @ Fo.503 e (0.955, f) e (0.986, f)
@ Fy 503 Fo.503 @ Fo.503 (0.781, §)
Fo.503 Fo 503 (0.110, a) (0.601, f)
@ Fo 503 Fo.503 @ Fo 503 (0.809, f) (0.076, a)

. 0.503 @ Fo.503 (0.503, f) (0.559, f)

Figura 4.14: Grafos Gp (a) ¢ G¢ (b) ao final do instante de tempo n = 5. Em Gp, a avalanche foi
encerrada. Em G¢, o processo acoplado também foi encerrado, e temos um aglomerado finito a partir da

origem, dado por C' = {0, 1,6}.
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4.3.4 A dominagao estocastica entre os processos

Vamos enunciar e demonstrar duas proposicoes que mostram a dominacao estocas-

tica entre as avalanches no modelo Bak-Sneppen e o processo acoplado.

Proposicao 4.3.1. Para todo vértice ve € € e seu vértice correspondente, vg € Gg, em
qualquer instante de tempo, a distribuicao de ve € estocasticamente maior que a distri-

buicao de vp.

Demonstracao. A prova segue por inducao. Seja k o instante de tempo em que um
vértice de G¢ é adicionado ao conjunto €. Se o vértice v acabou de entrar no conjunto
extremal, entao o vértice correspondente vg é vizinho do vértice minimal e, portanto, tem
distribuicao U(0,1). E pela definigao do processo acoplado, a distribui¢ao de ve também

¢ U(0,1). Portanto, vale a afirmacao do teorema.

Agora, suponha que vc € € no instante de tempo k+n e que a proposicao também é
vélida em k+n. Ainda no instante de tempo k+n, sejam U uma varidvel aleatéria U(0, 1),
F,(U) e F,(U) as variaveis aleatérias com as distribui¢oes de vp e ve, respectivamente e

m o valor do vértice minimal. Pela hipdtese de inducao, vale a afirmagao. Isto é, Vz,

P(F,(U) >z) > P(F,(U) > z).

Logo,
1_m—z_1_90—y7
1—=2 1—y
ou, equivalentemente,
z2y

Vamos mostrar que a proposicao vale para o instante de tempo k+n+1. Suponha que
y < 1. Primeira, vamos assumir que vg nao ¢ o vértice minimal no instante de tempo k+n.
Entao a distribui¢ao no instante de tempo k+n+1 de vg serd U(yVm, 1). J& a distribuigao

— )t
do vértice correspondente em &, ve, sera U(Z, 1), onde 2 = z—i—(l—z)u

. Temos que
mostrar que P(Fyy,(U) > ) < P(F;(U) > z), ou, equivalentemente, que (y V. m) < Z.

Neste caso, temos duas possibilidades:

e Se (yVm)=1y: Entdo (m —y)" =0, o que implica que 2 = 2, ou seja 2 > y.
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e Se (yVm)=m: Entao (m —y)* = m — y, o que implica que

(m—y)*
1 —
Z—2Yytm-—y—mz-+zy
L—y
Z—2Yy+m—y—mz-+zy —my-+my
L—y
m(l—y)+z—y+my—mz—zy+2zy
-y
(1-m)(z -y

= m+ > m.
I—-y

Z2 = z+(1-2)

Portanto, (y V m) < 2. Agora, vamos assumir que vg ¢ o vértice minimal no instante
de tempo k 4+ n. Entao, no instante de tempo k +n + 1, o vértice correspondente, vo, é

removido de €, e nao ha nada para provar, o que conclui a prova da proposicao.

]

Proposicao 4.3.2. Se o alcance de uma p-avalanche em Gpg € finito com probabilidade

1, entao a probabilidade de haver um aglomerado infinito no processo acoplado € zero.

Demonstracao. Com efeito, se a a probabilidade de uma p-avalanche é zero, entao os valo-
res de todos os vértices em G sao maiores que p. Pela Proposicao[d.3.1], todos os vértices
correspondentes em € tém distribuigoes estocasticamente maiores , o que implica que eles
serao declarados fechados e removidos do conjunto extremal. Portanto, a probabilidade de

um aglomerado infinito no processo acoplado € zero, o que encerra a prova da proposicao.

]

Para encerrar a secao, vamos dar um exemplo que mostra que o processo acoplado
¢ finito, mas a p-avalanche pode ser infinita. E isso mostra que a dominagao estocastica
nao é uma igualdade estocastica. Seja G = Z e seja p = 0.7. Por fins de ilustracao,
mostraremos apenas a parte do grafo onde ocorre a dinamica. A configuracao inicial
é idéntica a configuracdo apresentada na Figura 4.7, Ao final instante inicial, temos a

seguinte configuracao:
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a) b)
O—@&—Q @—0—=@
Fy Fy Fo (0,d) (0,a) (0,d)

Figura 4.15: Grafos Gp (a) e G¢ (b) ao final do instante inicial e no inicio do instante de tempo n = 1.

Ap6s a realizacao das distribuicoes, a origem serd o préximo vértice minimal.

No instante de tempo n = 1 (Figura4.16|), suponha que o vértice minimal é a origem,

com m = 0.5.
(0.5 — 0)+

=0.5;i=1,2.
10 0.5; 2 ,

4 =04 (1-0)

Observe que nao temos alteragoes em Gp. Em G¢ as distribuigoes dos vértices de € (em
cinza) sao estocasticamente maiores, se comparadas as distribui¢oes dos préprios vértices

no instante de tempo anterior.
a) b)
O—B—O @—0—@

Fy Fy Fy

(0.5, d) (0,a) (0.5, d)

Figura 4.16: Grafos Gp (a) e G¢ (b) ao final do instante tempo n = 1 e no inicio do instante de tempo

n = 2. Novamente, a origem serd o préximo vértice minimal.

No instante de tempo n = 2 (Figura4.17)), suponha novamente que o vértice minimal

é a origem, com m = 0.5. Veja o que acontece em G¢:

0.5 0)*
%=05+U—0®L7—3L=ﬂ7&i=L2
a) b)
@® © @ @® © @
Fo Fo Fo (0.75,d) (0,a) (0.75,d)

Figura 4.17: Grafos Gp (a) e G¢ (b) ao final do instante tempo n = 2 e no inicio do instante de tempo

n=3.
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Como 0.75 > p, os vizinhos da origem eventualmente serao fechados. Para isso,
basta que um vértice correspondente de um dos vizinhos da origem seja minimal em
G . Portanto, o aglomerado no processo acoplado é finito, mas a avalanche no modelo

Bak-Sneppen pode ser infinta, ja que ainda nao foi encerrada.

4.4 Prova do Lema 4.1.2

Para completar a prova do Lema [£.1.2] nos resta mostrar que o processo acoplado,
de fato, constrdi um aglomerado aberto na origem no modelo de percolagao em sitios, com
a ressalva que a origem ¢é aberta com probabilidade 1. Para facilitar o entendimento da
prova, primeiro damos um exemplo. Ao mesmo tempo, o exemplo mostra a construcao

do processo acoplado.

4.4.1 Um exemplo

Considere a avalanche no modelo Bak-Sneppen, com o limitante igual a p, e o pro-
cesso acoplado em G = Z, com parametro p. Queremos calcular a probabilidade de que,
no processo acoplado, ambos os vizinhos da origem estejam fechados. Note que, para o
modelo de percolacdo em sitios, essa probabilidade é (1 — p)? e, portanto, nosso objetivo
¢ mostrar que o mesmo vale para o processo acoplado. Para calcular essa probabilidade,

introduzimos a funcao g, e os eventos A e B,:

9p : [0,p] — [0, 1]
x+— P(A| B,)

onde A é o evento {Os vizinhos da origem sao declarados fechados} e B, é o evento {O
estado atual dos vizinhos é (z,d)}. Ou seja, g,(z) é a probabilidade dos vizinhos da
origem serem declarados fechados, dado que o estado atual dos vizinhos é (z,d). Estamos

interessados em calcular g,(0).

Comegando com o estado (z,d) para os dois vizinhos, vamos denominar esse passo

como o passo inicial. No processo acoplado, os vizinhos da origem sao declarados fechados
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se seus respectivos valores estao acima de p. E neste caso, ha duas saidas para que os
vizinhos da origem sejam declarados fechados (vale lembrar que os dois vizinhos da origem

tém distribuigao U(z, 1), j& que o estado de ambos ¢ (z,d)):

1. Se, no passo inicial, os valores dos 3 vértices (origem + vizinhos) no modelo Bak-
Sneppen sao maiores que (p—x)/(1—x): se isso acontecer e o vértice minimal nao for

a origem, entao o vértice correspondente ao vértice minimal no modelo Bak-Sneppen
b= __
11—z

1-0
esse vértice sera declarado fechado, e os demais vértices serao fechados no passo

terd seu valor fixado em um valor maior que = + (1 — z) = p. Portanto,
final. Se o vértice minimal for a origem, entao os vizinhos da origem no processo
acoplado terao um estado com distribuicao acima do minimo, o que implica que,

eventualmente, eles serao declarados fechados.

2. Se o vértice minimal no modelo Bak-Sneppen ¢é a origem e seu valor estd abaixo de
(p —x)/(1 — x): neste caso, os vizinhos da origem no processo acoplado nao serao
declarados fechados imediatamente, ja que o estado da origem no processo acoplado
é definido com (0, a) e, portanto, ndo pode ser alterado. Assim, temos que verificar
as atualizagoes seguintes. As distribui¢des dos 3 vértices no modelo Bak-Sneppen
sem memdria serao atualizadas para U(0, 1), usando as variaveis aleatoérias Uy, U; e
Us. Por outro lado, no processo acoplado, o estado dos vizinhos serd (z+(1—x)b, d),
onde b é o valor associado a origem no passo inicial. Para o segundo passo, estamos
em um situacao similar ao passo inicial, exceto que agora o estado dos vizinhos é

(x 4+ (1 — )b, d), ao invés de (z,d).

Em qualquer outro caso, os vizinhos da origem nao serao declarados fechados. Com
efeito, se, no modelo Bak-Sneppen, o vértice minimal for um dos vizinhos da origem e seu
valor for menor que (p — z)/(1 — x), o vértice correspondente no processo acoplado sera
declarado aberto, pois seu valor serd menor que p, que é justamente o que nao queremos.
Segue que

9,(z) ::P(A|Br):P(Aﬂ{M>p_x} ‘Bx)JrP(Aﬂ{Mgp_x} ’Bx>,

l1—=x
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onde M = min{Uy, Uy, Us}.

Assim,
gp(:c):P<A'{M>p_x}ﬂBm)P(M>u Bx)+P<Am{M§p_x} ‘Bx).
1—=z 1—=z 1—2x
Note que os eventos {M > %E_ x} e B, sao independentes. Portanto,
—
@) =P(A|{M>L""tnp P(M>L"2) P (An{v <=2V B, ).
11—z 11—z 11—z
(4.2)

Na primeira parcela do lado direito da Equagao (4.2)), temos que P(A | DN B,) =1,
pois essa probabilidade condicional é exatamente o caso 1, ja que o valor do vértice minimal

¢ maior que (p —z)/(1 — x). Assim,

gp<w>=P(M>]f:§)*P(A”{ngfii} ‘B)

que, pela Equagao (5.1)), pode ser escrita como

= (14=7) +r(an ==} =)

Podemos reescrever a segunda parcela do lado direito da Equagao (4.2)) da seguinte

forma:

_ 3 (p—=z)/(1—x)
a0 = (1=2) + [ PAI{M =B N B fulbdb, (43)

onde fy(b) é dada pela Equagao (5.2)).
Também podemos reescrever P(A | {M = b} N B,) como
2
PAM=0}0B) = Y PA{K =i} {M=0}0E)
i=0

2
= Y PA{K=i}n{M =b}NB,)P(K =i|{M =b}NB,).

i=0
onde {K =i} é o evento {O i-ésimo vértice é o vértice minimal}. Note que P(A | {K =

i}N{M = b} N B,) s6 ¢ diferente de zero quando K = 0, que é exatamente o caso 2. Vale
também que {K =i} é independente dos eventos {M = b} e B,. Assim,

PARM =0}, B,) = P(AKK = 0}, {M = b}, B)P(K = 0)
= SPUANK =0}, {M = b}, By)
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ja que P(K =1i) =1/3, para todo i.

Veja que o evento {A|{K =0} N{M =b} N B,} é equivalente ao evento {A |
Bﬁ(l_x)b}. Com efeito, o evento em que os vizinhos da origem sao declarados fecha-
dos, dado que no modelo Bak-Sneppen a origem é o vértice minimal com valor b e o
estado atual dos vizinhos é (z,d), é equivalente ao evento em que que os vizinhos da
origem sao declarados fechados, dado que o estado atual deles é (x + (1 — x)b, d). Este é

exatamente o caso 2. Portanto,
1
P(A | {M = b}7Bx> = §P(A | B:H(lfx)b)
Pela definicao de g,, temos que

PA|{M =10b},B,) = %gp(x + (1 —2)b). (4.4)

Substituindo as Equagoes (4.4)) e (5.2) (para N = 3) na Equagao (4.3)), temos:

1—p\? 1 [0/ )
gp(z) = (1 — x) + 5/0 3(1 —b)*gy(z + (1 — 2)b)db.

Substituindo y = x+(1—x)b (isto é, b = (y—x)/(1—x), o que implica que db = dy/(1—x)),

o) = (222 4 [ (22) wong

= T ((1 —-p)*+ /:(1 - y)Qgp(y)dy> ; (4.5)

obtemos:

e, para h pequeno,
wlo ) = (-0 [ a-ptama).  ao

+h

Portanto, a diferenca entre as Equagoes (4.6) e (4.5]) nos fornece:

e e A

(4.7)
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Podemos usar a Equacao (4.7)) para mostrar que g, é continua. Como g, € [0, 1], temos

que g,(x+h) = g,(z), quando h — 0. Portanto, g, é continua, e o coeficiente diferenciavel

¢é dado por
pet il = ale) (O = e o) — s [ (A= 0P

(4.8)
Vamos calcular o coeficiente diferencidvel para obter a derivada de g(z). Primeiro, vamos

calcular o limite a direita do coeficiente diferencidvel:

lim g”(“h})L_gp(x):lim ((1_@ —(l-z—h) gp(x)—M/: (1—y)29p(y)dy>

h—0+ h—0+ h(1 —z —h)? 1—z—
(=P -(1—z—h)? S vth )
e g o S R Yy p—y /z 1=y g (y)dy.
(4.9)
Para a primeira parcela do lado direito da Equacao (4.9)), temos:
. (1=2P-0Q—2-h)3 . 31 —2)*h —3(1 —x)h? + A3
1 = 1
B h(1—xz —h)3 9v() P st h(1—x—h)3 gp(7)
3(1 —x)%g,(x
( a _>x)§( ) (4.10)

Para calcular o limite da segunda parcela da Equagao (4.9) vamos usar a regra

de L’Hopital (j& que temos uma indeterminagao do tipo g). Para isso, vamos calcular a

derivada do numerador, que vamos definir como F'(h) = /Hh(l—y)Qgp(y)dy. Defina G(y)
como a primitiva de (1—y)2g,(y), isto é, G'(y) = (1 —y)ngp(y). Pelo teorema fundamental
do célculo, G(y) é uma fun¢do continua no intervalo [x,z + h], pois (1 — y)? e g,(y) sdo
continuas neste mesmo intervalo. Portanto, novamente pelo teorema fundamental do
célculo, F(h) = G(x + h) — G(x), ou seja, F'(h) = G'(z + h) = (1 —x — h)*g,(x + h). E
a derivada do denominador da segunda parcela da Equacao éigual a (1 —2 —h)® —
3h(1 — x — h)?. Portanto,

, 1 ath ) GO (1—x—h)?g,(x+h)
R A ¢ / L=yroldy = M g = — )2
(1 —2)%gy()
(I—a)%

Substituindo as Equagoes (4.10) e (4.11)) na Equagao (4.9)), obtemos que

lim gp(x +h) — gp(x) _ 3(1 — x)%gy() _ (1 —2)gp(x) _ 2gp(z)
h—0+ h (1—x)3 (1—x)3 1—x

(4.11)
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Fazendo exatamente o mesmo procedimento feito para o limite a direita, obtemos o

limite a esquerda:

et =g @) _ 2()
h—0— h 11—z
Ou seja, os limites laterais sdo iguais, o que implica que o limite existe. Logo, g,(x)
¢ diferencidvel e g () = 2g,(x)/(1 — ). Esta ¢ uma equagao diferencial ordinaria linear
de primeira ordem, com condigao de contorno dada por g,(p) = 1. Esta equagao tem uma

unica solucao para cada p e sua estrutura é dada por:

Para resolver o sistema, assuma que g,(z) # 0. Vamos dividir ambos os lados da equacao

por g,(z):
9p() 2
(x) 1—=x

Entao, integramos com respeito a x e obtemos:

S

2
inlgg()| — [ 1 ds =l

onde ¢;(p) é uma constante de integragao. Entdo, tomamos a exponencial em ambos os

2 C
g, exp </J1 z ds) e,
_ e ® 2
gp(z) = £ exp T ds

gp(x) = £ P exp (—2In(1 — )
-
(1—=2)*

lados:

Ou seja,

gp@) = e )
Definimos uma nova constante c;(p) = e ®) e, assim,

) — c2(p)
9p() 1-2)2

Usando a condicdo de contorno, temos que cy(p) = (1 — p)?, o que implica em

gp(z) = (1 = p)?/(1 — x)*>. Em particular, a probabilidade de que, no processo acoplado,
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os dois vizinhos da origem sejam declarados fechados é dada por g,(0) = (1 — p)?, como
desejado.

Este tipo de célculo nao é generalizado para eventos mais complicados. Portanto, a prova
de que o processo acoplado constréi um aglomerado a partir da origem no modelo de

percolacao em sitios, que veremos agora, tem um estilo diferente.

4.4.2 O acoplamento

Nesta secao, vamos olhar para o modelo Bak-Sneppen sem memoria sob uma pers-
pectiva diferente. Na Secao definimos o modelo Bak-Sneppen sem memoria e verifica-
mos que a distribuicao dos vértices neste modelo coincide com a distribuicao dos vértices
no modelo original. Aqui, veremos que, a partir das distribui¢oes (condicionais) dos vérti-
ces no modelo Bak-Sneppen sem memoria, podemos gerar um vetor aleatorio, que vamos
chamar de informacao, e essa informacao sera usada para atualizar os estados dos vérti-
ces no processo acoplado. Vamos determinar qual é a distribuicao dessa informacao e as
consequeéncias sobre o processo acoplado. Por fim, mostraremos que o processo acoplado,

de fato, constréi um aglomerado a partir da origem no modelo de percolacgao.

A informacao gerada pelo modelo Bak-Sneppen sem memoria

Nosso primeiro objetivo é determinar a distribuicao da informagao que usamos para
gerar o processo acoplado. Por enquanto, vamos esquecer o processo acoplado e focar
apenas no modelo Bak-Sneppen. Considere o instante de tempo n do modelo Bak-Sneppen
sem memoria, onde o alcance é dado por r,. Vamos enumerar estes vértices, de 0 a r,,_1,
e vamos supor que os respectivos limiares dos n vértices na avalanche sao o, ..., ¥r,—1
(Isto é, cada vértice tem distribuigao U(y;, 1)), para 0 < ¢ < r — 1. Seja {U;}.";" uma
sequéncia de varidveis aleatérias U(0, 1) associadas aos respectivos r, vértices. Agora,
vamos gerar uma amostra desse vetor, ou seja, vamos gerar uma sequéncia aleatéria de r,
valores distribuidos uniformemente no intervalo (0,1). Usando a func¢ao F,, (U;), obtemos

uma nova sequencia aleatéria. Esse procedimento é equivalente a obter uma amostra

diretamente das distribui¢bes marginais U (y;, 1).
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Entao, localizamos o vértice minimal, que tem valor M e é o vértice de indice K, onde M

e K sao variaveis aleatorias. Portanto,
M —
Ug = — %
I —yk
Condicionando em K e M, os valores restantes U;, i # K, s@o uniformemente distribuidos
acima de (y; V M), respectivamente. Isto é, sabemos que
—Yi

M
Uy >—— 1i#K.
L=y

Nos descrevemos uma forma um pouco complexa de amostrar a partir do vetor
original (Uy, ..., U,,—1), isto é, geramos uma amostra a partir de (F,,(Up), ..., Fy, _, (Ur,-1))
e, dada a localizacao do vértice minimal e do seu valor, é possivel extrair informagoes sobre
as coordenadas U;, de forma que seja possivel gerar uma amostra de U (0, 1). Note que nao
estamos afirmando que Uy é uniformemente distribuido no intervalo (0, 1). Entretanto,

como K ¢ aleatério, isso nao contradiz o fato de que o vetor (U, ..., U, _1) consiste de

varidveis aleatdrias independentes e uniformemente distribuidas no intervalo (0, 1).

Um exemplo

1 2 3 U1 U2 U3

Figura 4.18: Amostra de 3 uniformes no intervalo (0, 1) recuperada a partir das distribui¢ées dos vértices

do modelo Bak-Sneppen sem memoria.

Seja (Uy, Us, Us) um vetor aleatério de 3 varidveis i.i.d. com distribuigdo comum
U(0,1). Considere os vértices 1, 2 e 3 no modelo Bak-Sneppen sem memoria, como na
Figura [4.18] com distribuigoes U(0.2,1), U(0.3,1) e U(0.6,1), respectivamente. Apos

os valores serem gerados a partir das distribuicoes, o vértice 1 é o minimal com va-
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lor igual a M = 0.5. Assim, sabemos a localizacao do vértice minimal e o seu va-
lor. Consequentemente, é possivel obter uma amostra 3 uniformes (0,1). Para isso,
basta usar os respectivos limiares das distribuigoes: U; = (0.5 — 0.2)" /(1 — 0.2) = 3/8,
Uy > (05-03)T/(1-03) =2/TeUs > (0.5—0.6)"/(1 —0.6) = 0. Essa amostra,
composta por U; = 3/8, uma amostra de uma U(2/7,1) e uma amostra de uma U(0, 1), é
uma amostra de trés variaveis aleatérias independentes e uniformemente distribuidas no

intervalo (0, 1).

De volta ao processo acoplado

Voltando para a Secao deve estar claro que a informacao gerada acima, isto €, as

variaveis aleatérias independentes e uniformemente distribuidas, sao usadas para alterar
os estados dos vértices contidos em €. Observe que usar |€| coordenadas ao invés de n
nao afeta suas distribuicoes marginais, ja que os valores das U;’s independem dos vértices
estarem ou nao em €.
Agora é possivel dar uma descricao direta da construcao do processo acoplado. Iniciamos
com a origem aberta e observamos os vizinhos da origem, que tém estado (0,d), ou seja,
distribuicao Fy. Amostramos dessas distribui¢oes usando o vetor (Uy,. .., U, 1), que foi
obtido a partir do modelo Bak-Sneppen. Essa amostragem é feito da seguinte maneira:
em cada instante de tempo, pelo menos um vértice é fixado e aos demais sao atribuidas
distribuigoes. O caso em que nenhum vértice é fixado é quando o vértice que corresponde
ao vértice minimal nao pertence a €. Em outras palavras, o caso em que ha um valor
fixado corresponde ao caso em que vcx € €. Para calcular os novos valores associados
aos vértices em €\ {vc i }, usamos a informacao de que as U;’s sdo independentes e unifor-
memente distribuidas acima de (M — y;)* /(1 — y;), respectivamente. Ou seja, os valores
atuais nao sao fixados, mas as respectivas distribuicoes dos vértices sao alteradas, condici-
onando nesses valores. Assim que um vértice tem um valor fixado, ele é declarado aberto
se, e somente se, esse valor for menor que p. Sempre que um vértice é declarado aberto,
os vizinhos que nao tém um valor fixado ou que nao pertencem a & sao adicionados a &
com estado (0, d).

Tendo em vista que os vértices tém distribui¢oes U (0, 1) independentes quando adiciona-
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dos a € e a informacgao que nds usamos para atualizar as distribuicoes também é de uma
amostra de U(0, 1) independentes, vale o seguinte: se, em qualquer instante de tempo, o
procedimento é interrompido e todas as distribuigoes sao amostradas (isto é, sao gerados
valores a partir de todos os vértices que estao associados a uma variavel aleatéria), uma
amostra de uniformes no intervalo (0, 1) independentes serd recuperada. Portanto, todos
os vértices considerados sao abertos independentemente e com probabilidade p. E esse
procedimento nao ¢ diferente de construir um aglomerado a partir da origem no modelo

de percolagao em sitios através do método descrito na Secao [1.2.2] Isso completa a prova

do Lema [4.1.2

Veja que, no caso de uma avalanche infinita no modelo Bak-Sneppen, alguns vértices
no processo acoplado nunca terao um valor fixo. E isso é bastante razoavel, pois é um
indicativo de ocorréncia de percolacao a partir da origem, isto é, um aglomerado a partir
da origem é construido dinamicamente e pode ser infinito. De forma equivalente, no
modelo de percolacao em sitios, nem todos os vértices serao examinados na construcao do

aglomerado.
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5 Avalanches Maximais

Até agora, no estudo de avalanches no modelo Bak-Sneppen, nosso foco se restringiu
a valores fixos do limitante. A partir de agora, vamos estudar o comportamento de ava-
lanches quando o limitante é uma variavel aleatoria e investigaremos a duragao esperada
das avalanches, dentro deste contexto, em grafos finitos e conexos. O material utilizado

como referéncia é o [4].

5.1 Introducao e resultados

Na Segao[2.2] vimos que podemos definir o modelo Bak-Sneppen como uma sequéncia
de avalanches. Vimos também que podemos obter diferentes decomposicoes em avalan-

ches, dentre elas a decomposicao maximal de avalanches.

Relembrando, na decomposi¢ao maximal de avalanches, definimos o limitante inicial
como sendo o valor da origem, que é o vértice minimal inicial. Ao final de uma avalanche, o
valor do préoximo limitante sera o valor do novo vértice minimal. Ou seja, sempre fazemos
a escolha madxima para o limitante, que é o valor minimo dentre os valores dos vértices

naquele instante de tempo.

Uma razao para olhar para a decomposi¢ao maximal de avalanches é entender como

o modelo Bak-Sneppen tende a criticalidade.

Em grafos transitivos, a duracao de uma avalanche depende apenas do limitante,
ja que todos os vértices tém o mesmo numero de vizinhos. Em grafos nao-transitivos,
a duracao depende da origem. Ainda assim, podemos discutir a duracao da primeira

avalanche com uma origem aleatoria em grafos nao-transitivos.

Considere o modelo Bak-Sneppen em um grafo conexo e com N vértices. Se olhar-
mos para a avalanche inicial na decomposicao maximal, vemos que o limitante inicial é

o minimo de N variaveis aleatorias independentes e uniformemente distribuidas no in-
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tervalo (0,1). Seja {U;}Y, uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. U(0,1) e seja

B = min{Uy, ..., Ux}. Temos que

P(B<b)=1-P(B>b).

Veja que podemos reescrever o evento {B > b} como (]{UZ > b}. Assim,
i=1

}%Bgmzl—P<FH&>bg.

Como {U;}¥, é uma sequéncia i.i.d., vale que

PB<b) = 1-[[PW:>b)

= 1—(P(U, > b)Y

= 1-(1-Y, 0<b<1. (5.1)

Isto é, temos uma avalanche com um limitante aleatério B, cuja funcao densidade
fB(b) é dada por
fad) = N(L—p)¥" 0<b< L. (5.2)

Isto é, a distribuigao de B é beta(1, N).

Defina a varidvel aleatéria DY (ou DgN) como a duracao da avalanche inicial em Gy,

com limitante B = min{Uy, ..., Un}.

Teorema 5.1.1. Seja Gx um grafo conexo com N wvértices. A duracao esperada da

primeira avalanche em Gy € infinita, isto €, E (Dﬁ) = 00.

Uma maneira bastante usual de analisar o modelo Bak-Sneppen se da através de
simulagoes. E este teorema é um prova de que deve-se ter bastante cuidado ao analisar
simulagoes. De acordo com [4], o resultado deste teorema ¢é dificil de ser verificado em
simulacgoes, especialmente quando N é grande. E isso decorre do fato de que é necessario
um limitante alto, o que é improvavel. Vale ressaltar que aqui o limitante é uma variavel

aleatoria.

Corolario 5.1.1. Se Gy € transitivo, entdo qualquer avalanche em Gy tem dura¢ao

esperada infinita.
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Demonstracao. Com efeito, se o grafo é transitivo, o niimero de vizinhos de qualquer
vértice é o mesmo. Portanto, o alcance de cada vértice também é o mesmo, o que faz com
que o valor esperado da duracao seja independente da origem da avalanche. E como os
limitantes das avalanches subsequentes sao estocasticamente maiores que o limitante da

avalanche inicial, temos que a duracao esperada de qualquer avalanche em G é infinita.

]

Seja E; (Dﬁ) a duracao esperada de uma avalanche com limitante B em um grafo
conexo Gy, onde o valor do vértice minimal é obtido a partir da sequéncia de variaveis
aleatérias {U;}/_,, isto é, a partir de j variaveis aleatérias U(0,1). No Teorema m,
podemos denotar £ (Dﬁ) como Ey (Df,).

Teorema 5.1.2. Seja Gy um grafo conexo com N wvértices. Se j > N, entao a duragao

esperada de uma avalanche em Gy € finita, isto €, E; (Dﬁ) < 00.

Uma varidvel aleatéria U(0, 1) adicional ja é suficiente para obter duracao esperada

finita.

5.2 Prova do Teorema [5.1.1]

A prova sera feita para o caso em que Gy = Ay, onde Ay é um circulo com N
vértices. Mais adiante, veremos como ¢ feita a extensao para o caso geral. Para provar

o teorema, sao enunciados e provados os Lemas [5.2.1], 5.2.2) e [5.2.3] A ideia da prova

consiste em dividir a avalanche em blocos (que vamos definir abaixo) e mostrar que, dada
uma configuracao especifica do primeiro bloco, a avalanche s6 termina apds inicio de um

evento, e o tempo para a ocorréncia deste evento tem valor esperado infinito.

Usando uma propriedade de esperanca condicional, podemos verificar o teorema

para N = 3. Veja que

E (DY) =E(E(DY) | B) :/0 E (DY | B=1) fp(b)db :/0 E(D},) f5(b)db.

Quando N = 3, as distribuigoes dos vértices sao i.i.d. em qualquer instante de tempo,

ja que qualquer vértice de Az é adjacente aos demais vértices. E fixando o limitante, a
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probabilidade de sucesso serd sempre igual (aqui, o sucesso é o valor estar acima de b).

Portanto, ) X
2
E(Dy) :/ Mdb:?)/ L =
0 (L- b o 1

Para n > 3, uma técnica mais sofisticada serd necessaria, ja que as distribuicoes dos
vértices nao sao independentes.

Para todo m € N, definimos o bloco m, de tamanho 2N, como um conjunto de 2N
atualizagoes no intervalo de tempo [2mN,2(m + 1)N — 1] onde, em cada atualizagao
(instante de tempo), 3 novas variaveis aleatérias uniformes no intervalo (0, 1) sdo geradas
e associadas ao vértice minimal e & seus vizinhos (vale ressaltar que o grafo em questao é
um circulo e, portanto, cada vértice tem 2 vizinhos). Essa associagao é feita da seguinte
forma: suponha que no instante de tempo n, o i-ésimo vértice é o vértice minimal. Assim,
a n-ésima atualizacao é feita, isto é, associamos as variaveis aleatérias Us,, Uspi1, Uspio
aos vértices 1 —1, 1 e i+ 1, respectivamente. Na prética, essas varidveis aleatérias geram os
valores atribuidas aos vértices. Note que é possivel que um vértice esteja associado a mais

de uma variavel aleatéria. Note também que cada bloco contém 6N varidveis aleatorias,

uma vez que cada atualizacao gera 3 variaveis aleatérias.

Um exemplo

Considere o grafo A7, como na Figura [5.1]
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7 1 2 3 4 ) 6

Figura 5.1: Configuracao de A7 no inicio da b-avalanche. Os valores dos vértices, representados pelos
pontos no grafico, foram gerados a partir de uma amostra de 7 varidveis aleatérias independentes e
uniformemente distribuidas no intervalo (0,1). O minimo dessa amostra determina o limitante, que serd

denotado por b.

O limitante é definido como o valor minimo da amostra inicial. Em outras palavras,
o limitante é o valor do vértice minimal (que é o vértice 4) antes do inicio da avalan-
che. Como o valor é b, daremos inicio a uma b-avalanche (Figura , e executamos o

procedimento de atualizacao.
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1 :
¢ U.l
b ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Uy
U
0
71 2 3 4 5 6

Figura 5.2: Configuragao de A; apds a primeira atualizagao, ao final do instante de tempo n = 0. Os
pontos em preto representam os valores dos vértices que foram alterados e, abaixo destes pontos, as

variaveis aleatdrias Uy, U; e U, associadas ao vértices 3, 4 e 5, respectivamente.

Agora considere que a b-avalanche foi executada até o final do bloco 0 (intervalo de
tempo [0, 13]). Por fins de ilustragdo, vamos omitir as varidveis aleatérias Uy, Uy, ..., Uy

do bloco 0.

7 1 2 3 4 ) 6

Figura 5.3: Configuragdo de A7 ao final do primeiro bloco (bloco 0), depois de 14 atualizagoes. Note que

a b-avalanche ainda esta em andamento.
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No instante de tempo n = 2 -7 = 14 (Figura [5.4)), a avalanche ainda estd em
andamento, e temos o inicio do bloco 1. Veja que o vértice 3 é o vértice minimal. Entao,

associamos as variaveis aleatérias Uyo, Uyg € Uy aos vértices 2, 3 e 4, respectivamente.

1
b ettt
o Uas hd .
Vaa Uiy
0
7 1 2 3 4 5 6

Figura 5.4: Configuracao de A7 ao final no instante de tempo n = 14, depois de 15 atualizagoes.

No instante de tempo n = 15 (Figura [5.5)), o vértice 1 é o vértice minimal e, conse-
quentemente, associamos variaveis aleatorias Uys, Usg € Uyr aos vértices 7, 1 e 2, respecti-
vamente. Dessa forma, depois de duas atualizacgoes, as varidveis aleatorias Uys e Uyr estao

associadas a um mesmo vértice (vértice 2).



5.2 Prova do Teorema [5.1.1 100

1
b S e it e
U °
R . 2 Uiz U:m
Uss Uss U:w
0
7 1 2 3 4 5 6

Figura 5.5: Configuracao ao final do instante de tempo n = 15, depois de 16 atualizagoes.

No exemplo, observe que cada bloco contém 7 -6 = 42 variaveis aleatorias. Dizemos

que o bloco m é ruim se o evento

{B > Usmn > Usmn+1 > Usmniz > .. > Usminyn—1} (5.3)

ocorre. Em palavras, um bloco é ruim se todos os valores do bloco estao abaixo de B e
estdo em ordem decrescente. No exemplo anterior, o bloco 0 nao pode ser ruim (Figura
, ja que os valores gerados pelas variaveis aleatérias no instante de tempo n = 0 ja
nao satisfazem a relacao acima. Por outro lado, a Figura [5.5| sugere que o bloco 1 seja
ruim. Para que isso de fato aconteca, a relacao de monotonicidade deve ser preservada

até final do instante de tempo n = 27.
Seja
a; : N — [0, 1]
n—u

o valor do i-ésimo vértice no tempo n e seja s, o primeiro instante de tempo logo apds o
fim do r-ésimo bloco ruim. Isto é, s, é um variavel aleatoria que toma valores no conjunto

{2N,4N,6N, ...}, uma vez que cada bloco tem tamanho 2N.

Lema 5.2.1. Parai=1,...,N, a;(s,) < B. Em palavras, no instante de tempo s,., todos

0s vértices estao ativos.
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Demonstracdo. Considere um instante de tempo do inicio de um bloco ruim. Apéds a
primeira atualizagao, procuramos o novo vértice minimal. A partir dai, temos duas pos-
sibilidades: ou o novo vértice minimal é um vértice que acabou de ser atualizado, ou o
novo vértice minimal é um vértice que nao foi atualizado agora. Mas veja que a segunda
possibilidade nao pode acontecer mais do que N vezes antes da primeira. Agora, assuma
que o vértice minimal é um vértice que acabou de ser atualizado. Portanto, no maximo,
em N atualizacoes, todos os vértices terao sido atualizados pelo menos uma vez. Assim,
depois de N + N = 2N atualizacoes, todas os vértices ja foram atualizados e seus respec-
tivos valores estao abaixo do limitante B, ja que estamos em um bloco ruim. Uma vez

que s, ¢ o instante de tempo apds as 2N atualizagoes, o lema esta provado.

O

Para os lemas a seguir, vamos precisar de mais algumas defini¢oes. Dizemos que uma
época é o intervalo entre dois blocos ruins. Utilizando a notacao ja definida, a m-ésima
época ¢ o intervalo [S;,, Smi1 — 1]. Note que o tamanho desses intervalos pode ser definido
como uma variavel aleatéria que toma valores no conjunto {0,2N,4N,...}. A m-ésima

época é definida como boa se
33m+1*1

> lwes =N

k=3sm

Em palavras, a m-ésima época é boa se pelo menos N variaveis aleatérias do intervalo

[38m, 3Sma1 — 1] geram valores acima do limitante B.

Seja A o evento em que o bloco 0 é ruim.

Corolario 5.2.1. Se o evento A ocorre, entao uma avalanche sé pode terminar em uma

época boa.

Demonstragao. Se o evento A ocorre, pelo Lema [5.2.1] todos os vértices devem ter seus
respectivos valores abaixo do limitante. Entretanto, para que a avalanche termine, os
valores dos N vértices devem estar acima do limitante B e, para isso, sao necessarias pelo
menos N variaveis aleatorias para gerarem novos valores acima de B. E esta é justamente

a definicao de uma época boa.
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Seja .S uma variavel aleatoria que representa o instante em que comeca a primeira
época boa. Note que S toma valores no conjunto {2N,4N,6N, ...}. Antes de enunciarmos
o proximo lema, daremos a motivacao dos lemas. Lembre-se que o objetivo é mostrar que
a duracdo esperada da primeira avalanche ¢é infinita, isto é, E(DX) = oo, para Gy = Ay.

Observe que
E (DY) =E(Dy | A)P(A)+E (D} | A°) P(A°) > E (D} | A) P(A).

Por outro lado, E (DY | A) > E(S | A). De fato, dada a ocorréncia de A, o instante em
que comec¢a uma época boa nao pode ser maior que o instante que termina a avalanche.
Portanto, para provar o Teorema/5.1.1} basta mostrar que E(S | A) = oo, ja que P(A) > 0.

E é aqui que entram os préoximos lemas.

Lema 5.2.2. E(S | A) > E(5).

Demonstragao. Seja Fp 4 a funcao distribuigao condicional de B dado o evento A. Temos

que
E(S|A) = /1 E(S | A, B =b)dFpa(b)db. (5.4)
0
Agora, observe que
E(S|A,B=b)=E(S|B=hb). (5.5)
Note que, quando condicionamos S a um limitante fixo (isto é, B = b), qualquer infor-
macao sobre o bloco 0 é irrelevante para a distribuicao de S. E de fato, a distribuicao de
S depende apenas de B, onde E(S | B = b) é uma fungdo nao decrescente em b. Além
disso, veja que, Vb € [0, 1],
Fpa(b) < Fp(b), (5.6)

onde Fg é a funcao distribuicao de B. Para verificar a equacao acima, defina U =

max{Uy, ..., Usn_1}. Temos que
Fpa(b)=P(B<b|A).

Logo,
FB‘A(b) = P(B <b | B>Uy>U; > ..> UGN—I),
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ou, equivalentemente,
FB|A(b) = P(B <bd ‘ {B > U} N {Uo >U; > ... > UGNfl})- (57)

Observe que o evento {Uy > Uy > ... > Ugy_1} ¢ independente do vetor aleatério (B, U).

Com efeito,
P(U0>U1>...>U6N_1|B:b,U§u):P(U0>U1>...>U6N_1|USU),

pois o limitante é independente das varidveis aleatérias geradas nas atualizacoes. Agora

nos resta verificar que P(Uy > Uy > ... > Usy_1 | U < u) = P(Uy > Uy > ... > Ugny_1).
6N—1

Note que o evento {U < u} pode ser reescrito como ﬂ {U; < u}. Logo,
i=0

P <{Uo >U; > ... > Ugn_1} N {ﬂfﬁfl{Ui < U}}>
P (N U < ) |

Como as variaveis aleatorias U;’s sao i.i.d., temos que

P<U0>U1>...>U6N_1|USU)=

P(u >Uy>U; > ... > UGNfl)
T2 PU; < w)

P(u > UO >U; > ... > UGN—I)
UGN '

P(UQ>U1>...>U6N_1|USU) =

O numerador da fragao acima pode ser reescrito da seguinte forma:

u uo UGN —2
P(u >Uy>U; > ... > U6N—1) :/ / / d’an_l : --du1 dU()
0 0 0

~
6N —1 integrais

ubN
= . 5.8
(6N)! (58)
Portanto,
1
PlUy>Uy>...>Usn-1 | U <u) = ——.
( 0 1 6N 1| _U) (6N)!
Por outro lado, substituindo u = 1, na Equagao (5.8)), obtemos que
1
PUy>Uy > ...>Usn-1) = ——-
(Uo 1 6N—1) (6N)!

Logo, P(Uy > Uy > ... > Ugy_1 | U =u) = P(Uy > Uy > ... > Ugn_1), 0 que implica que
{Up > U; > ... > Ugn_1} e U s@o independentes. Voltando para a Equagao (5.7)), temos
que

Fyja(b) = P(B<b|B>U).
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Mas
P(U < B <b)
P(B>U) ’

P(B<b|B>U)= (5.9)

e por definicao,
b b
P(U<B<b) = / / fu(v,u) dv du,
0 u

onde fp (v, u) é afuncio densidade conjunta de (B, U). E como B e U sao independentes,

temos que
b b b
PU<B<) = [ [ ot dvdu= [ fo@IFa®) - Fatw] du
Usando a desigualdade Fp(b)Fp(u) < Fgp(u), temos que

PWU<B<b) < / fo () [Fa(b) — Fa(b)Fa(u)] du

IN

b
Fy(b) /0 ()1 — Fy(u)] du.
Fg(b) /Ob fu(u) [/ul fB(v)dvl du
< w0 [ [ fotwsa)av i

Fa(b) / / fu(w) f5(v) do du
< Fy(b)P(B > U). (5.10)

IA

IA

Substituindo a Equacao (5.10) na Equagao (5.9), temos que

Fg(b)P(B >U)
P(B>U)

Fpia(b)=P(B<b|B>U)< = Fi(b)

o que conclui o resultado.

Substituindo as Equacoes (5.5) e (5.6) na Equagao (5.4)), obtemos que
1
B(S | A) > / B(S| B = b)dFy(b) db = E(S)
0

o que conclui a demonstracao do lema.

Lema 5.2.3. E(S) = oc.
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Demonstracao. Para provar este lema, vamos usar novamente a propriedade de esperanca

condicional. Podemos reescrever F(S) como
1
E(S) = E(E(S | B)) = / E(S | B = b)f5(b)db.
0

Agora, observe que, fixado um limitante B = b, a variavel aleatéria S tem distribuigao
geométrica, onde a probabilidade de sucesso é a probabilidade de ocorrer uma época boa.
Com efeito, o tamanho das épocas depende da ocorréncia de blocos ruins. E como condi-
cionamos S a um limitante fixo B = b, as variaveis aleatorias geradas pelas atualizacoes
sao i.i.d., o que torna o tamanho dos intervalos das épocas independentes e identicamente
distribuidos. Se definirmos p(b) como a probabilidade de que uma época seja boa, dado

que B = b, temos que E(S | B=10) = 1/p(b). Portanto,

B(s) - [ MlTbb))Mdb. (5.11)

Agora o nosso objetivo ¢é calcular p(b). Como queremos mostrar que E(S) = oo,
basta obter um limite superior para p(b). Para obter tal cota, vamos definir dois eventos.
Seja F}, o evento em que a primeira época nao termina antes ou no instante s; +n e G,

0 evento em que

k=3s1

J
min {j . Z 1{UkZB} = N} = n.

(.

~
XN,B

Em palavras, G, é o evento em que o n-ésimo valor gerado (isto é, o valor gerado por por
U,) é o N-ésimo valor acima do limitante B, apds o inicio da primeira época. Portanto,

podemos reescrever p(b) da seguinte forma:

p(b) =Y P(Fluss,Ga|B=0) =Y P(Flu3)|Gn, B =b)P(G,|B = ). (5.12)
n=N n=N

Observe que evento F;, so faz sentido para n > 12N, pois a primeira época nao acaba
antes do instante de tempo 4N. O caso em que a primeira época acaba no instante de
tempo 4N — 1 é o caso em que os dois primeiros blocos sao ruins. Assim, para n < 12N,
poderfamos escrever P(Gy|B = b) ao invés de P(F|,/3),Gn|B = b). Mas, como F,, é um
evento de probabilidade 1 (se n < 12N), escrever P(Gy|B = b) ou P(F|/3),Gn|B = b)

nos casos em que n < 12N nao afeta as parcelas.
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Ainda na Equacao (5.12)), podemos reescrever P(G,|B = b) como

p(b) =Y P(Flu3)|Gn. B =1b) P(Xyp=n).
n=N %,_/

P(Gn|B=b)
Note que para um limitante fixo B = b, a varidvel aleatéria Xy segue distribuicao
binomial negativa, isto é, Xy ~ binneg(n; N, 1 —b). Portanto,

n—1

P(Xyp=n) = (N—l

)(1 — )N N n > N.

Em palavras, a ocorréncia do evento G, é a ocorréncia de N sucessos em um ntmero
fixo de ensaios, n, onde o N-ésimo sucesso ocorre no n-ésimo ensaio. Consequentemente,
os demais N — 1 sucessos ocorrem dentre os n — 1 ensaios restantes. Aqui, o sucesso é
definido como o evento em que uma variavel aleatoria gera um valor acima do limitante

—1
b. Como b < 1, podemos cotar P(G,|B = b) por (]T\l[ B 1) (1 —0b)N. Assim,

s <3 (321 ) =0 PGB =)

n=N
Observe que, quando n > 6N?, temos mais blocos do que sucessos. Com efeito, cada bloco
tem 6N varidveis aleatérias, ou seja, se temos N blocos, temos 6/N? varidveis aleatérias.
Portanto, a (6N? + 1)-ésima varidvel aleatéria pertence ao (N 4+ 1)-ésimo bloco. Neste
caso, teriamos pelo menos N + 1 blocos contra N sucessos. E isto implica que todas as
varidveis aleatoérias de pelo menos |(n — 1)/6N| — N + 1 blocos geram valores abaixo do
limitante b. Portanto, a distribuicao condicional das variaveis aleatoérias de tais blocos
sao independentes e uniformemente distribuidas no intervalo (0,b). Em particular, a
probabilidade de qualquer um destes blocos ser ruim é positiva, e vamos limitar esta
probabilidade uniformemente por baixo por uma constante ¢;(N). Isto é equivalente a
limitar uniformemente por cima a probabilidade de qualquer um desses blocos nao ser
ruim. Portanto, P(F,/3|Gn, B = b) < (1 — ¢ (N))L=D/ENIZNTL ey > 6N2. Para
n < 6N?, vamos cotar P(Fn/3)|Gn, B=10) por 1. Assim,

[e.9]

p(b) < jzf (]T\Lf__ll) L=+ > (Xf_—ll> (1= b)N (1 — ¢ (N))Ln=D/ON]=N+1,

n=6N2+1
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—1
Como (Z B 1) < n¥, temos que

pb) < Z(Z__ll)“—b)“ ST V=)V - (V)L

n=N n=6N2+1
6N n—1 >
SO (Z (N— 1) D DR q(N))K“—”/ﬁNJ—N“) .
n=N n=6N241

6N2 o
—1
Agora, defina c3(N) := E (n ) e c3(N):= E n™N(1 — ¢y (N))Hn=1/6NI=N+1

n=N N-1 n=6N2+1
Observe que (V) < co. Entao, nos resta mostrar que cz(/N) também é finito. Podemos

reescrever c3(N) da seguinte forma:

oo 6N
s(N) = D > (1—=e(N)*(n+ 6N+ 6Ni)"

=0 n=1
00 6N

= ) (L—ca(N)™) (n+6N? + 6Ni)™
=0 n=1

< Y (1= ar(N)™6N(6N + 6N? + 6Ni)"Y
=0

[e.e]

< 6NV (1= e (V)N + i)V,

i=1
Aplicando o teste de razao na série acima, obtemos que

o ‘(1 —a(N)* (N+i+ DN
S T—a) N+

Qjt1

lim
1—00

a;

= (I—-a(@)) lim <1+Nlﬂ,> =1-c(N) <1

Portanto, a série converge, o que implica que c3(N) < oc.

Fazendo ¢(N) := ¢3(N) + ¢3(N), obtemos que
p(b) < c¢(N)(1 - b)Y < 0. (5.13)

Por fim, substituindo a Equagao (5.13]) na Equacao ([5.11)), temos que

TN =N N offa=ptt, Nt
5s) = | 0 dbzcw)/o (DL db‘c<N>/01—bdb‘ ’

o que conclui a prova do Lema.
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Provados os Lemas[5.2.1], [5.2.2] e [5.2.3], 0 Teorema [5.1.1] estd provado para Gy = Ay.

Agora vamos estender a prova para grafos nao-circulares. Note que a tinica parte da prova
do teorema que realmente usou a hipétese de que o grafo é circular foi o Lema[5.2.1} Para
generalizar a prova para todo G conexo, vamos tentar obter uma nocao similar de um

bloco ruim, que termina com todos os valores dos vértices abaixo do limitante.

Na Segao[I.1], vimos que um circuito em Gy é uma sequéncia alternante xy, €y, ..., Tx_1, €g—1, Tk, €
tal que xy, ey, ..., Tg_1, €x_1, T é um caminho e e = (xy, x1). Para todo grafo G conexo,
¢ possivel construir um circuito Cg,, que conecte todos os vértices pelo menos uma vez.

Note que ¢é permitido visitar um vértice e atravessar um elo mais de uma vez.

Agora, considere o menor desses circuitos. Vamos caminhar pelo circuito de forma
semelhante ao que foi feito no circulo, no Lema[5.2.1] Vamos procurar pelo vértice minimal
no circuito. Se existir mais de um vértice minimal, podemos escolher arbitrariamente
(por exemplo, na Figura , isso ocorre se o vértice 1 é o vértice minimal inicial). Entao,
atualize os valores destes vértices e dos vizinhos no circuito usando as variaveis aleatorias
U;. A atualizacao deve ocorrer de forma que a variavel aleatéria com maior indice fique

mais & frente no caminho. Por exemplo, para o grafo da Figura[5.6la, obtemos o circuito

da Figura[5.6]b.

a)
@

Figura 5.6: Grafo conexo (a) e um circuito (b) obtido a partir deste grafo. Note que o vértice 1 aparece

trés vezes no circuito e os elos incidentes ao vértice 1 aparecem duas vezes no circuito.

Agora, suponha que o vértice 2 seja o vértice minimal no grafo. No circuito, s6
temos um vértice correspondente ao vértice 2. Se houvesse mais de um, bastaria escolher

um deles. Escolhido o vértice, atualizamos os valores do vértice 2 e dos seus vizinhos. A
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atualizagdo no grafo original (Figura .a) é feita de acordo com os vértices atualizados
no circuito (Figura[5.7)b).

a) b)

Figura 5.7: Gafo conexo (a) e um circuito (b) obtido a partir deste grafo, depois de uma atualizacao.

Note que em (a), o vértice 1 recebe duas varidveis aleatdrias durante a atualizagéo.

Agora, suponha que o vértice 1 é o vértice minimal no grafo. Note que temos trés
vértices correspondentes no circuito. Mas como a ltima atualizacao foi da variavel alea-
toria Uy, o vértice escolhido no circuito sera o vértice associado a Us. Agora, atualizamos
os valores do vértice 1 e dos seus vizinhos (Figura .b) A atualizacao no grafo original é
feita de acordo com os vértices atualizados no circuito (Figura[5.8la). Portanto, o vértice

3, apesar de ser vizinho do vértice 1 no grafo, nao é atualizado.

a) b)

Ui
Us

Figura 5.8: Gafo conexo (a) e um circuito (b) obtido a partir deste grafo, depois de duas atualizagoes.

Devemos ter em mente que a nossa intencao ¢ obter um bloco ruim, a partir do
circuito. Se, em qualquer instante de tempo durante um bloco ruim, o vértice minimal for

um vértice que acabou de ser atualizado, o vértice minimal sempre sera o vértice associado



5.3 Prova do Teorema [5.1.2 110

a U; com o maior ¢. Para garantir que o vértice minimal seja um vértice que acabou de
ser atualizado, vamos cotar por [; o nimero de varidveis aleatorias necessarias para que
o valor minimo venha de um vértice que acabou de ser atualizado. E para que ocorra um
bloco ruim, além da ocorréncia do evento na Equagao , precisamos garantir que todos
os vértices do grafo sejam atualizados pelo procedimento. Vamos cotar por [, o niimero
de varidveis aleatorias necessarias para que todos os vértices sejam atualizados. Portanto,
um bloco de tamanho [ = [y + l; garante que, ao final do instante de tempo [, os valores
de todos os vértices estarao abaixo do limitante. No caso em que Gy = Ay, temos que

I =3N e ly = 3N. Vale ressaltar que cada bloco de Ay tem 6N variaveis aleatérias.

5.3 Prova do Teorema [5.1.2

Para provar o Teorema [5.1.2] vamos recorrer a técnica de acoplamento e vamos
usar um modelo que ja foi definido neste trabalho. Trata-se do modelo Bak-Sneppen
sem memoria para grafos finitos (veja a Segdo . O objetivo de usar a técnica de
acoplamento ¢ obter uma dominacao estocastica entre as distribuigoes dos vértices do
grafo Gy e do grafo Ky, onde Ky é um grafo completo (veja o Exemplo e Gy é
um subgrafo conexo de Ky. E é aqui que entra o modelo Bak-Sneppen sem memoéria.
Ao contrario do modelo Bak-Sneppen, onde estamos interessados nos valores associados
aos vértices, no modelo Bak-Sneppen sem memoria, o nosso interesse se restringe as
distribuicoes que geram esses valores. E isso é exatamente o que precisamos, uma vez que

queremos obter uma dominacao estocastica.

Ja vimos que para j = N, a duracao esperada em Gy da primeira avalanche é
infinita. Aqui, vamos mostrar que, se j > N, a duragao esperada em Gy de qualquer

avalanche é finita.

Seja Ky um grafo completo. Entao, para j > N:
1 1
E; (DZ,)=E(E; (DZ,) | B) :/0 E; (DZ. | B=1) fp(b)db :/0 E; (DY) f5(b)db.

Observe que a distribuicao da varidvel aleatoria D%N ¢ geométrica, de parametro

(1-— b)N . Com efeito, no grafo Ky, as distribuicoes dos vértices sao i.i.d. em qualquer
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instante de tempo. E como o limitante foi fixado, a probabilidade de sucesso sera sempre

igual (aqui, o sucesso é o valor estar acima de b). Logo,

B L=y [ j—N-1 J :

Portanto, para provar o teorema, basta mostrar que Ej; (Df,) < FE; (DQN).

Seja {U;}Y, uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com distribuicio comum
uniforme no intervalo (0,1) e considere {1,..., N} os indices dos vértices de Gy. Seja
Vg, 0 i-ésimo vértice do grafo G'y. Vamos definir dois processos estocasticos: o modelo

Bak-Sneppen sem memoéria em G e o modelo Bak-Sneppen sem memoria em K.

O préximo passo é executar os dois processos iterativamente e simultaneamente, de
forma que ambos sejam governados pela mesma sequéncia de varidveis aleatérias, {U;}2 ;.
Para o modelo Bak-Sneppen sem memoéria em Ky, podemos usar a sequéncia de forma
direta, visto que o vértice minimal em Ky é vizinho de todos os demais vértices do grafo.
Portanto, as distribuigdes de todos os vértices serdo sempre uniformes no intervalo (0, 1).
J& para o modelo Bak-Sneppen sem memoéria em Gy, nem sempre as distribuicoes dos
vértices serdo uniformes no intervalo (0,1). Assim, sera necessario usar o método de
transformacao de variaveis aleatorias. De forma andloga, vamos usar a mesma funcao da

Secao , definida Vy € [0, 1] e dada por

Fy : [071] — [y71]
ur— (1 —y)u+y.
Sabemos que, se U ~ U(0,1), entdao F,(U) ~ U(y,1). Portanto, se a distribuigao dos
vértices de G é U(y;, 1), definimos o acoplamento como o par de varidveis aleatérias

(U, F,,(U;)). Observe que as distribui¢coes marginais coincidem com as respectivas distri-

buicoes dos processos.

Um exemplo

Antes de dar uma descricao geral, vamos dar um exemplo para um caso particular,

onde Gy = A; (Figura .b). Em cada instante de tempo, uma amostra serd gerada
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a partir da sequéncia de varidveis aleatérias {U;}°_, e usada para determinar os valores

atribuidos aos vértices nos dois processos.

Figura 5.9: Grafos K5 (a) e A5 (b) antes do inicio das avalanches. Note que associamos uma distribuigao

a cada vértice.

Seja (w1, ug, us, ug, us) = (0.583, 0.838, 0.972, 0.993, 0.744) a amostra no instante de
tempo n = 0. As distribuicoes iniciais de todos os vértices, tanto em K5, quanto As, sao
uniformes no intervalo (0,1). No grafo K; (Figura [5.10la), usamos a amostra de forma
direta para atribuir os valores aos vértices, ou seja, o valor atribuido ao vértice i é u;,
i =1,2,3,4,5. O mesmo ocorre no grafo A (Figura .b), ja que y; = 0 no instante

inicial, para i = 1,2, 3,4, 5. Portanto,
F()(Ul) = (1 - O)Ul +0= Ul‘,Z' = 1, 27 3, 4, 5.

Assim, obtemos os valores dos vértices em Ag: (0.583, 0.838, 0.972, 0.993, 0.744). Agora,
localizamos o vértice minimal nos processos. Em ambos, o vértice minimal é o vértice
1, e o valor atribuido aos dois vértices é 0.583. Uma vez que estamos no passo inicial,

definimos o valor atribuido ao vértice minimal como o limitante da avalanche. Portanto,

b = 0.583.
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Figura 5.10: Grafos K5 (a) e A5 (b), com os valores atribuidos aos vértices no instante inicial. Em ambos

os grafos, o vértice minimal é o vértice 1.

Localizado o vértice mimimal, alteramos as distribuigoes dos vértices minimal e dos
seus vizinhos para distribui¢oes uniformes no intervalo (0, 1). No grafo K5 (Figura .a),
todas as distribuigoes serao U(0, 1), pois o vértice minimal é vizinho dos demais vértices.
Ja no grafo A5 (Figura .b), as distribuicoes do vértice minimal e dos vértices vizinhos
serao U(0, 1), enquanto os demais vértices terao distribuigao U(y; V 0.583,1). Portanto,
os vértices 1, 2, 5 terao distribuigao U(0, 1), enquanto os vértices 3 e 4 terdo distribuigao

U(0.583,1), ja que y3 = y4 = 0.583.

a) b)

U(0.583,1) U(0.583,1)

Figura 5.11: Grafos K5 (a) € As (b) ao final do instante inicial. Note que as distribuigdes dos vértices 3

e 4 no grafo G sdo diferentes da distribuigao inicial (Figura b)).

Seja (uq, ug, us, ug, us) = (0.192, 0.962, 0.482, 0.464, 0.454) a amostra no instante

de tempo n = 1. No grafo K5 (Figura [5.12la), usamos a amostra de forma direta para
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atribuir os valores aos vértices, ou seja, o valor atribuido ao vértice ¢ é u;, 1 = 1,2, 3,4, 5.
No grafo A5 (Figura [5.12/b), aplicamos a funcao F),, em sua respectiva componente da

amostra. Portanto,

Fosss(u:) = (1 — 0.583)u; + 0.583 = 0.417u; + 0.583,i = 3, 4.

Assim, obtemos os valores dos vértices em As: (0.192, 0.962, 0.784, 0,776, 0.454). Entao,
localizamos o vértice minimal nos processos. Assim como no instante de tempo n = 0, o
vértice minimal de ambos serd o vértice 1, e dessa vez o valor atribuido aos dois vértices
¢ 0.192. Observe que, nos dois processos, o valor do vértice minimal é menor que b, o que

mostra que a avalanche de nenhum dos processos terminou.

Figura 5.12: Grafos K5 (a) e As (b) com os valores atribuidos aos vértices no instamte de tempo n = 1.
Note que os valores atribuidos aos vértices 3 e 4 de G sao diferentes dos valores atribuidos aos seus

correspondentes em K.

Entao, alteramos as distribuigoes do vértice minimal e dos seus vizinhos para U(0, 1).
No grafo As (Figura [5.13b), os vértices que nao sao vizinhos do vértice minimal terao
distribuicao U(y; V 0.192,1). Portanto, a distribuicao dos vértices 1, 2 e 5 serd U(0, 1),

enquanto os vértices 3 e 4 terao distribuigao U(0.583, 1), ja que y3 = y4 = 0.583.
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a) b)

U(0.583,1) U(0.583,1)

Figura 5.13: Grafos K5 (a) e As (b) ao final do instante de tempo n = 1. Note que os vértices tém

exatamente as mesmas distribuigdes que tinham apds a primeira atualizagdo (Figura .

Seja (uq, ug, us, ug, us) = (0.755, 0.386, 0.387, 0.299, 0.353) a amostra no instante
de tempo n = 2. No grafo Kj (Figura [5.14la), o valor atribuido ao vértice i é w;,
i =1,2,3,4,5. No grafo A5 (Figura [5.14lb), aplicamos a fungdo Fj, em sua respectiva

componente da amostra. Portanto,

Assim, obtemos os valores dos vértices em Aj: (0.755,0.386, 0, 744,0.708,0.353).

Figura 5.14: Grafos K5 (a) ¢ A5 (b) com os valores atribuidos aos vértices no instante de tempo n = 2.

Observe que os vértices minimais nos grafos sao diferentes.
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Agora, localizamos o vértice minimal nos processos. Veja que os vértices minimais
sao diferentes. No grafo K5 (Figura .a), o vértice minimal é o vértice 4, com valor
igual a 0.299, enquanto que o vértice minimal em A5 é o vértice 5, com valor igual a
0.353. A avalanche de nenhum dos dois processos terminou. Veja que em ambos os
processos, o valor do vértice minimal é menor que b. Localizados os vértices minimais,
alteramos suas distribuicoes e as distribui¢oes dos vértices vizinhos para U(0, 1). No grafo
A5 (Figura [5.15]b), os vértices que ndo sao vizinhos do vértice minimal terdo distribuigao
U(y; v 0.353,1). Portanto, a distribuicao dos vértices 1, 4 e 5 sera U(0, 1), a distribuicao
do vértice 2 serd U(0.353,1), pois y2 = 0, e a distribui¢ao do vértice 3 serd U(0.583,1),

pois y3 = 0.583.

a) b)

U(0.583,1)

Figura 5.15: Grafos K5 (a) e A5 (b) ao final do instante de tempo n = 2.

Vamos dividir o proximo instante de tempo em 2 casos: no primeiro caso, mostra-
remos um exemplo a avalanche termina em K5 e, consequentemente, termina em As; no
segundo caso, mostraremos que a avalanche pode terminar em Ajs, mas nao necessaria-

mente terminar em K.

e Caso 1: Seja (ug,us, us, ug,us) = (0.682, 0.590, 0.791, 0.838,0.596) a amostra no
instante de tempo n = 3. No grafo K5 (Figura|5.16la), o valor atribuido ao vértice i é u;,
i=1,2,3,4,5. No grafo A5 (Figura|5.16|b), aplicamos a fun¢do F, em cada componente

da amostra. Portanto,
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Fyss3(uz) = (1 —0.353)ug + 0.353 = 0.735

Assim, obtemos os valores dos vértices em Ajs: (0.682, 0.735, 0.913, 0.838, 0.596). O
proximo passo é localizar os vértices minimais nos processos. No grafo Kj, o vértice
minimal é o vértice 2, com valor igual a 0.590 e no grafo As, o vértice minimal é o vértice
5, com valor igual a 0.596. Em ambos os grafos, o valor do vértice minimal é maior
que o limitante (= 0.583), o que implica que as avalanches terminam. Apds o término
das avalanches, os valores continuam associados aos vértices, isto é, nao temos mais uma
distribuicao associada aos vértices. Este caso é um exemplo de que, se a avalanche termina
no grafo K, entao a avalanche termina no grafo Aj;. Esse resultado sera provado mais

adiante.

Figura 5.16: Grafos K5 (a) e As (b) ao final da avalanche. Os valores atribuidos aos vértices em Az sao

fixados e a duragao é igual a 4.

e Caso 2: Seja (uy,us,us, ug,us) = (0.682, 0.358, 0.791, 0.838, 0.596) a amostra no
instante de tempo n = 3. Repare que trocamos apenas o valor de uy, em relacao ao caso
1. No grafo K5 (Figura .a), o valor atribuido ao vértice 1 é u;, i = 1,2, 3,4,5. No grafo
A5 (Figura .b), aplicamos a funcao F, em cada componente da amostra. Portanto,

Foss(us) = (1 — 0.353)us + 0.353 = 0.585

Fosss(us) = (1 — 0.583)us + 0.583 = 0.913.
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Assim, obtemos os valores dos vértices em Aj: (0.682, 0.585, 0.913, 0.838, 0.596). O
proximo passo é localizar os vértices minimais nos processos. No grafo K5, o vértice
minimal é o vértice 2, com valor igual a 0.358 e no grafo Aj, o vértice minimal também
¢é o vértice 2, mas com valor igual a 0.585. Veja que o valor do vértice minimal em K3 é
menor que o limitante, o que nao acontece em As. Este caso é um exemplo que mostra
que avalanche pode terminar em Aj, mas nao terminar em K5. Esse caso sugere qual é a

direcao da dominacao estocastica entre os processos.

Figura 5.17: Grafos K5 (a) e A5 (b) com os valores atribuidos aos vértices no instante de tempo n = 3.
Em As, a avalanche sera encerrada e os valores fixados, pois todos os valores atribuidos aos vértices estao
acima de b = 0.583. Ja em K5, a avalanche ainda nao acabou e, portanto, o proximo passo seria atribuir

distribuicoes aos vértices e descartar os valores.

Para a descricao geral, considere que estamos em um instante de tempo n, para
n > 0. No instante de tempo n = 0, o limitante é o menor valor gerado pela amostra
inicial e sera denotado por b. Considere os vértices vg,; € Ky e o seu correspondente,
vgi € Gy, onde 1 <i < N esejam U(0,1) e U(y,;, 1) suas respectivas distribuigoes. Sem
perda de generalidade, podemos usar a i-ésima varidvel aleatéria da sequéncia {U;}Y,
para determinar a distribuicao de vg ;. Por outro lado, a distribuigao de vg,; nem sempre

sera U(0,1).

Portanto, usaremos a mesma sequéncia de varidveis aleatorias, mas aplicaremos
cada fungdo F,, em sua respectiva U;. E como U; ~ U(0,1), vale que F,,(U;) ~ Ul(y;, 1).
Veja que estamos usando a mesma sequéncia de variaveis aleatdrias para governar os

dois processos e as distribui¢oes marginais coincidem com as respectivas distribuicoes dos
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processos. Usando as distribuigoes, geramos os valores que serao atribuidos aos vértices
para que os processos sejam executados. Seja mg o valor atribuido ao vértice minimal
em Gy e my o valor atribuido ao vértice minimal em Kpy. Como o grafo Ky é completo,
todos os vértices terao suas distribuicoes atualizadas em todos os instantes de tempo para

U(0,1). J& no grafo G, aplicamos as regras do modelo Bak-Sneppen sem meméria:

1. Se mgx > b: as avalanche em ambos os grafos é encerrada e os valores atribuidos aos

vértices em G sao fixados.

2. Se my < b: analisamos os valores atribuidos aos N vértices de Gy. Se mg > b,

apenas o processo no grafo Gy seria encerrado. Caso contrario,

e Se vg,; nao ¢ o vértice minimal: alteramos a sua distribuicao, condicionando
ao fato de que seu valor deve ser maior que mg. E jé vimos na Segao 2.3 que

a distribuigdo deste vértice sera U(y; V mg, 1).

e Se vg,; é o vértice minimal: alteramos a sua distribuigao e a distribuigao dos

vértices vizinhos para U(0,1).

Atualizadas as distribuigoes, geramos os valores que serao atribuidos aos vértices

dos processos e voltamos ao passo 1. A descricao do acoplamento esta completa.

Agora, vamos enunciar e demonstrar duas proposicoes que completam a prova do

teorema.

Proposicao 5.3.1. Em qualquer instante de tempo t e Vi, a distribuicao de um vértice
vg; € Gn € estocasticamente matior que a distribuicao de seu vértice correspondente,

Vg, € Ky.

Demonstracao. Vale ressaltar que as distribuicoes devem ser condicionadas a mesma
sequéncia de variaveis aleatorias, que neste caso é {Uz}f\il A prova é feita por indu-
cao em t. Vamos assumir que as duas avalanches ainda nao terminaram. Quando n = 0,
a afirmacao da proposicao é verdadeira. Por defini¢ao, as distribuigoes iniciais de todos
os vértices em ambos os processos é U(0, 1). Suponha que vale a afirmacao da proposigao

para t = n. Para isso, considere um vértice vi; € Ky, com distribuicao U(0, 1), e seu
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vértice correspondente, vg; € Gy, com distribuicdo U(y;, 1), onde y; > 0. No instante
de tempo t = n + 1, geramos os valores que serao associados aos vértices de Ky e Gy.
Uma vez associados, localizamos o vértice minimal de cada processo. A distribuicao do
vértice vg; serd U(0, 1), pois vg,; sempre serd o vértice minimal ou vizinho do vértice
minimal. Defina m¢ o valor do vértice minimal do grafo Gn. Se vg; é o vértice minimal
ou é vizinho do vértice minimal, entao sua distribuicao sera atualizada para U(0,1), e a
afirmagao da proposigao é verdadeira para t = n + 1. Agora, suponha que vg,; nao seja
o vértice minimal e nem vizinho do vértice minimal. Neste caso, sua distribuicao seria
atualizada para U(y; V mg, 1). Por hipétese, y; > 0 e m > 0, o que completa a prova da

proposicao.

O

Proposicao 5.3.2. A avalanche no modelo Bak-Sneppen no grafo Gy ndo pode terminar

depois da avalanche no modelo Bak-Sneppen no grafo Kn. Em outras palavras, F; (Dﬁ) <

Demonstracao. Pela proposicao anterior, em qualquer instante de tempo, a distribuicao
de um vértice no grafo G é estocasticamente maior que a distribuicao de seu vértice
correspondente no grafo K. Portanto, se a avalanche em Ky é encerrada, isso implica que
a avalanche em G também ¢é ou jd foi encerrada. Consequentemente, se F; (DIB;N) < 00,

entao I; (D]’\B,) < 00, 0 que completa a prova da proposicao.

Consequentemente, a prova do Teorema esta completa.
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A Apéndice

A.1 Cbdigos das simulacoes

Os codigos abaixo foram produzidos no software R e a implementagao dos métodos
foi baseada no algoritmo descrito na[ntroducacl Para o modelo Bak-Sneppen modificado,

foi feita a alteracao descrita no inicio da Secao |3.1

Modelo Bak-Sneppen em um circulo

#dinamica do modelo Bak-Sneppen em um circulo com N vertices

#numero de vertices e numero de atualizacoes
N <= 500
n <- 1000000

#gera uma amostra de N uniformes (0,1)

amostra <- runif (N,0,1)

#execucao das atualizacoes

for (i in 1:n){

#localiza o vertice minimal

indice_m <- which.min (amostra)

#altera a aptidao do vertice minimal

amostral[indice_m] <- runif (1,0,1)

#altera as aptidoes dos dois vizinhos do vertice minimal

if (indice_m > 1) amostralindice_m-1] <- runif (1,0,1)
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else amostral[N] <- runif(1,0,1)

if (indice_m < N) amostra[indice_m+1] <- runif(1,0,1)

else amostral[l] <- runif(1,0,1)

#desenha o grafico
plot (amostra,ylim=c(0,1))
abline (h=2/3)

Modelo Bak-Sneppen modificado em um grafo finito

#dinamica do modelo Bak-Sneppen modificado em grafo com N vertices
#numero de vertices e numero de atualizacoes
N <- 500

n <= 1000000

#indices dos vertices

indices <- 1:N

#gera uma amostra de N uniformes (0,1)

amostra <- runif (N,0,1)

for (i in 1:n) {

#localiza o vertice minimal

indice_m <- which.min (amostra)

#altera a aptidao do vertice minimal

amostral[indice_m] <- runif (1,0,1)
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#sorteia um outro vertice

indice_r = sample(indices[indices!=indice_m],1)

#altera a aptidao do vertice sorteado

amostral[indice_r] <- runif (1,0,1)

#desenha o grafico
plot (amostra,ylim=c(0,1))
abline (h=1/2)
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