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RESUMO

As constantes melhorias nas condi¢oes de nutricao e nos sistemas de saudes, em conjunto com o
grande avango da medicina no tratamento de doencas, tem forte impacto na qualidade da vida
humana e também em sua expectativa de vida. Essa mudanga na longevidade humana afeta dire-
tamente sistemas de pensoes e previdéncias, bem como sistemas de satide. Dai surge a necessidades
de modelos capazes de capturar e estimar as taxas de mortalidade em idades mais avancadas, que
vem sofrendo constantes mudancas nos tltimos anos.

O objetivo do trabalho é estudar e propor modelos capazes de capturar a dinamica observada
na mortalidade, especialmente em idosos. Buscando também sanar duvidas quanto aos métodos de
inferéncia nesses modelos, visto que nao ha concesso na literatura sobre qual método de inferéncia
deve ser utilizado para um de terminado modelo de mortalidade.

Neste trabalho consideramos seis modelos de mortalidade, sendo quatro deles amplamente
estudados (Gompertz, Makeham, I'-Gompertz e I'-Makeham), e dois modelos baseados na mistura
de distribui¢oes. Consideramos também quatro métodos de inferéncia para os modelos: dois
métodos baseados no método de minimos quadrados nao-linear, um método baseado no modelo
Poisson e outro no modelo Binomial Negativo.

A partir da comparacao da performance dos métodos de inferéncia em cada modelo, obtivemos
que para os modelos Gompertz, Makeham, I'-Gompertz e I'-Makeham, o método baseado no
modelo Poisson se mostrou muito superior aos outros trés métodos, apresentando melhor precisao
e acurdcia. Para os modelos de mistura, o método baseado no modelo Binomial Negativo se
mostrou melhor.

A aplicagao dos modelos foi realizada em dois contextos: o primeiro utilizando dados com baixa
qualidade e o segundo utilizando dados com uma boa qualidade. Para o primeiro utilizamos dados
de mortalidade no Brasil em 2010, oriundos do DataSus e Censo, onde os modelos baseados na
mistura se mostraram superior aos demais, apresentando Erro Médio Percentual da ordem 1071
Quando aplicamos os modelos aos dados com boa qualidade, utilizamos os dados de mortalidade
do Japao em 1993, procedentes do Human Mortality Database, e obtivemos bons resultados com
os modelos baseados em misturas e também nos modelos que consideram fragilidade.

Portanto, este trabalho esclarece uma questao importante quanto aos métodos de inferéncia a
serem utilizados nos modelos de mortalidade. Mas uma das principais contribuicoes deste trabalho
foi para a modelagem da mortalidade acima dos 70 anos, pois o modelo baseado na mistura
Gompertz e exponencial se mostrou muito preciso ao descrever o comportamento da mortalidade
acima dos 100 anos. Por fim, este trabalho também derivou a forma fechada da funcao de vida
média residual dos modelos I'-Gompertz e I'-Makeham. Em Missov e Lenart (2013), Missov (2013)
houveram esforgos de derivar tais expressoes, contudo os autores apresentaram expressoes erradas
que foram corrigidas neste trabalho.

Palavras-chave: forca de mortalidade, funcao de vida média residual, modelo de misturas,
modelo Gompertz, modelo Makeham, fragilidade, sobrevivéncia
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ABSTRACT

The constant improvements in nutrition conditions and health systems, with the great advance of
medicine in the treatment of diseases, has a strong impact on the quality of human life and also on
their life expectancy. This change in human longevity directly affects pension and social security
systems, as well as health systems. Hence the need for models capable of capturing and estimating
mortality rates at older ages, which has undergone constant changes in recent years.

In this sense, this study aimed to study and propose models capable of capturing the dynamics
observed in mortality, especially in the elderly. Also seeking to clear up doubts about the inference
methods in these models, since there is no agreement in the literature about which inference
method should be used for a certain mortality model.

Thus, in this work we consider six mortality models, four of which have been extensively studied
(Gompertz, Makeham, I'-Gompertz and I'-Makeham), and two models based on the mixture of
distributions. We also consider four methods of inferrence for the models: two methods based
on the non-linear least squares method, one method based on the Poisson regression model, and
another one in the Negative Binomial regression model.

From comparing the performance of the inference methods in each model, we found that for the
Gompertz, Makeham, I' -Gompertz and I' -Makeham models, the method based on the Poisson
regression model proved to be much superior to the other three methods, presenting better precision
and accuracy. As for the mixture-based models, the method based on the Negative Binomial
regression model proved to be better.

The application of the models was carried out in two contexts: the first using data with low
quality and the second using data with good quality. For the first, we used mortality data in
Brazil in 2010, from the DataSus and Census, where the models based on the mixture proved to be
superior to the others, presenting an average percentage error of the order 107!, When we applied
the models to the data with good quality, we used the Japanese mortality data in 1993, from the
Human Mortality Database, and we obtained good results with models based on mixtures and also
on models that consider fragility.

Therefore, this work clarifies an important issue regarding the inference methods to be used in
mortality models. But one of the main contributions of this work was for the modeling of mortality
over 70 years, since the model based on the Gompertz and exponential mixture proved to be very
accurate when describing the behavior of mortality over 100 years. Finally, this work also derived
the closed form of the residual life function of the I' -Gompertz and I' -Makeham models. In Missov
e Lenart (2013), Missov (2013) there were efforts to derive such expressions, however the authors
presented wrong expressions that were corrected in this work.

Keywords: force of mortality, life expectancy function, mixture model, Gompertz model, Ma-
keham model, fragility, survival analysis
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Em 1840, o recorde de expectativa de vida ao nascer era das mulheres suecas, que viveram em média
um pouco mais de 45 anos (OEPPEN; VAUPEL et al., 2002). Atualmente a maior expectativa
de vida é das mulheres japonesas, quase 85 anos. Um aumento de quatro décadas na expectativa
de vida no decorrer de 160 anos, por conta da reducao da mortalidade ocasionada por doencas
infecciosas e desastres naturais, e sua diminui¢ao devido a esforcos médicos, melhor nutri¢ao e
melhorias na saude publica. Nos Estados Unidos, por exemplo, o crescimento da renda real foi
acompanhado por um declinio acentuado nas taxas de mortalidade, o que causou um aumento da
expectativa de vida ao nascer em quase 30 anos em comparacao com o século XX, comportamento
que também foi observado em paises mais desenvolvidos (CUTLER; DEATON; LLERAS-MUNEY,
2006; SOARES, 2007).

Embora haja esse avanco na redugao da mortalidade, isso causa um impacto direto no custos
para os sistemas de pensoes e previdéncia, ameagando a solvéncia das instituigoes financeiras e
cofres publicos (visto que os gastos com saide ptblica também sao afetados), mesmo que a longo
prazo (PALMER, 2019; TULJAPURKAR, 2005; CASTRO et al., 2019).

Outra implicacao importante do aumento da longevidade humana, é a estimativa da mortali-
dade em idades mais avancadas, mesmo que acima dos 70 anos. Estas estimativas sao limitadas
por uma pequena quantidade de observagoes, seja na exposi¢cao como também no niimero de ébitos
(FEEHAN, 2018; WRIGLEY-FIELD, 2014). Ademais, esses dados nao sao limitados a sua quan-
tidade, mas também a sua qualidade, conforme discute Black et al. (2017).

Uma forma de lidar com essas mudancas ¢é avaliar com precisao o risco de longevidade. Um
esforgo consideravel foi dedicado a busca e desenvolvimento de melhores métodos e modelos ma-
tematicos para prever a dinamica da populacao. Estes sao principalmente métodos estatisticos e
epidemioldgicos baseados na observacao de tendéncias passadas e na identificacao de fatores que sao
determinantes no declinio das capacidades fisiologicas com a idade. Para mensurar a longevidade,
é preciso empregar modelos que capturem adequadamente os efeitos que impulsionam as mudancas
na expectativa de vida (PASCARIU, 2018), e uma forma de realizar isso é a partir dos modelos
de mortalidade, com os quais podemos gerar estimativas adequadas da curva de mortalidade por
idade, e fazer boas projegoes de mortalidade baseadas nos dados.

Com a mudanga na longevidade humana, os modelos largamente estudados nao se mostram
eficientes para capturar a nova dindmica presente na mortalidade humana (FEEHAN, 2018), que
tem gerado um importante debate no meio demografico, economico e atuarial. Essa discussao
gira em torno da seguinte questao: a mortalidade em idades mais avancadas esta diminuindo ou
aumentando? (GAVRILOV; GAVRILOVA, 2019b, 2019a).

Black et al. (2017) diz que o comportamento observado na mortalidade em idosos, estd dire-
tamente relacionado a qualidade dos dados. Por exemplo, a falha em registrar algumas mortes
(problema conhecido como erro de medigao) pode acarretar no aparecimento de desaceleracao da
mortalidade. Além disso, é possivel que as fontes de dados contenham uma quantidade nao negli-
genciavel desse erro de medicao e que as taxas desses erro difiram por raca e etnia. Essa diferenca
traz problemas a modelagem, pois negros apresentando menor mortalidade em idades avancadas
(BLACK et al., 2017). Ignorar esses erros pode nos levar a conclusoes erradas sobre a dinamica da
mortalidade, como acreditar na desaceleracao da taxa de mortalidade. Na contramao do estudo



2 INTRODUCAO

realizado em Black et al. (2017), outros autores como Barbi et al. (2018), Wachter (2018) dizem
que o que é observado pode ser explicado pela fragilidade.

1.1 ASPECTOS SOBRE MODELAGEM DA MORTALIDADE

O interesse pela modelagem de mortalidade, se deu ha quase 200 anos, no inicio do século XVIII,
onde a primeira versao dos seguros de vida nasceu entre as empresas e seus funcionarios. Nesse
seguro, os passivo dependiam do niimero de mortes ocorridas entre as vidas seguradas a cada ano
(DICKSON et al., 2013). A partir dessa data a modelagem da mortalidade tornou-se um tépico de
interesse cientifico e comercial, buscando desenvolver uma teoria quantitativa, também chamada
de lei, que conduzisse o envelhecimento da populacao, sua mortalidade e sua expectativa de vida,
que sao aspectos importantes para compreender a dinamica da populacao.

A partir disso, surge a questao de como capturar, ou melhor modelar, a mortalidade em geral,
necessaria, por exemplo, para definir e precificar os seguros de vida, pensoes e previdéncias, e
realizar projecoes de tamanho de populagoes.

O primeiro modelo tedrico de mortalidade citado na literatura foi criado por Moivre (1725) a
partir de dados coletados pelo comerciante inglés John Graunts. Moivre transformou as tabelas
de vida em simples leis matematicas. Cerca de 100 anos depois, com uma abordagem totalmente
bioldgica da modelagem matematica, surgiu uma das mais famosas leis de mortalidade, a Lei de
Gompertz (1825a), que possui uma forca de mortalidade exponencialmente crescente, e considera
que a mortalidade é causada unicamente pela degradagao do corpo ao decorrer dos anos. Contudo,
Bebbington et al. (2014) traz a informagao de que existem sociedades que nao tem sua mortali-
dade compativeis com a Lei de Gompertz (BRILLINGER, 1961; PASCARIU; CANUDAS-ROMO,
2016).

Porém existe outros fatores, além da diminuicao da vitalidade, que contribuem para a mortali-
dade de um individuo. Doencas e acidentes sao os mais comuns que atingem parcela da populacao.
Por isso, na década de 1860, MAKEHAM modificou o modelo proposto por Gompertz, incremen-
tando a ele uma constante que faria o papel de capturar a mortalidade nao derivada da vitalidade.

Esses modelos foram amplamente utilizados como padrao de mortalidade de adultos em huma-
nos (KIRKWOOD, 2015), e também estendido para a modelagem da vida em animais (SACHER,
1977). A descoberta de nogbes importantes no campo da modelagem da mortalidade foi feita por
cientistas dinamarqueses como Oppermann (1870) e Thiele (1871), com exposicao a ciéncia atua-
rial e ativa nas companhias de seguros da época, como no modelo proposto por Heligman e Pollard
(1980).

Apés um século de desenvolvimentos, a estrutura dos modelos matematicos tornou-se cada
vez mais complexa e capaz de capturar com precisao grande parte o espectro da intensidade de
mortalidade experimentada pelos seres humanos. Contudo, uma nova dinamica tem sido observada
e foi estudada em BARBI et al.. BARBI et al. realizou um estudo entre 2009 e 2015 em dados
de todos os habitantes da Italia, e observou que as curvas de mortalidade eram essencialmente
constantes acima dos 105 anos. Esse fato vai ao encontro de teorias sobre os limites bioldgicos do
tempo de vida e a configuracao evolutiva da longevidade humana, sugerindo a existéncia de platos
de mortalidade em idades extremas em humanos.

1.1.1 Modelos mais utilizados

Os modelos de mortalidade tiveram seu auge no século XX, onde foram largamente estudados
e muitos dos modelos até hoje utilizados foram criados. A definicao matemaética de um modelo
de mortalidade estd diretamente ligada a uma variavel aleatéria nao negativa T que representa o
tempo de vida de um individuo, essa v.a. pode ser caracterizada pela funcao for¢a de mortalidade,
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denotada por u (DICKSON et al., 2013). A fungao for¢a de mortalidade instantanea é definida
por u(t) = f(t)/(1 — F(t)), onde f representa a densidade e F' a fungao de distribuicao.

Gompertz e Gompertz-Makeham Conforme jd comentado, o modelo Gompertz (1825a) é
um dos modelos mais antigos e conhecidos. Este é modelo é amplamente utilizado, em especial na
biologia e estudos demogréficos. Tem sido frequentemente usado para descrever o crescimento de
animais e plantas, bem como modelar a mortalidade humana.

Este modelo considera que a forca de mortalidade de um individuo com o tempo de vida
modelado pela v.a. T, é dada na idade (¢t > 0)

u(t) = ae”

onde os dois parametros sao a > 0, que descreve o taxa inicial da mortalidade, e o parametro
b > 0, que representa o aumento da for¢a de mortalidade ao longo da idade x. O modelo pode ser
interpretado como a deterioracao do corpo com a idade, assumindo um aumento exponencial do
risco de morte por idade. Ha ainda outras distribuicoes, e suas respectivas taxas de mortalidade,
derivadas da Gompertz, como a Generalized Gompertz distribution (EL-GOHARY; ALSHAM-
RANT; AL-OTAIBI, 2013), Gompertz-Verhulst distribution (AHSANULLAH; SHAKIL; KIBRIA,
2014) e beta-Gompertz distribution (JAFARI; TAHMASEBI; ALIZADEH, 2014).

O modelo de Makeham (1860a) soma a forga de mortalidade do modelo Gompertz (1825a) uma
contante ¢, obtendo dessa forma uma forca de mortalidade

w(t) = ae” + ¢

que possui mesma interpretacao que o modelo GOMPERTZ, contudo agora considera que existe

uma for¢a de mortalidade contante ¢ (que corresponde a um individuo com vida modelada por uma
distribuigao exponencial com tava c), e que os tempos de vida Gompertz e Exponencial competem
entre si, ou seja, T := min(G, E), onde G ~ Gompertz(a,b) e E ~ Exponencial(c). Assim como
a Gompertz, hé variagoes do modelo Makeham (1860a), como o Ezxtended Gompertz-Makeham,
introduzido por El-Bar (2018).

Heligman Pollard O modelo proposto por Heligman e Pollard (1980), diferentemente de outros
modelos, modela a razao da probabilidade de morrer entre (¢,¢+ 1) dentro de um ano com a idade
t (q;) e a probabilidade de sobreviver a mesma idade (1 — ¢;) da seguinte forma

2
@t _ pe-B)° + Dexp {—E [log (i)] } + GH".
1-— Q¢ F

Conforme mostra a Figura 1.1, a mortalidade geral é decomposta em trés partes: a primeira
relacionada a mortalidade de infantil (A representa a forca de mortalidade infantil e B a forga de
mortalidade para criancas de um ano de idade, C esta relacionada a taxa de declinio da mortalidade
apos a idade 1 ); o segundo estd associado a mortalidade na meia-idade com D, E e F representando
gravidade, extensao e localizacao da curva de acidente, respectivamente; a terceira parte reflete a
mortalidade por idade avangada, sendo G o nivel basico de mortalidade por idade e H a taxa de
aumento da mortalidade com a idade (CANUDAS-ROMO; MAZZUCO; ZANOTTO, 2018).

Contudo, apesar de fornecer um excelente ajuste, este modelo possui suas deficiéncias, pois
além de ser super parametrizado, o modelo nao possui forma fechada para funcao de sobrevivéncia
(BEBBINGTON; LAI; ZITIKIS, 2007).
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fonte: Canudas-Romo, Mazzuco e Zanotto (2018)

Figura 1.1 Modelo Heligman-Pollard

['-Gompertz e I'-Gompertz-Makeham Cada pessoa possui caracteristicas proprias e indivi-
duais, isso faz com que cada individuo de uma populacao seja diferente do outro, o que implica
em sua longevidade depender de varias caracteristicas. Essa heterogeneidade nao é considerada
nos modelos de Gompertz (1825a) e Makeham (1860a), que apenas supdes que o risco de morte
depende exclusivamente da idade de cada individuo.

Para incluir a variabilidade nao observada em relacao ao individuo, uma variavel aleatoria Z,
chamada fragilidade, pode ser incluida ao modelo de mortalidade. A forca da mortalidade é entao
uma distribui¢do condicionada pela fragilidade, pu(t|z).

Para modelar a fragilidade, ¢ utilizada uma distribuicao Gamma com parametros positivos k e
A, de tal forma que E(Z) = \/k e V(Z) = \/k*. Obviamente podemos escolher para Z qualquer
distribuicao com suporte no R™, mas a Gamma possui uma forma flexivel e hé a possibilidade
derivar analiticamente a fungao de mortalidade marginal.

Quando a distribuicao Gamma ¢ utilizada na fragilidade, Canudas-Romo, Mazzuco e Zanotto
(2018) sugere a tomar A = k de tal forma que E(Z) =1 e V(Z) = 1/k = 02. Dessa forma, o forga
de mortalidade I' — Gompertz é dada por

aebt

B 1—i-(72%(ebt—1)7

p(t)

e para o modelo I' — Gompertz — Makeham é dada por

aebt

T 14022 (1)

u(t) +c.

Conforme discutido em Bohnstedt et al. (2019), o parametro de variagdo 02 do modelo T-
Gompertz, assim como no modelo I'-Gompertz-Makeham, descreve a heterogeneidade da fragili-
dade. Se 02 > 0, existe heterogeneidade no risco de morte, e a selecao de individuos mais robustos
ocorrerd. Mas se 02 ~ 0, isso pode indicar que nao h4 heterogeneidade e a forca da mortalidade
estd aumentando exponencialmente, em Bohnstedt e Gampe (2019) esse problema é discutido e
algumas propriedades estatisticas dos estimadores sao derivadas.
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Modelos baseados em misturas Atualmente muito tem se visto sobre modelagem de mor-
talidade utilizando modelos baseados em misturas. Bebbington, Lai e Zitikis (2007) obteve bons
resultados na modelagem na mortalidade humana ao longo de toda a vida 1til, utilizando uma
mistura das distribuicoes flezible Weibull e reduced additive Weibull, atribuindo mortalidade a
causas exogenas ou endogenas.

Nesta mesma linha de utilizar modelo de misturas para modelar a mortalidade, Mazzuco,
Scarpa e Zanotto (2018) propde um novo modelo baseado em misturas de distribuigoes derivadas
da distribuicao normal: a half-normal e a skew-normal. Como resultado, foi obtido uma funcao
de distribuicao de seis parametros, que se adapta bem a uma ampla variedade de padroes de
mortalidade (MAZZUCO; SCARPA; ZANOTTO, 2018).

Podemos descrever uma mistura de modelos, como sendo uma representacao matematica de
subpopulacoes dentro de uma populacao mais geral; onde a distribuicao de cada uma das subpo-
pulagoes representa diferentes aspectos dessa populagao (CHEN, 2017).

Em sua construgao, a funcao de densidade de uma mistura de modelos finitos é constituida de
modo que suas funcoes de densidade sao combinagoes convexas finitas de densidades:

£ = Y mifi(t16) (1.1)

onde m é conhecido como a ordem da mistura, f; representa a i-ésima subpopulacao, ; o parametro
que a caracteriza, e m; a proporcao de mistura. Por se tratar de uma soma finita de densidades,
podemos derivar facilmente a funcao de sobrevivéncia e a forca de mortalidade.

A abordagem de utilizar misturas para modelar a mortalidade é muito mais flexivel e permite
um ajuste mais refinado e simples aos dados, visto que qualquer distribuicao continua em R? pode
ser aproximada em um compacto C' < R? por uma mistura finitas de distribuicoes (DAVILA;
CABRAL; ZELLER, 2018). Consequentemente, a forga de mortalidade derivada dessa mistura
também fornecera um bom ajuste.

1.1.2 Os dados

Um dos problemas da modelagem de mortalidade ¢é a estrutura dos dados. Apesar de toda a teoria
ser desenvolvida sob a premissa de que o tempo de vida do individuo possui uma distribuicao f,
os dados nao entregam a informacao referente ao tempo de vida de cada individuo, mas sim a
contagem de obitos em cada intervalo de tempo.

Esse conjunto de dados é conhecido como tabela de vida, que pode ser de coorte ou periodo.
As tabelas de coorte seguiriam os individuos do nascimento até a morte e permitiriam obter as
informacoes desejadas. Em geral, temos que trabalhar com as tabelas de vida de periodo, que
assumem que a trajetoria de uma coorte sintética sera igual ao que observamos no periodo.

Como a inferéncia tem que ser realizada a partir dessa tabela, isso impossibilita a estimacao via
maxima-verossimilhanca utilizando diretamente os tempos de vida dos individuos. Portanto, para
realizarmos inferéncia do modelo, é comum assumirmos pressupostos a distribuicao dos dados.

1.1.3 Estimacao dos modelos

Usualmente para esses modelos, é considerado que D = (Dy, ..., D,,)" é uma amostra aleatéria do
nimero de ébitos, onde D; representa o nimero de ébitos na idade t, com t = 0,...,m, tal que
E (D;) = p(t|0)E:, com pu(t|0) e E; sendo, respectivamente, a for¢a de mortalidade e os expostos
ao risco na idade t, que s@o os pressupostos usados por demdgrafos (BRILLINGER et al., 1986). A
fungao 1(t|0) é responsavel por trazer ao modelo toda a informagao pressuposta sobre a distribui¢ao
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da vida de um individuo dessa populagao. O vetor u(t) = (u(1), u(2), ..., u(m)) representa o valor
observado para a for¢a de mortalidade, isto é, u(t) representa a forca de mortalidade empirica na
idade t, com t =0,...,m.

Na literatura ha pelo menos oito abordagens diferentes para a estimagao dos parametros de um
modelo. Os principais sao:

e Minimos quadrados nao-lineares: Para este modelo é considerado que u(t) = u(t|@)+e.
Portanto,
6 = argmin |(t) — u(t(6)}.

Por se tratar do método de minimos quadrados, é possivel ter varias outras abordagens para
a estimacao de 8, como trabalhar com o logaritmo das funcoes, minimizar o erro quadratico
relativo do modelo, bem como colocar sobre £ um pressuposto de normalidade e, dessa forma,
obter propriedades desejaveis de estimadores de maxima verossimilhanca.

e Modelo Multinomial: A estimacao do modelo proposto por Mazzuco, Scarpa e Zanotto
(2018) foi realizada utilizando este método. Mazzuco, Scarpa e Zanotto (2018) diz que a
inferéncia no modelo é muito direta, considerando que a funcdao morte é uma funcao de
densidade que determina a distribuicao etaria das mortes. Portanto, a estimativa de 6 é
obtida por

0 = arg m(?x; Dy log p(t|0)

e Modelo Poisson: Este método de estimacao é um dos mais utilizados entre os demégrafos
para realizar a inferéncia em modelos de mortalidade (CANUDAS-ROMO; MAZZUCO; ZA-
NOTTO, 2018; MISSOV, 2013; MISSOV; LENART, 2013), e considera que D, tem distri-
buigao Poisson. Portanto, similarmente ao Modelo Multinomial, a estimacao de @ é obtida
por

0 = arg mgxz Dilog A(08]t) — log D! — \(6]t)

t=1

onde \(O|t) = u(t|0)E;.

1.2 CONTRIBUICOES RECENTES

Apesar de problema que envolvem a molagem da mortalidade serem estudados ha quase dois
séculos, autores continuam trabalhando nessa area e propondo novas abordagem e modelos para
esse problema de modelagem. Abaixo sao apresentados alguns apanhados sucintos do que foi
feito/proposto por alguns autores nos 1ltimos cinco anos:

e Em Russo et al. (2015) propoe um modelo de trés fatores para modelagem de mortalidade,
no qual a dinamica de toda a estrutura a termo das taxas de mortalidade pode ser expressa
de forma fechada em fungao de trés varidveis ¢ (idade), ¢ (tempo) e y (ano).

e Em Lemoine (2015) estende a regressao log-bilinear de Poisson, desenvolvida por Brouhns;
Denuit e Vermunt (2002), para estudar a estrutura de mortalidade francesa ao longo de 60
anos (1947 - 2007) e compreender o que caracteriza essa mortalidade, e com isso analisar o
impacto dos regimes de mortalidade no risco de longevidade da populacao.
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e Em Kleinow (2015) investigaram a rela¢do entre caracteristica de mortalidade de vérios paises
e utilizaram o PCA para estimar um efeito etario comum para varias populagoes, e com isso
introduziram um modelo para as taxas de mortalidade de vérias populacoes.

e Em Gavrilov, Gavrilova e Krut’ko (2017) propoe uma nova abordagem para a andlise e
previsao de mortalidade com base no método de analise de variaveis latentes, para determinar
os reais fatores subjacentes as mudancas na estrutura de mortalidade, especialmente ao longo
do tempo. O pressuposto basico dessa abordagem é que a maioria das variacoes nas taxas
de mortalidade ao longo do tempo é uma manifestacao de um pequeno nimero de variaveis
latentes, cuja variacao da origem aos padroes de mortalidade observados.

e Em Lie Lu (2018) traz um novo modelo de mortalidade Bayesiano ndo-paramétrico para uma
populacao pequena, quando uma tabela de mortalidade de referéncia também estd disponivel
e serve como parte das informacoes anteriores. Neste artigo, o modelo de Poisson-gama de
Hardy e Panjer (1998) é estendido para incorporar coeficientes de mortalidade correlacio-
nados e especificos para a idade. Segundo os autores, este modelo proposto melhora subs-
tancialmente a eficiéncia computacional dos modelos de mortalidade Bayesianos, permitindo
uma variagao posterior da média e posterior do nimero futuro de mortes e um algoritmo de
amostragem eficiente para toda a distribuicao posterior.

e Em Sliwka e Socha (2018) propde uma nova abordagem para a estimativa das taxas de
mortalidade com base em modelos estendidos de Bayraktar et al. (2009), e derivaram as
férmulas analiticas exatas para taxas de mortalidade tedricas.

e Em Basellini, Canudas-Romo e Lenart (2018) mostra que muitos modelos de mortalidade
podem ser redefinidos em termos da familia de modelos de escala de localizacao, que é uma
familia de modelos mais geral e flexivel, que sao modelos caracterizados por dois parametros
que possuem uma interpretacao direta no contexto da demografia: eles capturam a dinamica
de deslocamento e compressao das mudancas de mortalidade, informagoes extremamente
importantes para a &area. Essa nova reparametrizacao dos modelos traz algumas vanta-
gens a modelagem, as principais sao: ajudar na interpretabilidade e comparabilidade dos
parametros, facilitar na inferéncia estatistica nos modelos e reduzir o vicio das estimativas.

e Em Pascariu, Lenart e Canudas-Romo (2019) propos uma nova bordagem para o problema,
a partir a distribuigao da idade-de-morte (age-at-death). Embora essa distribui¢do se mos-
tre altamente informativa, muitas vezes ela é negligenciada quando se trata da pratica de
avaliacao de mortalidade. Nesse sentido, o novo método de modelagem e previsao de mor-
talidade proposto em no artigo utiliza as medidas de localizacao e forma de uma funcao de
densidade, ou seja, momentos estatisticos, mostrou ser, em média, 33% mais preciso do que
o método classico.

1.3 PROBLEMAS EM ABERTOS

Até agora foram apresentados alguns conceitos historicos, modelos e métodos de estimacao, e o
um breve apanhado do que tem sido feito dos tltimos 5 anos, mas apesar desses quase 200 anos de
estudos, ainda existem pontos interessantes e relevantes que estao em aberto, especialmente sob o
olhar estatistico, probabilistico e matematico.
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O problema da modelagem de mortalidade em idosos

Segundo Oeppen, Vaupel et al. (2002), a expectativa de vida humana tem crescido linearmente em
média 3 meses a cada ano, e esse crescimento também tem sido observado no Brasil (NEPOMU-
CENO; TURRA et al., 2019). Esse fendmeno gera um envelhecimento generalizado da populacao,
0 que torna essencial o entendimento das taxas de mortalidade na velhice (acima de 70 anos).
Como nessa faixa etaria hé poucas pessoas vivas, o numero de 6bitos fica cada vezes menor, o
que gera um desafio em estudar a mortalidade nessa faixa etaria e, consequentemente, encontrar
modelos que capturem seu comportamento.

Feehan (2018) faz um exaustivo estudo sobre o comportamento de nove modelos para a captura
do padrao da mortalidade na terceira idade. Esses modelos foram ajustados em 360 banco de dados
de alta qualidade, e nenhum modelo foi capaz de explicar os padroes de mortalidade observados
na velhice de uma forma universal. Entre os modelos testados estao os propostos em Weibull et al.
(1951), Gompertz (1825a), Makeham (1860a), Beard (1959), Perks (1932) e Beard (1971), modelos
famosos e que ja tem estabelecido na literatura que fornecem bons resultados na modelagem em
parte da vida adulta.

Além disso, Barbi et al. (2018) fornecem as melhores evidéncias até o momento para a existéncia
de platos de mortalidade em idades extremas em humanos (aos 105 anos). Contudo seu estudo foi
unicamente observacional, sem modelos que identificassem a idade em que este platd ocorreu, ou
sequer sua existéncia.

De encontro com essa teoria, GAVRILOV; GAVRILOVA apresenta estudos, usando simulagao
e validacao direta de idade, e conclui que os registros de longevidade para idades acima de 105
anos geralmente sao incorretos e que isso pode fazer autores concluirem que existe um plato para
a mortalidade e que esta esta desacelerando em algumas sociedades. Problema similar acontece no
Brasil (PINHEIRO; QUEIROZ, 2019), onde hé a incerteza sobre o tamanho real das populagoes
de idosos, o que tem implicagoes importantes, particularmente na estimativa da mortalidade de
adultos (GOMES; TURRA, 2009).

Neste mesmo contexto Black et al. (2017) apresenta um estudo onde examina a inferéncia nos
modelos de em idade avangada usando registros de ébito. Neste estudo, os autores atribuem o viés
na medicao das taxas a trés fatores: desaceleracao nas taxas de mortalidade na terceira idade, o
cruzamento da mortalidade em preto e branco, e a taxa relativamente baixa de mortalidade por
idade entre os hispanicos.

Os métodos de estimacao

Na literatura nao ha muito consenso quando se trata de qual é o melhor métodos de estimacao para
os modelos de mortalidade. O que se observa é que os métodos baseados nas distribuicoes Poisson,
Normal e Polinomial sao os amplamente encontrados na literatura atuarial e utilizados entre os
pesquisadores, mas nao ha estudos tedricos que verificam a precisao e acuracia nas estimativas
fornecidas por esses métodos.

Nesse sentido, Macdonald, Richards e Currie (2018) traz uma informagdo de extrema im-
portancia e muitas vezes ignorada: a sobre-dispersao ¢ extremamente comum em dados de morta-
lidade. Isso tem uma grave consequéncia, a subestimacao dos erros-padrao nos modelos, e sugere
que esses trés modelos (que sao largamente utilizados) nao sao adequados aos dados.

Um dos poucos estudos realizados que trazer alguma informagao nesse sentido foi realizado por
Tai e Noymer (2018), que comparou 5 métodos de estimagao para o modelo Gompertz. Contudo,
o estudo realizado foi unicamente empirico, avaliando apenas a qualidade do ajuste aos dados
observados, e nao a qualidade das estimativas dos parametros encontrados.
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1.4 OBIJETIVO

Este trabalho tem o objetivo de tratar alguns dos problemas apresentados acima, especialmente
os relacionados a inferéncia nos modelos, visto que os estudos realizados sao todos empiricos.
Realizando um estudo tedricos no que diz respeito aos métodos de estimacao para os modelos a
serem apresentados.

Além disso, espera-se que os modelos baseados em misturas fornecam bons resultados, especi-
almente na modelagem para a mortalidade de idosos.






CAPITULO 2

PRELIMINARES

Neste capitulo iremos apresentar algumas definicoes pertinentes ao trabalho, como a funcao de
sobrevivéncia, a forga de mortalidade (funcao hazard) e a fungao de vida média residual. Por fim,
apresentaremos quatro métodos de estimacao que serao comparados para os modelos estudados:
dois métodos baseados no método de minimos quadrados, e as regressoes Poisson e Binomial
Negativa.

2.1 FUNCOES DE INTERESSE

Seja T uma variavel aleatéria que representa o tempo de vida de um individuo até a sua morte,
definida no espago de probabilidade (R, B,P), onde R, representa seu espago amostral, B repre-
senta o conjunto de eventos (o-dlgebra de boral em R,), e P: B — [0, 1] representa a funcao que
atribui probabilidades aos eventos (DURRETT, 2019). Essa varidvel pode ser caracterizada pela
fungao de sobrevivéncia S(t) = P(T > t), que mensura a chance do individuo sobreviver ao tempo
t (COLOSIMO, 2001).

Definindo F(t) = P(T < t), e assumindo que F' possui uma densidade F’ = f, a forca de
mortalidade no momento ¢ é definida como pu(t) := f(t)/(1— F(t)) = f(t)/S(t), que é uma medida
de mortalidade instantanea, que também pode ser representada por p(t) = d (—log S(t)) /dt .

Ademais, se considerarmos um valor € > 0 pequeno e préximo de zero, podemos interpretar
ep(t) como sendo aproximadamente a probabilidade de morrer antes do tempo ¢ + € dado que o
individuo sobreviveu até o tempo ¢ (EINMAHL; EINMAHL; HAAN, 2019).

Dado o contexto de mortalidade, além do interesse na fungao de sobrevivéncia e na forga de
mortalidade, também hé o interesse na fungao de vida média residual (FVMR), que é definida
€como |

M) =E(T —t|T >t) = —f S(x + t)dux.
S(t) Jo
essa funcao tem o papel de mensurar o tempo esperado de vida de um individuo, dado que ele
sobreviveu até o tempo ¢ (MARSHALL; OLKIN, 2007). Essa fun¢ao também pode caracterizar a
distribuigao de T', como mostrado em Gupta (1975).

A distribuicao da variavel aleatéria T pode ser descrita a partir de varias fungoes, que incluem
por exemplo a funcao de distribuicao, a funcao de sobrevivéncia, densidade, fungao hazard e
funcao de vida média residual. Quando existem, qualquer uma dessas fungoes pode ser obtida
(pelo menos teoricamente) a partir de qualquer outra. Contudo, ha boas razoes para o interesse
por todas elas: nenhuma é uniformemente melhor, o que pode ocorrer é que uma funcao possui
uma forma mais simples enquanto as outras sdo mais complexas para se trabalhar (MARSHALL;
OLKIN, 2007). Por isso, no contexto de modelagem de mortalidade, é usual trabalharmos com a
forga de mortalidade (func¢ao hazard) pois certos aspectos de uma distribui¢ao sao revelados mais
claramente a partir da hazard.

2.2 ESTIMACAO DOS MODELOS

Cada modelo considerado neste trabalho estd associado a um respectivo conjunto de parametros
0 € O, com O representando o espaco paramétrico, o qual desejamos estimar. Portanto, agora

11
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serao apresentados quatro métodos de estimacao: o método de minimos quadrados nao-lineares
(onde podemos ou nao considerar normalidade nos residuos), o método de minimos quadrados nao-
lineares ponderado, o método baseado no modelo de Poisson e outro baseado no modelo Binomial
Negativo.

Nos quatro métodos consideraremos que D, é o niimero de mortes em um dado intervalo [¢,t+1),
parat =0,...,m, com E(D,) = u(t; @) E;, onde u(t; ) representa a for¢a de mortalidade na idade
t e E; representa o numero de pessoas com idade ¢ expostas ao risco de morte. Também iremos
considerar D = (Dq,...,D,,) e E = (Ey,...,E;)’, com m representando o tultimo ano de vida.

2.2.1 Minimos quadrados nao-lineares

Uma forma de estimarmos 6, é considerarmos que pu(t) = u(t; @) + €, onde € representa o erro do

modelo e
D,

Z?:tﬂ Dk’

que representa a forca de mortalidade observada. Essa abordagem nos leva a um problema de
regressao nao-linear. Dessa forma, podemos minimizar os erros do modelos e obtermos a estimativa

de @ por
~ _ g
0 = arg min Et [p(t) — u(t; 0)]

onde ||x||2 representa a norma-f5 do vetor x

pu(t) =

Se considerarmos que ¢ ~ N(0,0?), obteremos a estimativa 6 maximizando a funcao de log-
verossimilhanca, contudo este método ¢é equivalente ao método minimo quadrados (CHARNET et
al., 1999). Portanto, se tomarmos a derivada parcial da fungao de log-verossimilhanga com respeito
ao vetor @, obteremos o vetor de equacoes de verossimilhanca

or 0|D 22 ) aﬂ((atee)

A estimativa de verossimilhanca também pode ser obtida igualando o vetor de equagoes de
verossimilhanca a zero e resolvendo simultaneamente o sistema de equagoes. A complexidade da
equacao de verossimilhanca depende principalmente da forma algébrica da forca de mortalidade
wu(t; 0) e, em geral, este sistema de equagdes nao possui forma fechada, o que faz com que a
estimativa de verossimilhanga precise ser obtida a partir de algoritmos numéricos de otimizacao.

2.2.2 Minimos quadrados nao-lineares ponderados

Uma outra forma de se estimar o parametro 6 é utilizar o método dos minimos quadrados ponde-
rados, onde a estimativa @ sera dada por

A~

6 = argmin Y w; [u(t) — ju(t:0)]”

Se considerarmos o peso wy = 1t = 0,...,m, voltamos ao primeiro método a ser considerado
(minimos quadrados nao-lineares). Contudo consideraremos
1
wy=—-—=, t=0,....m
2 ) Y )
pu(t)

para o pesos graduais, e assim assumimos que existe um coeficiente de variagao constante em
todas as idades (BUTT; HABERMAN, 2002), pressuposto que também é assumido por Heligman
e Pollard (1980), Forfar e Smith (1985) e Chang (1998).
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Dessa forma, temos que a estimativa @ sera dada por

o-mupg| 28]

resultando no seguinte vetor de derivadas
0 p(t;0)1 p(t:0)] 1 op(t;6)
— 1— = -2 1—
06 ; l ) ] g l p(t) Ju) o0 -

(t
p(t
que quando igualado a zero e resolvido simultaneamente, tem como solugao a estimativa 0.

2.2.3 Modelo Poisson

Este método de estimacao é um dos mais utilizados para a modelagem de mortalidade (BRILLIN-
GER et al., 1986), nele consideramos que D, possui distribui¢ao Poisson. Devido a esse pressuposto
temos que E(D;) = u(t; 0)E; e VAR(D;) = pu(t; 0)E;. Tomando D e E definidos anteriormente,
obtemos que a funcao de verossimilhanca do vetor 8 é dada por

A(t,0)PieN00)
L(0|D,E)=H( D

t

onde A(t,0) = u(t; 0)E;. Dessa forma a func¢ao de log-verossimilhanga vem a ser

(6|D, E) = log L(6|D, E) = > [D,log \(t,0) — log D! — A(t,0)]

t

A estimativa de maxima verossimilhanca 6 é obtida maximizando a funcao de verossimilhanca
com respeito a 8. Tomando a derivada parcial da fungao de log-verossimilhanca com respeito a 8,
obtemos o vetor de equacoes de verossimilhanca

ol(6|D, E) Dy ou(t; 9)
06 :2<u(t;0)_Et> 06

Esse sistema de equacoes também pode fornecer a estimativa de verossimilhanca 0 se igualado a
zero e resolvido simultaneamente. Contudo, a complexidade deste depende da forma algébrica da
for¢ga de mortalidade, e em geral nao possui forma fechada.

2.2.4 Modelo binomial negativo

Um modelo alternativo ao Poisson para dados de contagem é o binomial negativo, nele consideramos
que Dy possui distribuigdo Binomail Negativa. Devido a esse pressuposto temos que E(D;) =
At,0) = u(t;0)E; e VAR(D,) = \(t,0) + A(,0)?/¢.

Para este modelo, temos que

I'(D; + ¢) ¢ “(OAe) \T
J(Di18.9) = 55 S 1(9) (<b +A(t, 0)) (¢ + AT, 9))

onde I' é a funcao gama e ¢ > 0. Tomando D e E definidos anteriormente, obtemos que a func¢ao
de verossimilhanca do vetor (0, ¢)" é dada por

DD, + ) o \*(_A0) "
L(6,¢|D.E) =] | T(D, + )I(9) (gb + At 9)) (cb +A(L, 9))

t
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onde A(t,0) = u(t;0)E;. Como log (F(I?(tq;gd))) = Zf:tal log(j + ¢) se D; é inteiro (CAMERON;

TRIVEDI, 2013; SVETLIZA; PAULA, 2003), temos que a fungao de log-verossimilhanga é dada
por

00,6|D,E) = logL(6,¢|D,E)

= Z [ Z_] log(j + ¢) + D;log A(t,0) — (D, + ¢)log(é + A(t,0)) + ¢log ¢]

t | j=0

As estimativas de maxima verossimilhanca 6 e ¢ sao obtidas maximizando a funcao de verossimi-
lhanga com respeito a (0, ¢)’. Tomando a derivada parcial da funcao de log-verossimilhanga com
respeito a (6, ¢)’, obtemos o vetor de equagoes de verossimilhanca

20(6|D, E) D, 1 ou(t; 9)
0 - lu(t; 6) o1 Bp(0) T (b)] 00

U6|D,E) _ Z[thl 1 Dy + ¢

¢ A j+o o+ Eplt;0)

t

+ log(¢ + Eyu(t;0)) + log o + 1]

j=1

Esse sistema de equagoes também pode fornecer as estimativas de verossimilhanca 0 e <$ se igualado
a zero e resolvido simultaneamente. Contudo, a complexidade deste depende da forma algébrica
da forca de mortalidade, e em geral nao possui forma fechada.

2.3 SIMULACAO E AVALIACAO DOS METODOS DE ESTIMACAO

Para verificarmos a qualidade das estimativas obtidas a partir de cada método, sera realizado um
estudo de simulacao para cada modelo. Em cada estudo serao gerados 100 mil tempos de vida
a partir sua respectiva distribuicao. A partir disso sera gerada uma tabela de vida a partir da
qual realizaremos a inferéncia sobre 0. Esse processo serd repetido 1000 vezes. A mensuracao da
qualidade das estimativas se dara a partir do erro percentual médio e da variancia relativa do erro
percentual.

O erro percentual médio é uma medida de vicio das estimativas obtidas a partir de um deter-
minado método de estimacao, que é dado por

1000é _ (9
MPE(6) = 100% x ke .

k=1

Quando esse valor é negativo, podemos dizer que o método esta subestimando o valor real do
parametro, e quando esse valor é positivo, o método esta superestimando o valor real do parametro.
Além disso, esta medida permite comparar igualmente a acuracia entre parametros e métodos de
maneira mais simples.

A variancia relativa do erro percentual é uma medida de precisao de um método para obter as
estimativas de um determinado parametro, que é dada por

~ _\ 2
1 1000 Hk Sy
VCLT(Q) = @ 9

Quanto mais proximo de zero, mais preciso é o método. Esta medida também permite comparar
a precisao das estimativas entre os parametros e os métodos de forma mais simples.



CAPITULO 3

MODELO GOMPERTZ

Este modelo foi o segundo a ser introduzido na literatura atuarial, o que faz com que ele seja
um dos modelos mais conhecidos. Além de ser amplamente utilizado na biologia, ja ha consenso
no meio demografico de que parte da dinamica da mortalidade humana é descrita pelo modelo
Gompertz (1825b).

No contexto demografico, este modelo considera que a forca de mortalidade é exponencialmente
crescente e que a mortalidade é causada unicamente pela degradacao do corpo ao decorrer dos anos.

3.1 FUNCOES HAZARD E SOBREVIVENCIA

Este modelo foi construido a partir da forca de mortalidade, onde Gompertz supoe que é exponen-
cialmente crescente, ou seja, u(t;0) = ae”, onde t > 0 e 6 = (a,b)’ € R2. Dessa forma, podemos
derivar as outras fungoes de interesse a partir da relacao p(t) = —dlog S(t)/dt, pois dai obtemos
que

S(t;0) = exp {— Jtu(m)dw} . t>0.

0

Portanto, como u(t; 0) = ae™, temos que

t
—log S(t;0) = f ae’dx
0
bt
-1

A partir desse resultado, temos que a fungao de sobrevivéncia para o modelo Gompertz (1825b)
¢é dada por

Por fim, a func¢do de densidade também pode ser derivada tomando f(¢;0) = u(t;0)S(t;0).

3.2 FUNCAO DE VIDA MEDIA RESIDUAL
A forma fechada da funcdo de vida média residual na idade ¢ para o modelo de Gompertz (1825b)
é
oy 1 a a
M(t;0) = bexp{be }El (be ), t >0,
onde Ey(z) = [ t'e " dt é a fungdo integro-exponential para z € C (MILGRAM, 1985).

15
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Demonstracao. A demonstracao segue diretamente do calculo de

*S(t+ x)

M(t;@)zfo de, t>0.

Podemos expressar
Entao,

Vale notar que

Tomando u = €%, segue que

aet® o0 aet® 1 ael o0 ael
SR e e C R R I R T
0 1

bt
M(t;0) = %exp {%}

Logo,

3.3 SIMULACAO

De acordo com o estudo realizado por Tai e Noymer (2018), nos tltimos 200 anos a maior parte
da dinamica da mortalidade humana pode ser descrita pelo modelo Gompertz com parametros
107 <a <1072 e 0.05 < b < 0.11, por esse motivo no estudo de simulacao iremos considerar para
a os valores: a; = 1074, as = 1073 e a3 = 1072, e para b os valores b; = 0.06, by, = 0.08 e by = 0.10.

3.3.1 Minimos quadrados nao-lineares

Para a estimacao do modelo Gompertz pelo método de minimos quadrados nao-lineares, temos o
seguinte sistema de Equagoes:

ag(ng) _ 2 [M(t> . aebt)] ebt’

—%(ZZLD) = Z [1(t) — ae™)] ate™,

t

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 3.1 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulagao. Nela podemos observar que o MPE para a estimativa do parametro a
foi alto, chegando a superestimar o valor do parametro em mais de 300%. Além disso, a variancia
do MPE para este parametro chegou a 36, valor considerado alto.

Para as estimativas do parametro b o comportamento do método foi diferente, se distanciando
em no méaximo 13% do valor verdadeiro do parametro, e obtendo valores pequenos para a variancia.
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Tabela 3.1 Gompertz - Minimos quadrados nao-lineares

Parametro  MPE(a) MPE(b) Var(a)  Var(b)
0 = (a1, b) 2747383  -9.24814  6.91242 0.07029
0 = (a1,by) 192.25853  -1.87502 18.50933 0.05674
0 = (a1,b3) 347.67407 4.21237 36.57561 0.04917
0 = (as,by) -28.32926 -11.24715 1.29117 0.08669
0 = (as,by)  53.39670  -3.42556  6.88966 0.07401
0 = (az,b3)" 183.95261 3.30620  5.68218 0.04921
0 = (a3, by) -9.20405 -13.82814  0.39881 0.12391
0 = (az,by) -49.68669  -4.05477  0.68762 0.07600
0 = (asz,b3) -98.27654 2.81349  1.29965 0.05178

3.3.2 Minimos quadrados nao-lineares ponderados

Para a estimacao do modelo Gompertz pelo método de minimos quadrados nao-lineares pondera-
dos, temos o seguinte sistema de Equacoes:

ol(0|D) ael 1y,
o e sl o
0l(0|D) ael 1 bt
—86 :;[m— mate s

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 3.2 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua varidncia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos observar que este método produziu melhores resultado
do que o método de minimos quadrados, contudo ainda houveram cendrios em que a estimativa
produzida por ele nao obtiveram muita acuracia, como nos cendrios com 0 = (ay,b;)" € @ = (az, by)'.
Mas apesar disso, a pequena variancia em todos os cenarios mostra que com o método podemos
obter estimativas precisas, mesmo que em alguns casos viciadas.

Tabela 3.2 Gompertz - Minimos quadrados nao-lineares ponderados

Parametro  MPE(a) MPE(b) Var(a) Var(b)
0 = (a1,b1) 8230803 -1.34213 0.87328 0.00041
0 = (a1,by) 5.73671 -0.91622 0.02373 0.00049
0 = (a1,by) 11.01383 -1.74906 0.17706 0.00042
0 = (az,by) -0.18976  0.06208 0.06123 0.00072
0 = (as,by) 28.05115 1.11286 0.62318 0.00075
0 = (ag,b3) -7.87674 1.11222 0.00331 0.00069
0 = (a3,b1) -8.54137 2.50158 0.00436 0.00287
0 = (az,by) -12.02833  3.93974 0.00444 0.00273
0 = (a3, b3) -16.30164 6.58378 0.00782 0.00534
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3.3.3 Modelo Poisson

Para a estimacao do modelo Gompertz pelo modelo Poisson, temos o seguinte sistema de Equagoes:

2U0|D,.E) (D b

T =Y (e Br) e

ol(6|D, E) Dy b

—(’)b = Z <@ — Et) ate t
t

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 3.3 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua varidncia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos observar que com este métodos obtivemos em todos
os cenarios pequenos valores para o MPE e sua variancia. Isso indica que este método produz
estimativas precisas e com baixo viés, especialmente para as estimativas do parametro b.

Tabela 3.3 Gompertz - Modelo Poisson

Parametro MPE(a) MPE(b) Var(a) Var(b)
0 = (ay,b1) -3.28376  0.05034 0.00022 0.00001
0 = (a1,by) -4.80480 0.12201 0.00024 0.00001
0 = (a1,b3) -6.13070 0.16807 0.00033 0.00001
0 = (as,b1) -3.20444 0.06807 0.00012 0.00001
0 = (az,by) 4.38477 0.08670 0.00013 0.00001
0 = (as,b;) -5.62133 0.15212 0.00014 0.00001
0 = (a3, b)) -3.15615 0.10597 0.00005 0.00002
0 = (a3, by) -4.40747  0.22224 0.00006 0.00001
0 = (a3, b3) -5.56154  0.26545 0.00007 0.00001

3.3.4 Modelo binomial negativo

Para a estimagao do modelo Gompertz pelo modelo binomial negativo, temos o seguinte sistema
de Equagoes:

GK(O\D, E) [ Dy 1

~ oa 2 a b+ Eact (Dy + ¢)] et
+ L

ol(6|D, E) [ D, 1 b

T = Z aebt o ¢ + Etaebt (Dt + ¢):| ate®
¢+ L

&E 0 D, E _Dtil 1 D +

% P2 ito o +tEtaibt +log(¢ + Eiae™) + log ¢ + 1
t | =1

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 3.3 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua varidncia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos observar que este método produz bons resultados em
alguns cendrios, e péssimos resultados em outros, os mesmos cenarios que o método de minimos
quadrados ponderados. Contudo, este método nao se mostrou superior a ele, apresentando maior
vicio e menos precisao nas estimativas produzidas.

Por fim, comparando de forma geral os quatro métodos, podemos destacar que o método base-
ado no modelo Poisson se mostrou superior a todos os outros em todos os cenarios, apresentando
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Tabela 3.4 Gompertz - Modelo binomial negativo

Parametro MPE(a) MPE(b) Var(a)  Var(b)
0 = (ay,b1) -60.58925  8.08888 0.45852 0.00939
0 = (ar,b) -5.70876  0.16888 0.00622 0.00015
0 = (a1,b3) -4.59597  0.07166 0.01030 0.00012
0 = (az,b1) 4.26551  -2.79847 0.01746 0.00233
0 = (az,by) 2806.82359 18.78591 1212.75316 0.32368
0 = (ay,b3) -3.77048  -0.19624 0.00623 0.00033
0 = (a3, by) -6.40387  3.44727 0.54140 0.00944
0 = (a3, by)’ -2.54131  -0.92350 0.00879 0.00267
0 = (a3, b3) -2.38653  0.19910 0.00069 0.00013
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menos vicio e maior precisdo (menor variancia) nas estimativas obtidas. Seguido pelo método de
minimos quadrados nao-lineares ponderados, e pelo método baseado no modelo binomial negativo.
O método de minimos quadrados nao lineares produziu os piores resultados, com menor precisao

e maior vicio.

Estes resultados vao de encontro aos resultados discutidos por Tai e Noymer (2018) que, para
este modelo, recomenda principalmente o método de minimos quadrados ponderados, seguido pelo
modelo Poisson. Contudo, o estudo realizado em Tai e Noymer (2018) foi unicamente empirico,
avaliando os modelos pelo valor da média dos erros quadrados, o que impossibilita a avaliacao das
estimativas obtidas a partir dos métodos considerados no estudo.






CAPITULO 4

MODELO MAKEHAM

O modelo introduzido por Gompertz (1825b) foi, e ainda é, amplamente utilizado, contudo esse
modelo supoe que a mortalidade humana é causada apenas pela degradacao do corpo. Mas essa su-
posicao nem sempre verdadeira, visto que existem outros fatores que cooperam para a mortalidade,
como por exemplo doencas e acidentes de carro.

Nesse sentido, Makeham (1860a) somou a forga de mortalidade do modelo Gompertz (1825b)
uma constante, que possui papel de capturar essas outras taxas nao derivadas da degradagao do
corpo.

4.1 FUNCOES HAZARD E SOBREVIVENCIA

Como comentado, Makeham (1860a) modificou o modelo Gompertz (1825b) acrescentando uma
contante ¢ na sua forca de mortalidade, resultando numa funcao hazard dada por

w(t;0) =ae’ +¢, t>0,

onde 8 = (a,b,c)’ € R? (note que se tomarmos ¢ = 0 o modelo serd reduzido ao modelo Gompertz
(1825b)). Utilizando a da relagao u(t) = —dlog S(t)/dt, podemos derivar facilmente a funcao de
sobrevivencia do modelo Makeham:

¢
S(t;0) = exp {—J ,u(x)dx} , t>0.
0
Como pu(t; 0) = ae® + ¢, temos que
¢
—log S(t;0) = J (ae™ + ¢) dx
0

ebt

a
= T‘f‘Ct, t>0

A partir desse resultado, podemos facilmente encontrar que a funcao de sobrevivéncia do modelo
Makeham (1860b) é dada por

bt_l
S(t;0) =exp{—M—ct}, t > 0.

Apds um pouco de algebra elementar, podemos ver que

bt_l
S(t;0) = exp {—#} e t>0.

Esse resultado nos mostra que o modelo Makeham (1860b) supoe que o individuo é resultado da
competicao de dois tempos de vida: um Gompertz e outro exponencial, ou seja, o tempo de vida
do individuo é o minimo entre um Gompertz e um exponencial.

21
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4.2 FUNCAO DE VIDA MEDIA RESIDUAL

A forma fechada da vida média residual na idade ¢ para o modelo Makeham (1860b) é
1 ac ) [aett\? C a
M(5:6) :EGXP{T} (T) r(=55¢")

o0
D(u,z) = J t“te7tdt, |arg(x)] <7 ueR.

T

onde

Demonstracdo. A distribuicao acumulada do modelo Makeham é dado por

bt—l
F(t;9)=1—exp{—¥—ct}, t >0,

onde a,b > 0 e ¢ > 0, e sua fungao de sobrevivéncia é dada por

bt_l
S(t; 0) =exp{—%—czﬁ}, t>0.

A partir dai, temos que

S(t+;0) ~ac” (e —1) B
Ste) P b “

Portanto, segue que

M(t;0) = Jwexp{—w—cx}d@"

0

1 ae ) [aett\? ca
= ZQXP{T}(T) r(=55¢)

4.3 SIMULACAO

A simulacao se dara em 8 cenarios, considerando para o modelo Makeham os seguintes parametros:
para a sera considerado a; = 0.001 e ay = 0.000001, para b consideraremos b; = 0.03 e by = 0.07
e para o parametro ¢, ¢; = 0.0013 e ¢o = 0.003. A escolha desses parametros de deu pois na
sociedade moderna, temos 0.00001 < a < 0.001, 0,003 < b < 0,07 e 0.0003 < ¢ < 0.001.

4.3.1 Minimos quadrados nao-lineares

Para a estimagao do modelo Makeham pelo método de minimos quadrados nao-lineares, temos o
seguinte sistema de Equacoes:

20(8| D)

2 = D) — ad + )] ¢,
@ = 2 [pt0) — ae 4 )] ate”
20(6|D)

E Z [u(t) — ae’ + o],

t
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o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 4.1 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua varidncia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos notar que este modelo apresentou um vicio muito grande
em todo os cendrios, ultrapassando de 400% de vicio relativo, o que indica a falta de acuracia do
método. Ademais, o método se mostrou preciso apenas nas estimativas de b, contudo ainda assim
se mostrou viciado.

Tabela 4.1 Makeham - Minimos quadrados nao-lineares

Parametros ~ MPE(a) MPE(b)  MPE(c) Var(a)  Var(b) Var(c)
0 = (a1,b1,¢1)  70.78903 -48.99491 674.97288 0.11636 0.16003  40.71402
0 = (a1,b1,c0)  75.16963 -56.08403 265.76083 0.11882 0.19233 6.68118
0 = (a1,by,c1)  -51.69411 -12.01315 325.62402 1.79628 0.12700 166.56012
0 = (a1,by,c0)  -74.86205 -6.63350  -9.78355 2.12956 0.08934 5.82503
0 = (ag,by,c1)  89.02228 -32.42542 191.44222 0.09874 0.02627 9.37752
0 = (ag,b1,co)  87.60943 -37.39164 -61.49709 0.31621 0.03054 1.39787
0 = (as, by, 1) 416.10304  -2.95170 -72.09459  82.34252 0.04394  39.96314
0 = (as, by, o) 423.94182  -5.19234  22.55905 113.52085 0.04678 2.73919

4.3.2 Minimos quadrados nao-lineares ponderados

Para a estimacao do modelo Makeham pelo método de minimos quadrados nao-lineares ponderados,
temos o seguinte sistema de Equagoes:

ol(6| D) [ac +¢c ] 1
e\t A 1| e,
da zt] | u(t) ()
ol(0|D) [ac +¢ ] 1 "
— = -1 ate”,
aly Zt: o))
0l(0|D) _ Z [ae” + ¢ B 1_ 1
R TR 0L

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 4.2 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos notar este método apresenta uma boa precisao nas
estimativas em todos os cendrios, contudo apresenta um alto Erro Médios Percentuais em todas
as estimativas de a, sempre subestimando este parametro. As estimativas de b apresentam boa
acuracia em todos os cendrios, assim como as de ¢ em alguns cenarios.

Dessa forma, o método baseado nos minimos quadrados ponderados se mostrou superior ao
método baseado nos minimos quadrados, pois apresenta melhor acurdcia e precisao em suas esti-
mativas dos parametros.
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Tabela 4.2 Makeham - Minimos quadrados nao-lineares ponderados

Pardametros ~ MPE(a) MPE(b) MPE(c) Var(a) Var(b) Var(c)
0 = (a,b1,¢1) -13.86114 2.88018 22.00255 0.02933 0.00245 0.06490
0 = (a1,b1,c9) -17.38357 3.31120  9.68940 0.05418 0.00374 0.01633
0 = (a1,by,c1) -17.98613 2.73183 26.67280 0.02514 0.00169 0.06369
0 = (a1,bs,co) -26.80413  4.07640 15.28200 0.05872 0.00309 0.02039
0 = (as,b1,c1) -22.46763 1.80163  4.82575 0.08131 0.00073 0.00016
0 = (as,b1,c0) -31.31025 2.11253  2.08026 0.26811 0.00135 0.00010
0 = (ag, by, 1) -24.72249  1.49806  4.57916 0.11000 0.00089 0.00035
0 = (ag, by, co) -42.42026  2.52324  2.16839 0.22700 0.00112 0.00013

4.3.3 Modelo Poisson

Para a estimacgao do modelo Makeham pelo modelo Poisson, temos o seguinte sistema de Equacoes:

ol(6|D, E) D, bt
b il bt B P _Zt _E
da Zt] (aebt +c t) ‘
2U(6|D,E) D, y
ob B Zt: (aebt +c Et) ate”,
200D, E) D,
oc _;<aebt+C_Et ’

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 4.3 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulagao. Nela podemos notar este método apresenta um pequeno valor de MPE
para todos os parametros estimados, bem como uma pequena variancia. Vale nota que assim como
no método de minimos quadrados ponderados, o MPE das estimativas de a sao todos negativos, o
que indica que em média este método subestima o valor de a.

Tabela 4.3 Gompertz - Modelo Poisson

Parametros MPE(a) MPE(b) MPE(c) Var(a) Var(b) Var(c)
0 = (a1,b1,c1) -1.54211 0.00609 0.27812 0.00051 0.00004 0.00242
0 = (a1,b1,c9) -1.43055 -0.03544 -0.03090 0.00063 0.00004 0.00036
0 = (a1,bs,c1) -4.02030 0.12503  0.84274 0.00037 0.00002 0.00265
0 = (ay,by,c9) -4.03620 0.11813  0.29482 0.00053 0.00003 0.00059
0 = (as,b1,c1) -1.86810 0.02980 0.07131 0.00157 0.00002 0.00006
0 = (az,b1,c9) -1.98387 0.01902  0.00900 0.00355 0.00003 0.00002
0 = (az, by, 1) -4.44800 0.08164 -0.04200 0.00154 0.00001 0.00015
0 = (az, by, o) -4.30549  0.06565 -0.05114 0.00198 0.00002 0.00005

Portanto, assim como no modelo Gompertz, este método se mostra superior aos outros dois

comentados, entregando maior precisao e maior acuracia, em suas estimativas.
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4.3.4 Modelo binomial negativo
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Para a estimacao do modelo Makeham pelo modelo binomial negativo, temos o seguinte sistema

de Equacoes:

l6|D,E)
oa N -
(6|D,E)
ob B
0|D E)
t
0|D E)
~ 2

(De + ¢)] e

(D, + ¢)] ate

Dy 1
| (ae +¢) &+ E, (ae + ¢)
Dy 1
| (ae’ +¢) ¢+ Ey (ae¥ + ¢)
Dy 1
| (ae’ +¢) ¢+ B, ((aet +¢) + ¢)
(Db D, + ¢
jZl i+é ¢+ E (aet + )

(De + 925)]

+log(¢ + E; (ae”™ + ¢)) + log ¢ + 1]

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 4.4 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos notar que o método baseado no modelo binomial negativo
nao produz bons resultados para as estimativas do parametro a. Contudo, em alguns cendrios
produz excelentes resultados para os parametros b e c.

Tabela 4.4 Gompertz - Modelo binomial negativo

Parametros MPE(a) MPE(b) MPE(c) Var(a) Var(b) Var(c)
0 = (a1,b1,¢1)  -8.34302 0.10118 -12.64991 0.16993 0.00921 0.68116
0 = (a1,b1,cy) -23.77280 0.91824 0.36630 0.76016 0.01946 0.19973
0 = (a1,by,¢1)  -59.70898 2.93546 -20.68218 0.94060 0.04059 2.66642
0 = (a1, be, o) -18.21418 1.56036 7.85311 0.20805 0.00483 0.08650
0 = (az,b1,c1)"  50.08425 -13.96674  -7.65531 0.64705 0.01100 0.00341
0 = (ag, by, o) -20.17475 0.96526 0.27701 1.28109 0.02514 0.00483
0 = (ag, by, 1) -30.32224  -1.90346  -1.71097 3.90217 0.00702 0.00763
0 = (ag, by, co) -19.47674  -2.99145  -1.18072 1.05122 0.01200 0.00299

Portanto, analisando os quatro métodos de estimacao estudados, podemos considerar que, as-
sim como no modelo Gompertz, para o modelo Makeham o método baseado no modelo Poisson
fornece estimativas com menores vicios e variancias, o que faz deste o melhor método de estimagao
para o modelo. Como alternativa a este método, podemos utilizar o método de minimos quadra-
dos ponderados, que apesar de possuir um alto vicio para a estimativa do parametro a, produz
resultados precisos em alguns cendrios.






CAPITULO 5

GAMMA-GOMPERTZ E GAMMA-MAKEHAM

Apesar dos modelos de mortalidade Gompertz (1825b) e Makeham (1860b) terem sidos amplamente
amplamente explorados (MISSOV; LENART, 2013), eles modelos superestimam a expectativa de
vida atual e também potenciais aumentos na expectativa de vida causados por intervencoes na
saude e seguranca. Além disso, esses modelos também subestimam as taxas de envelhecimento
individual, o progresso passado na reducao da mortalidade e os diferenciais de mortalidade entre
pares de populagoes (VAUPEL; MANTON; STALLARD, 1979). Em suma, os modelos padrao
ignoram o fato de existir uma heterogeneidade nao observada na populacao.

Nesse sentido, podemos utilizar uma variavel aleatoria positiva Z, chamada de fragilidade,
que modula a heterogeneidade na mortalidade dos individuos. Vaupel, Manton e Stallard (1979)
utiliza a fragiliza Z seguindo distribui¢ao gama com parametros A > 0 e k > 0, onde E(Z) = \/k
e VAR(Z) = A\/k? , que possui densidade dada por

)\k
m(z) = e kXN 2> 0.

E comum assumir que A\ = k (CANUDAS-ROMO; MAZZUCO; ZANOTTO, 2018), o que evita
problemas de identificabilidade no modelo, e dessa forma temos E(Z) = 1 e VAR(Z) = 1/k =
o > 0.

Vale ressaltar que a fragilidade é considerada fixa durante todo o periodo de vida do individuo,
ou seja, a fragilidade z dada na idade inicial permanece o mesmo ao longo de toda a vida. Sendo
assim, a forca de mortalidade de um individuo com fragilidade Z = z na idade t é dada por

pultlz) = zp(t; 0), t >0,
e a funcao de sobrevivéncia é dada por

S(t]2) _exp{—fu(m)dx}, £ 0.

0

A distribuic¢ao do tempo de vida da mistura gama com o modelo p(¢; @), pode ser descrita pela
funcao de sobrevivéncia

S(t) = JOO S(tlz)m(2)dz, t>0,

0

a partir da qual podemos derivar as fungoes de interesse, como u(t; @) e M(t;0).

51 GAMMA-GOMPERTZ
5.1.1 Funcoes hazard e sobrevivéncia

Para o modelo Gamma-Gompertz (I'G), introduzimos a fragilizade Z na fungao hazard do modelo,
0 que nos resulta em
w(t|z) = zae”™, t>0.

27
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Para este modelo podemos derivar sua fungao de sobevivéncia dada por:

S(t) = JOO exp {— f zaebxda:} m(2)dz, t>0,

0 0

o que resulta em (MISSOV, 2013):

2

—1/0?
S(t;@)zll—i-%(ebt—l)] ., t>0,

onde @ = (a,b,0%) € R3. A partir da relagao u(t) = —dlogS(t)/dt, podemos derivar a forca de
mortalidade do modelo, que é dada por

aebt

t;0) = t > 0.
plt:0) 1+ 022( — 1)’

De acordo com Bohnstedt e Gampe (2019) e Bohnstedt et al. (2019), o parametro o2 descreve
a heterogeneidade da fragilidade do modelo I'G. Se 02 > 0, entdao ha heterogeneidade no risco
de morte, e a selecdo do individuo mais robusto ocorrera. Por outro lado, se 0% ~ 0, entao h4
fortes indicios de que nao ha heterogeneidade e a forca de mortalidade cresce exponencialmente,
se reduzindo ao modelo Gompertz (1825b). Bohnstedt e Gampe (2019) traz discute essa questao
e, em adicional, algumas propriedades do estimador de maxima verossimilhanca sao derivadas.

5.1.2 Funcao de vida média residual

A fungao de vida média residual na idade t para o modelo I'G |, com Z ~ Gamma(\, k), é dado
por

1 (1—-2)
t:0)= —oF [k, 1, k+1; ——— b2~
M()) bk? 1(77 +’1—%+ﬁebt)7

onde, se |z| <1 e Re(p) > Re(n) > 0,

oFi(m,m, p; 2) = %L u" (1 —u)P" N1 — zu) ™ du, (5.1)

¢ a funcao hipergeométrica de Gauss (RAINVILLE, 1971).

Demonstracao. Temos que

1 o0
M(t; 0 :_J S(t+x)dr, t>0,
(:6) = 555 | S+
onde
o a b -k
St:0) = |1+ -1 .
o _a a p17k
= [1 b)\+b)\e] )
e também
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Tomando u = 1 — ™%, segue que

M(t;0) = —JOO [1+ﬁ(ebt+bw—1)]_kd@~,

- sl [1—%+%e’”<1iu>1_k T

Apoés alguma dlgebra, segue que

‘ B 1 ! b1 a a g, a —k
M(t,@) = mﬁ)(l—'&) [1—54-56 —(1—a>u] du

1 a a —k (1 (1— &)y 1°°
= — [1-= bt 1—u) 11 = bA du.
bS (%) - ] L (1 =) [ — ielnc] u

bA

Por fim, obtemos

onde
-
a a bt
1 ﬁ—i_ﬁe

Por 5.1, temos que
. 1
J WL — ) EFDTN ) Ry = o Fy (B 1,k + 1 2) s
0

Portanto,

1 (1— )
t:0)= —oF [k, 1,k+1;, ———2~ )
M(a) bk? 1(77 + al_%_i_ﬁebt)
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De acordo com Missov (2013), para populagoes humanas temos acc107¢, b~ 0.14 e k = X > 1.

Portanto, temos que

sempre pertence ao intervalo (0,1), o que garante a convergéncia da fungao hipergeométrica de

Gauss.

5.1.3 Simulacao

Como Missov (2013) traz que para populagoes humanas temos acc107% b ~ 0.14 e 0% < 1, utili-
zaremos essa informacao para estudar 8 cenarios de simulacao. Considerando o modelo I'G com
os seguintes parametros: para a consideraremos a; = 0.00005 e as = 0.000007; para b, by = 0.13 e

2

by = 0.15; e para o2 serd considerado o7 = 0.8 e 03 = 0.3.
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Minimos quadrados nao-lineares Para a estimagao do modelo I'G pelo método de minimos
quadrados nao-lineares, temos o seguinte sistema de Equagoes:

ol(6|D)
da
ol(6|D)

—a = 22:] lu(t) -

aer o ot ot
e N TR P TT
D bt 20bt (bt _ 1
%(0[2 ) _ _22 [M(t) B ( ;Ze § )] ae’(e ) 2
do ; L+ o5 (e” =1) ) ] b (a28(et — 1) + 1)

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 5.1 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos observar que o aumento no valor de o2 interfere impacta
muito na qualidade das estimativas, fazendo com que o MPE ultrapasse 4000. Isso acontece pois
quando o2 ~ 0, o modelo se aproxima modelo Gompertz, pois o impacto da fragilidade é muito
pequeno neste modelo.

Tabela 5.1 I'G - Método minimos quadrados nao-lineares

Parametros MPE(a) MPE(b) MPE(09) Var(a) Var(b) Var(og)
0 = (a1,b1,0%) 17323.70708 -68.44535 -91.27783 7346.46458 0.04803 0.03886
0 = (a1,by,03) 371.56984 -10.24542 -44.16386 54.39350 0.02824 0.06934
0 = (a1, by,0%) 18636.06443 -64.87449 -86.68735  11310.15983 0.06590 0.04855
0 = (a1, by, 03) 223.55986 3.71005 -30.36702 46.05237 0.08710 0.09927
0 = (ay,b1,0%)  46999.01382 -59.63842 -85.89233 193877.29071 0.06833 0.05195
0 = (ay,by,03) 301.21886  -3.89417 -36.58697 57.01019 0.03253 0.07830
0 = (ay,by,0%) 40738.67335 -53.69795 -77.41562 164581.59170 0.08648 0.06530
0 = (ag, by, 03) 222.91626 5.85959 -25.52887 41.07844 0.04536  0.09058

Além disso, podemos notar que o aumento de o
estimativa a. Ademais, o MPE dos outros parametros foram todos muito altos, apesar de serem

precisos em alguns cenarios.

2

causou um grande impacto na precisao da



5.1 GAMMA-GOMPERTZ 31

Minimos quadrados nao-lineares ponderados Para a estimacao do modelo I'G pelo método
de minimos quadrados nao-lineares ponderados, temos o seguinte sistema de Equagcoes:

§ aebt T 2 b
T+022(ebt—1) b=e™
1 _ b

— _2;

(i)

da = p(t) | p(t) (ac?(e” — 1) +b)?
[ aebt T
0« [, wut;:0)7 (m) ( 1 )
—M'|1- = 2 |1- x
(9b; () ] ; p(t) p(t)
ateht ael [02 “tl‘jbi —0? a(e:[l)]

2a(abt _ 1) o 2
L+ 0% (e —1) [1+022(ebt — 1)]

aebt

- oy p- Ll (o)

t

aert<ebt o 1)

b(o2e(eh —1) + 1)

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 5.2 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulagao. Nela podemos notar que assim como no método anterior, este método
também teve sua acurdcia impactada com o aumento de o2, contudo esse aumento foi limitado
em uma subestimacao média de 14% no parametros a. Além disso, as estimativas do parametro c
apresentaram o maior MPE, com uma superestimacao média de 22%. Apesar disso, o método se
mostrou bastante preciso em todos os cenarios

Tabela 5.2 I'G - Método minimos quadrados nao-lineares ponderados

Parametros ~ MPE(a) MPE(b) MPE(oy) Var(a) Var(b) Var(og)
0 = (ay,b1,0%)" -10.03523  3.95705 16.67769 0.02556 0.00119 0.01645
0 = (a1,b1,03)"  -8.26052 3.54295 18.85689 0.02724 0.00099 0.02996
0 = (a1, by, 02) -10.19130 4.42497 22.21787 0.02531 0.00116 0.01213
0 = (a1,by,03)"  -8.97209 3.79470 15.83990 0.02388 0.00088 0.02963
0 = (as,b1,0%)" -12.63403  3.26889 14.33385 0.08064 0.00263 0.01486
0 = (as,b1,03)" -10.76916  2.94069 18.92495 0.06821 0.00178 0.03486
0 = (ay,by,0%)"  -2.62267 1.95854 20.21684 0.21993 0.00544 0.02037
0 = (as,by,03)" -14.20791 3.70663 16.57690 0.06552 0.00161 0.03380
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Modelo Poisson Para a estimacao do modelo I'G pelo modelo Poisson, temos o seguinte sistema
de Equacoes:

1 2a bt -1 2 bt
oD, E) _ Z {Dt < +0 )> B Et] b e
oa - aebt (ac?(e’ — 1) + b)?
ol(0|D, E) 1+ 02%(c — 1)
ob - Zt: [Dt ( aebt — B x
aebt[ 2ate _ ng]
1+ 02“ e’”f 1) [1+022(ett — 1)]?
oeD.E) |:Dt (1 + o2 (eM — 1)> B Et:| a?eb (e’ — 1)
oo ae’" b (a28(e? — 1) + 1)

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 5.3 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua varidncia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos notar que esta método produz bons resultados e nao tem
suas estimativas impactadas pelo aumento do valor de 0. As estimativas obtidas para o parametro
a foram as mais viciadas (com vicio maior que 6%), contudo quando comparada com os os outros
métodos, este método fornece os melhores resultados. Ademais, as estimativas sao precisas, com
variancia menor que 0.001.

Tabela 5.3 I'G - Modelo Poisson

Parametros MPE(a) MPE(b) MPE(oy) Var(a) Var(b) Var(os)
0 = (ay,b,0%)  6.79651 0.00179  0.07430 0.00082 0.00002 0.00013
0 = (ai,by,03)"  6.15176  0.11156 1.34309 0.00086 0.00002 0.00061
0 = (a1, be,0%)"  7.83513  0.02088  0.19329 0.00101 0.00002 0.00015
0 = (ay,by,03)"  7.59602 0.07077 1.67823 0.00084 0.00002 0.00047
0 = (ag,by,0%)  T7.07491 -0.02353  0.21838 0.00123 0.00002 0.00012
0 = (ag,by,03)"  T7.14127 -0.02316  0.94926 0.00124 0.00002 0.00050
0 = (ay, by, 0%)  8.26931 -0.04238  0.11802 0.00159 0.00002 0.00014
0 = (ag, by, 03)"  8.65284 -0.05788  0.98513 0.00148 0.00002 0.00056
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Modelo binomial negativo Para a estimacao do modelo I'G pelo modelo binomial negativo,
temos o seguinte sistema de Equagoes:

w _ Z Dy B D+ ¢ p2obe
. ) L (#&ta)) o+ E; <#&_1)) | (ac2(eb — 1) 4 b)2
R N S RV R
ob : _(#@) ¢+ E (#&_1))_
ate ae’ [ 2“2’” _ 2 @(e’;—l)]
DA D oo P
ole|D.E) _ Z Dy B D, + ¢ a2l (et — 1)
O0o2 t (ﬁh) o+ E, (#@) b (02%(ebt T 1>2

ol6|D,E) _ DH( 1 )_ Dy +¢
¢ =L j+o ¢+Et< actt )+

1+02%(eb—1)

aelt
+1lo +E +logop +1
g ¢ t 1+o ( bt 1) g ¢
o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 5.4 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos notar que de forma geral, este método fornece melhores
resultados que o método de minimos quadrados, ganhando no valor do MPE e na sua variancia.
Este método se mostrou preciso nas estimativas de b e ¢, contudo ainda fornece estimativas viesadas.
Ademais, este método aparenta nao ser afetado pelo aumento do valor de o2

Tabela 5.4 I'G - Modelo binomial negativo
Parametros ~MPE(a) MPE(b) MPE(oy) Var(a) Var(b) Var(og)

as,by,07)  15.81568 12.85514  21.21396 3.74976 0.01910 0.74361
az,by,03)  27.63155  4.19813  13.23835 4.90058 0.01114 0.61212

0 = (ay,b1,0%)"  10.68991  9.90080 61.15403 1.02489 0.03487 0.77885
0 = (ay,b1,03)" -17.33888 16.45406 45.57696 0.33697 0.04417 0.76320
0 = (a1, bg,al)' 16.50424 -6.60983 -19.51730 8.69889 0.02724 0.17345
0 = (a1, b, 2)' 18.40738 13.00612 16.14239 1.04655 0.07058 0.82473
0 = (as,b1,02) 24.83018  0.19203 17.20590 1.67997 0.01431 0.41325
0 = (as, by, 03) 5.61092  3.07887 19.42933 0.30163 0.00459 0.49332
0= ( 2

6 = (

Portanto, podemos concluir que para o modelo I'G, o método baseado no modelo Poisson
forneceu melhores resultados, assim como nos outros dois modelos estudados. Este método se
mostrou robusto a variacdo no valor de o2, assim como o método baseado no modelo binomial
negativo.

O segundo melhor método é o de minimos quadrados ponderados, que apresentou resultados
com pequeno vicio e grande precisao, contudo com este método as estimativas de a sao fortemente
impactadas com o de o2.

Por fim, vale comentar que, com excecao do método baseado no modelo Poisson, todos os

modelos apresentaram dificuldade para estimar o valor de 2.
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5.2 GAMMA-MAKEHAM
5.2.1 Funcdes hazard e sobrevivéncia

Se forma semelhante ao modelo I'G, no modelo Gamma-Makeham (I'M) introduzimos a fragilizada
Z na parte Gompertz da funcao hazard do modelo Makeham, isto é

p(t|z) = zae” +¢, t>0.

A partir disso, podemos derivar facilmente a funcao de sobrevivéncia do modelo 'M. Como a
hazard deste modelo é a soma do modelo I'G e exponencial, temos que a funcao de sobrevivéncia
do modelo I'M ¢é dada por

—1/02
ac? /

S(t,e) = €7Ct ll + T (ebt — 1) s t> 0,

onde 8 = (a,b,0%,¢) € RL. Logo, a for¢a de mortalidade pode ser facilmente derivada a partir
da relagao u(t) = —log S(t). Portanto, temos que

aebt

pt0) = 7 22 (b — 1)

+c t>0.

A interpretagao deste modelo é andloga ao modelo Makeham (1860b), onde é supomos que parte
da mortalidade é derivada de duas causas: a degradagao do corpo e fatores externos. Contudo,
agora consideramos que existe uma heterogeneidade nao observada na degradagao do corpo dos
individuos da populagao.

Assim como no modelo I'G, o pardmetro o2 descreve a heterogeneidade da fragilidade do modelo
I'G. Se 02 > 0, entao ha heterogeneidade no risco de morte, e a selecao do individuo mais robusto
ocorrerd. Por outro lado, se 02 ~ 0, entao hd fortes indicios de que nao hé heterogeneidade e a
forga de mortalidade cresce exponencialmente, se reduzindo ao modelo Makeham (1860b).

5.2.2 Funcao de vida média residual

A fungado de vida média residual na idade ¢ para o modelo I'M, com Z ~ Gamma(, k) é dado por

1 c (1—2)
t;0) = Filkl-4+k+1;, ———
M(?) bk+621(77b+ +71_ﬁ+%ebt>
Demonstracao. Temos que
1 e}
t:0) = — t d t
M(t; 0) St)LS(—Fx)x, > 0,
onde
—k
S(t:0) = e [1+%<ebt—1)] ,
k
R gbt]
I S I
e também

a

S(x+t0) =e e [1 X

(ebtHbr 1)]_k _
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Portanto,
1 [~ —k
M(t;0) = —J e e [1 + i(ebex - 1)} dx.

b

Tomando u = 1 — e™*, segue que

e—ct 1

c a a 4, 1 * du
Moy = g [ oot -G a |

e—ct (1 c a a a —k
- 1 — f+k—1 1 — — bt 1 — — d
bS(0) fo (1= wi | SRR ( b/\> u] " du

Apoés alguma dlgebra, segue que

M0y = o (w1 ) ]

bS(t) Jo bA DA b
e a a ~k (! c (1—2)u 17°

_ 1 — — bt 1 — S4+k—1 1_# du.
bS(t) [ o ] L( u)? [ 1—ﬁ+ﬁebt] "

Por fim, obtemos

M(t;0) = %f w1 = w) PR (1 = 2u) T du,

onde .
(1—3%)

_ a | a bz’

L—gx+e”

Por 5.1, temos que

1
1-1 1— (¢/b+Ek+1)—1-1 1— —kd = F <k, 1 E k+1: ) )
| ta-w (1= (k1,4 ke 12) 20

0 b

Portanto,

1 c (1—2%)
t;0) = Filk1l,-+k+1,——-b°

Como consequéncia disso, temos que se tomarmos ¢ = 0, obteremos a funcao de vida média
residual na idade ¢ do modelo I'G, que e dado por

1 (1—--2%)
t:0)= —oF [k 1,k+1,——b° )
M(7 ) bk2 1(7 ) + 71—%+%ebt)

Além disso, de acordo com Missov (2013), para populagoes humanas temos acc107¢, b ~ 0.14 e
k = X > 1. Portanto, temos que

sempre pertence ao intervalo (0,1), o que garante a convergéncia da fungao hipergeométrica de
Gauss.
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5.2.3 Simulacao

No estudo realizado por Missov e Lenart (2013) utilizando o modelo I'M, foi observado que aoc10™4,
bocl07L, cocl07 e 020c107L, por isso iremos considerar 16 cendrios de simulacao para este modelo,
considerando os seguintes parametros: para a consideraremos a; = 0.0001 e ay = 0.0005; para b,
by = 0.1 e by = 0.15; para ¢, ¢; = 0.001 e c; = 0.0001; e para o2 serd considerado o? = 0.5 e
o3 =0.1.

Minimos quadrados nao-lineares Para a estimacao do modelo I'M pelo método de minimos
quadrados nao-lineares, temos o seguinte sistema de Equagoes:

ol(6|D) ae® b2eb®
- da _22 uit) = <1 + o2¢(ebt — 1) * C>] (ac?(e’ — 1) + b)?

|
% _ QZ[M(U<1+026‘;e(b;’t—1)+c>]x

bt bt,l
obt aelt [02 we- —g° ale )]

at b2

L+ 0%¢(e? —1) [1+ 022 (ebt — 1)]2
CCE R A A
%gf): anww_@+ﬂ;;—w+0]uaw%ﬁ_n

a 2
022 (bt — 1) + 1)

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 5.5 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulagao. Nela podemos notar que no modelo I'M, assim como no modelo I'G,
o método de minimos quadrados é fortemente impactado pelo aumento de o2, especialmente nas
estimativas do parametros a.

Os valores estimados para ¢ divergem muito do valor real do parametro, onde em média foram
superestimados em pelo menos 900%, e com uma variancia muito grande, o que acarreta numa
ma estimagao do parametro por este método. Comportamento similar foi observado em todos os
outros parametros. Por fim, apesar do grande vicio nas estimativas dos parametros, os parametros
b e 0% foram estimados com uma grande precisao.

Minimos quadrados nao-lineares ponderados Para a estimacao do modelo I'M pelo método
de minimos quadrados nao-lineares, temos o seguinte sistema de Equacoes:
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Tabela 5.5 I'M - Método de minimos quadrados nao-lineares
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Parametros MPE(a) MPE(b) MPE(c) MPE(oy) Var(a)  Var(b) Var(c) Var(oz)
0 = (ay,by,c1,07) 604 -20.2721 2028 -66.08643 109 0.10685 344 0.04896
0 = (ay,b1,c1,03)" -88.8874  39.9256 982 28.13786  0.03673 0.02910 98.20131 0.29041
0 = (ay,by,co,07) 411 -19.7868 20147 -63.97063 43.65880 0.09751 29475 0.04718
0 = (ay,by,co,03) -87.0989  39.5624 10503  25.87676  0.05282 0.04038 9232 0.26445
0 = (a1, by, c1,0%) 347 -14.3615 1253 -45.30100 30.37385 0.04906 365 0.04392
0 = (ay,by,c1,03) -95.3191  51.9203 1626 56.24494  0.00424 0.03252 152 0.32567
0 = (ay,by,co,07) 362 -13.9935 13946 -45.90003 48.03370 0.05350 48081 0.04637
0 = (ay,by,c0,03)" -94.8421  51.3806 18102  55.49844  0.00781 0.03582 26327 0.33324
0 = (ay,by,c1,07) 524  -25.6917 2287 -72.57255 53.67814 0.15849 524  0.05421
0 = (az,bi,c1,03) -86.9049  47.3284 1350  41.91605 0.06065 0.04174 118 0.34124
0 = (ag, b1, c9,0%) 548 -24.7040 22813 -72.58247 50.98619 0.19552 60782 0.04670
0 = (ay,bi,co,03) -86.1625 45.1192 13761  36.82966  0.05451 0.04146 9323 0.32073
0 = (ag, by, c1,01) 485 -26.0029 1436 -58.70260 28.22779 0.08867 628 0.04726
0 = (as,be,c1,03)" -95.4368  64.1801 2629 71.74401  0.00462 0.05561 469 0.45106
0 = (ay, by, co,07) 435 -22.9770 15212 -56.31418 29.97956 0.10288 67872  0.05379
0 = (ag, by, co,03) -93.4817  61.6801 26553  65.46677  0.06499 0.05483 50550 0.43879
[ ael? T
ol6|D) L (m - C) ( 1 ) b2eb
o : () WD) Tat (@ = 1)+ b
[ ael? T
ol(0|D) _ _22 - (1+02%(ebt71) +C> ( 1 ) y
o t (D) n(0)
atelt acbt [02 atgbt 2a(e:2—1)]
1+ 0% (e’ —1) [1+ 022 (ett — 1)]2
[ aebt ]
ol6|D) 23 |1 (mﬂ‘) ( 1 )
dc - pi(t) ()
[ aebt ]
ol(6|D) (m + C) 1 a?eb (e’ — 1)
g -yl (| e
50 t 10, e

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 5.6 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros con-
siderado na simulagao. Nela podemos notar que para este modelo o método de minimos quadrados
ponderados prové estimativas com pequeno vicio e alta precisao para os parametros b e ¢ em varios
cendrios. Contudo, este método nao é capaz de capturar com acurécia os valores do parametro o2,
especialmente quando o valor de o2 é pequeno.

Por fim, também notamos que em média este método subestima os valores de a e superestima
os valores de b, ¢ e 0?. Fenomeno que também foi observado no modelo I'G.

b(o22(e — 1) + 1)

Modelo Poisson Para a estimacao do modelo I'M pelo modelo Poisson, temos o seguinte sistema

de Equacoes:
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Tabela 5.6 I'M - Método de minimos quadrados nao-lineares ponderados

Parametros ~MPE(a) MPE(b)  MPE(c) MPE(oy) Var(a) Var(b) Var(c) Var(og)
0 = (ay,bi,c,0%) -27.44377  8.77898 4.96568  36.70175 0.00723 0.00069 0.00163 0.04217
0 = (ay,bi,c1,02) -21.97154  6.91962 3.66534  73.38179 0.01454 0.00089 0.00236 0.28423
0 = (ay,bi,co,0%) -15.00769  5.79043 0.56380  29.35010 0.00754 0.00047 0.08545 0.01731
0 = (ay,bi,co,02) -11.93457  4.74255  -6.15381  65.11914 0.00816 0.00049 0.10217 0.21069
0 = (ay,by,c1,0%) -10.98741  4.46020 1.50967  10.24359 0.00901 0.00053 0.00174 0.02091
0 = (ay,by,c1,03) -29.82759  9.79344 6.52003 181.37684 0.00919 0.00090 0.00254 1.30377
0 = (ay,by,co,0%) 546379  3.41644  -7.75912 9.16274 0.00689 0.00034 0.10005 0.01559
0 = (ay, by, co,02) -15.90106  6.54333 7.75338 157.92453 0.01120 0.00071 0.13208 1.18946
0 = (az,by,c1,0%) -26.19908 11.41153  21.91044  38.15258 0.01088 0.00126 0.01162 0.02949
0 = (az,bi,c1,02) -21.78968  9.28339  18.91540  84.03751 0.01433 0.00162 0.01299 0.33423
0 = (as, b1, co,0%) -18.00444  8.72051 126.33911  32.83721 0.01046 0.00139 0.65380 0.02657
0 = (ay,b1,co,02) -15.94333  7.55794 113.37779  75.27747 0.00908 0.00110 0.68526 0.29567
0 = (ay, by, c1,02) -11.49949  6.13502  12.29683  12.86808 0.00732 0.00077 0.00734 0.01841
0 = (ay, by, c1,02)" -29.10843 13.00377  27.09495 201.50437 0.01042 0.00188 0.01084 1.61466
0 = (ay, by, co,02)  -7.42659  5.07636  73.71619  10.76301 0.00577 0.00061 0.52415 0.01760
0 = (ay, by, co,02)" -20.91360 10.46931 167.03479 185.34167 0.00980 0.00152 0.79120 1.55685
bt -1 2 b
ag(egDvE) - Z Dy ( 236 bt + C) — ki 2 bl: - 2
a - L+ 0% (e —1) (ac?(eb* — 1) + b)
00(8|D, E) ael -
ob ; Dt(1+02%(ebt—1) +C) Eu| >
atelt ae’ [az%fbt — 0?2 —a(el;t[l)]
% _
1+ 0%3(e" — 1) [1+ 022(ett — 1)]°
bt -1
ol(8|D, E) _ Z D, ( 236 N c) E,
oc - L+ 0% (e —1)
bt -1 2,0t (bt
86(0@|D2, E) _ Z D, ( 236 ; N c) B a’e (e’ —1) i
o = \1+a?g (e 1) | b (o28(ett —1) +1)

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.

A Tabela 5.7 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros con-
siderado na simulacao. Nela podemos notar que novamente o método baseado no modelo Poisson
fornece bons resultados. Os resultados mais acurados e precisos foram obtidos nas estimativas dos
parametros b, ¢ e 02, e o resultado mais viciado foi obtido nas estimativas do parametro a, que foi
superestimado em pelo menos 4% mas nao ultrapassa 9%.

Modelo binomial negativo Para a estimacao do modelo I'M pelo modelo binomial negativo,
temos o seguinte sistema de Equagoes:
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Tabela 5.7 I'M - Modelo Poisson

39

Parametros MPE(a) MPE(b) MPE(c) MPE(o,) Var(a) Var(b) Var(c) Var(oy)
0 = (a1,b1,c1,0%)  4.67918 0.10419 0.12004  0.59558 0.00144 0.00004 0.00091 0.00037
0 = (a1,b1,c1,03)  4.89682 0.06929 0.02327  3.32189 0.00091 0.00002 0.00083 0.00195
0 = (a1,b1,co,0%)  5.39363 -0.02821 -1.86068 0.15793 0.00108 0.00003 0.02533 0.00034
0 = (a1,b1,co,03)  5.09493  0.03322 -0.88197  2.96255 0.00078 0.00002 0.02585 0.00206
0 = (a1,by,c1,0%)  7.13993  0.14121  0.23322 1.02158 0.00113 0.00003 0.00109 0.00022
0 = (a1,by,c1,03)  7.30817 0.13611  0.07775 6.97606 0.00125 0.00003 0.00123 0.00338
0 = (a1,by, co,0%)  8.34588 -0.05992 -3.01960 0.35972 0.00092 0.00002 0.03205 0.00029
0 = (a1,by, co,03)"  7.90225 0.03500 -1.45619 5.67020 0.00100 0.00002 0.03541 0.00238
0 = (az,b1,c1,0%)  5.02912  0.05186 -0.03492 0.42210 0.00101 0.00005 0.00264 0.00041
0 = (az,b1,c1,03)  5.08669 0.04637 -0.03193 2.97097 0.00096 0.00004 0.00299 0.00327
0 = (az,by,co,0%)  5.01840 0.05594 -0.99923 0.42362 0.00095 0.00005 0.17079 0.00041
0 = (as, b1, co,03)  4.85393  0.09701 1.45022  3.46278 0.00059 0.00003 0.15801 0.00201
0 = (ag, by, c1,0%)  8.24656 -0.04795 -0.71451  0.50566 0.00105 0.00004 0.00323 0.00037
0 = (as, by, c1,03)  7.96384 0.03476 -0.40718  5.74243 0.00096 0.00004 0.00383 0.00388
0 = (ag, by, ca,0%)  8.22560 -0.04639 -6.79675  0.49598 0.00093 0.00004 0.21043 0.00036
0 = (as, by, co,03)  7.77574  0.06962 -0.46038  5.82063 0.00091 0.00004 0.21755 0.00441
86(0|D, E) B Z Dt Dt + ¢ b2ebx
- N 2(pbt _ 2
da t _(#{ngil)—FC) ¢+Et(#(betbtil)+C>_ (a0<e 1)+b)
ol(0|D, E) _ Z D, B D+ ¢ y
ob aeb? E aebt
* | (e +e) o+ B (i + o)
atebt aebt [0.2 at:bt — g2 a(el;*l)]
1+ 0%5(e" — 1) [1+022(ett — 1)]?
oO|D,E) D, D+ ¢
dc B Z aeb? B aebt
t (Haga—(ebtl)—l-C) ¢—|—Et(1+02a—(6bt1)+c)
ol(6|D, E) Z D, D+ ¢ a®e’ (e — 1)
— = _ - 5
oo t ( e o) 6+ B (e o) | (ot = 1) +1)
ol(0|D, E) _ Z 2 < ) D+ ¢ N
9 S \J+o ¢+Et<#:;t_l)+6)
aebt
+log[gb—|—Et(1+ o2 (o 1)+c)]—|—10g¢+1

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente.
A Tabela 5.8 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros con-
siderado na simulacao. Nela podemos notar que, assim como os métodos baseado na minimizagao

dos erros quadrados, este método nao captura com precisao o parametro o<,

2 e que, em geral, o

aumento de o2 impactou as estimativas de a, b e ¢, causando um maior MPE e maior variancia, o
que implica numa menor precisao na estimacgao dos parametros.
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Tabela 5.8 I'M - Modelo Binomial Negativo

Parametros MPE(a) MPE(b) MPE(c) MPE(oy) Var(a) Var(b) Var(c) Var(os)
ai,bi,c1,0%)  336.9654 -12.4525 -32.1572 -21.1671 16.1130  0.0727  0.3776  0.2560
-2.8040 10.9351  12.7351 77.6426  0.9461 0.04041 0.1144  1.7994
81.9833 2.5667  89.8360 3.9956  2.2313  0.1067 4.7082  0.5562
15.7903 4.6431  49.7824  49.6257 0.6634 0.0317  2.0001  1.6523
52.6842 11.5441  10.0871 20.8282 2.801 0.1045 0.2370  0.3855
1154201 -2.0479 -11.9922 221955  3.2410 0.0353  0.2282  1.4743
27.1899 4.5717  72.6920 9.15640  1.0701 0.0356  2.7824  0.2643
52.3059  -1.0071 7.1378  31.5193 0.901 0.0108 1.4512  1.4064
148.9840  -4.2344 3.2309 -7.1601  4.6121  0.1412  1.2860  0.5258
0.1735 16.5977  50.2264 128.7175 1.2336  0.0752  0.7848  2.7527
-12.5381  29.3213 725.6932  51.8871 1.0431 0.2185 58.3172  0.6128
-13.1850 8.0951 2489701  65.5832 0.124  0.0173 10.8302  1.0542
80.8399 1.6741  25.0524 0.0726  3.0139 0.0923 1.2974  0.3003
74.6142 1.5090  -3.2941 50.3133  1.8010 0.0686  0.9763  2.4605
-8.0935 9.6309 426.6467  16.8969  0.3446  0.0394 31.2134  0.1681
-4.8041 7.2634 230.9860  64.9256  0.2041 0.0234 13.2186  1.2270
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Portando, analisando os quatro métodos de estimacao considerados, podemos ter a mesma
conclusao obtidas nos outros trés modelos estudados: o método baseado no modelo Poisson é o
melhor para a estimacao do modelo I'M.



CAPITULO 6

MISTURA

Entre a década de 1840 e 2010, houve um aumento de quatro décadas na expectativa de vida, por
conta da redugao da mortalidade ocasionada por doencas infecciosas e desastres naturais, e sua
diminuigao devido a esforgos médicos, melhor nutricdo e melhorias na saide piblica (OEPPEN;
VAUPEL et al., 2002).

Essa dinamica na mortalidade da populagao mundial faz com que haja a necessidade de mo-
delos de mortalidade mais complexos, que possuam capacidade de capturar essa nova dinamicas,
especialmente em idades mais avancadas. Contudo, muitas vezes esses modelos sao super parame-
trizados, como o proposto por Heligman e Pollard (1980). Usa forma de contornar esse problema
¢ utilizar um modelo baseado na misturas de distribui¢oes para essa modelagem.

Modelos baseados em misturas sao largamente utilizados em diversas areas, como: astronomia,
biologia, engenharia, finangas, genética e medicina; para modelar a probabilidade de pertencer a
cada grupo nao observado, estimar parametros distintos da distribuicao em cada grupo, classificar
os individuos nos grupos e fazer inferéncias sobre como cada grupo se comporta. Mas apesar disso,
esses modelos nao foram muito exploras no contexto de modelagem de mortalidade.

Existe uma motivagao matematica formal para o uso de misturas como essa classe de modelos
probabilisticos flexiveis. Tal motivacao é expressa pelo teorema a seguir:

Teorema 1. Seja f(-) e g(-) distribuigées continuas em R?. Dado € > 0 e um conjunto compacto
C' < RY, existe uma mistura finita de ordem m da forma

1) = D20 (1:0)

tal que sup,.¢ | f(t) — h(t)| <e. Onde m é a ordem da mistura, §; é o parametro que caracteriza
a j-ésima populacao e p; é a propor¢ao de mistura.

Este teorema mostra que qualquer densidade continua pode ser aproximada por uma mistura
finita adequada de quaisquer densidades continuas (DAVILA; CABRAL; ZELLER, 2018).

Vale ainda observar que o Teorema 1 nao especifica quantos componentes m sao necessarios
para aproximar a densidade f(-), mas fica claro que o nimero de componentes m esta diretamente
relacionando com o valor de €.

6.1 FUNCOES HAZARD, SOBREVIVENCIA E VIDA MEDIA RESIDUAL

A flexibilidade atribuida pelo Teorema 1 para a funcao de distribuicao também pode ser estendida
para a forca de mortalidade, visto que ela pode ser construida a partir da funcao de distribuicao.
Dessa forma, se definirmos a fungao de distribuigao f(¢;0) = pfi(¢;01) + (1 — p) f2(t; 02), teremos
a funcao de sobrevivéncia dada por

S(t;0) = Locf(xw)dx

- " fu(al02)de + (1 p) | " fo(al0)da
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onde 0 = (p,01,0,)". Consequentemente a forma da funcao de forga de mortalidade é facilmente
derivada, e dada por:

f(t:6) _ pfi(t;6,) + (1 —p)fa(t; 65)

M0 = S50:0) ~ pSi(1:00) + (1= )5t 02)

Como a for¢a de mortalidade agora é comporta pela razao da combinagoes convexas de densi-
dades e fungoes de sobrevivéncias, usualmente nao temos uma interpretagao tao direta de modelos
baseados em misturas como temos nos modelos mais simples, como o Gompertz (1825b) e Makeham
(1860b).

Essa interpretagao é perdida em detrimento da facil derivacao de algumas funcoes de interesse,
como a funcao de vida média residual, que para o modelo baseado em misturas ¢ dada por

MtO) — — FS(ﬁt;e)dx

S(t;0)
pSi(t;01) + (1 —p)Sa(t; 62)

6.2 MISTURA DE GOMPERTZ

Para este modelo, iremos considerar a mistura entre duas distribuicoes Gompertz, tais que 6, =
(a,b) e By = (¢, d), resultando desta forma em uma densidade dada por

f(t;0)=p (ab exp {a (ebt — 1) + bt}) +(1—p) (cdexp {c (edt — 1) + dt}) ,

com 0 = (p,a,b,c,d), sendo 0 < p < 1ea,b,c,de R;. Consequentemente a fungao de sobre-
vivéncia sera dada por

S(t;0) = pexp{—a (" — 1)} + (1 — p) exp{—c (e™ — 1)}.

Por fim, a for¢ca de mortalidade deste modelo é dada por

p(abexp{a (e —1) +bt}) + (1 —p) (cdexp {c (e — 1) + dt})
pexp{—a(e” — 1)} + (1 — p) exp{—c(e¥ — 1)}

u(t; 0) =

Simulacao

Com o uso deste modelo de misturas baseado na distribuicao Gompertz, esperamos obter uma com-
ponente que capture a mortalidade entre os jovens (30-70 anos) e outra que capture a mortalidade
dos idosos (470 anos). Por esse motivo iremos estudar 32 cendrios diferentes, com os seguintes
parametros: para p teremos p; = 0.2 e p, = 0.1, para a teremos a; = 2 x 107> e ay = 8 x 1077,
para b consideraremos b; = 0.1 e by = 0.05, para ¢ iremos considerar ¢; = 0.05 e co = 0.005 e para
d, d; =0.02 e dy = 0.08.

Além disso, como a funcao hazard é altamente nao linear, é possivel que no espacgo paramétrico
a funcao de verossimilhanga possua mais de um maximo. Por isso, iremos utilizar o algoritmo
genético para as estimativas no maximo global (GREENHALGH; MARSHALL, 2000).
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Minimos quadrados nao-lineares Para o modelo baseado na mistura de Gompertz, temos
o seguinte sistema de Equagoes de verossimilhanca para o método de minimos quadrados nao-

lineares:

o0(0|D)
op

ol(0|D)
oa

00(6|D)
ab

ol(6|D)
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Z [M(t) p(abexp{a(e” —1) +bt}) + (1 —p) (cdexp{c(e” —1) + dt})] )

pexp{—a (e’ — 1)} + (1 — p) exp{—c (e — 1)}

abea(ebtfl)ert . Cdec(edtfl)ert
X +
pefa(ebtfl) + (1 _ p)efc(edtfl)

(efa(ebtfl) B efc(edt71)> <abp6a(ebt71)+bt + Cd(]_ _p)ec(edt71)+dt)
(pe=o(@=1) 4 (1 — p)e—c(e*~D)?

+(=1)

pexp{—a (e — 1)} + (1 — p) exp{—c (e® — 1)}
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3 ’M(t)  p(abexp{a(e” —1) +bt}) + (1 —p) (cdexp{c(e” —1) + dt})] )

+
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P (1 o ebt) e—a(ebt—l) (abpea(ebt—l)-i-bt + Cd(l o p)ec(edt—l)—i-dt)
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+apea(ebt71)+bt + abpea(ebtfl)ert (at log 6btJrl + t)
pefa(ebtfl) + (1 _ p)efc(edtfl)

Z p(abexp{a(e” —1) +bt}) + (1 —p) (cdexp {c (e™ — 1) + dt})] y

pexp{—a(e” — 1)} + ( — p) exp{—c (e — 1)}
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X

ol(0|D) _ Z (t) — p(abexp{a (e — 1) + bt}) + p) (cdexp {c (e — 1) + dt})
od " pexp{—a(e” —1)} + ( p) exp{—c (e — 1)}
C(l —p)t IOg efc(edtfl)ertJrl < ( )+bt Cd(]_ . ) (edtfl)ert)
X 5 +
(pe—a(ebt—n + (1 — p)e—c(edt—l))
e(l— p)ec(edtl)*dt + cd(1 — p)ec(edtl)*dt (ctloge® ™! +t)
pefa(ebtfl) + (1 _ p)efc(edifl)

+

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente para obtermos as estimativas dos parametros
deste modelo.

A Tabela 6.1 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos notar que para o parametro p o método obteve boas
estimativas em alguns cendrios, mas na maioria deles o MPE sub ou superestimou o parametro em
pelo menos 10%. Mas apesar disso as estimativas possuem variancia pequena, indicando precisao
nas estimativas.

Tabela 6.1 Mistura de Gompertz - Método de minimos quadrados nao-lineares
Pardmetros MPE(p) MPE(a) MPE(b) MPE(c) MPE(d) Var(p) Var(a) Var(b) Var(c) Var(d)
p1,a1,b1,01,d7) 34.71215  -9.72478 -40.60538  28.36521 1.14426  0.05442 0.04211 0.00758 0.04331 0.05518

= (p1,a1,b1,c1,ds) 1.09219 6.25305 -35.83199 11.13838 -30.35895 0.02205 0.03920 0.01174 0.04656 0.00570
= (p1,a1,b1,c2,dy) 0.57014 -21.47237 -41.52092 4.06462  54.50414 0.10530 0.01061 0.12707 0.25322 0.05118
= (p1, a1, b1, ca, da)’ 1.02002  14.94603 -29.76379  22.48455 -35.87585 0.06843 0.05428 0.01205 0.09205 0.00887

! 4.04229 10.42117 -23.20173  85.19857  33.72680 0.00079 0.00634 0.00055 0.00003 0.00001
©-22.16281  23.77073  -1.13028 -37.76227 -41.54953 0.01193 0.03216 0.03440 0.17624 0.01200
" -4.01291 -13.86964 -24.27349 42.11878 26.98791 0.07964 0.04526 0.04173 0.06073 0.00672
! 9.04824 -42.37572 -20.98088  23.25695 -8.91282 0.00324 0.01309 0.00985 0.23254 0.44329

P1, a1, by, c1,dy
D1, a1, b2, ¢1,dy
p1,ar, by, co, dy
D1, ax, by, ca, dy

= (p1,a9,b1,c1,dy) 6.09251 -37.57285 -12.39927 13.49838  26.19567 0.01510 0.10096 0.07163 0.18626 0.05088
= (p1,az,b1,¢1,dz) -12.69733  -0.14048 -21.49903 29.65549 -24.08753 0.00679 0.04711 0.00352 0.01089 0.00022
= (p1,ag,b1,c,dy)  -7.89216 -67.86614 -28.26606 -7.92207 45.88757 0.00151 0.00018 0.00020 0.00439 0.00034
= (p1, ag, by, ca, da)’ 1.03109  -4.94238 -37.84256 44.90774 -31.79921 0.01263 0.01157 0.00461 0.01626 0.00011
= (p1,ag,b2,c1,dy) -18.54565  -0.99842 -33.39955 48.93500 43.47937 0.04850 0.07155 0.03450 0.09581 0.00196
= (p1,a2,b2,c1,dz)  -0.92625 -55.60917  0.57880 67.95863 -60.39942 0.00007 0.01774 0.00273 0.06757 0.00050

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
piyaz, baycoydy) -19.86885  7.39950 -18.96576  38.87354  43.39038 0.04812 0.07932 0.08401 0.03100 0.02060
o) -16.69477  19.90603  4.96854 -42.29009 -34.59300 0.00544 0.01911 0.00411 0.02494 0.00241
pa,ar,bi,cr,dy) 1739007 4243626 -32.08053  11.06668  -7.68524 0.01052 0.05413 0.00980 0.04464 0.12253
)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

Do, G1,b1,c1,dy)" -6.18985 -18.38948 -43.67252  -4.97881  -8.24652 0.08757 0.00954 0.02319 0.05265 0.02481

= (p2, a1, b1, o, dy) 3.34350 -23.73088 -54.20995 45.85568 42.45101 0.00459 0.03843 0.04026 0.05777 0.00058
= (p2,a1,b1, ¢, d)  -22.94642  -3.11454 -19.48067  -7.68588 -36.75233 0.06273 0.09559 0.04746 0.19748 0.00890
= (p2,a1,b2,¢1,d1) 4.28575 -21.13030 -25.23244 59.97262 34.21113 0.00964 0.00580 0.00053 0.00108 0.00004
= (p2, a1, b2, c1,ds)’ 1.02031  -6.47091 -3.18756  22.15353 -64.50126 0.00002 0.00031 0.00189 0.02315 0.00103
= (p2,a1,b2,co,dy)  -T.17557 -29.07203 -23.35986  46.25172 24.59043 0.01531 0.06347 0.00322 0.01677 0.00062
= (pa, a1, by, 2, dy)’ 4.92873  10.44824  -2.43244  24.80152 -67.40098 0.00003 0.00050 0.00204 0.02508 0.00151

' 10.05173 -40.05763 -37.80993 27.26778 29.77475 0.01910 0.07749 0.00394 0.09672 0.03424
o) -14.97447 -11.11014 -32.83805 32.63309 -20.66728 0.03761 0.01357 0.04030 0.09419 0.01445
! -7.52447 -68.17823 -28.18127 -8.87582  45.86906 0.00305 0.00001 0.00011 0.01187 0.00031
! 2.55612  -2.13182 -20.07902 16.21978 -28.21789 0.05448 0.07025 0.04388 0.20961 0.00818
©20.10236  4.86272 -13.32867 37.93844  25.88043 0.10540 0.12009 0.03875 0.13664 0.09090
f22.30347 -22.76129 1.11421  49.46952 -60.58726 0.04371 0.00847 0.00322 0.05972 0.00054
! 297673  -0.32609 -2.95354 26.31802  29.39807 0.02606 0.07317 0.06747 0.11166 0.08364
! 2.42796 0.31815 -22.10172 -26.85157 -11.71276 0.02831 0.02349 0.01034 0.13932 0.17739

PITITTTTTTTTTTITTTTTTTTTTTTTDTTTTDDIDD
Il

P
NN N N N [ [ [y [ [y

Os outros parametros obtiveram um comportamento semelhante no que diz respeito a precisao,
contudo obtiveram vicio muito alto em varios dos cenarios considerados no estudo de simulacao.
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Minimos quadrados nao-lineares ponderados Para o modelo baseado na mistura de Gom-
pertz, temos o seguinte sistema de Equagoes para o método de minimos quadrados nao-lineares

ponderados:

o((0|D)
op

ol(0|D)
ca

00(6|D)
ab

ol(0|D)
oc

pexp{—a (e’ — 1)} + (1 — p) exp{—c(e¥ —

abea(ebtq)wt cde cedt—1)+dt

{pe a(=1) 4 (1 — p)e—cle®~1)

oale-1) _ efc(edtfl)) (abpea(ebtfl)ert +ed(l _p)ec(edtl)mt)
(pe—a(ebt—n +(1— p>€—c(edt—1))2

[1 < p(abexp {a (& — 1) + bt}) + (1 p) (cdexp {c (edtl_);) + dt}))] )
1

_l’_

2 - 1 (p(abexp{a (e —1) +bt}) + (1 —p) (cdexp {c (¥ — 1) + dt}) y
- p(t) pexp{—a(e” — 1)} + (1 — p) exp{—c(e” — 1)}
1

bpea(ebt—l)-i-bt + abp (ebt _ 1) ea(ebt—1)+bt
x ) pe a(ebt—1)

+
p(t + (1 — p)e—cle™=1)

P (1 o ebt) e—a(ebt—l) (abpea(ebt—1)+bt + Cd(l o p)ec(edt—l)—i-dt)

(pe=ale" = + (1 — p)e—c(e*~D)?

+(=1)

1 (p(abexp{a(e” —1) +bt}) + (1 —p) (cdexp {c (e — 1) + dt})
el )|

pu(t) pexp{—a (e’ — 1)} + (1 — p) exp{—c (e® —
1 [ aptlogee(=1) et (abpe“(e“—l)“’t +ed(1 - p)ec(edt—1>+dt>
,U(t) (pe—a(eb‘—l) + (1 _ p)e_c(edt_l))2

+ap6a(ebt71)+bt + abpea(ebifl)ert (at 10g 6btJrl + t)
pefa(ebtfl) + (1 _ p)efc(edtfl)

_|_

1 (p(abexp{a (e’ —1) +bt}) + (1 —p) (cdexp {c (¥ — 1) + dt})
Al )]

pexp{—a(e” — 1)} + (1 — p) exp{—c(e® — 1
L [aptloge R (et (1 — per(e 1))
) (pe=ole"=1) + (1 — p)e—c(e—D)?

+ape“(ebt_1)+bt + abpe“(ebt_l)ert (at log e?**1 + t) }

_l’_

pe—a(ebt—l) + (1 _ p)e—c(ed‘—l)
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p (abexp {a (¢ — 1) +bt}) + (1 —p) (cdexp {c (e® -
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1) + dt})

pexp{—a(e” —1)} + (1 —p)exp{—c(e — 1)}
) c(1 — p)tlog p—e(e=1)+dt+1 <abpea(ebf—1)+bt +ed(1 - p)ec(edt—1)+dt)

(pefa(ebtfl) + (1 _ p)efc(edtfl))

2

c(l— p)ec(edtl)ﬂlt +cd(1 — p)ec(edtl)*dt (ctloge®™ + 1)

pe—a(ebt—l) + (1 _ p)e—c(edt—l)

+

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente para obtermos as estimativas dos parametros
deste modelo.

A Tabela 6.2 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua varidncia para cada parametros
Nela podemos notar que um comportamento muito semelhando ao
observado no método anterior: estimativas muito precisas, contudo possuindo baixa acuracia (MPE
alto). Mas apesar disso, este método forneceu resultados melhores do que os observados no método
de minimos quadrados.

considerado na simulacao.

Tabela 6.2 Mistura de Gompertz - Método de minimos quadrados nao-lineares ponderados

Parametros MPE(p) MPE(a) MPE(b) MPE(c) MPE(d) Var(p) Var(a) Var(b) Var(c) Var(d)
0 = (p1,a1,b1,c1,dy) -15.00750 -14.19640 -41.91475 44.12832 22.50167 0.00598 0.02773 0.00416 0.04167 0.00557
0 = (p1,a1,b1,c1,d2) -10.94583  -4.38278 -30.25988  50.54244 -35.83579 0.03941 0.03143 0.00700 0.03489 0.00010
0 = (p1,a1,b1,c0,dy) -41.49991 -33.77239 -31.11634 7.92057  42.36680 0.04202 0.07340 0.02658 0.22031 0.05247
0 = (p1,a1,b1,c0,dz)  -21.32556  -1.58030 -30.59933 14.65316 -32.83740 0.05899 0.14459 0.03712 0.04947 0.01032
0 = (p1,a1,b2,¢1,dy) 7.66195 -34.60253  -2.97207 8.25279  46.55047 0.01029 0.01191 0.00751 0.02142 0.00108
0 = (p1,a1,b2,¢1,ds) 5.46424 -42.75141 1.44510 -12.62740 -57.74784 0.02166 0.03268 0.00960 0.03862 0.05206
0 = (p1,a1,b,09,dy)  -7.96148 -17.91058 -6.08774 22.36922 29.26331 0.07324 0.04301 0.02111 0.07737 0.00497
0 = (p1,a1,b2,co,dz)  31.55360 -15.23126  -4.57287 -41.38416  -8.03155 0.10574 0.03556 0.02156 0.01381 0.41822
0 = (p1,az2,b1,c1,d1)  -30.22688  -4.54930 -56.73171  29.45734  35.79835 0.01357 0.05213 0.02697 0.01428 0.00357
0 = (p1,a2,b1,c1,d2)  -19.71405  28.53256 -44.16349 9.74779 -19.44443 0.03518 0.05592 0.01586 0.06773 0.00197
0 = (p1,az2,b1,c0,dy)  -1.31414 1.33973 -18.53293  -7.93794  28.06078 0.00192 0.01148 0.00153 0.00019 0.00147
0 = (p1,az,b1,ca,ds)  -25.55486 -10.93529 3.54540 -77.52085  -2.22822 0.03744 0.00499 0.00146 0.11826 0.00559
0 = (p1,a2,b2,c1,d1)  -24.10925 2.30845 -37.73795  62.43575 34.83889 0.07087 0.04204 0.04044 0.04079 0.00574
0 = (p1,as2,bs,c1,ds) 3.38736 4.32769 -18.21618 -52.36138 59.62926 0.00116 0.00040 0.00034 0.00514 0.00818
0 = (p1,as,bs,02,dy)  -42.69936 8.06225  -7.47839  38.26100 38.83330 0.03837 0.01053 0.00139 0.08071 0.00090
0 = (p1,az,b2,¢a,dz)  -19.72512 -29.65127 -17.71170  35.95272 -63.42676 0.02219 0.03334 0.03438 0.00339 0.00001
0 = (pa2,a1,b1,c1,dy) 14.11067 -35.20756 -37.29995 16.21560 18.80165 0.03281 0.05045 0.07155 0.02069 0.03430
0 = (p2,a1,b1,c1,ds) 6.80402 -17.55949 -15.64525 7.57519 -32.98356 0.03544 0.01395 0.03571 0.05128 0.00578
0 = (p2,a1,b1,¢2,d1) 9.73734 8.96272 -40.78166 42.36496  37.24480 0.00406 0.25409 0.00231 0.01855 0.00864
0 = (pa,a1,b1,ca,d2)  -15.54572  -3.59573 -46.44394 16.68849 -29.97654 0.06423 0.02149 0.00532 0.14550 0.02469
0 = (pa2,a1,b2,¢1,dy)  -14.51391 6.92131 -29.46668 68.23343  33.38837 0.00294 0.01301 0.00003 0.02329 0.00077
0 = (p2, a1,ba,¢1,d2) 8.58673 -16.73520 0.10675 -48.34144 -57.41638 0.00048 0.00486 0.00062 0.00388 0.03424
0 = (pa,a1,b2,co,dy) -10.53670  40.40214 -39.54940 68.22956  21.50771 0.03898 0.09630 0.01324 0.01152 0.00021
0 = (pa,a1,b2,ca,ds)  -15.23566  54.02423 -36.71002 -67.31251 -31.01455 0.00262 0.03077 0.01598 0.00038 0.02717
6 = (p2,a9,b1,c1,dy)  -3.34205 -36.52837 -20.47366 -0.47476 23.61193 0.06489 0.16413 0.10044 0.06313 0.00922
0 = (pa,az,b1,c1,dz)  -3.22815  13.69606 -26.13529 13.45175 -20.66125 0.21406 0.09458 0.02441 0.17359 0.00705
0 = (pa,az,b1,ca,dy)  -26.93378 -30.53450 -44.97328  26.82178  31.27706 0.00027 0.00103 0.00053 0.00462 0.00095
0 = (p2,a2,b1,00,ds) 5.07770  14.53609 -27.05974 6.20005 -20.76100 0.11204 0.13234 0.02737 0.20076 0.01523
0 = (pa,as,ba,¢1,dy)  -7.61681 -2.58131 -22.36609 57.93685 29.34021 0.02731 0.05557 0.04664 0.04816 0.00612
0 = (pa,az,ba,¢1,d2)  -4.28802 -10.00085 -20.46484  66.90405 -61.02931 0.02065 0.05059 0.00710 0.09639 0.00268
0 = (pa,az,b2,ca,dy)  -29.16527  19.10863 -23.83838  53.37568  30.08864 0.08376 0.00610 0.09870 0.05305 0.02397
6 = (p2,a9,ba,02,dy)  -1.87669  -9.57492 -20.11449 15.02606 -50.77191 0.03688 0.13797 0.01894 0.03875 0.07467

Modelo Poisson Para o modelo baseado na mistura de Gompertz, temos o seguinte sistema de

Equagoes de verossimilhanga para o método baseado no modelo Poisson:

X
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00(8|D, E)

op

00(0|D, E)

oa

00(6|D, E)

ob

00(0|D, E)

oc

pexp{—a (e’ — 1)} + (1 — p) exp{—c (e® — 1)} B y
Z [Dtp(ab exp{a (e’ — 1) +bt}) + (1 —p) (edexp {c(e¥ — 1) + dt}) Et]

abea(ebtfl)ert . Cdec(edtfl)+dt
X bt dt +
pe—a(e -1) 4 (]_ _ p)e—c(e -1)

+(-1) (7= — 7l 1)) (abpen (" )* 4 ca(1 = pesl= 1)) }

(pe=e@ =D + (1 — p)ee( D)

pexp{—a (ebt — 1)} + (1 —p)exp{—c (edt — 1)} B y
; [Dtp (abexp{a (e — 1) + bt}) + (1 — p) (cdexp {c (e — 1) + dt}) Et]

bpea(ebtq)%t + abp (ebt o 1) ea(ebt71)+bt
x pefa(ebtfl) + (1 _ p)efc(edtfl)

) (1 o ebt) efa(ebtfl) <abp€a(€bt71)+bt + Cd(]_ _p)ec<edt71)+dt) }

_l’_

+(=1)

(pe—a(ebt—l) 4 (1 _ p>6—c(edt—l))2

pexp{—a (" — 1)} + (1 —p) exp{—c (e® — 1)}
zt: [ (abexp {a (e — 1) + bt}) + (1 — p) (cdexp {c (e — 1) + dt}) Et] )

apt log ealet=1)+bt+1 (abpe a(e*=1)+bt | cd(1 _p)ec(edt—1)+dt>
8 +

(pe—a(ebt—l) + (1 _ p)e—c(eﬂlt—l))2

+ape“(ebt*1)+bt + abpea(ebtA)*bt (atlog e ! +t)
pe—a(ebt—l) 4 (1 _ p)e—c(edt—l)

pep{—a (&~ )} + (1 —pepi—c(e -1} ]
Zt: [ (abexp {a (e — 1) + bt}) + (1 — p) (cdexp {c (e — 1) + dt}) Et]

apt log e =1)+bt+1 (abpea(e 1)t cd(1 _p)ec(edt—1)+dt>
X
(pefa(ebtfl) + (1 _ p)efc(edtfl))2

+apea(ebt—l)-i-bt + abpea(ebt—l)-&-bt (at log ebt+1 + t)
pe—a(ebt—l) 4 (]_ _ p)e—c(edt—l)

+
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ol(0|D, E) Z pexp{—a (" — 1)} + (1 — p) exp{—c (e — 1)} &
od - p(abexp{a (e — 1) + bt}) + (1 — p) (edexp {c (e — 1) + dt}) !
c(1 — p)tlog o—c(e?=1)+di+1 (abpea(ebt—l)-i—bt +ed(1— p>ec(ed’f—1)+dt>
X +
(pefa(ebtfl) + (1 _ p)efc(edtfl))2
C(l N p)ec(edt—1)+dt + Cd(l B p)ec(edt—1)+dt (Ct log edt+l 4 t)
pe—a(ebt—l) + (]_ _ p)e—c(edt—l)

_|_

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente para obtermos as estimativas dos parametros
deste modelo.

A Tabela 6.3 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos notar que diferente do que foi observado nos outros
modelos, este método nao foi capaz de entregar bons resultados para as estimativas do modelo.
Em alguns cendrios o MPE de alguns parametros ultrapassou 1000%. Além disso as estimativas
obtidas nao se mostraram precisas, com alta variancia em alguns cenarios. Isso pode ter sido
causado pela alta nao linearidade da forca de mortalidade.

Tabela 6.3 Mistura de Gompertz - Modelo Poisson
Parametros MPE(p) MPE(a) MPE(b) MPE(c) MPE(d) Var(p) Var(a) Var(b) Var(c)  Var(d)

0 = (p1,a1,b1,c1,dy)’ -28.66296 -20.12746 -28.36651  40.74215  37.72359 0.02439 0.01968 0.00636  0.08862 0.02991
0 = (p1,a1,b1,¢1,ds) 5.68662 -54.74873  -0.59862 -98.68022  -3.13153 0.00542 0.02616 0.00321  0.01577 0.00009
0 = (p1,a1,b1,co,dy) 5.91449 -26.62324 -23.88974 53.29521  54.07650 0.03643 0.03018 0.00509  0.03077 0.03271
0 = (p1,a1,b1,ca,ds)’  -13.28979 8.45428  -3.81691  -1.88329 -20.39583 0.06579 0.03412 0.01284  0.58918 0.02670
0 = (p1,a1,ba,c1,dy)’ -32.05991 -26.87517 -19.04558  24.91535  42.99617 0.00139 0.00196 0.00438  0.00805 0.00417
0 = (p1,a1,by,¢1,dy)’  -5.22510 11874 -19.00035 266 16.62531 0.32240 11874 0.01779  39.52637 0.02548
0 = (p1,a1,b0,c0,dy)’  -26.21992  -4.45546 -28.41013  40.08148  29.54235 0.01982 0.02095 0.05534  0.09098 0.00638
0 = (p1,a1,b,02,d)’  -6.14119 13248  -8.82159 227 14.33509 0.11256 13248 0.03260 227 0.03084
0 = (p1,a2,b1,c1,d1) -1.58320 5431  -1.81166 136 39.99795 0.03896 5431 0.03622  0.24393 0.00956
0 = (p1,a2,b1,c1,d3)"  -29.06266 40922 -22.49021 388 -17.49145 0.66228 40922 0.13637 388 0.03115
0 = (p1,a2,b1,c0,dy)’  -32.66172 -36.51494 -45.45297 21.11750  65.06375 0.00034 0.01165 0.00172  0.00650 0.00539
0 = (p1,a2,b1,c9,d)’  -21.51985 9.16752 0.41897  18.82960 -18.53997 0.01844 0.03109 0.00009  0.00713 0.00190
0 = (p1,a2,b0,¢1,dy)  -12.70569 247012 -3.24245 41.43433  35.94559 0.13632 0.12818 0.03679  0.07694 0.06648
0 = (p1,a2,b0,¢1,ds) -5.22510 109 -19.00035 266 16.62531 0.29393 109 0.02561 82.73676 0.02862
0 = (p1,a2,bo,co,dy)’  -15.10161 -12.17486  10.81347  35.53379  23.90847 0.06382 0.08966 0.05781  0.05800 0.06540
0 = (p1,a2,ba,ca,ds)’ -6.14119 11513 -8.82159 175 14.33509 0.08447 11513 0.01765 175 0.02818
0 = (p2,a1,b1,¢1,dy) -17.70860  10.65485 -45.88183 41.31272  26.55862 0.09999 0.05288 0.00066  0.04745 0.02054
0 = (p2,a1,b1,¢1,dy) 5.75494 184.15981 4.30793 -41.58256 -12.67070 0.01404 1.44975 0.01733  0.12275 0.00340
0 = (ps,a1,b1,c0,dy) -26.17770 4.02286 -35.28193  26.24036  29.64590 0.01202 0.04720 0.00674  0.01794 0.07013
0 = (p2,a1,b1, ¢, do) 3.38709  19.54461 5.53908 -63.60709  -7.70111 0.01038 0.00477 0.00060  0.07378 0.00642
0 = (p2,a1,b0,¢1,dy) -8.58316 -30.45300 9.42289  57.58151  29.58805 0.00011 0.01330 0.00598  0.00134 0.00239
0 = (po, a1, by, c1,dy) 3.39292 12882 -16.96460  67.85840 4.24115 0.21590 12882 0.03475 40.37230 0.02873
0 = (p2,a1,b2,c0,dy)’  -38.22136  -9.29080  -0.35506  31.74852  22.26619 0.04275 0.00949 0.03828  0.11980 0.03398
0 = (p2, a1, by, ca, ds) 3.30810 2399  -6.95549 -15.90431 4.13512  0.28682 2399 0.04107  5.29282 0.02865
0 = (p2,a2,b1,c1,dy) -3.86441 0.49931  -8.04285 27.65571 15.35768 0.07252 0.04205 0.15438 0.26342 0.04786
0 = (p2,a2,b1,¢1,ds)’ 26.85803 316039 -50.97584 2346 -32.24180 1.30601 316039 0.33017 2346 0.09582
0 = (p2,a2,b1,c0,dy) -9.26617 -29.41358 -44.83591  23.18560  69.01699 0.00645 0.01936 0.00140  0.00001 0.00092
0 = (p2,a2,b1,ca,ds)’  158.59633 52980 -56.99579 3409 -38.32513 5.54451 52980 0.24786 3409 0.10827
0 = (p2,a2,bo,¢1,dy)’ -17.55100  -7.99908 -10.48772 43.34834  48.55995 0.04614 0.08141 0.01588  0.07831 0.01507
0 = (pa, az, by, c1,ds) 3.39292 1477 -16.96460 107 4.24115 0.16915 1477 0.03200 107 0.02955
0 = (pa, as,ba, c2,dy)’  -13.75605 2.44100 0.36228  48.98055  33.55824 0.05313 0.05643 0.02574  0.08004 0.06617
0 = (pa, as, by, c2,ds)’ 3.30810 8482  -6.95549 139 4.13512  0.23538 8482 0.02512 139 0.02925
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Modelo binomial negativo Para o modelo baseado na mistura de Gompertz, temos o seguinte
sistema de Equacgoes de verossimilhanca para o método baseado no modelo binomial negativo:

- (abexp {a (e? — 1) + bt}) + (1 — p) (cdexp{c (e — 1) + dt})+

(H\D E) Z [ pexp{—a (" — 1)} + (1 — p) exp{—c (e® — 1)}

D+ ¢

p(abexp{a(eb®—1)+bt})+(1—p)(cd exp{c(edt —1)+dt})
Ot B o e 1)+ (1-p) expl—c(e™—D)}

abea(ebt71)+bt . Cdec(edt71>+dt
X +
pefa(ebtfl) + (1 _ p)efc(edtfl)

+(=1)

eale-1) _ efc(edtfl)) (abpea(ebtfl)ert +ed(l _p)ec(edtl)mt)

+(—1)<

DB _ [, rewla(t D) e 0 pewicl )
p(abexp{a (e — 1) + bt}) + (1 — p) (ecdexp {c (e — 1) + dt})

t

Dy + ¢

p(abexp{a(eb®—1)+bt})+(1—p)(cd exp{c(edt—1)+dt})
Ot B e e DY+ (1) expl—e(e™ 1)

{bpea(ebt—l>+bt + abp (ebt . 1) ea(ebt—1)+bt
X

+(=1)

pefa(ebtfl) + (1 _ p)efc(edtfl) T

P (1 o €bt) e—a(ebt—l) <abp6a(ebt—1>+bt + Cd(l _p)ec(edt—1)+dt>
(pe—ale=1) 4 (1 — p)e—cle®—1)?

+(=1)

_l’_

(0|D E) Z pexp{—a (" — 1)} + (1 — p) exp{—c (e® — 1)}
p(abexp{a (e — 1) +bt}) + (1 — p) (edexp {c (e — 1) + dt})

Dy + ¢

p(abexp{a(eb®—1)+bt})+(1—p)(cd exp{c(edt—1)+dt})
R T S Ce | E (e )

aptlog e~ ()41 (abper( ) 4 a1 p)er(= 1))
% bt _q dt_q 2 +
(pe=" D + (1 = ple=e(c**-1)

+ap€a(ebt—1)+bt + abpea(ebt—l)-‘rbt (Clt IOg ebt+1 + t) }

+(=1)

pe—a(ebt—l) + (]_ _ p)e—c(edt—l)
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ol(0|D, E) Z D pexp{—a (" — 1)} + (1 — p) exp{—c (e® — 1)}

oc - "p(abexp {a (e — 1) + bt}) + (1 — p) (cdexp {c (e — 1) + dt}) *

Dy + ¢

p(abexp{a(eb®—1)+bt})+(1—p)(cd exp{c(edt—1)+dt})
Ot B e e DY+ (1) expl—e(e ™)

aptlog e ("7 (abpea(ebt*)”’t +ed(1 - p)ec(edtl)*dt)
8 bt @t 2 +
(pe—a(e D+ (1 —p)e<le —1))

+apea(ebt—1)+bt + abpea(ebt—l)-‘rbt ((Zt log 6bt-i—l + t) }

+(=1)

pefa(ebtfl) + (1 _ p)efc(edtfl)

0ol(6|D, E) _ Z D pexp{—a (" — 1)} + (1 — p) exp{—c (e — 1)}

od - tp (abexp {a (e — 1) + bt}) + (1 — p) (cdexp {c (e — 1) + dt}) +

Dy + ¢

p(abexp{a(eb®—1)+bt})+(1—p)(cd exp{c(edt—1)+dt})
Ot B e a1+ (-p) expl—e(e™ 1)

C(l . p)t log efc(edtfl)+dt+1 (abpea(ebtfl)ert + Cd(l . p)ec(edt71)+dt>
X 5 +
(pe—a(ebt—l) + (]_ _ p)e—c(edt—l))
c(1— p)ec(edt_1>+dt + ed(1 — p)ec(edt_l)”t (ctloge®™! +¢)
pe—a(ebt—l) + (]_ _ p)e—c(edt—l)

+(=1)

_|_

oU6|D,E) 3 szl 1 D+ ¢
0 B |+ - p(abexp{a(eb*—1)+bt})+(1—p)(cd exp{c(edt—1)+dt})
¢ : THO b+ B T ) el (e 1)

p(abexp{a(e” —1) +bt}) + (1 —p) (cdexp {c (e™ — 1) + dt}))

j=1

+log (Cb + B, peXp{—a (ebt _ 1)} T (1 _p> exp{—c (edt _ 1)}

+logop +1

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente para obtermos as estimativas dos parametros
deste modelo.

A Tabela 6.4 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulacao. Nela podemos notar que em alguns cenarios o MPE dos parametros do
modelo foi maior que 10% (em médulo), contudo em geral este modelo apresentou melhor acuracia
e precisao nas estimativas.
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Tabela 6.4 Mistura de Gompertz - Modelo binomial negativo
Parametros MPE(p) MPE(a) MPE(b) MPE(c) MPE(d) Var(p) Var(a) Var(b) Var(c) Var(d)
1, a1, by, ¢, dy) 9.29922 -7.60884 -9.59868  7.14323 10.57107 0.03092 0.01356 0.01133 0.01558 0.01834
p1,a1,b1,c1,dz) -4.68098  6.25389  5.31596  5.71232  -2.54655 0.01907 0.03478 0.01828 0.02513 0.00117
p1,a1,b1,co,dy) -4.84274  7.52763 -3.11807 16.66099 7.18779 0.04889 0.07145 0.00276 0.00118 0.02472
p1,ay, by, ca,de)  -10.87970  -6.48987 -4.10015  9.94695  -3.89770 0.02836 0.09972 0.01980 0.02565 0.00171

= (p1,a1,b2,c1,dy) -9.80105 18.74090 5.64583 12.58782 6.61444 0.01297 0.00834 0.00011 0.00001 0.00002
= (p1,a1,b2,c1,dg)  -2.53243  -8.81506 8.62510  7.72474  -9.62463 0.00129 0.02402 0.00497 0.00708 0.00028
= (p1,a1,b2,c0,dy)’  -5.65614 -2.00563 -5.04342  6.03371 12.75091 0.16163 0.02136 0.03105 0.05642 0.03641
= (p1,a1,b2,c0,dg) -5.26229  3.50242 3.04831  7.56307 -9.63362 0.00773 0.02990 0.00097 0.01353 0.00006
= (p1, a2, b1, c1, d1 ! 1.14924 -6.55223  4.19006  5.28549  -6.49562 0.04224 0.04555 0.00509 0.07969 0.14455
= (p1,a9,b1,c1,d2)’  -4.67457 -7.82990 -6.38205 10.78911  -2.73317 0.04346 0.07399 0.05263 0.05450 0.00086
= (p1,as,b1,co,dy) 296579  5.71599 -6.70041 -0.13346 8.31362 0.00537 0.01341 0.00227 0.01071 0.00002

)

)

)

)

)

)

)

) 7.09193 -5.04159 2.76790 13.00691 -3.64121 0.01427 0.00621 0.02141 0.02831 0.00032
) 224912 4.15733  2.81489  9.31813 9.31088 0.07274 0.21406 0.01618 0.02063 0.04406
)’ -5.00131 14.70685 3.97632  7.85305 -8.13052 0.00041 0.01545 0.00197 0.00016 0.00001
) -8.44869 -3.00865 3.16167  5.99700 11.17707 0.06900 0.01742 0.01973 0.08755 0.05210
) -0.69895 -3.78033 6.37526 10.84558 -14.99600 0.00331 0.00076 0.00050 0.00672 0.00009
) 4.00282 -7.46220 -4.15611  7.35945 3.03225 0.09627 0.05941 0.00820 0.01785 0.05595
)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)
)

D1, a2, b1, c, dy
p1,az, by, c1,d;
D1, a2, b2, c1,dy
D1, 2, b2, Co, dy

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(P17(l27b27027 2
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

12.62340 -5.10448 -4.94867 11.34654 -2.62643 0.15277 0.00757 0.03253 0.00875 0.00113
’10.59826 -6.12072 -7.66290 14.42703 10.63845 0.03161 0.00377 0.02109 0.01105 0.01127
f-7.27484  6.98767 2.66198  8.54597  -3.61037 0.00844 0.01734 0.03546 0.03729 0.00043
" -6.64391  4.83361 2.96286 12.45441 2.01331 0.02223 0.00571 0.00019 0.00001 0.01597
' -2.72088  5.27748 5.05289  6.26286 -13.53612 0.00513 0.00041 0.00006 0.00008 0.00001

-8.59537  8.20306  3.31735 14.19853 6.74559 0.25495 0.08882 0.00008 0.03715 0.06922
f 487947 2.67699  4.99237  7.66411 -10.46510 0.00002 0.00001 0.00016 0.00030 0.00009
! 3.63018 -9.57888 -3.74035  8.93970 10.08173 0.04826 0.00386 0.07432 0.12714 0.02442
5.24256 -3.53225 -4.59589 15.61452  -6.58692 0.15490 0.10999 0.02728 0.03465 0.00166
f-3.44999  5.59198 -7.83436 15.29790 3.86995 0.00238 0.03296 0.00089 0.02168 0.00001
" 477942 -5.87710 -4.15023  4.55537  -9.63284 0.03326 0.09676 0.10269 0.04735 0.00417
Do, G2, ba,c1,dy) -3.61328 -4.69263  6.52299  6.39343  11.25879 0.13420 0.10700 0.03745 0.06267 0.10407
Do, G2, be,c1,d2)’  -2.34176  9.26827  6.38548  9.54669 -13.16962 0.00198 0.00242 0.00053 0.01717 0.00007
Da, a2, b2, Ca, dy ) 4.86093  6.54732  3.15356 12.37433  13.09098 0.15903 0.12869 0.00368 0.00336 0.04992
Do, a2, ba, o, de) -2.16037  2.45178  9.07537  4.79193  -8.19592 0.00731 0.00303 0.00121 0.00366 0.00039

D2, a1, by, cp,dy
D2, ay, by, ¢, dy
P2, a1, b1, ¢, dy
D2, a1, by, c1,d;
D2, a1, by, c1,dy
D2, ar, b2, Ca, dy
D2, a1, by, ca, dy
Do, Ao, by, c1,d;
D2, @2, b1, c1,dy
D2, az, b1, ca, dy
D2, @z, b1, c, dy

d

d
D2, ay, by, ¢, dy
d

PIITTTTTTTTTTTTTTTTTDTDITTTTTTDTDTDIDIT

Portanto, como pudemos observar, os métodos de minimos quadrados, minimos quadrados
ponderados e o método baseado no modelo binomial negativo, produziram resultados preciso.
Contudo, em geral, o método binomial negativo produziu resultados com menor vicio. E possivel
como este método possui um parametro a mais para capturar a superdispersao, isso tenha afetado
positivamente a qualidade das estimativas fornecidas.

6.3 MISTURA DE GOMPERTZ E EXPONENCIAL

Assim como no modelo introduzido por Makeham (1860a), iremos considerar que a mortalidade é
derivada de dois fatores. O primeiro é o mesmo suposto em Gompertz (1825b), que é a degradacao
do corpo com a idade. O segundo é que h& outros fatores, além da deterioracao do corpo com a
idade, que contribuem para a mortalidade.

O que difere este modelo do que foi proposto por Makeham (1860b), é que aqui consideraremos
que parte do tempo de vida é derivado de uma distribuicao Gompertz e outra parte é derivado de
uma distribuicao exponencial. No entanto, aqui realizamos uma combinagao convexa das distri-
buicoes. Em outras palavras, consideraremos que parte das mortes observadas é deriva da velhice
e outra parte é derivada apenas de causas externas, mas elas nao competem entre sim.

Portanto, se considerarmos uma variavel aleatoria 7', como introduzida inicialmente, ela é
associada a uma distribuicao de probabilidade f, a qual iremos definir como:

f(t;0) =p(ce™) + (1 —p)(abexp {a (" — 1) + bt})
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com @ = (a, b, c,p)’. Esta densidade é uma mistura entra a distribuicio Gompertz com parametros
a e b, e uma distribuicao exponencial, com parametro ¢. Como comentado, a distribuicao Gompertz
terda o papel de capturar a contagem de obitos derivados da degradacao do corpo com o tempo
e a distribuicao exponencial de capturar os obitos derivados de outras causas, como acidentes ou
doencas, e o parametro p terd o papel de capturar a proporgao dessas mortes. Resumidamente,
este modelo considera a existéncia de duas subpopulacoes nos 6bitos, uma Gompertz e outra
Exponencial.

Por fim, dada a distribuicao desta mistura, podemos derivas facilmente sua forca de mortali-
dade, que é dada por:

o ft:0)  plee™) +(1—p) (abexp {a (e — 1) + bt})
pu(t:0) = S(t:0) pe—ct + (1 — p)exp{—a (e’ — 1)} ’

para a qual nao ha interpretacao tao direta quanto em modelos mais simples, como Gompertz
ou Makeham. Essa interpretacao é perdida em detrimento da facilidade de derivar funcoes de
interesse, como os momentos estatisticos, as funcoes de sobrevivéncia e de vida média residual.

Simulacao

O objetivo principal deste modelo, é ser utilizado para a modelagem da mortalidade em idades mais
avancadas (470 anos). Por esse motivo, iremos estudar 24 cendrios diferentes com os seguintes
parametros: para a consideraremos a; = 0.1 e ay = 0.08, para b teremos b; = 0.01 e by = 0.03,
para c iremos considerar ¢; = 0.2 e ¢ = 0.025, por fim para p consideraremos p; = 0.01, py = 0.03
e p3 = 0.05.

Assim como no modelo anterior, temos uma forca de mortalidade altamente nao linear. Por
isso também utilizaremos o algoritmo genético para obtermos melhores estimativas.

Minimos quadrados nao-lineares Para o modelo baseado na mistura entre Gompertz e ex-
ponencial, temos o seguinte sistema de Equacoes de verossimilhanca para o método de minimos
quadrados nao-lineares:

oU0|D) p (ce™) + (1 —p) (abexp {a (" — 1) + bt}) y
da zt: [“(t) pe=t + (1 = p)exp{—a(e” - 1)} ]
b(1 — p)e"(ebt_l)”t + ab(1 — p) (ebt — 1) eale—1)+bt
" (1= p)eme =1 + pe~

+

(1 —p)log (1 —€") el-a(<" 1) (ab(l — p)e“(ebt_l)%t + cpe’“)

((1 _ p)e—a(ebt—l) + pe—ct)2

+(=1)
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ole|D) _plee) + (1 —p) (abexp {a (" — 1) + bt}) y
R G pe+ (1 - pyexp{~a (e — 1)} ]
a(1 - p)t log2 e—a(ebt—1>+bt+1 (ab(l o p>ea(ebt_1)+bt + cpe_0t>
X 5 +
((1 _ p)efa(ebtfl) + pefct)

a(l . p)ea(ebt—1)+bt + ab(l B p)ea(ebt—1)+bt (at log ebt-i—l + t)
(1 _ p)e—a(ebt—l) 4 pG_Ct

_|_

9]D e=) + (1 —p) (abexp {a (" — 1) + bt})
- 3o |

pe= + (1 —p)exp{—a (e’ — 1)}

afebt— .
prloget=< (ab(1 — p)e"(" D + cpee) , P —cptloge
((1 _ p)e—a(ebt—l) 4 pG_Ct)2 (1 _ p)e—a(ebt—l) + pe—ct

1—ct
X

o pe—< + (1 — p)expi{—a (e — 1)}

ce—ct _ abea(ebz—l)ﬂ;t (e—ct _ efa(ebt71)> (ab(l . p)ea(ebt71)+bt + Cpe_Ct)
(1 _ p)efa(ebtfl) + pefct o ((1 . p)e_a(ebt_l) n pe_ct)Q

20(6|D) 5 [u(t) plee™) + (1 —p) (abexp {a (" —1) + bt})]

X

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente para obtermos as estimativas dos parametros
deste modelo.

A Tabela 6.5 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulacao. A partir dela podemos notar neste método um comportamento similar
ao modelo anterior, com uma alta precisao e baixa acuracia em praticamente todo os cenario.

Minimos quadrados nao-lineares ponderados Para o modelo baseado na mistura entre
Gompertz e exponencial, temos o seguinte sistema de Equagoes de verossimilhanca para o método
de minimos quadrados nao-lineares ponderados:

0l(0|D) _ Z L 1 (plce™)+ (1 —p) (abexp {a (e" — 1) + bt}) 1 y
oa - 1(t) pe= + (1 —p)exp{—a(e” — 1)} p(t)

y {b<1 — p)e* ale=1)+be ab(1 — p) (e — 1) ea(et=1)+et
(

1— p)e a(ebt—1) +p6—ct

_|_

(1—p)log (1—e™) el=a(e"-1) (ab(l — p)e“(ebt_l)%t + cpe_6t>

((1 _ p)e—a(ebt—l) + pe—ct)2

+(=1)
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Tabela 6.5 Mistura Gompertz e exponencial - Método de minimos quadrados nao-lineares

Parametros MPE(p) MPE(a) MPE(b) MPE(c) Var(p) Var(a) Var(b) Var(c)
0 = (a1,b1,¢1,p1) -61.8635 -19.9374 -54.3337 60.2642 0.0287 0.0121 0.0282 0.0283
0 = (a1, by,c1,p2) -65.6257 -17.0376 -52.6175 76.0022 0.0088 0.0086 0.0123 0.0300
0 = (ay,by,c1,p3) -61.6286 5.4956 -47.9156 48.5705 0.1156 0.0243 0.0227 0.0291
0 = (a1, b1,c0,p1) 0.2429 -17.8369 -25.2298 59.0300 0.0394 0.0199 0.0550 0.0385
0 = (a1, by,c0,p2) -54.0306 -14.8060 -69.5296 31.6236 0.0286 0.0208 0.0514 0.0600
0 = (a1,b1,c0,p3) -86.2681 3.1996 -56.7910 72.8718 0.0248 0.0106 0.0089 0.1017
0 = (ay,by,c1,p1) -56.6518 -21.7934 -72.7736 20.3402 0.0001 0.0001 0.0001 0.0008
0 = (a1,by,c1,p2) -59.6253 -21.5716 -67.9866 22.3895 0.0307 0.0006 0.0150 0.0070
0 = (a1,by,c1,p3) -59.0379 -14.9224 -64.7379 20.7138 0.0218 0.0105 0.0037 0.0213
0 = (a1,by,c0,p1) -72.0598 -35.9554 -68.6582 59.1050 0.0096 0.0021 0.0156 0.0329
0 = (a1, by, co,p2) -65.5294 -33.4784 -61.5799 57.9975 0.0244 0.0003 0.0001 0.0696
0 = (ay,by, co,p3)’ -54.9701 -16.7929 -72.6208 20.3564 0.0005 0.0001 0.0001 0.0086
0 = (ag, by, cq,p1) -67.5108 -29.8198 -72.5300 44.0451 0.0148 0.0039 0.0948 0.0660
0 = (ag, by, c1,p2)  T76.3711 0.8181 4.8337 66.8223 0.0255 0.0021 0.0017 0.0280
0 = (ag, by, c1,p3) -67.0866 -23.7348 -54.6631 68.0395 0.0700 0.0086 0.0628 0.0068
0 = (ag, b1, co,p1) -76.7986 -33.2832 -62.2907 50.4011 0.0886 0.0740 0.0931 0.0169
0 = (ag, by, co,p2) -46.8862 -24.2422 -57.4892 45.6928 0.0537 0.0802 0.0974 0.0494
0 = (ag, by, co,p3)" -26.3251 -10.8592 -57.7039 37.9304 0.1428 0.0845 0.1004 0.0401
0 = (ag, by, cq,p1) -31.9036 -32.9272 -55.9586 35.3260 0.0637 0.0469 0.0706 0.0793
0 = (ag, by, cq,p2) -69.4622 -31.9586 -68.4152 32.2196 0.0235 0.0913 0.1074 0.0080
0 = (ag, by, cq,p3) -61.3806 -13.3236 -70.9917 26.8595 0.0172 0.0306 0.0309 0.0333
0 = (ag, by, co,p1)’ -81.3131 -41.3743 -70.0134 57.9832 0.0055 0.0142 0.0081 0.0107
0 = (a9, by, co,p2)’ -74.5487 -35.0605 -67.7116 58.8485 0.0279 0.0001 0.0005 0.0002
0 = (ag, by, co,p3)  79.0997 1.4740 5.6233 67.8784 0.0137 0.0002 0.0001 0.0096

p) (abexp {a (" — 1) + bt})

ole|D) 1 pee ) + (1 -
B le u(t)( b (1= e a (=T}

CL(]_ . p)t10g2 efa(ebtfl)ertJrl <ab(1 . p)ea(ebtfl)ert + Cpefct>

1 X
fu(t)

+

((]_ _ p)e—a(ebt—l) 4 pe—ct)2

a(l _p)ea(ebt71)+bt + ab(l _p)ea(ebtf

_l’_

(1 —ple~

a(ebt—1) + pefct

—1) +bt})

1)+t (atlog e +¢) }

o0( ayD ¥y [
t

X

ptlog el =< (ab(l - p)e“(ebt_l)ert + cpe‘“)

(p (ce™) + (1 — p) (abexp {a (e

pe= + (1 —p)exp{—a(e” —

D}

e~ — cptloge

1 X
11(t)

1—ct

((1 _ p)efa(ebtfl) + pefct)2

_|_

(1 —p)e-

a(ef®~1) 4 pe—ct
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X

ol(0|D) _ Z - 1 (plce™) + (1 —p) (abexp {a (e — 1) + bt}) 1
- pe= + (1 —p)exp{—a (e’ — 1)} p(t)
afelt—1)+bt (e‘d — e_a(ebt_1)> (ab(l — p)e“(ebt_1)+bt + cpe‘“)

cet — abe’
(1 —p)e~ale”=1) 4+ pe~ct (1= p)e—ae=1 4 pe*d)2

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente para obtermos as estimativas dos parametros
deste modelo.

A Tabela 6.6 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulacao. A partir dela podemos notar novamente um comportamento similar
o método anterior: baixa acurdcia e alta precisao, chegando a subestimar em mais de 40% os
parametros p e b, e superestimar em mais de 50% o parametros c.

Tabela 6.6 Mistura Gompertz e exponencial - Método de minimos quadrados nao-lineares ponderados

Parametros MPE(p) MPE(a) MPE(b) MPE(c) Var(p) Var(a) Var(b) Var(c)

0 = (ay,by,c1,p1) -47.1802  -9.5384 -42.8869  5.4422 0.0137 0.0364 0.0134 0.0060
0 = (ay,b1,c1,p2) -30.5962 22779 -45.9995 64.6733 0.1079 0.0383 0.0166 0.0899
0 = (a1,b1,c1,p3)" -46.6643  -3.9046 -44.8580 19.7246 0.0478 0.0535 0.0192 0.0959
0 = (a1,b1,c0,p1) -40.8231  -4.3115 -60.2739 23.7507 0.0541 0.0114 0.0146 0.0799
0 = (a1,b1,c0,p2)" -39.0525 -13.3741 -49.4613 38.6817 0.1328 0.0328 0.0130 0.1069
0 = (a1, by, co,p3) 3.1012 -15.0615 7.0975 31.7831 0.0532 0.0712 0.4963 0.1113
0 = (ay1,b,c1,p1)" -50.4089  21.4790 -50.4248 39.5884 0.0051 0.0087 0.0001 0.0142
0 = (ay1,by,c1,p2) -52.3122 -32.7811 -38.2032 34.4656 0.0102 0.0061 0.0001 0.0004
0 = (ay1,by,c1,p3)’ -57.4745 -22.0801 -44.3940  4.2330 0.0017 0.0060 0.0003 0.0322
0 = (ay,by, co,p1) -67.7478 -20.1077 -52.1324 29.4460 0.0634 0.0192 0.0096 0.0157
0 = (ay1,by, co,p2)  -7.6300 -12.6509 -47.9156 30.1844 0.0141 0.0193 0.0043 0.0154
0 = (ay,by, co,p3)’ -54.7926 -32.2510 -40.5928  7.0994 0.0031 0.0149 0.0005 0.0339
0 = (ag, by, c1,p1) -63.4877 7.4538 -57.6609 41.7877 0.0027 0.0106 0.0082 0.1966
0 = (ag, by, c1,p2) -51.6859 2.1556 -60.8169 45.7218 0.0438 0.0013 0.0042 0.0082
0 = (az,by,c1,p3)  13.1862 -37.6529 -31.1188  8.9062 0.0207 0.1132 0.0383 0.1767
0 = (ag, by, co,p1) -50.6512 3.7495 -57.1171 70.1328 0.0814 0.1226 0.0036 0.0205
0 = (ag, by, o, p2) 5.1075  30.8711 -26.7572 51.0470 0.2537 0.1406 0.1088 0.1007
0 = (a2, by, co,p3)  -7.0996  -0.8073 -48.0999 42.5708 0.1403 0.0529 0.1385 0.0665
0 = (ag, by, cq,p1) -22.8122 -24.7489 -41.7906 33.7090 0.0815 0.1258 0.0188 0.0713
0 = (ag, by, cq,p2) -28.1869 -10.6945 -56.2122 64.6446 0.0643 0.0124 0.0008 0.0319
0 = (ag, by, c1,p3) -16.6341 2.1261 -53.3089 28.6883 0.0149 0.0411 0.0615 0.0079
0 = (ag, by, co,p1)’ -13.0772 22,6906 -53.4851 31.4015 0.0006 0.0062 0.0004 0.0059
0 = (ag, by, co,p2)’ -55.2108  -2.8165 -66.2430  1.0879 0.0004 0.0001 0.0001 0.0009
0 = (as, by, co,p3)  -39.9364 5.2129 -65.1055 56.1595 0.0017 0.0001 0.0003 0.0003
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Modelo Poisson Para o modelo baseado na mistura entre Gompertz e exponencial, temos o
seguinte sistema de Equagoes de verossimilhanga para o método baseado no modelo Poisson:

ol(6|D.E) Z[Dt pe=t + (1 — p) exp{—a (¢ — 1)} —Et] )

oa - p(ce=t) + (1 —p) (abexp{a (e’ — 1) + bt})

y {b(l — p)e(" T L ab(1 — p) (e — 1) ea(e”t—l)+bt+

(1 _ p>e—a(ebt—1) 4 pe—ct
(1—p)log (1— ") et=ale"-1) (ab(l — p)e“(ebt_1)+bt + cpe‘Ct)

((1 _ p)efa(ebtfl) + pefct)2

+(=1)

ol(0|D, E) + (1 —p)exp{—a (e —1)}
0b ; [ ce=) + (1 — p) (abexp {a (e?* — 1) + bt}) Et] 8

a(l . p)t 10g efa(ebtfl)ertJrl (ab(l . p)ea(ebtfl)ert + Cp€70t>
X . 3 +
((1 _ p)e—a(e t—1) 4 pG_Ct)
a(l _ p)ea(ebt71)+bt + ab(l _ p)ea(ebt71)+bt ((lt log 6bt+1 + t)
(1 _ p)efa(ebtfl) + pefct

_l’_

oc + (1 —p) (abexp {a (e’ — 1) + bt}

20(0|D, E) Zt:[ " e + (1 — p) exp{—a (¢ — 1)} )_Et] )

aebt— e
ptlogel= (ab(l —ple (1) 0t cpe t) . pe — eptlog el
((1 _ p)efa(ebtfl) 4 pefct)2 (]_ — p)e—a(ebt—l) + pe—ct

X

ol(0|D, E) e + (1 —p)exp{—a (e — 1)}
2 —ct) 1 b bt _ | by Ey | %
7 ce=) + (1 —p) (abexp {a (e” — 1) + bt})
ce—ct ab6a<ebt_1)+bt <efct _ e—a(ebt_1)> (ab(l . p)ea(ebt_1)+bt i cpe*‘zt>
(1 _ p)e—a(ebt_l) + pe—ct - ((1 . p)e_a(ebt_l) T pe_ct)Q

X

o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente para obtermos as estimativas dos parametros
deste modelo.

A Tabela 6.7 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulacao. Analisando-a podemos notar uma melhora nas estimativas produzida
por este método, quando comparado com o modelo anterior. Além disso, este método apresenta
melhor acuracia quando comparado com os métodos de minimos quadrados e minimos quadrados
ponderados, mas apesar disso o MPE dos parametros em alguns varios cenarios é considerado alto,
contudo as estimativas sao precisas.
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Tabela 6.7 Mistura Gompertz e exponencial - Modelo Poisson
Parametros MPE(p) MPE(a) MPE(b) MPE(c) Var(p) Var(a) Var(b) Var(c)
(a1,b1,¢1,p1)" -33.5971 -21.3842 -18.2054 11.6126 0.2000 0.0497 0.0047 0.0090
(a1,b1,c1,p2)"  21.0452  -1.5309 -16.1650 20.7524 0.1121 0.0268 0.0180 0.0325
(ay,b1,c1,p3)"  21.5219  -0.4309 -15.9791 -1.2953 0.0571 0.0612 0.0088 0.0230
(a1,b1,c0,p1)"  -5.0052 -23.2999 -33.4708 37.1649 0.0827 0.0630 0.0353 0.0578
(a1,b1,c9,p2)"  35.0978  -2.8486 -17.6980 28.2476 0.0237 0.1152 0.0085 0.0415
(a1,b1,c9,p3)  52.6074  -2.6978 -12.0484  -2.9147 0.0005 0.0108 0.0002 0.0009
(a1,ba,c1,p1) -16.8186 -28.1278 -20.0876  27.7917 0.0256 0.0074 0.0008 0.0111
(ay,ba, c1,p2) 8.6987 -31.6811 -21.4005 32.1113 0.0021 0.0206 0.0028 0.0025
(a1,ba,c1,p3)  11.4791  -3.8094 -14.1548 14.4711 0.0355 0.0006 0.0099 0.0175
(a1,ba,co,p1)  -1.8671 -32.7177 -32.3601 33.4250 0.0016 0.0013 0.0091 0.0353
(a1,ba,co,p2) -15.9010  -9.6348 -16.9391 61.5061 0.0300 0.0030 0.0010 0.0483
(a1,ba,co,p3)’ -12.7587 -12.1294 -16.6943 24.3505 0.0241 0.0010 0.0001 0.0018
(ag,b1,c1,p1) -25.2267  -8.8928 -31.1835 6.3376 0.2601 0.0383 0.0362 0.0445
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

as,bi,ci,po)  63.4409 -68.3396 -11.3708 36.0510 0.0320 0.0505 0.0010 0.0086
as,bi,cr,ps) 29.1445 -15.1602 -23.9414 -13.7392 0.0473 0.0319 0.0233 0.0200
o by o p) 13340 -254728 -30.5039 153500 0.0409 00125 0.0431 0.0218
a2, b1, ca,po)  45.0591 -17.5110 -15.7200 16.7713 0.0076 0.0929 0.0030 0.0152
2, b1, o, p3)  30.0203  -8.6940 -22.4772  -6.7449 0.2218 0.0639 0.0471 0.0273
G2, bo,c1,p1) -26.0509 -31.0434 -22.1044 16.5499 0.1481 0.0197 0.0169 0.0954
Gz, by, c1, o) -11.4065 -5.8126 -28.2702 17.4453 0.1472 0.0107 0.0447 0.1380
a2, bo,c1,p3)  40.3940 -30.8778 -17.7355 11.6902 0.0065 0.0019 0.0002 0.0019
s, bo, co,p1) 9.9676 -18.0696 -13.3859 -11.1741 0.0018 0.0019 0.0001 0.0064
a2, bs, Co, po)' 40.1801 -37.0600 -15.5664 20.0871 0.0033 0.0046 0.0001 0.0061
Gy by Cy ps) 631125 741496 -12.0469 245946 00124 00334 00001 0.0158
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Modelo binomial negativo Para o modelo baseado na mistura entre Gompertz e exponencial,
temos o seguinte sistema de Equagoes de verossimilhanca para o método baseado no binomial
negativo:

(9|D E) pe~ + (1 —p)exp{—a (" — 1)}
Z [ ( (ce=) + (1 —p) (abexp{a (e’ — 1) + bt})) *
(D + ¢)

p(ce=ct)+(1—p)(abexp{a(ebt—1)+bt})
¢+Et< pe T+ (T—p) expl—a(P 1)} )

. {b(l — p)e (g1 — p) (ebt — 1) (1)

(1 _ p)efa(ebtfl) + pefct

_l’_

(1 —p)log (1—€") el=a(e"-1) (ab(l — p)e“(ebt_l)+bt + cpe_0t>

+(—1)
((1 _ p)e—a(ebt—l) + pe—ct)2
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0b ce=) + (1 —p) (abexp {a (e — 1) + bt})
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+(=1)
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— |\ p(
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b+ E, (p(‘"f‘“)*(H’)<abexp{a(ebf71)+bt}>)

+(=1)

pe—°t+(1—p) exp{—a(eb*—1)}

—ct _ abea(ebt—1)+bt (e*ct _ 6*a<ebt71)) (ab(l B p)ea(ebt71)+bt i Cp670t>

ce
X R
(1 —p)e~ale” =1 4 pe~et ((1 — ple~ale”=1) 4 pe—Ct)2
Di—1
ol6|D. E) YT 1 D+ ¢ .\
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o o = R R e e ey
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o qual igualamos a zero e resolvemos simultaneamente para obtermos as estimativas dos parametros
deste modelo.

A Tabela 6.8 apresenta os Erro Médios Percentuais e sua variancia para cada parametros
considerado na simulacao. A partir dela podemos notar que apesar do método apresentar MPE
alto para alguns parametros em alguns cendrios, de forma geral ele foi superior aos outros trés
métodos considerados. Além disso, este método forneceu estimativas precisas, com baixa variancia.

Tabela 6.8 Mistura Gompertz e exponencial - Modelos binomial negativo

Parametros MPE(p) MPE(a) MPE(b) MPE(c) Var(p) Var(a) Var(b) Var(c)

(ay,b1,¢1,p1)  -7.2959 -10.3100 -10.2426 11.5026 0.0603 0.0224 0.0417 0.0327
(ay,b1,c1,p2) -8.4815  -1.1968 -8.7190 14.6525 0.1545 0.0069 0.0341 0.0403
(ay,b1,c1,p3)  -9.2758  -8.1984 -8.0770  8.6118 0.0908 0.0717 0.0350 0.0603
(ay,b1,c0,p1) -8.8160 -12.3187 -8.0259  9.6563 0.4393 0.0202 0.1328 0.0058
(ay,b1,co,p2)  -8.0803 -0.8014 -10.2411  2.6987 0.0240 0.0061 0.0071 0.0176
(ay,by,co,p3)  -8.6286  -8.1782  -7.2101  6.6655 0.0094 0.0713 0.0011 0.0146
(a1,be,c1,p1)  -4.4469  -5.1319 -15.2779 11.6407 0.0180 0.0029 0.0001 0.0023
(ay,bg,c1,p2)" -15.3674  -2.8266 -2.8744  4.9461 0.0003 0.0020 0.0001 0.0031
(ay,b2,c1,p3)" -12.9410 -5.6773  -7.8567  8.2940 0.0061 0.0020 0.0001 0.0153
(ay,be,co,p1)  -5.2633  -2.6164 -13.2688 12.5650 0.0083 0.0080 0.0089 0.0172
(a1,bg,c9,p2) -11.2756 -10.5732 -13.9454  1.5184 0.0524 0.0164 0.0218 0.0018
(a1,ba,co,p3)"  -7.1623  -4.0995 -11.5148  8.7464 0.0001 0.0010 0.0003 0.0032
(ag,by,c1,p1)  -5.8494  -0.1097  -9.0650  9.8042 0.0094 0.0090 0.0003 0.0543
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

as, by, c1,p2) -2.1751  -4.2558 -14.1197  5.2997 0.1055 0.0009 0.0312 0.0056
as, by, c1,p3)  -6.2691 3.4359  -6.1740  4.3399 0.0870 0.0569 0.0076 0.0587
as, by, co,p1)  -6.2341  -6.4308 -7.9024  3.0115 0.0037 0.0116 0.0129 0.0479
as, by, co,p2)  -5.1406  -6.7610  -8.6325  4.7403 0.2247 0.0213 0.0433 0.0543
as,bi,co,p3)  -3.1426 -2.4961 -8.7944  6.2181 0.1249 0.0578 0.0609 0.0788
as, by, cr,p1)  -7.1049  -4.0131  -7.7987  9.1428 0.0718 0.0118 0.0634 0.0435
as, by, c1,p2) -5.3841  -5.8288  -6.7202 11.3743 0.0091 0.0047 0.0004 0.0276
as,be,c1,ps) -10.1765 -11.7105 -3.8029  3.4040 0.0076 0.0015 0.0020 0.0339
as, by, co,p1)  -6.3341 0.4351 -15.6577 16.6348 0.0043 0.0080 0.0001 0.0007
as, be, co,po) -12.3077  -8.0354 -11.3116  5.5396 0.0021 0.0058 0.0001 0.0016
as, by, co,p3)  -8.5753  -6.7010 -12.8106  6.6784 0.1000 0.0001 0.0313 0.0038
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Portanto, assim como no modelo anterior, as melhores estimativas dos parametros deste modelo
foram obtidas a partir do método baseado no modelo binomial. O segundo melhor método a ser
considerado é o baseado no modelo Poisson.






CAPITULO 7

APLICACAO

Para a aplicacao dos modelos iremos utilizar a tabela de vida do Brasil do ano de 2010 proveniente
do Datasus e Censo, modelando a mortalidade acima dos 30 anos. Além disso, também iremos
realizar uma aplica¢do aos dados de mortalidade em idosos (70+) nos dados de mortalidade do
Japao no ano de 1993 provenientes do Human Mortality Database. Para a escolha do modelo que
melhor se adéqua aos dados, iremos utilizar o Erro Médio Percentual.

7.1 MORTALIDADE BRASILEIRA ACIMA DOS 30 ANOS

Quanto trabalhamos com os dados de mortalidade brasileira, existe um claro problema: a qualidade
dos dados. A alta variabilidade presente dificulta a estimativa das taxas demograficas, como a forca
de mortalidade. Além disso, paises como o Brasil possuem sistemas de registro vitais imperfeitos,
com qualidade que varia significativamente entre as regioes, especialmente no Norte e Nordeste,
que possuem um baixo grau de cobertura (SCHMERTMANN; GONZAGA, 2018; QUEIROZ et
al., 2017).

Por isso, a aplicagao destes modelos aos dados implicitamente também avaliara sua capacidade
de ajuste a dados de baixa qualidade. Realizaremos isso ajustando-os os dados entre 30 e 89 anos,
e comparando a estimativa dos modelos entre 90 e 120 anos. A escolha do melhor modelo serd
baseada apenas no ajuste entre 30 e 89 anos.

Conforme vimos nos capitulos anteriores, para os modelos Gompertz, Makeham, I'G e I'M, o
método de estimacao baseado no modelo Poisson forneceu os melhores resultados, por isso sera
utilizado como método de estimacao. Para os métodos de mistura, o método baseado no modelo
binomial negativo produziu melhores resultados, e por isso sera utilizado como método de estimagao
do modelo.

Brazil 2010

log(u)

Figura 7.1 log forca de mortalidade observada no Brasil em 2010

A log forca de mortalidade observada é apresentada na Figura 7.1, onde podemos observar um
comportamento nao-linear. Isso faz com que possamos esperar que o modelo Gompertz nao se
adéque bem aos dados.
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A Figura 7.2 mostra o ajuste dos modelos aos dados. Nela podemos notar que, como ja esperado,
o modelo Gompertz nao forneceu um bom ajuste aos dados. Para este modelo obtivemos os
parametros 8 = (0.004250,0.061103)" e um Erro Médio Percentual de 1.3083%, ou seja, em média
este modelo superestima o valor observado ara a forca de mortalidade em aproximadamente 1.3%.

Assim como o modelo Gompertz, o modelo Makeham produziu bons resultados com um Erro
Médio Percentual de 0.3870%, ou seja, em média este modelo superestima o valor observado ara a
forca de mortalidade em aproximadamente menos de 0.5%, um erro muito pequeno, o que indica
uma boa de precisao do modelo nestes dados, especialmente entre 30 e 40 anos. Para este modelo
obtivemos os parametros 8 = (0.001817,0.078607,0.004127)’

Neste contexto, quando consideramos a fragilidade com o modelo T'G, obtemos os seguintes
parametros 6 = (0.004278,0.060896,0.000002)". O valor estimado para ¢? foi 2 x 1075 o que
¢ um forte indicio de que ,utilizando este modelo, os dados nao apresentam fragilidade. Além
disso, também podemos notar que os valores de @ e b sdo muito préoximos dos obtidos no modelo
Gompertz. Mas apesar disso, o modelo obteve um Erro Médio Percentual de 1.2408%, valor menos
do que o obtido com o modelo Gompertz.
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o o o ’.
¥ 4 ¥ ] ¥ 2
o o o
™ ™ o™
,2 ] ’3 1 ’2 I
= = =
=3 . =3 . =3 .
S S S
o 2 o
< < <
I I I
o o o
£ T £
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
30 40 50 60 70 80 90 30 40 50 60 70 80 90 30 40 50 60 70 80 90
idade idade idade
Gamma-Makeham Gomp+Gomp Gomp + Exp

-2.0
1
-2.0
1
-2.0
1

-3.0
1
-3.0
1
-3.0
1

log (k)
4.0
1
log(n)
0
1
log(w)
-4.0
1

-5.0

1
-5.0
1
-5.0

Figura 7.2 Ajuste dos modelos a log forca de mortalidade do Brasil em 2010 entre 30 e 89 anos

Similar do modelo I'G, a fragilidade considerada no modelo I'M nao trouxe ganho ao modelo
Makeham. Neste modelo foi estimado € = (0.002493,0.072091, 0.002965, 0.000001)". Com o valor
estimado para 2 de ordem 107%, h4 fortes indicios para considerar a nao existéncia de heteroge-
neidade nesta populacdo. Este modelo obteve um Erro Médio Percentual de -0.3566%.

O modelo de misturas de Gompertz conseguiu um dos melhores resultados da modelagem,
obtendo um Erro Médio Percentual de -0.1662%, ou seja, um valor considerado excelente. Para este
modelo obtivemos os seguinte parametros: p = 0.136146, a = 0.060546, b = 0.024066, ¢ = 0.077109
e d =0.002014.

Por fim, para o modelo de mistura Gompertz e exponencial obtivemos os seguintes parametros:
p = 0.048356, a = 0.068282, b = 0.003131 e ¢ = 0.063867. E para este modelo obtivemos um Erro
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Médio Percentual de 0.1544%, o menor entre todo os modelos. Vale ressaltar que este modelo foi
o que obteve o melhor ajusta ao comportamento da mortalidade entre 30 e 40 anos.
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Figura 7.3 Ajuste dos modelos a log forca de mortalidade do Brasil em 2010 acima dos 90 anos

Agora observarmos o comportamento de cada modelo acima dos 90 anos, como mostra na
Figura 7.3, poderemos notar que todos os modelos, com exce¢ao da mistura entre Gompertz e
Exponencial, consideram um aumento na forca de mortalidade com o passar dos anos. Contudo,
o modelo de mistura entre Gompertz e Exponencial, considera que hd uma queda nesta taxa a
partir dos 103 anos, e também a existéncia de um plato na forca de mortalidade a partir dos 115
anos, o que vai ao encontro dos resultados obtidos por Barbi et al. (2018).

Contudo, se formos comparar o comportamento do modelo com o apresentado nos dados,
modelos como o Makeham, I'M e a mistura de Gompertz obteriam melhor resultado, pois se
aproximam mais do que foi observado. E se considerarmos o ajuste a toda a curva, o modelo de
misturar Gompertz é o que produz melhores resultados, com um EMP de 7.9281% .

Portanto, aqui pudemos notar que para estes dados os modelos baseados em misura obtiveram
os melhores resultados, apresentando os melhores ajustes aos dados entre 30 e 89 anos.

Desta forma, utilizando a FVMR para os modelos de misturas, podemos estimar a vida média
residual do brasileiro nas idades de 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110 e 120 anos, conforme
mostra a Tabela 7.1. Nela podemos notar que o modelo de mistura de Gompertz estima a vida
média residual do brasileiro menor do que o modelo de mistura Gompertz e exponencial até os
70 anos. A partir dos 80 podemos notar que as estimativas do modelo de mistura Gompertz e
exponencial sao maiores do que as do modelo de mistura Gompertz. Esse comportamento se deve
ao comportamento observado na for¢a de mortalidade, apresentado na Figura 7.3, onde é observada
uma pequena queda seguida de um plato na forca de mortalidade ajustada pela mistura Gompertz
e exponencial, enquanto no modelo de mistura Gompertz essa forca aparenta ser linearmente
crescente.
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Tabela 7.1 Vida média residual da populagao brasileira em 2010
Idade Gomp + Gomp Gomp + Exp

30 37.9411 37.9692
40 30.1736 29.5349
20 23.0704 22.0832
60 16.6251 15.8152
70 11.0292 10.9268
80 6.6861 7.5268
90 3.7366 5.6381
100 1.9501 4.2787
110 0.9672 1.7004
120 0.4641 0.8259

7.2 MORTALIDADE EM IDOSOS

Agora investigaremos se algum dos modelos apresentados é capaz de capturar o padrao de mor-
talidade em idades acima dos 70 anos. As estimativas de mortalidade em idades mais avangadas,
mesmo acima dos 70 anos, sao a principal preocupagao dos demoégrafos e tém importantes aplicacoes
e consequéncias em outras areas, como ciéncias atuariais e economia. Em geral, as estimativas de
mortalidade em idades mais avancadas sao limitadas por pequenos numeros, tanto na exposicao
como nos eventos (FEEHAN, 2018; WRIGLEY-FIELD, 2014).

Ha um importante debate sobre os niveis de mortalidade em idades mais avangadas. De forma
geral, o debate é se a mortalidade nessas idades esta diminuindo ou continua a aumentar (GA-
VRILOV; GAVRILOVA, 2019a; FEEHAN, 2018). Existem varias explicacbes possiveis para os
resultados e estimativas observados. O primeiro estd relacionado a qualidade dos dados em dife-
rentes areas de um pais, entre grupos de subpopulagao e idade (BLACK et al., 2017). Também
¢é possivel que a selecao da mortalidade tenha um papel nos niveis observados de mortalidade
em idades mais avangadas (BARBI et al., 2018, WACHTER, 2018), isto é, no contexto onde
hé uma forca de mortalidade mais altas em idades jovens, os individuos que chegam as idades
mais avancadas seriam fisiologicamente mais fortes e viveriam mais que os outros, caracteristica
usualmente modelada pela fragilidade.

Neste contexto, Feehan (2018) usa métodos alternativos para coorte de mortalidade acima dos
80 anos. Feehan (2018) conclui que nenhum modelo pode ser universalmente aplicado para estimar
a mortalidade por idade avangada.

Sendo assim, iremos utilizar os modelos apresentados neste trabalho para investigar sua capa-
cidade de capturar o padrao de mortalidade em idades acima dos 70 anos, utilizando os dados até
entre 70 e 99 anos para estimar o modelo e observando seu comportamento acima dos 100 anos.

Assim como no caso anterior, utilizaremos o o método de estimacao baseado no modelo Poisson
para os modelos Gompertz, Makeham, I'G e I'M, e o método baseado no modelo binomial negativo
para os modelos de mistura. Os modelos serao comparados pelo seu Erro Médio Percentual.

O padrao de mortalidade que desejamos modelar esteve presente em varias populagoes, como
por exemplo: no Japao nos anos de 1993, 1998, 1999, 2002, 2009, 2012 e 2014. Contudo, esse padrao
nao se restringe ao Japao, outros paises como Suécia, Alemanha, EUA e Coreia também tiveram
esse comportamento em alguns anos. Neste padrao observamos na log forca de mortalidade um
comportamento linearmente carecente para uma certa idade e, em seguida, apresenta uma queda
acentuada, conforme mostra a Figura 7.4.

A Figura 7.5 mostra o ajuste dos modelos ao dados. Nela podemos observar que todo os
modelos aparentem fornece um bom ajuste, com Erros Percentuais Médios entre -1.7 e 0.9. O
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Figura 7.4 log forca de mortalidade observada no Japao em 1993

modelo Gompertz obteve Erro Percentual Médio de -1.6378%, os parametros estimados para este

modelo foram 6 = (0.029853, 0.108286)".

De forma similar como o modelo Gompertz, o modelo Makeham obteve Erro Médio Percentual
de -1.6859% e seus parametros estimados foram 6 = (0.029708,0.108591, 0.000001)". Como temos
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¢ ~ 0, é esperado que este modelo se comporte como o modelo Gompertz, como podemos notar

pela Figura 7.5.

Os modelos que consideram fragilidade aos dados obtiveram bons resultados, com Erros Médio
Percentual de —0.2491% e 0.8177% para os modelos I'G e T'M, respectivamente. Os parametros
estimados foram 6 = (0.027947,0.119105, 0.043285)" para o modelo I'G e 6 = (0.021097, 0.135932,
0.008653, 0.077205)" para o modelo I'M. Com os valores estimados para o2 sao maiores que 1073,
estes modelos indicam a existéncia de heterogeneidade na forca de mortalidade desta populacao.
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Assim como os modelos que consideram fragilidade, o modelo de mistura Gompertz forneceu re-
Sultado similar no Erro Médio Percentual, que foi de -0. 2597% Para este modelo, foram estimados
= 0.535765, a = 0.124444, b = 0.027055, ¢ = 0.105195 e d = 0.029345.
Por fim, temos o modelo de mistura Gompertz e exponencia. Neste modelo obtivemos um Erro
Médio Percentual de -1.3669%, ou seja, em média este modelo subestima o valor observado em
menos de 1.4%. Aqui obtivemos p = 0.001745, a = 0.109352, b = 0.029454 e ¢ = 0.180317.
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Figura 7.6 Ajuste dos modelos & log forga de mortalidade do Japao em 1993 acima dos 100 anos

Portanto, analisando apenas o ajuste do modelo a for¢ca de mortalidade observada ente 70 e
99 anos, como mostra a Figura 7.6, concluiriamos que os modelos que consideram a fragilidade
da populacao sao os mais adequados aos dados. Contudo, se observamos o comportamento dos
modelos acima dos 100 ano, perceberemos que o modelo de mistura Gompertz e exponencial segue
perfeitamente o comportamento dos dados observados nestas idades, mesmo esses dados nao sendo
considerados para a estimacao do modelo.

Modelos como Gompertz, Makeham e de mistura Gompertz, consideraram que a forca de mor-
talidade acima dos 100 anos é crescente. Ja os modelos que consideram a fragilidade, indicam a
existéncia de um plato para a mortalidade,assim como o modelo de mistura Gompertz e exponen-
cial. Apesar de ambos os modelos consideraram a existéncia de um plato em idades mais elevadas,
os modelos de fragilidade se mostraram robustos a queda da for¢ca da mortalidade observada a
partir dos 105 anos, enquanto o modelo de mistura Gompertz e exponencia de adequou a ela.

A Tabela 7.2 apresenta a vida residual estimada dos 70 aos 120 anos, utilizando cada um dos
trés modelos citados acima, em conjunto com o modelo de mistura Gompertz, que obteve o melhor
MPE. Nela podemos notar que os modelos estimam valores similares até os 100 anos, o que ja
é esperado, visto que estes dados foram utilizados para a estimacao do modelos, portanto eles
estarao bem ajustados aos dados e fornecerao resultados parecidos.

A partir dos 100 anos podemos notar grande diferenca no modelo de mistura Gompertz e
Exponencial. Nele, a vida média residual é crescente até os 110, e depois volta a decrescer.
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Tabela 7.2 Vida média residual da populagao japonesa em 1993
Idade Modelo I'G  Modelo I'M  Gomp + Gomp Gomp + Exp

70 11.7692 11.7687 11.7801 11.8022
1) 8.6766 8.7181 8.6900 8.7953
80 6.1466 6.1498 6.1470 6.3008
85 4.1971 4.1494 4.1799 4.3350
90 2.7894 2.7225 2.7693 2.8684
95 1.8369 1.7923 1.8420 1.8341
100 1.2294 1.2331 1.2406 1.1683
105 0.8603 0.9179 0.7906 2.4578
110 0.6440 0.7480 0.4825 5.5390
115 0.5202 0.6590 0.2894 5.5357

Este comportamento se deve a queda acentuada na forca de mortalidade observada a ajustada. Os
modelos que consideram a fragilidade tem comportamento similar e o modelo de mistura Gompertz
apresenta uma maior queda na vida residual, em comparagao com todos os outros.






CAPITULO 8

CONCLUSAO

A modelagem de mortalidade exerce um importante papel para diversas areas do conhecimento,
como biologia, ciéncias atuariais, demografia e estatistica, pois esta modelagem nos permite com-
preender melhor a dinamica no envelhecimento de uma populacao. E apesar destes modelos serem
estudados ha mais de dois séculos, os continuos avancos da medicina e melhorias da qualidade
de vida, fazem com que a dinamica da mortalidade humana esteja em contante mudanca. Essa
continua mudanca traz a luz a contante necessidade de novos modelos capazes de capturar essa
dinamica.

Nesse sentido, esta dissertagao traz contribuigoes relevantes a esta area de pesquisa, pois aqui
estudamos e comparamos quatro método de estimacao para seis diferentes modelo de mortalidade,
encontramos a forma fechada para a fungao de vida média residual para quatro destes modelo e
propomos dois modelos baseados em misturas que se mostraram eficientes para captura da dinamica
da mortalidade.

Com a comparacao dos métodos de estimacao, pudemos escolher o melhor método para a
inferéncia em cada modelo. Para o modelo Gompertz encontramos um resultado que foi de encontro
ao publicado por Tai e Noymer (2018). Os autores realizaram um estudo empirico comparando
alguns métodos de estimacao, e concluiram que o método de minimos quadrados ponderados
fornece melhor ajuste aos dados. Contudo, aqui obtivemos um resultado diferente, onde o método
baseado no modelo Poisson fornece melhores estimativas para os parametros. Este método também
forneceu bons resultados nas estimativas dos modelos Makeham, I'G e I'M.

Os métodos de estimagao também foram investigados no contexto de misturas. Para os dois
modelos de misturas considerados na dissertacao, o método baseado no modelo binomial negativo
forneceram melhores estimativas para os parametro do modelo. Além disso, estes modelos forne-
ceram bons ajustes aos dados de mortalidade do Brasil e em idosos japoneses. Especialmente o
modelo de mistura entre Gompertz e exponencial, que se mostrou capaz de capturar a queda da
for¢ca de mortalidade em idades mais avancadas.

Este trabalho também vai de encontro ao trabalho desenvolvido em Feehan (2018), estuda
o comportamento de alguns modelos de mortalidade capazes de modelar a dinamica em idades
mais avangadas. Contudo, o trabalho abre espacgo para discussoes sobre a qualidade dos dados
de mortalidade acima em idades avangadas, semelhante a trazida em Wachter (2018), onde a m4
qualidade dos dados pode afetar a inferéncia dos modelos. Este problema também é presente no
Brasil, onde a ma qualidade dos dados causadas por sub-registro e problemas de declaragao de
idade em idades mais avancadas, pode afetar os resultados da modelagem.

Por fim, esta dissertacao preencheu algumas lacunas sobre a modelagem de mortalidade, mas
trouxe a luz outras questoes e necessidades, como por exemplo a derivacao de um teste para a
deteccao da fragilidade no modelo I'M (similar ao derivado por Boéhnstedt e Gampe (2019) no
modelo I'G), a necessidade de um teste de heterogeneidade para os modelos baseados em misturas;
e o0 uso de outros modelos métodos de estimacao competir com o método baseado no modelo
Poisson.

Ademais, os problemas em aberto na modelagem de mortalidade nao se restringem aos explo-
rados ou expostos nesta dissertagao. Barbi et al. (2018) traz em discussao a existéncia de um
plato da mortalidade, e que este plato ocorre em 105 anos. Contudo, os autores nao explicitam o
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método utilizado para a detecgao deste plato, dai surge a necessidade do uso de um modelo capaz
de detecta-lo e também em que idade ele ocorre, como em Patricio et al. (2019), para que possamos
estudar e compreender a dinamica deste novo parametro. Além disso, também h& a necessidade
de modelos que capturem bem a dinamica de populagao utilizando dados de baixa qualidade, onde
existam sub-registro e problemas de declaracao de idade.
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