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Resumo

Em modelos de regressao linear com erros de medida, ocorre com grande
frequéncia de a suposi¢do usual de normalidade para o erro de medida néo ser a
mais adequada para os dados em questao. Isso pode ser evidenciado em casos que o
erro de medida apresenta um comportamento que nao coincide com os de diferentes
subgrupos da populagao. O presente trabalho propoe uma distribuicao de mistura
finita de skew-normal com um ponto de massa em zero. Essa distribuicao permite
uma flexibilidade nos erros acomodando tanto simetria quando assimetria no mesmo.
Para realizar inferéncia Bayesiana desenvolve-se um algoritmo do tipo Gibbs com
passo Metropolis-Hasting. Para avaliar o desempenho das estimativas apresenta-se
um estudo de simulacao com diferentes simetrias e assimetrias no erro de medida e
também com conjuntos de dados reais.

Palavras-chaves: Erro de medida, Mistura finita, Regressdo Linear, Infe-
réncia Bayesiana.



Abstract

In linear regression models with measurement errors it is usually common
that the assumption of symmetric normal distribution for measurement error is not
the most adequate for the data at hand. This can be evidenced in cases where
the measurement error presents have behavior that does not coincide with those of
different population subgroups. This work proposes a finite mixture distribution of
skew-normal with a mass point at zero. This distribution allows flexibility in errors,
accommodating both symmetry and asymmetry in the same. To carry out Bayesian
inference, an algorithm of the type Gibbs with Metropolis-Hasting step is developed.
To evaluate the performance of the estimates, a simulation study is presented with
different symmetries and asymmetries in the measurement error and applied to a
real data set.

Key-words: Measurement Error, Finite Mixture, Linear Regression, Bayesian In-
ference.
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1 Introducao

Nos modelos de regressao, em algumas situagoes ocorre que uma ou mais cova-
riaveis sao medidas com erro, nestes casos, o valor exato da covariavel nao é observado
perfeitamente e o que se observa é o valor real acrescido de algum erro de medicao. Esses
erros decorrem de falhas nos instrumentos de medicao; falhas nos métodos e técnica de
coletas de dados; por processamento inadequado de dados; falhas dos equipamentos em
decorréncia de desgaste; pela falta de calibracao ou até mesmo pelas condigoes ambien-
tais. Situacoes desse tipo sao comuns no cotidiano e, para esses casos, devem ser utilizados
modelos que considerem em sua estrutura erros de medi¢ao. Se uma anélise estatistica
é feita ignorando que a covariavel foi mensurada com erro, os resultados podem levar
a inferéncias viesadas (Stefanski, 1985). Isso pode afetar a precisdo das estimativas dos

parametros e levar a perda de poder para detectar as relagoes entre as variaveis (Carroll

et al., 2006).

Suponha que exista apenas uma variavel medida com erro e seja w; seja o valor
observavel desta variavel para o i-ésimo individuo. A variavel w; se decompoe em duas
partes: a primeira nao observavel representa o verdadeiro valor da variavel (variavel la-
tente) x; e a segunda representa o erro de medida w; atribuido a variavel observada. Na
literatura, considera-se duas estruturas para modelar o erro de medida conhecidas por es-
trutura aditiva e multiplicativa. Neste trabalho, considera-se apenas a estrutura aditiva.
O modelo aditivo assume que o valor observavel w; é decomposto na soma da variavel
latente x; e do erro de medida u;, ou seja, w; = x; + u;. Uma outra abordagem para
o modelo aditivo é o modelo de Berkson (Berkson, 1950), o qual assume que a variavel

latente z; é decomposta na soma de w; e do erro de medida u;, x; = w; + u;.

Ha trés classes de modelos com erro nas covaridveis: modelos funcional, estrutural
e ultraestrutural. A distingao entre os modelos funcional e estrutural foi discutida pela
primeira vez em Kendall (1951, 1952). No modelo funcional, a varidvel nao observada
x; é fixada e considerada como uma constante desconhecida. No modelo estrutural, a
variavel latente x; é considerada como aleatéria e atribui-se uma distribuig¢ao a ela. O
modelo ultraestrutural é uma generalizacao dos dois primeiros, no qual se assume que as
covariaveis nao observadas sao variaveis aleatorias nao identicamente distribuidas (Dolby,
1976). Do ponto de vista Bayesiano, modelos funcional e estrutural sdo equivalentes, uma

vez que se atribui uma distribuicao a priori para todos os elementos desconhecidos.

Conforme apresentado por Sprent (1990), os primeiros estudos sobre os modelos
de regressao quando a variavel explanatoria esta sujeita a erros de medi¢ao foram apre-

sentados no século XIX por Adcock em (1877, 1878). Desde entao, na literatura, existem
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diversos trabalhos que tratam de modelos de regressao com erro de medida. Para um es-
tudo mais abrangente sobre os modelos com erros de medida recomendam-se os trabalhos
de Kendall e Stuart (1979), Fuller (1987), Cheng e Ness (1999), Gustafson (2003), Carroll
et al. (2006), Buonaccorsi (2010); Buzas et al. (2014), Grace (2016), entre outros.

Muitos trabalhos abordando modelos de regressao linear estrutural supoem nor-
malidade tanto para o verdadeiro valor da covariavel x;, quanto para o erro de medida
u;. A suposicao de normalidade tende a simplificar a construcao da funcao de verossimi-
lhanca e a facilitar o processo de inferéncia. Porém em algumas situacoes, a suposi¢ao de
normalidade nao é a mais adequada para descrever o comportamento dos dados. Existem
trabalhos envolvendo os modelos de regressao com erros aditivos que fazem uso de outras
distribuigoes para x; e u; que se adéquam melhores aos dados. Para evitar transformacoes
nos dados, Arellano-Valle et al. (2005) estendem o modelo simétrico normal ao atribuir a
distribuicao skew-normal para a variavel latente x;, para o erro do modelo e para o erro
de medigao u;, contendo como caso especial a distribuicao normal. Em modelos com erros
de medida multivariados, o uso de distribui¢coes de mistura de escala skew-normal sob
diferentes contextos para modelar a incerteza dos erros e da varidvel latente podem ser
vistos em Lachos et al. (2009), Lachos et al. (2010) e Labra et al. (2011).

Outra possibilidade é considerar misturas finitas de distribuigoes que possuem
grande flexibilidade em descrever dados com diferentes assimetrias, curtoses e pesos nas
caudas. Carroll et al. (1999), aborda o problema de heterogeneidade dos dados por meio
de misturas de densidade normais. No trabalho de Cabral et al. (2014), no contexto
em que tanto a variavel resposta quando a variavel observada sao medidos com erros,
eles modelam conjuntamente a covaridvel nao observada e os erro aleatérios por uma
mistura de distribui¢ao t¢-student permitindo modelar dados com grandes flexibilidades

acomodando assimetria, caudas e multimodalidade.

A suposicao de normalidade para os erros de medida também pode se tornar
inadequada se a variavel mensurada tem um comportamento que difere entre sub-grupos
da populacao, podendo nao apresentar erro em algum destes sub-grupos e esse erro ser
positivo ou negativo para outros sub-grupos. Como exemplo, considere uma pesquisa de
opiniao na qual uma das perguntas feitas seja em relagao a sua renda mensal. Conforme
mencionado por Fuller (1987), a variavel renda ¢ habitualmente medida com erro. Para
responder o entrevistado muitas vezes pode omitir o fato de ganhar muito respondendo
que tem uma renda menor. Em contra partida quem recebe pouco pode responder que
ganha mais. Esse tipo de situacao pode variar o erro de medida w; de trés formas: a
primeira sem erro (quando o entrevistado fala a verdade); de forma positiva (quando
o entrevistado responde que ganha um salario maior) e de forma negativa (quando o

entrevistado responde que ganha um salario menor).

Motivado por esse tipo de situacao, este trabalho propoe um modelo com erro
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aditivo o qual modela o comportamento do erro de medida u; através uma mistura finita
de distribui¢des. A meta é construir um modelo que seja flexivel e capaz de acomodar
tanto simetria quanto assimetria no erro de medida. Principalmente, objetiva-se construir
um modelo que permita identificar o tipo de erro que acomete a covariavel mensurada em
cada individuo: se foi medida sem erro, se seu valor foi medido acima do seu valor real (erro
positivo) ou se foi medida abaixo do valor real (erro negativo). Isso é obtido assumindo
que a incerteza sobre o erro de medida é descrita por uma mistura finita de distribuicoes
composta por trés componentes, a saber, uma com massa pontual em zero responsavel por
acomodar a mensuragao sem erro e duas distribui¢oes continuas uma assimétrica negativa
colocando massa substancial em valores negativos e outra assimétrica positiva colocando
massa probabilistica substancial em valores positivos. A abordagem Bayesiana é utilizada
para fazer inferéncia sobre os parametros. O desempenho do modelo proposto avaliado
através de estudo de simulagao e da analise de um banco de dados proveniente do livro

do Fuller (1987) e de um banco de dados de gastos ambulatoriais.

A organizacao deste trabalho se encontra da seguinte maneira. No Capitulo 2,
apresenta-se uma revisao sobre os principais conceitos e motivagao em modelos com erro
de medida e do modelo de regressao linear simples com erro de medida. No Capitulo 3 sao
apresentadas as principais contribuigoes deste trabalho. Constroi-se o modelo proposto
assumindo-se uma mistura finita para o erro de medida e discute-se algumas de suas
caracteristicas. No Capitulo 4 tem-se os resultados dos estudos de simulagoes para avaliar
a eficiéncia do modelo proposto. No Capitulo 5 tem-se uma aplicacao do modelo proposto
em duas bases de dados reais. Finalmente, no Capitulo 6 apresenta-se as consideracoes

finais com as principais conclusoes obtidas.
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2 Modelos com Erro de Medida

Neste capitulo, realiza-se uma breve revisao sobre os modelos com erros de medida,
apresentando os tipos de modelos, os principais conceitos assim como as abordagens sobre
os erros analisados. Em seguida, apresenta-se o modelo de regressao linear simples com

erro de medida aditivo, estratégia que também sera utilizada no Capitulo 3.

2.1 Modelos com Erro de Medida Aditivos

Suponha que a covariavel de interesse seja medida com erro. Denote por w; o valor
observavel e por z; o valor real nao observavel desta covariavel para a unidadez =1,--- , n.
Desta forma, o verdadeiro valor da variavel x; é uma variavel latente. Denote por u; o

erro de medida associado a variavel observada para a unidade <.

Os modelos classicos com erros de medida aditivos assumem que a variavel
observéavel w;, 1 = 1,2,--- ,n, se relaciona linearmente com o valor real z; da covariavel
de interesse da seguinte forma:
em que u; ¢ a variavel aleatoria independente e igualmente distribuida (i.i.d) represen-
tando o erro de medida com média igual a zero, garantindo que w; ¢ uma estimativa
nao viciada de x;. Nos modelos classicos assume-se que u; é independente de x; e tem-se
que a variabilidade na variavel latente x; € menor do que na covariavel w;, uma vez que
Var(z;) = Var(w;) — Var(u;). O modelo de Berkson aditivo (Berkson, 1950) supde

que a variavel latente é decomposta da seguinte maneira:

parai=1,2,---,n, com u; independente de w;. Sob este modelo assume-se que a variavel
x; possui mais variabilidade do a variavel observéavel w;, uma vez que Var(z;) = Var(w;)+

Var(u;).

De acordo com Carroll et al. (2006), na pratica, a escolha entre os modelos (2.1)
e (2.2) é simples. Os erros sao do tipo considerado no modelo cléssico, se a variavel com
erro for tinica para cada individuo e especialmente se a medi¢ao puder ser replicada, por
exemplo, a medicao da pressao sanguinea. Agora se para os individuos de um grupo ou
estratos sao dados os mesmos valores da variavel propensa a erros, por exemplo, os mine-
radores em uma mina sujeitos a mesma exposicao de poeira mas a verdadeira exposicao
é particular para cada individuo entao o mais apropriado é o de Berkson. Uma suposi¢ao
incorreta dos erros pode causar grandes problemas como ignorar o erro, conforme ressalta
Stefanski (2000).
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Em outras situacoes, a relacao aditiva pode nao ser apropriada. Nestes casos os
modelos com erros multiplicativos surgem como uma alternativa. No modelo classico mul-
tiplicativo a decomposigao da variavel observada ¢ o produto do verdadeiro valor com erro
de medida, w; = x;u;. No modelo de Berkson multiplicativo tem-se que a decomposicao
da variavel latente é o produto do verdadeiro valor da variavel com o erro de medida,

xr; = w;u;. Os modelos multiplicativos nao serao considerados neste trabalho.

2.2 Conceitos Importantes

Definida a estrutura dos erros, um ponto relevante a ser discutido em modelos
com erros nas covariaveis é o tratamento dado as variaveis latentes. Existem trés tipos de

abordagens discutidas na literatura:

e Modelo Funcional: a variavel x; é fixa e desconhecida. Assim, o nimero de para-
metros cresce de acordo com o tamanho da amostra. Neste caso, diz-se que z; sao

parametros incidentais no modelo.

e Modelo Estrutural: a quantidade nao observada x; é considerada como uma variavel
aleatoria independente e identicamente distribuida e, ainda, independente do erro

de medigao.

e Modelo Ultraestrutural: é uma generalizacao dos modelos funcional e estrutural,
proposto por Dolby (1976). Assume-se que as variaveis nao sao indenticamente dis-
tribuidas. Considerando-se que as médias e variancias do verdadeiro valor da co-
véariavel x; sao iguais, o modelo ultraestrutural se reduz ao modelo estrutural. Se
¢é assumido que o verdadeiro valor da variancia de x; é nulo retorna-se ao modelo

funcional.

No contexto Bayesiano, todos os parametros desconhecidos do modelo sao tratados
como variaveis aleatorias. Assim, dentro desta 6tica nao hé diferencas entre os modelos

estrutural e funcional.

Outra diferenca importante esta entre o erro de medida diferencial e o erro
de medida nao diferencial. Considerando um modelo geral com erro de medida em
que y; é a variavel resposta diz-se que o erro nao-diferencial ocorre quando w; nao contém
informagao sobre y;, ou seja, quando a distribuicao de y; dado (w;, x;) depende somente de
x; isto & f(yilwi, ;) = f(yi|z;). Caso contrario, se f(y;|wi, z:) # f(yi
é diferencial. A caracteristica principal da medicao nao-diferencial é que nao precisa de

x;) o erro de medida

informagao adicional para predizer y; além da contida em z;.

Em varias situagoes, o erro de medida pode ser considerado como nao-diferencial.

Segundo Buzas et al. (2014), se o erro de medi¢ao se deve exclusivamente ao erro de
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analise do instrumento ou do laboratoério, pode-se argumentar que o erro é nao diferencial.
Entretanto, existem situagoes em que isso nao acontece. Carroll et al. (2006) citam uma
excessao em relacao aos estudos de caso-controle em que o erro geralmente é diferencial,
pois nesse caso a covariavel observada pode variar no decorrer do tempo e a variavel
resposta pode ser medida antes. Por exemplo, em um estudo no qual o interesse é o
indicador de presenca de cancer de mama e um preditor de interesse ¢ a dieta da mulher
antes do diagnostico. Pelas caracteristicas do estudo, o relato da mulher é feito apos o
diagnostico (z;). Uma mulher que desenvolve cancer de mama deve seguir uma dieta
durante o tratamento e, como consequéncia, a dieta reportada depois do diagnostico (w;),

assim w; ¢ claramente correlacionada com a variavel resposta (y;).

2.3 Modelo de Regressao Linear Simples com Erro de Medida

Considere um modelo de regressao linear simples, no qual a variavel resposta ob-
servada y;, 1 = 1,2,--- ,n, esteja associada a uma tnica covariavel z; e essa seja medida

com erro. Assumindo a abordagem de modelo cléssico aditivo, tem-se o seguinte modelo:

yi = Bo+ b+ e, (2.3)

wg = Tt U,

em que [y denota o intercepto, 3; é o efeito da covaridvel, x; e w; denotam as variaveis
explicativa verdadeira (variavel latente) e a observada, respectivamente; e; é o erro do

modelo e u; o erro de mensuracao. Assuma que os erros aleatérios e; e u; sao independentes

2
e

. L. jid

entre si e também independentes de x; com e; ~ N (0,02) para o> > 0. Sob o enfoque
i i

estrutural assume-se que z; ~ N (iig, 02) com g, € R, 02 > 0 e u; ~ N(0,02) com o2 > 0.

Sob tais supostos,

i
w | NG 0 |;:diag (o2 ,02,02)]|. (2.4)

Um modelo mais geral, classificado como heteroscedastico pode ser construido,
assumindo-se que as variancias dos erros 2 e ¢ variam de observagao para observagao.

O modelo em (2.4), em que as variancias sdo constantes ¢ denominado homoscedastico.

Denote por 8 = (B, B1, jiz, 02,02,0%) os parametros de interesse no modelo e
assuma que n unidades foram independentemente observadas. Seja y = (y1, - ,Yn),

w = (wy, -+ ,w,) e x = (21, - ,2,) e assuma erro nao-diferencial. Das expressoes (2.3)
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e (2.4) a verossimilhanga ¢ obtida através da integragao conjunta dos dados, na qual
rvw) = T[Sl
i=1 /8,
= ﬁ/ﬁ f (i, wil ) f (i) de;
i=1 Y

- H filzi, wi) f(wilz;) f (i) d;. (2.5)

Qq,

A integral na expressao (2.5) dada pela distribui¢ao conjunta de (wj;,y;)’ resulta

na seguinte distribuicao normal bivariada com vetor de médias e matriz de covariancias

Yi 1nd 50 + ﬁlux . /6%0-5 + 0-3 /610-5
(el (U )l e

Assim, a fungao de verossimilhanca é dada por

dados por

n n L 2
fly,w) = (2m)72 [(ﬁ%Ugaz—}-a(az—i—ag))]2exp{2(1ip2 Z[(yz (Bo + Brpa))® |

) & Bio + o2
(wi —pa))* [ (i= Bo+ i) | [ (wi—pia)) 2.7)
Ztoz P\ JFelt ol 2102 )| |
Bio?

(8202 + 02)(02 + 02)]7

em que

p:

A distribuigao conjunta (2.6) é nao identificavel e, portanto, ndo existem estima-
dores consistentes para [y e §; (Kendall e Stuart,1979), uma vez que nao hé estatisticas
suficientes independentes garantindo a estimacao de todos os parametros desconhecidos.
Utilizando o teorema da familia exponencial é possivel notar que héa seis parametros
(Bo, B, e a a N ) a serem estimados e somente cinco estatisticas suficientes dadas por

n

= - sza y = Zyu ww — Z(wz - w)Q’ Syy = %Z(yz - g)Qa

Z’:1 =1

Essas estatisticas (@0, Y, Sww, Syy, Swy), sdo estatisticas suficientes para (f., Bo +
Biplz, 02+ 02, Bio? + o2, B1o?). O parametro p, é o Gnico identificavel sem nenhuma
suposicao adicional, uma vez que w é um estimador consistente para p,. Assim, para os
demais parametros surge a necessidade de restri¢oes para reduzir os ntimeros de parame-
tros para identificar o modelo. Algumas das suposi¢oes mais conhecidas conforme listado
por Cheng e Ness (1997) e Bolfarine et al. (1992) consideram:
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(i) a razao da variancias dos erros A = 02 /0?2 conhecida;

(i) o2 conhecida;

(iii) o2 conhecida;
(iv) By conhecido com g, # 0 e By # 0;

(v) o fator de atenuagao conhecido k, = 02/(c% + 02), k, € [0, 1].

Todas essas suposi¢oes reduzem o nimero de parametros a serem estimados tor-
nando o modelo identificavel. A suposigao (i) sobre a razao das variancias dos erros tem
sido amplamente utilizada conforme apresentado por Cheng e Ness (1999). Considerar o
intercepto conhecido (iv) pode ser adequado em algumas situagoes conforme sao vistos
em Chan e Mak (1979), Aoki et al. (2001,2003) e Labra et al. (2011). A suposicao (v)
também chamada de razao de confiabilidade é usada com frequéncia nas areas de Psico-
logia, Ciéncias Sociais e Biologia nas quais é possivel conhecer previamente o k, (Fuller,
1987). Essa suposicao através da abordagem Bayesiana pode ser vista em Rodrigues e
Baba (1994) e Bolfarine e Cordani (1993).

Segundo Bolfarine et al. (1992), outra forma de contornar o problema de identifi-
cabilidade do modelo estrutural seria obter réplicas dos valores de pelo menos uma das
varidveis o que possibilita outra fonte para estimar as variancias dos erros. Na auséncia
de informacao sobre a variancia do erro, ainda se pode obter estimativas dos parametros,
se os dados disponiveis contiverem uma variavel instrumental. Detalhes podem ser vistos
em (Carroll et al. (2006)).

No contexto de inferéncia classica, os métodos de estimacao mais usados sao base-
ados nas abordagens de méxima verossimilhanca e pseudo-verossimilhanca. Entre esses se
tem o método naive, método da maxima verossimilhanca e método calibracao da regres-

sao. Esses métodos nao serao tratados neste trabalho e podem ser encontrados em Fuller
(1987).

No préoximo capitulo, seré introduzido um novo modelo de regressao linear com erro
aditivo em que assumimos uma mistura finita de distribui¢oes para modelar a incerteza

sobre o erro de medida.
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3 Uma Abordagem Flexivel para o Erro de
Medida

Como mencionado na introducao deste trabalho, ha algumas covariaveis usual-
mente medidas com erro em que o comportamento medido nao é o mesmo para diferentes
sub-grupos da populagao. Neste contexto, a suposi¢ao de que o erro tem a mesma distri-

buicao para todos os sub-grupos da populagao nao é razoavel.

Objetivando apresentar uma resposta para esses tipos de situagoes, este capitulo
propoe uma abordagem mais flexivel para os modelos com erro de medi¢ao em que modela-
se o comportamento do erro de medida através de uma mistura finita de distribuicoes.
Misturas de distribui¢oes tem sido amplamente utilizadas para construir modelos mais
robustos capazes de acomodar assimetria, diferentes curtoses e populagoes heterdgeneas.
Serao apresentados e discutidos todas as suposi¢oes adotadas assim como o processo de

inferéncia utilizado.

3.1 Modelo de Regressao Linear com Mistura Finita para o Erro
de Medida

Suponha que uma amostra de tamanho n seja independente e selecionada na po-
pulacao. Seja y; a variavel resposta de interesse avaliada no individuo ¢. Assuma que y; é

linearmente correlacionada com as covariaveis (z;, b;) de tal forma que
yi = Bo+ P+ a'b+e, (3.1)

em que y; € R é a variavel resposta para a unidade i, (z;,b;) € R x R* denotam as
variaveis explicativas para a i-ésima unidade, (o, 51, &) s@o os parametros da regressao,
a & um vetor kxl e e; denota o erro aleatério para o individuo i, e; CN (0,02) com
o € R;.

Suponha que as covariaveis b; sao exatamente mensuradas e que a covariavel z;
nao é perfeitamente medida, isto é, z; é o valor real e nao observével da covariavel. Denote
por w; o valor observado de z;. Assuma, ainda, que exista uma relagao linear com erro
aditivo entre x; e w; tal que

em que u; denota o erro aleatério de medida associado & unidade i. Os erros e; e u; sao
variaveis aleatorias independentes e assuma que a variavel latente x; é independente dos

€ITos €; € U;.
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Neste trabalho, adota-se a abordagem vista como estrutural do ponto de vista da
estatistica classica de modelos com erros nas covariaveis. Seguindo algumas propostas na
literatura, Carroll et al. (2006), modela-se a incerteza sobre a variavel latente considerando
T N (ptz, 02) com p, € R e 02 € R,. A novidade no modelo proposto esta na forma
como se modela a incerteza sobre o erro de medida. Admite-se que exista heterogeneidade
na populagao no que diz respeito ao erro de medicao das unidades desse. Para acomodar
a heterogeneidade modela-se o comportamento do erro u; através de uma mistura de

distribuigoes, isto é,
iid
Uy ~ Zpkfik('), (3-3)
k

em que F;(+) € uma medida de probabilidade com fungao de densidade de probabilidade
(f.d.p) representada por fix(-) e pr € (0,1) denota os pesos dos componentes k € R, da
mistura tal que ), py = 1.

No contexto deste estudo particular, assume-se que a variavel w; é mensurada sem
erros para parte das unidades e que sua distribui¢ao possui assimetria positiva ou negativa
para outros sub-grupos. A fim de construir um modelo mais robusto incorporando essas
caracteristicas que permitam acomodar possivel heterogeneidade entre os estados do erro
de medida, podendo ser simétrico e assimétrico, a mistura proposta na expressao (3.3), é

representada pela seguinte estrutura hierarquica:

u;|Zi, My, 2 ZioMio + Zin My + Zia Mia, (3.4)
Zip < M(1, po, p1, p2),
Mo~ Fol),
Ma % Fi(),
My % Fo(),

em que M;y, M;; e M;y sao variaveis aleatorias independentes; Fy denota uma massa
pontual em zero, F; uma medida de probabilidade com assimetria positiva; F, uma me-
dida de probabilidade com assimetria negativa; M(.) denota a distribuigdo multinomial;
Z;, = (Zio, Zin, Ziz) € um vetor tridimensional indicador do grupo da populagao ao qual
unidade ¢ pertence em que Z;; se a i-ésima unidade pertence ao grupo k e Z;, = 0 caso
contrario; p = (po, p1, p2) denota o vetor dos pesos componentes da mistura tal que py > 0
e Zi:o pr = 1. Se F; tem suporte positivo e F; tem suporte negativo tem-se, como caso
particular, a estrutura em que a populacao é subdividida em um grupo em que x; é per-
feitamente medida, grupo em que o valor observado de x; é abaixo do valor real e em que

o valor observado de x; é acima do valor real.

Seja fr(u;]7y,) fungdes de densidade de probabilidade de F;(-) em que 7, é o vetor

de parametros para tais distribuicao, para k = 0, 1, 2. Sob tais supostos, a distribuicao de



Capitulo 3. Uma Abordagem Flexivel para o Erro de Medida 20

u; ¢ uma mistura de distribui¢oes, uma vez que,

flu) = > fwlZi,v)f(Zp)
= ) pefuluily)-

3.1.1 Suposigoes sobre o Erro de Medida

Ao assumir que w; deve ser uma estimativa nao viciada de z;, espera-se que o erro
de medicao u; tenha média igual a zero. Esta condi¢ao impoe certas restrigoes no modelo
proposto como sera visto a seguir. Da representacao hierarquica em (3.4), a esperanca de

u; ¢ dada por

E(u;)) = E[E(u|Z;, My)]
= E[ZoE(Mo|yo) + Za E(Mi|n) + ZinE(Ma|y2)]
= E(Zio) E(Moly) + E(Zn) E(Mi|v1) + E(Zi2) E(Mz|y2)
= poE(Mo|v) + prE(Mi|n) + p2 E(Ma|7ys).

Para que o erro de medida tenha média igual a zero, ou seja, F(u;) = 0, deve-se

garantir a seguinte relacao
—p2E(Ms|72) = poE(Mo|yo) + p1 E(Mi|m). (3.5)

Para o caso particular em que Fy é uma massa pontual em zero, deve-se ter
—paE(Ms|ye) = prE(Mi|y1). Usando propriedade da varincia condicional, a variancia

do erro de medida é obtida de como se segue:
Var(u;) = Var|E(u|Zi,v,)] + ElVar(ui|Z;|v,)]
= Var(Zo)[E(Mo|y))* + Var(Za)[E(Mi)]? + Var(Z) [E(Ms|y2)]* +
E(Z3)Var(Molyo) + E(Z3)Var(Mi|y) + E(Z3)Var(Ma|ys) —

1 2
2 Z Z Cov(ZyM, ZiM| Z;,y,)

1=0 k=l+1
Para o caso em que Fy é uma massa pontual em zero, tem-se que

Var(w;) = pi(1—p1)E(Mi|n)* + p2(l — p2) E(Ma|y)® + p1Var(Mi|v) +
paVar(Malys) — 2p1po E(My 1) E(Mal7ys). (3.6)

Até o momento, nao foram especificados quaisquer funcoes de densidades de pro-
babilidade para Fi(-), & = 0,1,2. A estrutura apresentada em (3.4), permite a escolha

de diferentes distribui¢oes como componentes da mistura. Para avaliar a performance do
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modelo proposto, na secao subsequente descreve-se a inferéncia com essas distribui¢oes
pertencentes a familia de distribuigoes skew-normal (Azzalini (1985)). Essa escolha pode
também pode ser feita como exemplo pela distribuicao log-normal ou pela distribuicao
gama. O motivo da escolha da distibuicao skew-normal é para garantir conjugabilidade
nas distribui¢des condicionais completas que facilitam na implementagao do modelo. O
processo de inferéncia é construido considerando o modelo de regressao linear simples

através da abordagem Bayesiana.

3.2 Modelo de Regressao Linear Simples com Mistura Finita de

Skew-Normal para o Erro de Medida

Para simplificar, admita que o modelo apresentado em (3.1), possua apenas uma
Unica covariavel e que essa seja mensurada com erro. De modo a garantir que o erro
de medida apresente simetria, assimetria positiva e negativa, assume-se a estrutura em
(3.4), a distribuigao de Fy representada por uma massa pontual em zero denotada por
5(0), as distribuigoes de F; e F» dadas pela distribui¢ao skew-normal com parametro de
locacao p € R, parametro de escala o > 0 e parametro de assimetria A € R denotadas
por My ~ SN (p1,01, A1) € My ~ SN (12, 02, A2), Tespectivamente.

Dessa forma, assume-se a distribuicao de u; é hierarquicamente dada por

wilZiy, My, = ZigMo+ Ziy My + ZioM,, (3.7)
iid
Zz’p ~ M(17p07p17p2)7
My % 5(0),

My % SN, 02 \),
My % SN(pa, 02, \s),

em que \; € Ry e Ay € R_. O modelo em (3.7) permite acomodar cenérios que envol-
vem grupos de unidades que nao experimentar erro de medida. A Figura 1, mostra que
dependendo do valor atribuido a A a distribuicao skew-normal possui diferentes graus de
assimetria. Para Ay = 0 a distribui¢ao torna-se a distribuigao normal e quanto maior o
valor de A\, maior é o grau de assimetria da distribuicao a qual, para valores negativos de

A, é assimetria negativa e, para valores positivos de A é assimetria positiva.

A distribuicao skew-normal possui algumas propriedades importantes, estudadas
por Azzalini (2008), entre elas tem-se que se M ~ SN (ug, o, \i), A — 00 entao
My, tende em distribuicao para uma distribui¢ao half-normal com parametros de locacao
wr € R e escala oy, > 0, denotada por HA (g, 07). Assim, para garantir que a distribuigao
de M;; e M;, tenha suporte positivo (negativo) basta assumir que A\; — 0o (A = —00).
Essa escolha de distribuic¢oes facilitam para obtencao de contas fechadas. Detalhes sobre

a distribuicao skew-normal e half-normal podem ser vistas no Apéndice B.
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Figura 1 — Densidades da distribuigao skew-normal com diferentes graus de assimetria.

densidade
densidade

valores valores

No caso em que para se modelar o comportamento do o erro de medida considera-se
que M;; e M;s sao distribui¢oes Half-normal, os parametros de locagao das distribuigoes
de M;; e M;5 permitem que somente os valores acima de p; sejam considerados positivos
e que somente os valores abaixo de po sejam considerados negativos, assim os parametros
de locagoes podem ser interpretados como um limite de tolerancia para que a variavel
seja considerada como sendo medida com e sem erro, uma vez que os valores dentro do

intervalo entre eles sao considerados como sem erro.

Nas Figuras 2 e 3 sao mostrados alguns exemplos para a distribuicao do erro. Na
Figura 2 assume-se que M;; ~ HN(0,1;1,5) e My ~ HN(—0,1;1,5) e diferentes confi-
guragoes para os pesos da mistura sao assumidos. Na Figura 3, assume-se que (a) M;; ~
HN(0,1;0,2) e My ~ HN(=0,1;8) e (b) My ~ HN(0,1;8) e Mz ~ HN (-0, 1;0,2),
com diferentes configuragoes dos pesos da mistura.

Figura 2 — Exemplos de fungoes de densidades da distribuicao do erro de medida com
diferentes tipos simetrias.

(a) p = (0,33;0,33;0,33) (b) p = (0;0,5;0,5)
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Figura 3 — Exemplos de fungoes de densidades da distribuicao do erro de medida com
diferentes tipos assimetrias.

(a) p=1(0,1;0,1;0,8) (b) p=1(0,1;0,8;0,1)
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Na proxima subsecao apresenta-se algumas restrigoes a serem consideradas sobre

o erro do modelo proposto quando se assume a distribuicao half-normal para M;; e M;s.

3.2.1 Condigoes para o Erro de Medida

Para que w; seja uma estimativa nao viciada de u; tem-se que garantir que o valor

esperado de u; seja igual a zero. Assumindo que My, ~ HN (g, 02), k = 1,2, a partir da
equagao (3.5), e uma vez que E(My|o2) = 0, tem-se que

—p2E(Mslpz,03) = piE(Mi|p, 07). (3.8)

Diferentes restricoes sao impostas no modelo dependendo dos valores assumidos
para os pesos p; e po em (3.8). Verifica-se as seguintes condigdes:

1. Sep; =0 e py # 0, tem-se que —py E(Ms|p,03) = 0 = a média de M, tem que ser
ZETO.
2. Se p1 # 0 e py = 0, tem-se que p; E(Mi|u1,0}) = 0 = a média de M; tem que ser
Zero.
3. Sep; =0ep=0, E(u;) =0e V(u;) =0.
4.

Se p; # 0 e py # 0, tem-se que

—E(Ms|p2,03) = %E(Ml\ﬂb o)
2

- (,uz + ag\/g> % (m + o \/%) . (3.9)
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Assim, o parametro de escala oy é dado por

e (Ml + U1\/§) + p2
. (3.10)
\/E

Como o parametro de escala oy precisa ser maior que zero, segue de (3.10) que a

g9 =

seguinte restricao tem que ser valida,

2
Mo < - (Ml + 01\/j> .
P2 ™

Nesse caso, assumindo que Fy ¢ uma massa pontual em zero e My, ~ HN (uy, o),

k = 1,2, a variancia do erro de medida (3.6) torna-se

V(w) = pi(1—p) <M1 + 01\/g>2 + pa(1 — p2) (uz + 02\/2)2 + p1o; (1 — %) +
P20s (1 — %) — 2p1po (Nl + 01\/g> (M + ag\/g> . (3.11)

A inferéncia realizada considera apenas o caso 4 no qual o erro de medida possua
diferentes valores de simetria e assimetria. Para esse caso, quando os valores de p; e
po forem préximos dos limites de zero alguns cuidados sao necessarios ao analisar os

resultados, uma vez que:

e Selimp; = 0= 05 — (ua/\/2/7)%
e Se limpy, — 0 = 02 & indefinido;

e Selimp; — 0elimpy, — 0 = 03 é indefinido e V(u;) = 0. Vale ressaltar um cuidado
necessario ao observar esse tipo de comportamento. Esse modelo é um indicativo de

um modelo sem erro de medida.

Nas proximas subsegoes tem-se a descricao do processo de inferéncia Bayesiana
adotado.

3.2.2  Fungao de Verossimilhanca

Assuma que n unidades foram independentemente observadas. Sejay = (y1,- -+ ,Yn),
w = (wy, - ,wy,), x = (21, ,x,) e u = (ug, - ,u,). Conforme apresentado em
(2.5), para encontrar a fungdo de verossimilhanga é necessario determinar a fdp dada
por f(wj|x;). Como a distribuigdo do erro de medida ¢ uma mistura finita a fungao de
distribui¢ao acumulada F'(w;|z;) é dada por

F(wilz;) = Plw; < wileg) = / [pofir(t]vo) + 1 fir(E[71) + pafia(t|y2)] dt.

—0o0
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O fato de f(y;, w;) também ser uma mistura finita faz com que a distribuigao de
(yi, w;) dado z; também seja uma mistura finita com uma estrutura mais complexa que
leva a uma maior dificuldade na implementacao computacional do modelo. Para contornar
este problema a funcao de verossimilhanca é construida considerando a distribuicao de w;
condicionada em u; de forma que w;|u; N (pz + ui, 02). Considerando esta abordagem
o modelo é reescrito considerando que a variavel latente x; é dada pela diferenca entre a
varidvel observada menos o erro de medigao, isto é, x; = w; —u;. Assumindo esta estrutura
o modelo é hierarquicamente representado por

yi|wiaui>6* ! N(50+51(wi_ui>70§)7 (3-12)

ind

wi’“i;ﬂxaai ~ N(/’Lm—i_umai)?
2
iid
wilpe v~ D pefrlwil),
k=0

emquei=1,---.nebd* = (8,02 iy, 02, Do, D1, D2, V) Assim, a funcao de verossimilhanga
pode ser obtida através da integracao da funcao conjunta dos dados completos em relacao

a u;, de modo que,

fly,w) = H/f(yilwiaui)f(wi|uz‘)f(ui)dui
] / ) ) S o e
=1 k=0

no 2
= 11 Zpk/f(yz'|wz'7Uz‘)f(wi|ui)fk(uz‘|7k)dui- (3.13)
i=1 k=0

Encontrar a funcao de verossimilhanca integrando em u; ao invés de integrar em
x; nao altera nos resultados e proporciona a vantagem de facilitar na interpretacao do
erro de medida. Detalhes das contas usando esta abordagem para o modelo de regressao
linear simples com o erro de medida distribuido normalmente podem ser vistos na Secao
A.1 do Apéndice A. As contas detalhadas para f(y, w) usando a abordagem proposta em

(3.7) sao encontradas na Se¢ao A.2 do Apéndice A.

Conforme discutido no Capitulo 2, o modelo de regressao linear com erro nas co-
varidveis apresentam problemas de falta de identificabilidade, uma vez que a distribuicao
conjunta f(y;, w;) ndo possui estatisticas suficientes independentes em ntimero suficiente
para garantir a estimacao de todos os parametros do modelo. Para garantir a identifica-
bilidade do modelo os parametros de locagao pq e s serao considerados conhecidos e nas

simulagoes mais de uma restricao sera adotada.

3.2.3 Distribuigoes a Priori

Em estatistica Bayesiana a inferéncia sobre o parametro de interesse é realizada

através da distribuicao a posteriori. A distribuicao a posteriori é proporcional ao produto
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da distribuicao a priori para as quantidades desconhecidas com a funcao de verossimi-
lhanca. Para encontrar a distribuicao a posteriori primeiro é preciso definir as distribui-
¢oes a priori para cada parametro desconhecido do modelo. Seguindo escolhas comu-
mente feitas na literatura assume-se as seguintes distribuicoes a priori: 8 ~ N (g, 25),
po ~ N(pige, 02,), 02 ~ GI(ae,b.), 0 ~ GZ(ay,b,), 02 ~ GIZ(ay,by), onde GZ(a,b) re-
presenta a distribuicao Gama Inversa, com parametros a > 0 e b > 0 e cuja fungao de

densidade é

b® b
m(o?) = m(02)_a_1 exp {—;} ;0°>0,a>0eb>0. (3.14)

Neste caso, a média e variancia dadas, respectivamente, por

b b2
E[cr2]:a_1, a>1 e Var[o?] = G- 12a=2) a > 2.

2 380 obtidas assumindo a — 0 e

Distribui¢oes vagas ou pouco informativas para o
b — 0. Para descrever a incerteza a priori atribuida aos pesos do modelo p = (py, p1, p2)
como habitualmente feito em modelos de mistura, considera-se a distribuicao Dirichlet
cuja funcao de densidade de probabilidade

m(p) = Hpak Lo<pe <1, (3.15)

Beta

em que, Beta(a) = Hi:o (o) /T (ar), Zi:opk =leap>0,k=0,1,2ear = Eizo Q.
Sob a distribuigao (3.15) a média e a varidncia marginais de py sdo dadas, respectivamente,

por
Qg a(ar — ag)
[pk] ar e ar[pk] OZ%«(O(T + 1)

3.2.4 Distribuicao a Posteriori

Considerando as distribuicoes a priori para os parametros de interesse dadas na
Secao (3.2.3) e a funcdo de verossimilhanga dada em (3.13), obtém-se que a distribuic¢ao

a posteriori para 0 = (3, gz, 02,02, p,0%) &
m(0ly,w) o fy,w)m(B)m(02)7(1tz)7(07)7(p) (o). (3.16)

em que 3 = (8o, 51)7, Zi = (Zio, Zir, Zia) € p = (po, P1, P2)-

A distribuigao a posteriori (3.16), ndo é uma distribuicdo de probabilidade co-
nhecida. Assim, a inferéncia sera realizada via MCMC (Markov Chain Monte Carlo),
mais especificamente, via Gibbs Sampling com passo Mestropolis-Hasting. Para a imple-
mentagao do amostrador de Gibbs, é necessario encontrar as distribuig¢oes condicionais

completas a posteriori de todos os parametros desconhecidos. Na proxima secao deriva-se
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tais distribui¢oes assumindo-se em (3.7) que My, ~ HN (ux,02), k = 1,2. Como My
¢ uma massa pontual em zero e devido a problemas computacionais em que a mistura
contém distribui¢oes continuas com uma distribui¢ao discreta, a distribuicao de M;q sera
representada pela distribuicio normal com meédia zero e variancia 02 € R,. Conforme
mencionado os valores de p; e py determinam uma tolerancia para que uma variavel seja
considerada como medida com erro, uma vez que os valores u; acima de p; sao positivos,
abaixo de o negativos e dentro de seu intervalo sao considerados como nulos. Assim, a
distribuigao normal é escolhida de tal forma que o valor de 032 fique proximo dos valores

de p1 € po.

3.2.5 Distribuigoes Condicionais Completas

Para obter-se as distribui¢oes condicionais completas a posteriori, considera-se a

densidade conjunta de todos os componentes do modelo, representada por

W(y,w,u,Z,-,O) X 7r(y|w,u,ﬁ,az)7r(w|u,,ux,Ji)ﬂ(u\Zi,'yk)W(Zi|p)><
7(B)m (o) 7 (1) (07)m(P)7(07), (3.17)

em que 0 = (B, 15,02,02,p,01), B = (B0, 01)", Zi = (Zio, Zir, Ziz) € P = (Do, 1, p2)-
Com as distribuicoes condicionais completas a posteriori determinadas, é possivel obter-
se amostras utilizando técnicas de simulagago MCMC. Algumas distribuigbes condicionais
completas a posteriori nao apresentam forma fechada e serao estimadas via algoritmo de
Metropolis-Hastings. Mais detalhes sobre algoritmo do tipo MCMC podem por exemplo,

ser encontrados em Gamerman e Lopes (2006) e Bolstad e Curran (2016).

Distribuicao Condicional Completa para 3: A distribui¢ao condicional com-
pleta de B é proporcional a:

W(B‘) X 7T<Y‘W7 u, ﬁ> U?)?T(ﬁ)

n

X exp{—%Z( — (Bo + B (w; —ul)))2}exp{——(ﬂ B—2up TE 5)}

€ j=1
Defina
(1 1w —uy
1 wy—u
A:angl,y: y.Q ed= 2 2
yn 1 Wy — Up

Entao a distribuicao condicional completa de 3 é proporcional a:

7B o o5 67T+ A)8 - 267 (dTy + A}
ou seja, tem-se

Bl ~ No((d"d+ A) " (d"y + Apgy),02(d"d + A)7H).
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Distribuigao Condicional Completa para o2: A distribuigao condicional com-
pleta de o2 é proporcional a:

n(oel) o m(ylw,u,B,0)m(0r)

x (Ug)_% exXp {_% Z(yz - (50 + Bl(wi - Uz)))2} F(Ze) (Uz)_ae_l exp {—0—%}

€ i=1
be + 5(y —dB)" (y — dB) }

2
O¢

x (O_z)f(ae+%+1) exp {_

o que implica,

o2~ O (0. + 5.0+ 5y — ap)"ly — d)).

Distribuicao Condicional Completa para p,: A distribui¢ao condicional com-
pleta de p, é proporcional a:

(pal) o w(wln, s, 07)7(t)

n

1 1
e {_Tc? > (wi—u; - M)Q} exp {—272#2}

=1

< o {1 [Bln e )

o2 03
1 n
Y PO o
i=1

Dessa forma, a distribuicao condicional completa de p, tem forma fechada conhe-
cida e tem-se que
n
fha|- ~ N (amQ Xj(wz —u;)(no, > +0,%)7, (no,? + 0u2)1> .
i=1
Distribuigao Condicional Completa para o2: A distribuigao condicional com-

pleta de o2 é proporcional a:

(ogl) o m(wlu, iy, 07)7(07)

T 1 « bae o b,
X (ai) 2 exp{—ﬁ Z(wz —ui—,ux)Q} m(ai) ” lexp{—p}

T =1
_bx + % Z?:l(wi — Uy — /4%)2}

2
0%

x (0_32:>7(az+%+1) exp{

consequentemente, tem-se que

n

2. n, 1 2
ol QI(ax+2,bx+2Z(w, u; ux)>

i=1
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Distribuicao Condicional Completa para p: A distribui¢ao condicional com-

pleta de p = (po, p1, p2) € proporcional a:

m(pl-) o w(u|Z;,y,)7(Zi|p)7(p)

oc pg s [ [ g optps (02 1exp{ (u; — uz)2}>

503
i=1 2
1\7 1 &
2 o0—14+>"0  Zio _on—14+>1 1 Zin _oo—14+>1 | Zio
x (=) exp - ) (u—pm)pp =y =y 1
lop 205 —

em que 03 = [(—plul — Dofio —plalx/i/\/?) /(mx/ﬁ/ﬁ)f e Mo Sa0 08 componentes
pertencentes a Z;5. Nesse caso, a distribuigao condicional completa para os pesos nao
possui forma fechada e sera necessario um passo de Metropolis para gerar-se da distri-
buicao a posteriori de p. Dada a observacdo p“~ obtida na iteracdo j — 1, no passo
Metropolis-Hastings, considera-se como distribuicao proposta para gerar os candidatos
p* a distribui¢ao normal multivariada N3(p*, X*). O valor de pu* é o valor dos pesos no
passo anterior e a matriz de covariancia X* foi escolhida tal que a taxa de aceitacao do
algoritmo estivesse em torno de 0,23. Para garantir que a soma dos pesos seja igual a um,

tem-se a seguinte restricao

o I L P _
po+pPi+ps potpitp o+ P
Assim, a probabilidade de aceitacao para os pesos é dada por

Q= mm{L (p[-)7(p") }

W(p(j—l) ’ .)W(p(j—l))

Distribui¢ao Condicional Completa para Z: Sejam fo(w;|7y,), fi(wivy,) e
fa(ui|7ys) as respectivas fungoes de densidade de probabilidade de My, M; e M,. Desta

maneira a distribuicao condicional completa de Z; é proporcional a

m(Zi|) o w(ulZs, )7 (Zilp)

Zio Zi1 Zio : 250 2Ll prLi2
fO( |’Yo) fl( |’71) fa( |’72) ZiO!Zﬂ!ZiZ!pO b1 Do
x ;(fo(ui|’Yo)100)z’0(fl(uz‘|’71)291)z"1(fQ(Uz‘|’Yz)P2)Zi2
Zio\Zin\ Zis!
x 1 fU(ui"Yo)pO Zio f1(Ui|’)’1)p1 & f2(ui‘72)P2 Zi2
Zio\Zin Zip) f* I* I* 7

em que para k =0,1,2, Zi:o Zir. = 1e f* = pofoluilvo) + pifi(uilvy) + pafo(uilys) = 1.
Consequentemente, uma vez que

Ji(wil vy )

f* 6 (07 1)7

kk
Py =
tem-se que

*ok

Z;|- ~ Multinomial(1, p5*, pi*, p5").
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Distribuicao Condicional Completa para u;: A condicional completa de wu; é

m(ul) o w(ylw,u,B,00)m (Wlu pay 03)7 (0] Zi, )

51 51(%‘ — o — 51101‘) W; — Mg
x exp{ 3 {ul (02 + 0_3 — 2u; | — po + -2 X
u? 1 (u? 2
H(Zlo = 1) exXp —20_ + H(le = 1) exp —5 0_—% — zuz; ]I(UZ > Ml) +

2
0 1
1 (u o
[(Zip = 1) exp {—5 (0_5 - Uza—g) } I(u; < po)
1 i — Po — i
. ]I(ZiO _ l)exp{—— { (61 +_2+ ) — 2, (_51(9 502 51w) "
2 o2 o2 o} o
1

o e ven3[a(3 5 3)-

2 (_ﬁl(yi — Bo — frw;) + — Mz X ’%)]}H(ul > ) + 1(Zsy = 1) x

2 2
lop o; o1

ul (ﬁl +_+ 1) — 9, (_51(%‘—50—5111)@)_'_

2 2
o2 o2 o3 lop

Wi — Ko | H2
S )] <

ou seja,
P(uilés, v5), se Zip=1
m(ui|-) = ¢ o(wilt, vi)l(ui > ), se Zin =1
P(uil&s, vs)M(us < p2), se Zp=1
em que,

O %

21 1\ !
(1, -, =
”“(afafa&) S o? o

(_ﬁl(yz‘ — Bo = Prwi) 4 Wi — Ma:) *
g

2 1 1\ i = Bo = Brwi) | wi — pig
y;‘:(ﬁ+—+—> ,g{:(— 1(yi — Bo — Br )Jr 1 +/~c_;)yf’

o2 o oF o? o? o7
* 52 1 1 - * B (yz — By — 51%’) W; — Mg M2 "
e T 2 e T 2

Distribuigao Condicional Completa para o%: A distribuigao condicional com-

pleta de = 0% &

(oyl) o m(ulZy, o7)m(o7)

o (0%)_a1_21_1exp{— : 227’_12( ) }+

2 1 & e |
() Qexp{—ﬁDui—uz)Q}(ﬁ) Sep{-Z 1,
= 1

em que nq; € o nimero de unidades em que Z;; = 1 e ny € 0 niimero de unidades em

que Z;» = 1. Neste caso, usando um passo de Metropolis-Hasting e considerando como
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distribuigao proposta para gerar os candidatos o?* a distribuigao normal N'(u*,0*). O
valor de p* é igual ao valor no passo anterior. Assim, a probabilidade de aceitagao é dada

por

| 71_(0_2 |')7T(0'2*)
() = min {17 ﬂ_(o_f(jll)’.)ﬂ'(()'%(jl)) } |

A quantidade de 0** é regulada de forma a ter uma taxa de aceitacao em torno de 0,44.

3.3 Critérios de Selecao de Modelos

Na inferéncia Bayesiana existem varios métodos que facilitam a escolha do me-
lhor modelo ajustado para um determinado conjunto de dados. Em Spiegelhalter et al.
(2002) os critérios de selegao no contexto Bayesiano s@o obtidos a partir da distribuigao
a posteriori. Neste trabalho, os critérios considerados sao o deviance information crite-
rion (DIC) e o logaritmo da verossimilhanga pseudomarginal (LPML). O critério LPML
é definido com base estatistica na ordenada preditiva condicional (CPO), que é baseado
no critério de validagao cruzada. Seja @ = (3, j1,, 02,02, p,01), e D(0) = —21(0]y, w), em
que [(0]y,w) ¢ o logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo dada por (3.13). Seja
00 m =1,...1, a amostra MCMC valida (apos descartar o burn-in). Usando amostras

MCMC, a aproximagao para o C'PO;, para a i-ésima observagao pode ser obtida por

— 1 1 B
o {33 )

Assim, o LPML é definido como

LPML =" In(CPO;).

i=1

O DIC observado é definido como
DIC = D(0) + 27p,

em que, D(A) = —21(8ly,w), 7o = D(0) — D(f) e

@)~~~ 3" (o).

Para comparacao dos modelos, valores pequenos de DIC e valores maiores do
LPML indicam os melhores modelos. No capitulo a seguir serao abordados alguns estudos

de simulacoes referente a metodologia proposta.



32

4 Estudo de Simulacao

Neste capitulo, tem-se por objetivo analisar a performance do modelo proposto
por meio de estudos de simulagoes. Considera como estimativas a posteriori a média e
o intervalo HPD com probabilidade 0,95. O programa foi implementado no software R
versao (3.5.2) (R Core Team). Como anteriormente mencionado, os modelos com erros
de medida apresentam problemas de identificabilidade, nao sendo possivel a estimagao
de todos os parametros sem inclusao de alguma restricao no modelo. Para contornar esse

problema se assume como restricao que o intercepto é conhecido.

Diferentes cenarios sao analisados. No primeiro estudo se¢do (4.1), as simulagdes
foram realizadas com o propoésito de avaliar o impacto nas inferéncias das escolhas das
distribuigoes priori para os pesos da mistura, visto que na préatica nem sempre é possivel
obter informagoes sobre esses elementos. No segundo estudo segao (4.2), a andlise ¢ divi-
dida em quatro cenérios em que diferentes valores para os pesos sao assumidos para gerar

os erros de medida.

Para cada um dos estudos gera-se a variavel explicativa w; por meio de uma dis-
tribuicao normal com média p, + u;, e = 2 e variancia o2 igual a 1,5. A variavel v,
gerada por meio de uma mistura finita, na qual M, segue uma distribui¢ao normal com
média zero e parametro de escala o7 considerado igual a 107>, que representa uma nor-
mal concentrada em zero com desvio padrao igual a 0,003. As variaveis M; e M, com
distribuicao half-normal com os parametros de locagao pq e s considerados conhecidos
e iguais a 0,01 e —0.01, respectivamente. Entende-se que os valores dentro do intervalo
(—0,01, 0,01) estao a uma distancia proxima de zero sendo praticamente nulos e portanto
considerados como sem erro de medida. Os parametros de escala o7 e o3 escolhidos de
forma que a variancia do erro de medida considerada seja sempre menor que a varian-
cia do verdadeiro valor da variavel, Var(u)<Var(x), uma vez que nao faz sentido que a
variancia dos erros seja maior que a do verdadeiro valor dos dados. Isso indicaria que os

dados possuem mais erro que valores medidos corretamente. A variavel resposta y; tem

uma distribui¢do normal com média 3 (w; — u;) em que B; = 0,5 e variancia o2 = 0, 09.

Nos ajustes, em todos estudos, adota-se as seguintes distribuigoes a prior: nao
informativas para os parametros: f; ~ N (g, = 0;03 = 0,001); gty ~ N (pge = 0,02, =
0,001); 02 ~ GZ(a. = 0,1,b. = 0,1) e 02 ~ GZ(a, = 0,1,b, = 0,1). Para os demais
parametros a priori sao especificadas em cada estudo. Em todos os estudos para garantir

a identificabilidade do modelo, assumiu-se 5y = 0.

Para o MCMC em cada réplica, considerou-se 150.000 iteracoes, sendo 50.000

para o periodo de aquecimento (burn in), para evitar as autocorrelagao, saltos (lag) de
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50 iteracoes foram consideradas. Como resultado, obteve-se uma amostra da distribuicao

a posterior: de tamanho 2.000.

4.1 Efeito das especificacoes a prior: para p nas estimativas a

posteriori

Nesta se¢ao, é conduzido um estudo de sensibilidade considerando diferentes esco-
lhas para a distribuicao a prior: dos pesos. O objetivo tem-se por verificar o impacto das
escolhas a priori dos parametros nas estimativas a posteriori. Para isso, os dados foram
gerados assumindo o erro de medida simétrico e os pesos iguais a pg = 0,4, p; = 0,3
e po = 0,3. Para a analise dos dados adota-se como distribuicio a priori para o} a
distribui¢do GZ(a; = 0,1,b; = 0,1). Considera-se trés ajustes que se diferem pelas
escolhas a priori para p: (i) Uma distribuicdo muito informativa em que a distribui-
¢ao priori é centrada nos seus valores reais e com desvio padrao (0,002;0,002;0,002);
p ~ Dirichlet(4000; 3000; 3000). (ii) p ~ Dirichlet(4;3;3) que é uma distribui¢ao pouco
informativa centrada nos valores reais com desvio padrao igual a (0,14;0,13;0,13); (iii)
p ~ Dirichlet(0,01;0,01;0,01) que é uma distribui¢ao a priori nao informativa. Neste

estudo apenas umas réplica é considerada.

A Tabela 1 apresenta a média, mediana, desvio padrao e os intervalos HPD com
probabilidade 0,95 a psoteriori para todos os parametros. Com a priori nao informativa
tem-se um intervalo HPD maior para os pesos, mas os resultados da média e mediana
a posteriori revelam-se proximos aos valores reais dos pesos independente da escolha a
priori. Em médias as estimativas a posteriori dos demais parametros sao proximas de
seus valores reais sendo o7 e 03 os que parametros que apresentam os maiores desvio
padroes e intervalos HPD com maiores amplitudes para os resultados usando a priori nao
informativas. Na pratica, conhecer os valores dos pesos associados ao erro de medida é
um ponto que pode ser inconveniente e restritivo. Neste estudo observa-se que mesmo que
nao se tenha informacao a priori precisa sobre os pesos é possivel obter-se estimativas
razoaveis sobre os parametros as quais se mostram comparaveis a aquelas obtidas quando

a distribuicao a priori informativas sao consideradas.



Capitulo 4. FEstudo de Simulagdo 34

Tabela 1 — Resultados do estudo de simulacao com diferentes distribuicoes a priori para
0S pesos.

7(p) 0 Real  Média  Mediana DP HPD LI HPD LS
Dir(4000,3000,3000) 0,4955 0,4953 0,0071 0,4818 0,5095
Dir(4,3,3) 61 0,50  0,4936 0,4935 0,0081 0,4783 0,5092
Dir(0,01;0,01;0,01) 0,4971 0,4973 0,0084 0,4805 0,5133
Dir(4000,3000,3000) 2,0210 2,0210 0,0046 1,9350 2,1134
Dir(4,3,3) L 2,00 2,0236 2,0240 0,0472 1,9325 2,1154
Dir(0,01;0,01;0,01) 2,0124 2,0119 0,0479 1,9167 2,1045
Dir(4000,3000,3000) 0,3999 0,3999 0,0015 0,3969 0,4028
Dir(4,3,3) po 0,40  0,4183 0,4184 0,0596 0,3139 0,5273
Dir(0,01;0,01;0,01) 0,3854 0,3882 0,0667 0,2720 0,5043
Dir(4000,3000,3000) 0,3001 0,3001 0,0014 0,2975 0,3029
Dir(4,3,3) »m 030 02873 02865  0,0341  0,3139 0,3507
Dir(0,01;0,01;0,01) 0,3084 0,3076 0,0389 0,2373 0,3793
Dir(4000,3000,3000) 0,2009 02999 0,005 0,2970 0,3029
Dir(4,3,3) e 0,30 02944 02943  0,0305  0,2346 0,3514
Dir(0,01;0,01;0,01) 0,3062 0,3061 0,0320 0,2481 0,3630
Dir(4000,3000,3000) 1,5633 1,5615 0,0872 1,3937 1,7319
Dir(4,3,3) o2 150 15794 15763 00924  1,3984 1,7602
Dir(0,01;0,01;0,01) 1,5501 1,562  0,0848  1,3955 1,7278
Dir(4000,3000,3000) 0,1054 0,1053 0,0095 0,0879 0,1245
Dir(4,3,3) o2 0,09 0,098 01101 00104  0,0888 0,1292
Dir(0,01;0,01;0,01) 0,1062 0,1065 0,0125 0,0809 0,1288
Dir(4000,3000,3000) 1,4246 1,4207 0,1139 1,2096 1,6514
Dir(4,3,3) o2 150 1,5092 14829 02319 10872  1,9621
Dir(0,01;0,01;0,01) 1,4090  1,3810 02156  1,0450 1,8496
Dir(4000,3000,3000) 1,4262 14214 0,1152  1,2137 1,6631
Dir(4,3,3) o3 1,50  1,4278 1,4095 0,1939 1,0715 1,8234
Dir(0,01;0,01;0,01) 1,4177 14013 0,1779  1,0860 1,7720

4.2 Dados com diferentes assimetrias para o erro de medida

Nesta se¢ao, tem-se como propoésito avaliar a performance do modelo para dife-
rentes graus de assimetrias no erro de medida. Para isso, foram gerados 100 réplicas, em
cada cenario considerando valores distintos para os pesos. Este niimero de réplicas foi es-
colhido em funcao do longo tempo computacional envolvido na obtencao das estimativas

a posteriori. Os seguintes cenarios foram considerados

e Cenario 1: erro de medida simétrico e pesos iguais a (0,4;0,3;0,3);

e Cenario 2: erro de medida simétrico com todos os dados mensurados com erros e

pesos iguais a (0;0,5;0,5);

e Cenério 3: erro de medida assimétrico em que a maior na parte do erro possui massa

positiva e pesos iguais a (0,1;0,6;0,3);

e Cenério 4: erro de medida assimétrico em que a maior na parte do erro possui massa

negativa e pesos iguais a (0,1;0,3;0,6).
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A Figura 4 apresenta exemplos das distribuicoes para u; nos quatro cenarios ana-
lisados. Os valores de o e 03 sao diferentes em cada estudo, pois a escolha garante que
a variancia do erro de medida seja menor que a variancia da variavel latente. Baseado no
estudo de sensibilidade dos pesos, a escolha da prior: para os mesmos em todos os cenarios
é a distribuigao Dirichlet(0,01;0,01;0,01) e uma distribuigao a priori ndo informativa para
0?2, GZ(1,1).

Figura 4 — Exemplos de funcoes de densidades da distribuicao do erro de medida para os
diferentes cenérios analisados.
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A fim de avaliar a performance do modelo algumas estatisticas sao consideradas.

Seja 6 um elemento de 6 = (81, pa, 02,02, po, p1, 2, 02) € 0, a estimativa a posteriori de

0 para r-ésima réplica. Foram considerados a média e o desvio-padrao das estimativas

dados respectivamente,
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Também considerou-se o vicio § — 6; variancia Vary = SD3 e o erro quadratico médio

EQM = /Vicio? + Varg, em que R é o numero de réplicas. Para obter o percentual de
cobertura do intervalo HPD com 95% de confianca, o niimero de intervalos que contém o

verdadeiro valor do parametro é calculado e divido pelo numero de réplicas.

Um ponto importante a ser verificado é em relacao as classificacoes a posteriori
de cada individuo segundo tipo de erro de medida que experimenta. A fim de verificar a
quantidade de acertos das classificagoes, considera-se a moda a posteriori dos pesos da
mistura para cada individuo, em cada uma das réplicas, e depois obtém a quantidade de
acertos geral por meio da moda dessas réplicas.

No primeiro cenério, o erro de medida considerado ¢ simétrico com pesos iguais
a (0,4;0,3;0,3) e assume-se 07 = o5 = 1,5. Os resultados da média, vicio, desvio padrao
(SD), EQM e os intervalos de cobertura HPD sao apresentados na Tabela 2, considerando
os tamanhos amostrais n=250 e 500. Nota-se que as médias das estimativas obtidas sao
proximas dos seus valores reais. No entanto, como esperado para todos os parametros a
medida que o tamanho da amostra aumenta, as estimativas tornam-se mais proxima dos
valores reais. A Tabela 3 mostra a proporcao ocorrida de cada tipo de erro de medida
dentro de cada grupo de erros. Percebe-se que a proporg¢ao de individuos com erros po-
sitivos ou negativos indicados pelo modelo é inferior ao percentual real. A ocorréncia da
mudanca de classificagao do erro positivo para o erro negativo ou vice-versa nao ocorre,
indicando um bom comportamento na classificagdo uma vez que nao ocorre a inversao
de sinal no erro. A ocorréncia dos erros positivos ou negativos classificados como sem
erro, sao os valores gerados mais proximos de zero que podem ser vistos na Figura 5. As
taxas de acertos totais das classificacoes do tipo de erro sao: 63% para n—=250 e 65% para
n=>500.
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Tabela 2 — Resultados do estudo de

simulagao com n=250 e 500, cenario 1.

n Parametros  Valor Real = Média Vicio SD EQM Cobertura HPD
51 0,50 0,4861  -0,0139  0,0107  0,0003 1,00
e 2,00 1,8788  -0,1212  0,0209  0,0151 0,99
Do 0,40 0,4359 0,0359  0,0900  0,0094 0,93
D1 0,30 0,2861  -0,0139  0,0467  0,0024 0,97
250 D2 0,30 0,2781  -0,0219  0,0496  0,0029 0,92
o2 1,50 1,4200  -0,0800  0,0630  0,0104 1,00
o? 0,09 0,1292 0,0392  0,0131  0,0017 0,84
o2 1,50 1,4680  -0,0320  0,3036  0,0932 0,97
o3 1,50 1,5491 0,0491  0,3163  0,1024 0,98
51 0,50 0,4932  -0,0068  0,0073  0,0001 1,00
Lo 2,00 2,0228 0,0228  0,0233  0,0156 0,98
Do 0,40 0,4412 0,0412  0,0402  0,0033 1,00
D1 0,30 0,2586  -0,0414  0,0311  0,0027 0,76
500 D2 0,30 0,3001 0,0001  0,0376  0,0014 0,95
o2 1,50 1,6597 0,1597  0,0603  0,0291 0,90
o? 0,09 0,1247 0,0347  0,0122  0,0014 0,66
o2 1,50 1,5500 0,0500  0,2571  0,0686 0,97
o3 1,50 1,1748  -0,3252  0,3288  0,2138 0,60

37

Tabela 3 — Classificagao dos componentes da mistura para n iguais a 250 e 500, cenario

1.

Posicao estimada

n Posicao real Sem erro  Erro positivo  Erro negativo
Sem erro 0,36 0,02 0,02
250  Erro positivo 0,18 0,14 0,00
Erro negativo 0,12 0,00 0,16
Sem erro 0,30 0,07 0,04
500 Erro positivo 0,11 0,18 0,00
Erro negativo 0,12 0,01 0,16

Figura 5 — Posicao estimadas a posteriori dos erros gerados negativos e positivos para

n—

valor estimado

250, cenario 1.
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No segundo cenério o erro de medida é simétrico com pesos iguais a (0;0,5;0,5),
indicando que w; nunca foi medido totalmente sem erro. Os valores de o7 e 03 sdo iguais a
1,3 e 1,3, respectivamente. Na Tabela 4, os resultados sao apresentados para os tamanhos
amostrais iguais a 250 e 500. Nota-se que mesmo sendo py = 0, a média a posterior: indica
que cerca de 1,5% dos individuos nao experimentaram erro na covariavel. Isso se deve ao
fato do modelo ajustado considerar que existe os trés componentes da mistura. Também
nota-se uma sub-estimacao do ntimero de individuos cuja covariavel experimenta um erro

negativo, se n=250, e um erro positivo, se n=>500.

Ao observar as classificagoes dos componentes da mistura na Tabela 5, nota-se
que agora tem-se uma troca de classificacao entre os erros positivos e negativos. Nota-se
também nao haver componentes classificados como sem erro, mas como a classificacao
é obtida pela moda geral das réplicas pode ser que em algum momento o individuo foi
considerado como sem erro mas ao obter a moda ele tenha sido classificado como positivo
ou negativo. Neste cenario, observa-se que as estimativas tendem a serem mais viciadas
e os EQM tendem a serem maiores que no primeiro cenario. As taxas de acerto total das

classificacoes do erro de mensuracao sao 91% para n—=250 e 91% para n=500.

Tabela 4 — Resultados do estudo de simulagao com n=250 e 500, cenario 2.

n Parametros  Valor Real = Média viés SD EQM Cobertura HPD
B1 0,50 0,4890  -0,0110  0,0117  0,0003 1,00
e 2,00 1,9811  -0,0189  0,0336  0,0015 1,00
Do 0,00 0,0161 0,0161  0,0217  0,0007 0,00
D1 0,50 0,5487 0,0487  0,0280  0,0032 0,53

250 D2 0,50 0,4352  -0,0648  0,0258  0,0049 0,28
o2 1,50 1,2808  -0,2192  0,1126  0,0607 0,69
o2 0,09 0,1476 0,0576  0,0222  0,0038 0,36
o2 1,30 1,0264  -0,2736  0,1249  0,0904 0,72
o3 1,30 1,6385 0,3385  0,1935  0,1520 0,87
51 0,50 0,4738  -0,0262  0,0089  0,0008 1,00
e 2,00 2,1835 0,1835  0,0279  0,0345 0,05
Do 0,00 0,0150 0,0150  0,0300  0,0011 0,00
D1 0,50 0,4522  -0,0478  0,0282  0,0031 0,39

500 D2 0,50 0,5328 0,0328  0,0314  0,0021 0,54
o2 1,50 1,7331 0,2331  0,1050  0,0653 0,58
o2 0,09 0,1366 0,0466  0,0171  0,0025 0,36
o2 1,30 1,3608 0,0608  0,1674  0,0317 0,93
o3 1,30 0,9759  -0,3241  0,1267  0,1211 0,30
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Tabela 5 — Classificagao dos componentes da mistura para n iguais a 250 e 500, cenario
2.

Posicao estimada

n Posicao real Sem erro  Erro positivo  Erro negativo
Sem erro 0,00 0,00 0,00
250 Erro positivo 0,00 0,49 0,01
Erro negativo 0,00 0,08 0,42
Sem erro 0,00 0,00 0,00
500 Erro positivo 0,00 0,41 0,09
Erro negativo 0,00 0,01 0,50

O terceiro cenario considera o erro de medida assimétrico com probabilidade maior
para erros com assimetria positiva p=(0,3;0,6;0,1), 03 = 0,2 e 03 = 7,54. Os resultados
do estudo de simulagao sao apresentados na Tabela 6, para os tamanhos amostrais n=250
e n=5b00. Na Tabela 7, a troca entre as posicao real e a posicao estimada dos erros
negativos e dos erros positivos quase nao ocorre, mas existe uma quantidade razoavel de
sem erro classificados como erros positivos. Isso pode ser devido ao fato de neste cenério
a maior massa de probabilidade pertence ao erro positivo. Aqui a taxa de acerto total das
classificacoes dos erros é em torno de 64%. Como nos outros cenarios estimativas menos

viciadas e com menor variabilidade sdo obtidas se n=500.

Tabela 6 — Resultados do estudo de simulagao com n=250 e 500, cenario 3.

n Parametros ~ Valor Real Média viés SD EQM Cobertura HPD
b1 0,50 0,5049 0,0049  0,0158 0,0003 0,92
e 2,00 1,9298 -0,0702 00,0543 0,0079 0,94
Do 0,30 0,3362 0,0362  0,1751 0,0320 0,58
D1 0,60 0,5672 -0,0328  0,1579 0,0260 0,59

250 D2 0,10 0,0966 -0,0034  0,0191 0,0004 0,89
o2 1,50 1,2932 -0,2068 00,0452 0,0448 0,86
o? 0,09 0,1016 0,0116  0,0113 0,0003 0,91
o? 0,20 0,3507 0,1507  0,0771 0,0287 0,72
o3 7,54 12,1432 4,6030  1,9634 25,0421 0,97
Jeit 0,50 0,5095 0,0095  0,0087 0,0002 0,83
Lo 2,00 2,0117 0,0117  0,0296 0,0010 1,00
Do 0,30 0,2852 -0,0148  0,1245 0,0157 0,69
D1 0,60 0,5956 -0,0044  0,1113 0,0124 0,74

500 D2 0,10 0,1192 0,0192  0,0146 0,0006 0,78
o2 1,50 1,4108 -0,0892 00,0290 0,0088 1,00
o? 0,09 0,0876 -0,0024  0,0072 0,0001 0,97
o? 0,20 0,2576 0,0576  0,0411 0,0050 0,95
o3 7,54 6,5379 -1,0024  0,5759 1,3364 0,99
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Tabela 7 — Classificagao dos componentes da mistura para n iguais a 250 e 500, cenario

3.

Posicao estimada

n Posicao real Sem erro  Erro positivo  Erro negativo
Sem erro 0,14 0,15 0,01
250 Erro positivo 0,18 0,43 0,00
Erro negativo 0,02 0,01 0,07
Sem erro 0,09 0,21 0,01
500 Erro positivo 0,11 0,48 0,00
Erro negativo 0,02 0,01 0,08

No quarto cenario 4, como no cenario 3, o erro ¢ assimétrico mas a probabilidade é

maior na assimetria negativa, com pesos iguais a (0,1;0,6;0,3) e 02 = 8,5 e 03 = 0,23. Os

resultados apresentados na Tabela 8 para tamanhos amostrais iguais a 250 e 500 indica

estimativas média a posteriori proximas dos seus valores reais. Para n=500 existe uma

melhora nos resultados em relacao a n=250. A Tabela 9 apresenta as classificacoes de

cada componente da mistura, de forma similar ao cenério anterior, quase nao ocorre troca

entre erros positivos e erro negativos mas possui uma taxa maior de individuos que eram

sem erro classificado no erro negativo. As taxas de acertos aumentam com o tamanho

amostral. Com uma taxa de acerto total de 63% para n=250 e 65% para n=>500.

Tabela 8 — Resultados do estudo de simulacao com n=250 e 500, cenario 4.

n Parametros  Valor Real = Meédia viés SD EQM Cobertura HPD
51 0,50 0,5129 0,0129  0,0106 0,0003 0,87
Lz 2,00 1,8843  -0,1157  0,0296 0,0143 0,89
Do 0,30 0,2519  -0,0481  0,1947 0,0402 0,42
D1 0,10 0,1162 0,0162  0,0197 0,0006 0,91
250 D2 0,60 0,6320 0,0320  0,1839 0,0348 0,40
o2 1,50 1,2585  -0,2415  0,0468 0,0605 0,48
o2 0,09 0,1146 0,0246  0,0129 0,0008 0,53
o? 8,50 51854  -3,3146  0,8957 11,7892 0,52
o3 0,23 0,2009  -0,0252  0,1083 0,0124 0,66
51 0,50 0,4986  -0,0014  0,0083 0,0001 0,96
o 2,00 2,0479 0,0479  0,0247 0,0029 1,00
Do 0,30 0,2771  -0,0229  0,1070 0,0120 0,55
D1 0,10 0,1079 0,0079  0,0102 0,0002 0,95
500 D2 0,60 0,6150 0,0150  0,1000 0,0102 0,56
o2 1,50 1,4493  -0,0507  0,0257 0,0032 1,00
o2 0,09 0,0991 0,0091  0,0089 0,0002 0,78
o? 8,50 7,1469  -1,3531  0,6037 2,1954 0,96
o3 0,23 0,2215  -0,0046  0,0639 0,0041 0,85
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Tabela 9 — Classificagao dos componentes da mistura para n iguais a 250 e 500, cenario
4.

Posicao estimada

n Posicao real Sem erro  Erro positivo  Erro negativo
Sem erro 0,09 0,01 0,19
250 Erro positivo 0,02 0,07 0,02
Erro negativo 0,13 0,01 0,47
Sem erro 0,03 0,01 0,26
500 Erro positivo 0,00 0,08 0,02
Erro negativo 0,04 0,01 0,54

Comparando todos os resultados obtidos nas simulac¢oes, observa-se que as estima-
tivas, em geral, sao mais precisas a medida que aumenta o tamanho da amostral. Com-
parando os cenarios 1 e 2, em que o erro de medida tem distribuicao simétrica observa-se
que se n=H500 as estimativas menos viciadas sao obtidas no cenario 1 que tem um ntmero
maior balanceado de unidades com erro positivo, com erro negativo e sem erro. Compa-
rando os cenarios 3 e 4, se n=250, verifica-se que o cenario com maior percentual de erro
negativos fornece estimativas mais viciadas, exceto para p; e o2. O Apéndice C, contém
os resultados do estudo do cenario 1 e 2 no caso em que o tamanho amostral é igual a
1000.
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5 Aplicacao

Neste capitulo, para ilustrar o modelo proposto dois conjuntos de dados sao anali-
sados. As anélises feitas consideram a comparacao do modelo de regressao linear simples
com distribuigdo de mistura finita para o erro de medida (MRLSM) com o modelo de
regressao linear simples com distribuigao normal para o erro de medida (MRLSN) e com
o modelo sem erro de medida (MRLSSE). O ajuste do modelo com erro de medida normal
e do modelo sem erro de medida foram feitos no software R versao (3.5.2) (R Core Team)

e no JAGS, usando o pacote rjags, Plummer et al. (2019).

5.1 Banco de dados: rendimento do milho

Nesta se¢ao o modelo proposto é aplicado a um conjunto de banco de dados reais
retirados da pagina 19, Fuller (1987). O conjunto de dados possui amostras coletadas do
rendimento do milho (y) em fun¢ao da quantidade de nitrogénio no solo (w). Os dados
sao referentes a 11 amostras coletadas em Iowa nos Estados Unidos. Em Fuller (1987),
o autor ajusta o modelo com a situacao de identificabilidade em que a variancia do erro
de medida é conhecida e igual a 57, porém como no modelo proposto a variancia de wu;
é dada pela expressao (3.11), essa informacao foi usada para obter alguma informagao
sobre a priori de o} e para identificagio do modelo o 2 é considerado como conhecido e

igual ao valor obtido pelo autor de 247,8545.

A distribuigao a priori de 02 em MRLSN foi escolhida de forma que sua média ¢é
igual a 57 e sua variancia igual a 100. Para usar essas mesmas informag¢oes em MRLSM
obteve-se priori de o de forma que Var(u)=>57, os pesos p; e py iguais e py = P(—0.01 <
U < 0.01) = 0.01. Assim, p; = py = 0.495 e m(0?) com E(0?) = 155,717 e Var(c?) = 100.
A priori para os pesos foi a Dirichelet(0.01,0.01,0.01). Para as demais priori utilizadas
nos dois ajustes assume-se: 3, ~ N(0;0,001); p, ~ N(0;0,001); 02 ~ GZ(0, 1;10).

Na Tabela 10, tem-se as estimativas médias, mediana e desvio padrao (DP) a
posteriori para os trés modelos. As estimativas do o2 do modelo com mistura sao proximas
as obtidas pelo modelo sem erro. Como os valores das estimativas média a posteriori dos
pesos indicam que esse ¢ um modelo em que 99% dos dados sao medidos sem erro, as
estimativas a posteriori de 0% e o3 foram omitidas da analise uma vez que p; e py foram
estimados proximos de zero. Em todos os parametros os desvios padroes no modelo de
mistura sao menores. Os trés ajustes possuem estimativas dos parametros bem proximas

o que reflete nas retas de regressao ajustadas, Figura 6.

Os intervalos HPD sao apresentados na Tabela 11 em que é possivel observar
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intervalos menores no modelo com a mistura. Na Tabela 12, pelos critérios de comparacao
entre os modelos com erro de medida, o DIC e LPML indicam que o melhor modelo é
o modelo sem erro de medida. Essa amostra possui 11 dados o que pode indicar nao ter

evidéncias suficiente para determinar que exista erro de medida nos dados.

Tabela 10 — Estimativas posteriori para todos os modelos, conjunto de dados de rendi-
mento do milho.

Modelo
MRLSM MRLSN MRLSSE
0 Média Mediana DP Média Mediana DP Média Mediana DP
Bo 64,3551 64,8354 8,3191 65,0619 65,9913 11,3878 64,9059 66,1618 11,2853
51 0,4629 0,4556 0,1152 0,4516 0,4408 0,1581 0,4535 0,43742 0,1584
L 69,0112 69,0409 3,3353 68,8982 68,9069 4,7072 - - -
Po 0,9855 0,9961 0,0210 - - - - - -
p1 0,0061 0,0008 0,0107 - - - - B -
P2 0,0083 0,0005 0,0173 - - - - - -
0,% 247,8545 247,8545 0,0000 247,8545 247,8545 0,0000 - - -
ag 79,2904 70,8699 36,9612 57,0511 62,6991 50,8886 76,5498 65,3595 47,5779
Var(u) 0,4179 0,4137 0,0586 2,1817 2,1647 0,1416 - - -

Figura 6 — Retas de regressao dos modelos em linha solida o MRLSM, em linha pontilhada
MRLSN e em linha tracejada MRLSSE.

Rendimento do milho

50 60 70 20 90
Quantidade de nitrogénio no sclo

Tabela 11 — Intervalo HPD com 95% , conjunto de dados de rendimento do milho.

Modelo
MRLSM MRLSN MRLSSE

Parédmetros LI LS LI LS LI LS

Bo 47,2369 79,6580 42,3638 86,07954 39,4503 84,3543

51 0,2507 0,6992 0,1628 0,7702 0,1622 0,7780

e 62,7110 75,7533 59,6568 77,7957 - -

Do 0,9409 1,0000 - - - -

p1 0,0000 0,0331 - - - -

P2 0,0000 0,0518

o? 29,0392  146,9394 21,5636  168,3496 21,7055  174,5031

e
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Tabela 12 — Critério de comparacao DIC e LPML, conjunto de dados de rendimento do
milho.

Modelo
MRLSM MRLSN MRLSSE
DIC 182,911 187,066 79,809

LPML -99,671  -129,849 -40,097

5.2 Banco de dados: gastos ambulatoriais

Nesta segao, os dados analisados s@o provenientes de Cameron et al. (2009), dispo-
niveis em "2001 Medical Expenditure Panel Survey”. Os dados sao constituidos por 3328
observagoes sobre os gastos ambulatoriais (y), na escala logaritmica, com 526 observacoes
iguais a zero. Possui variaveis como idade, género, status educacional, status de seguro,
total de doengas cronicas, etnia e renda. Os mesmos foram analisados por Rocha et al.
(2016) considerando o erro de medida na covariavel renda. Aqui, a analise constitui-se em
um modelo de regressao linear simples com a variavel explicativa dada pela renda (w) e
sem as observagoes censuradas iguais a 526, resultando em um tamanho amostral igual a
2802.

Como na aplicagao do banco de dados do rendimento do milho, o modelo a compa-
ragao do modelo proposto ¢é feita comparando-se com o modelo com erro de mensuracao
normal e com o modelo sem erro de medida. O objetivo aqui é avaliar o comportamento
da renda, deste modo para a identificacao do modelo, considera-se o intercepto conhecido
e igual a estimativa obtida do modelo sem erro de medida. As distribui¢oes a priori para
os pesos e de of foram Dirichelet(0,01;0,01;0,01) e GZ(1,1), respectivamente. Nos dois
modelos considera-se as seguintes priori para os demais parametros: 5, ~ N (0;0,001);
pe ~ N(0;0,001); 02 ~ GZ(0,1;10). Antes dos ajustes, 20% dos dados foram retira-
dos para avaliar a capacidade preditiva dos modelos. A capacidade preditiva é calculada

através da média dos valores preditos menos os valores estimados ao quadrado.

A Tabela 13 mostra os resultados da média, mediana e desvio padrao dos parame-
tros a posteriori. Os pesos indicam uma maior quantidade de renda informada correta-
mente sendo de 60% dos dados, 32% de erros positivos e 8% de erros negativos. Os indi-
viduos identificados com erro positivo sao aqueles que possui renda média de $9.622, 20,
os classificados com erro negativo possui renda média de $467, 30 e os que informaram a
renda corretamente possui renda média de $3.386, 80. Nota-se valores estimados diferentes
para 3; nos trés modelos assim como os valores de 02 e Var(u) nos modelos com erro.
A estimativa de #; no modelo com mistura indica que a renda nao é significativa para

explicar os gastos ambulatoriais.

Os modelos com erro de mistura apresentam os menores desvios padroes e os
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menores intervalos HPD, Tabela 14. Os critérios de comparacao indicam que o melhor

modelo é modelo sem erro, obtendo menor DIC e maior LPML, Tabela 15. Ao analisar a

capacidade preditiva o modelo que possui a melhor capacidade preditiva é o modelo com

mistura.

Tabela 13 — Estimativas posteriori para todos os modelos, conjunto de dados gastos

ambulatoriais.
Modelo
MRLSM MRLSN MRLSSE

7] Meédia Mediana DP Meédia Mediana DP Meédia Mediana DP
Bo 6,1730 6,1730 0,0000 6,1730 6,1730 0,0000 6,1730 6,1730 6,1730
B1 0,0001 0,0001 0,0001 0,1785 0,1785 0,0086 0,1169 0,1169 0,0085
7. 3,3902 3,3903 0,0107  3,3845 3,3840 0,0158 - - -
Po 0,5939 0,5910 0,0613 - - - - - -
p1 0,3243 0,3258 0,0495 - - - - - -
P2 0,0818 0,0821 0,0144 - - - - - -
o2 0,3587 0,3592 0,0196 0,1152 0,1131 0,0247 - - -
o2 2,1726 2,1711 0,0458 2,0129 2,0125 0,0623 1,9873 1,9853 0,0596
o2 0,1169 0,1109 0,0258 - - - - - -
o2 1,9786 1,9343 0,2931 - - - - - -

Var(u) 0,4179 0,4137 0,0586 2,1817 2,1647 0,1416 - - -

Tabela 14 — Intervalo HPD com 95% , conjunto de dados gastos ambulatoriais.

Modelo
MRLSM MRLSN MRLSSE
Parametros LI LS LI LS LI LS

51 -0,0001  0,0002 0,1631 0,1947  0,1001  0,1332

Ly 3,3696 3,4104  3,3552  3,4147 - -

Do 0,4736 0,7027 - - - -

P1 0,2387 0,4269 - - - -

D2 0,0547 0,1058 - - - -

o2 0,3229 0,3997  0,0727  0,1686 - -

o? 2,0877 2,2640 1,8820  2,1316 1,8817  2,1135

o2 0,0772 0,1745 - - - -

o3 1,4648 2,5589 - - - -
Var(u) 0,3109 0,5317 19191 2,4721 - -

Tabela 15 — Critério de comparagao DIC e LPML, conjunto de dados gastos ambulatoriais.

Modelo
MRLSM MRLSN MRLSSE
DIC 15089,85 14482,29 7890,67
LPML -7609,43 -7243,75 -3945,37
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6 Conclusoes

Este trabalho introduz um modelo de regressao linear com erro nas variaveis no
qual o erro foi modelado a partir de uma distribui¢ao de mistura finita. Essa nova proposta
considera que parte das unidades podem ser medidas sem erro, com erro positivo e com
erro negativo. Isso permite que o modelo proposto acomode certas caracteristicas do erro

de mensuragao que nao sao usualmente levadas em consideragao.

Com o objetivo de avaliar a performance do modelo proposto o presente trabalho
apresenta estudos de simulacao. Primeiro estuda-se o efeito da escolha a priori dos pesos
da mistura em que se percebe nao haver sensibilidade nas suas escolhas. Em seguida,
se estuda a eficacia da abordagem desenvolvida sob diferentes tipos de erro por meio de
um estudo de simulacao Monte Carlo. Nota-se que as estimativas sao melhores quando o
tamanho da amostra é maior, da mesma forma com os acertos em relacao as classificacoes
dos componentes da mistura a posteriori. Analisa-se também dois conjuntos de dados
reais no qual também é feito o ajuste comparando o modelo sem erro de mensuragao e o
com erro mensura¢ao normal. O primeiro, contém o banco de dados presente em Fuller
(1987) em que estimativas apresentadas indicam um melhor comportamento do modelo
com mistura comparado com o normal e com o modelo sem erro de medida. Os resultados
indicam que esse seria um modelo sem erro, porém com 11 dados pode-se nao ter evidéncias
suficientes para determinar o erro de medida. O segundo banco de dados, aponta que a
renda no modelo com mistura nao foi significativa para explicar os gastos ambulatoriais.
As estatisticas LPML e DIC mostram que o melhor modelo é aquele que nao possui erro
de medida, no trabalho de Rocha et al. (2016), eles obtiveram conclusoes nas quais essas
ferramentas sao ineficientes na comparagao dos modelos com erro de medida daqueles sem
erro de medida. Conclui-se entao que o modelo proposto se sobressai no que se refere a
interpretabilidade dos dados, permitindo a classificacao e quanto ao tipo de erro e também

no poder preditivo.

Como trabalho futuro sugere-se o estudo tedrico para as condi¢oes de identificabi-
lidade do modelo, como o célculo da matriz de informacao de Fisher. Sugere-se também
a inclusao de covaridveis medidas sem erro no estudo e o uso do coeficiente de atenuacao

para identificabilidade em vez do conhecimento prévio de alguma variavel.
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A Funcao de Verossimilhanca

Neste apéndice encontra-se as contas para obtencao da distribui¢ao conjunta de (y;, w;),
no caso de suposi¢ao normal para o erro de medida e a obtencao da func¢do de verossimilhanca

do modelo proposto no Capitulo 3.

A.1 Distribui¢ao Conjunta (y;,w;) no Modelo com Erro Normal

Para o modelo de regressao linear simples apresentado em (2.4), em que z; = w; — u;,

2 ind

. . C R iid
considerando as seguintes distribuigoes para os parametros: e; ~ N(0,02) com o2 > 0, x; ~

N (g, 02) com pi, €R, 02 >0e ui%l/\/(uu, 02) com p, € R, 02 > 0. Se a distribuicio de w; for
condicionada em relag¢ao ao erro de medida, de forma que w;|u; it N (g + u;, 02), tem-se que a

distribuigao conjunta de (y;, w;)’ é obtida como se segue

flyws) = / F il ws) f(wiuz) £ (5 ds

1\ /2 ) 2
= / (27‘(‘0’2) exXp {_20_3 (yl - (/80 + ,81’[01' — 511[,1)) } X
1\ /2 1 2
<27702> eXp{_QQ%(wi_(Mx‘Fui)) } X
1 \1/2 ] )
<2M%> e"p{‘zog(“i ~ ) }d“f

1/2 L
_ (27_[_)—1 1 / exp { — (yl - BO - Blwi)2 B (wz - ,Ur)2 B Lq% / i 2 %
Te0z0y 20?2 202 202 27

i (2 1) v (Bl ot iYL,

u 06

2 o _ . R
Seja b = (% + L+ %) ec= (Bl(yz Bo Prwi) _ (wi “$)2”125+““”32”), assim,

Je 020y

1
2 X

2 2 2
202 20Z 202

/ % <b11) * exp {_2;1(1@ — 2ueh ™ 4 A7) - c2<b—1>2)} du;
)éexp {—(yi —fo— Srw)®  (wi =)t } (b

exp {_ (yi = Bo — Brwi)®  (wi —pa)® g } Y

2,252 2 2 2
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Para,

R e e e

2b o2 o?
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e el Ko ) sl e 1) Bt
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tem-se que:

1 1 _% 1
2 [W%a%ﬂz)(a%wa)(l—p?)} eXp{‘zu—p?) :
Fw—%+&mw+ﬁw%m+mw_%<@—wMﬂmm>X

f(yiv wl)

pioz + o2 o +o} NEET:
(wi - (Mw + Mu)) ) (Al)
o2+ ol

Assim, a distribui¢do conjunta de (w;,y;)! é dada pela seguinte distribuigao normal bi-

variada com vetor de médias e matriz de covaridncias dados por:

2\ 2 2, 2 2
Yi ind e Bo + Btz ; i0, +o; oy ' (A2)
w; Pzt oy 51‘7:% J:% + 0—12L

Denote por ¢, (-|p, X) e ®,(-|p, ), respectivamente, a fdp e a fda de uma variavel
aleatéria com distribuigao normal n-variada com vetor de média p e matriz de covariancia 3 e
por ¢(-|u, ) e ®(:|p, ) quando a distribuigao for univariada. Assim, (y;, w;)! dada por (A.2)

serd representada por ¢o((y;, w;)t|p*, *), em que,

= Bo + Bz oS 202402 po?
Mw+ﬂu 510';% O'g—l-O'Z

Note-se que quando p,, é igual a zero (A.2) a expressao retorna ao modelo apresentado
em (2.6).

A.2 Contas da Funcao de Verossimilhanca para o Modelo Pro-

posto

Considere o modelo dado em (3.7), e assuma, neste caso, a fungdo de verossimilhanga
f(y,w) do modelo proposto é obtida pela integragao de f(y;,w;,u;) em relacdo a u;, de forma

que

n

2
f@M——HZmAf@mwmmwmwmmh

i=1 k=0
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substituindo pelas respectivas funcées do modelo, tem-se que

fly,w) = HPO/Q Syl Bo + Br(wi — wi), 02)d(wil i + ui, 07)d(uilog)du; +
i=1 Uy
TLon | o180 + 81w = w0, o2)ouslis + e o2) (sl o M) %
=1 Uq

¢ <)\1 (uZ ;1'u1>> du; + EM /Qu o(yilBo + B1(w; — u;),02) x

P(wilpe + i, 02)P(uilpi1, 05, Ao) @ <>\2 <uz - M)) du;

02

= Hpofo-i-Hle +Hp212- (A.
i1 i1 i1

Resolvendo as integrais em (A.3) separadas tem-se
Iy = / Syl Bo + Bi(w; — ui = 0),02)p(wil e + u; = 0,03)du;
Qu,
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A integral I7 pode ser reescrita de forma que
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Lema A.2.1. Seja U ~ N,(c,C). Entao para algum vetor fizo a de dimensao n e alguma matriz

fixra B de dimensdo n x k, tem-se

E[®,(BU + a|d,D)] = &,(Bc + a|d,D + BCBT).

Assim,

R ciby! — A2
Il = 2¢2((yi7wi)t‘ﬂ'1721)¢) ()\1 <110-1/J/1) '0 1 + ) .

De forma similar a I, o Iy é obtido substituindo os pardmetros da skew-normal M; pelos

da skew-normal My, dessa forma

. caby b — A3
IQ = 2¢2((yi7wi)t‘“27 22)(1) ()\2 (22O'QIMQ> '0 1+ > )

b202
em que,
* BO'i'Bl,Ux % 510 +(7 5103;
Mo = ) 22 - 9 9 ,
U + 42 Blaw os+ 05
1 By — Brw; Wi — 1.)02 + 1o
b2:<51+2+2>7 02:<51(yz /3(; Brwi)  (wi ,ux)Ql 12 x)

Ue g 05 (o= 0505

Portanto, a fun¢ao de verossimilhanga do modelo proposto em (3.12), considerando o

erro de medida modelado por uma mistura de skew-normal é dada por

foow) = T (rodwilBo + Brwi,0?)(wilis, )™
=1

(p12¢2 Yi,s wz ’H’lv )(I) ()‘ (Clbl_l - :ul) 01_1‘07 1+ )‘2b1_10%))A1 X
(p226a (i, wi)! |15, £5)® (A (cabyt — 12) 0310, 1+ A2 '03)) 22,

em que, Ay, A e Ay as partes associadas aos componentes sem erros, aos erros positivos e

negativos, respectivamente.

Fungao de verossimilhanca com a half-normal: Para o caso em que A — 400
e A - —o¢o as distribuicoes do erro positivo e do erro negativo sao dadas pela distribuigao

half-normal com func¢éo de verossimilhanca dada por

n

Foyow) = [ [pod(wilBo + Brws, 02)é(wilpa, 02)] 2 x
=1

1

26w s, 2 (1@ (G - ey ))}A Y

1 A
[p22¢2<<y¢,wi>tm;, )0 ((Mz ey )} ,

wh = Bo + Bt % Bio2+ 0% pio?
1 — 9 1 - 9
o + p1 Bio? o2+ o}

em que,
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/J'*_ BO—’—BLUW E*_ 5%0’%—’-03 510:%
2 — ’ 2 — )
f + o2 proz  or+05

(B 1 1 _ (Bilyi = Bo = Brwi)  (wi — pg)of + oy
h={(S5+t5+t5), a= 2 - 2,2 >
ot  o0i o oF: 0207
(Bt 1 1 ([ Bilyi — Bo = Brwi)  (wi — pa)ot + paog
b=(St2t ) = 2 - 2,2 :
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Ao, A1 e As as partes associadas aos componentes sem erros, aos erros positivos e negativos,

respectivamente.
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B Distribuicao Half-Normal

Conforme definido por Azzalini (1985), uma variavel aleatéria Z tem distribuigao skew-
normal com parametro de locacdo p, parametro de escala o2 e parametro de assimetria A € R,

representado por Z ~ SN (i, 02, \) e sua funcdo de densidade de probabilidade é tal que

dsn(2lp, 0%, \) = 20(2|u, o) (A2 — 1) /o), (B.1)

em que ¢(-) e ®(-) sdo respectivamente, a fdp e a fda de uma variavel aleatoria com distribuicao
normal quando a distribui¢ao é uni-variada. Note-se que, quando A = 0 tem-se a distribuigao

normal. A média e a varidncia de Z sao respectivamente dadas por

EZ] = pu+ o—\/?, Var|Z] = o? (1 — 252) : (B.2)

™

para § = \/vV1+ \2.

A distribuicdo skew-normal possui algumas propriedades importantes, estudadas por
Azzalini (2008), que permitem que ela se relacione com outras distribui¢oes, como é o caso das

duas propriedades citadas a seguir.

1. Se Z ~ SN (i1,0,0) entdo Z ~ N (p,0). Nota-se que isso ocorre em (B.1) quando ®(0) =
1/2.

2. Se Z ~ SN (u,0,)\), A\ = oo entao Z TN HN (i, o). Isso ocorre pois ®(Az) — 1se z >0
e ®(Az) = 0se z<0.

A segunda propriedade apresenta a distribuicao half-normal que depende do valor esco-
lhido para A obtém-se a half-normal. A Figura 7 mostra o comportamento da fdp de uma variavel

com distribui¢ao normal e distribui¢ao half-normal definida na Expressao (B.3). Se Z ~ N (0,1)
Figura 7 — Densidades das distribui¢coes normal e half-normal.
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entdao M = p+o|Z| e M tem distribuigao half-normal com parametro de locagao e escala dados

por u e o entao sua funcgao de densidade é expressa por

21 1 )
f(M) = ﬂaexp{—w(m—u)},m>p, —oo < pu<oo, og>0. (B.3)

A média e a variancia sdo respectivamente dadas por

2 9 2
EM|=p+oy/—=, VarlM]=0|1——). (B.4)
T T

Se M tem uma distribuigao half-normal negativa M = y — o|Z]| a inferéncia da variavel

é feita de forma que —M ~ HN (—pu, o).
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C Resultados de Simulacao

Neste apéndice é apresentado as tabelas com os resultados do estudo de simulagao da

Secao 4.2 contendo os cenérios nao apresentados nessa secao.

Cenario 1: erro de medida simétrico e pesos iguais a (0,4;0,3;0,3).

Tabela 16 — Resultados do estudo de simulagao com n=1000, cenéario 1.

n Parametros  Valor Real = Média Vicio SD EQM Cobertura HPD
51 0,50 0,4994  -0,0006  0,0059  0,0000 0,99
Ly 2,00 2,0247 0,0247  0,0125  0,0008 1,00
Do 0,40 0,4131 0,0131  0,0352  0,0014 0,95
p1 0,30 0,2827  -0,0173  0,0180  0,0006 0,91
1000 D2 0,30 0,3042 0,0042  0,0206  0,0004 0,99
o2 1,50 1,5729 0,0729  0,0350  0,0065 1,00
o? 0,09 0,1018 0,0118  0,0087  0,0002 0,97
o? 1,50 1,7398 0,2398  0,1321  0,0750 0,95
o3 1,50 1,5037 0,0037  0,1318  0,0174 1,00

Tabela 17 — Classificagao dos componentes da mistura para n igual a 1000, cenério 1.

Posigao estimada

n Posigao real Sem erro  Erro positivo  Erro negativo
Sem erro 0,30 0,05 0,05
1000  Erro positivo 0,10 0,18 0,01
Erro negativo 0,11 0,00 0,20

Cenario 2: erro de medida simétrico com todos os dados mensurados com erros e pesos iguais

a (0;0,5;0,5).

Tabela 18 — Resultados do estudo de simulagao com n=1000, cenario 2.

n Parametros  Valor Real = Média viés SD EQM Cobertura HPD
51 0,50 0,4951  -0,0049  0,0822  0,0001 1,00
Lz 2,00 2,0536 0,0536  0,1423  0,0033 0,97
Do 0,00 0,0222 0,0222  0,1733  0,0014 0,00
D1 0,50 0,4966  -0,0034  0,1393  0,0004 0,86
1000 D2 0,50 0,4812  -0,0188  0,1447  0,0008 0,74
o2 1,50 1,5368 0,0368  0,2224  0,0038 0,99
o? 0,09 0,1216 0,0316  0,1109  0,0011 0,47
o2 1,30 1,1654  -0,1346  0,2786  0,0242 0,83
o3 1,30 1,2431  -0,0569  0,3178  0,0134 0,86
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Tabela 19 — Classificagao dos componentes da mistura para n igual a 1000, cenario 2.

Posicao estimada

n Posigao real Sem erro  Erro positivo  Erro negativo
Sem erro 0,00 0,04 0,00
1000 Erro positivo 0,01 0,40 0,10

Erro negativo 0,00 0,10 0,40
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