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na implementação computacional dos métodos propostos.

Aos membros da banca examinadora, Prof. Flávio Bambirra Gonçalves (UFMG),
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Resumo

Nesta tese apresentamos extensões do modelo loǵıstico com efeitos mistos ao conside-
rarmos distribuições Normais Assimétricas e Eĺıpticas para modelarmos o comportamento
dos efeitos aleatórios. Em ambos os casos, o modelo loǵıstico com efeitos aleatórios nor-
malmente distribúıdos é um caso particular. Consideramos o modelo loǵıstico com efeitos
aleatórios para representar o efeito de clusters previamente conhecidos. Focamos na in-
terpretação dos efeitos fixos e na medição da heterogeneidade entre os clusters utilizando
a razão de chances. Como mostrado por Larsen et al. (2000), no modelo loǵıstico com
efeitos mistos a razão de chances é aleatória. Estendemos os resultados obtidos por Larsen
et al. (2000), sob normalidade para os efeitos aleatórios, para os modelos propostos neste
trabalho. Implementamos, através da abordagem bayesiana, o modelo loǵıstico misto con-
siderando as distribuições Normal Assimétrica Univariada e Multivariada para os efeitos
aleatórios. Em um estudo com dados simulados, avaliamos o efeito da má-especificação
da distribuição dos efeitos aleatórios na estimação dos parâmetros e da razão de chances,
conclúındo que o parâmetro de assimetria é mal estimado e o maior impacto da má-
especificação ocorre nas estimativas dos efeitos aleatórios e, consequentemente, da razão
de chances. Em um estudo Monte Carlo, investigamos o efeito de fixarmos o parâmetro
de assimetria da distribuição Normal Assimétrica dos efeitos aleatórios e constatamos que
a melhor estratégia é estimar tal parâmetro. Também aplicamos os modelos propostos
a dois conjuntos de dados reais referentes a atividade teratogênica em ovos de galinha e
a contaminação de súınos por Ascaris Suum. Constrúımos o modelo loǵıstico misto em
que os efeitos aleatórios têm distribuição na famı́lia Normal Independente. Neste caso,
implementamos três tipos de algoritmos EM Monte Carlo para obtermos as estimativas
de máxima verossimilhança. Discutimos aspectos referentes a geração de valores das
variáveis latentes, número de amostras geradas e convergência nos algoritmos propostos.
Realizamos um estudo com dados simulados para avaliar a implementação do algoritmo
EM Monte Carlo e um estudo Monte Carlo para avaliarmos a qualidade da inferência
dos modelos propostos, no qual conclúımos que o principal ganho em especificar correta-
mente a distribuição dos efeitos aleatórios está na estimação da heterogeneidade entre os
clusters. Reanalisamos os dados reais sobre a contaminação de súınos por Ascaris Suum.

Palavras-chave: Algoritmo EM Monte Carlo, cluster, distribuições Eĺıpticas, distri-
buições Normais Independentes, distribuição Skew -Normal, métodos Monte Carlo via
Cadeias de Markov, regressão Loǵıstica com efeitos mistos, razão de chances aleatória.
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Abstract

In this dissertation we present some extensions of the logistic model with mixed effects
by considering Skew-Normal and Elliptic Normal distributions to model the random
effects behavior. In both cases, the normal mixed logistic model arises as a particular
model. We consider the logistic model with random effects to represent the effect of
previously known clusters. We mainly focus on the interpretation of fixed effects and
the measure of heterogeneity among the clusters. For that proposal we consider the
odds ratio, which is a random quantity, under the mixed logistic model. We extend the
results obtained by Larsen et al. (2000) under normality for models proposed in this work.
We implement, through of the Bayesian approach, the mixed logistic model considering
both the univariate and multivariate Skew-Normal distributions for the random effects.
Considering simulated datasets, we evaluated the effect of misspecifying the distribution
of the random effects in the estimation of the parameters and the odds ratio, concluding
that the skewness parameter is usually poorly estimated. Moreover, the biggest impact
of such misspecification occurs in the estimation of the random effects and, consequently,
of the odds ratio. A Monte Carlo study is performed to investigate the effect of fixing the
skewness parameter in the Skew-Normal distribution of random effects. We concluded
that the best strategy is to estimate this parameter. We also apply the proposed models
in two case studies: teratogenic activity in chicken eggs and contamination of pigs by
Ascaris Suum. We also introduced the mixed logistic model with random effects being
distributed acording to the Normal Independent family of distributions. We implemented
three Monte Carlo EM algorithm in order to obtain the maximum likelihood estimates.
We discuss aspects regarding the generation of the latent variable values, number of
samples generated and convergence of the algorithms. We conducted a study considering
simulated datasets to avaluate the efficiency of the Monte Carlo EM algorithms. A Monte
Carlo simulation study is also performed to evaluate the quality of the estimates under the
proposed models. We concluded that the main gain in correctly specify the distribution
of the random effects is in the estimating the heterogeneity among the clusters. We
reanalyzed the real data about the contamination of pigs by Ascaris Suum.

Keywords: Cluster, Elliptical distributions, Logistic regression with mixed effects, Mar-
kov chain Monte Carlo methods, Monte Carlo EM algorithm, Normal Independent dis-
tributions, random odds ratio, Skew -Normal distribution.
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20 Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações, e média das es-
timativas nas últimas 100 iterações, obtidas com os algoritmos EMMC-M,
EMMC-PA e EMMC-Q para Dados 1 no Cenário 1. . . . . . . . . . . . . 91
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Dados 1 a 12. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

26 Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo
EMMC-Q e média das estimativas nas últimas 100 iterações para Dados 1
a 4 no Cenário 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

viii
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39 Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo
EMMC-M e média das estimativas nas últimas 100 iterações para Dados
9 a 12 no Cenário 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

ix
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nos Cenários D1 a D8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

59 Boxplots das estimativas de MOR|12| e valor real, sob todos os modelos,
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3.12 Viés e EQM para MOR|12| em todos os modelos nos cenários C1 a C8, D1
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Introdução

O modelo de regressão loǵıstica é frequentemente utilizado para modelar dados que
são binários ou binomiais. Nestes casos, em geral, o objetivo da modelagem estat́ıstica
é explicar a probabilidade de ocorrência de um evento de interesse. A ocorrência de um
evento de interesse é usualmente denominada por sucesso. O modelo de regressão loǵıstica
é obtido ao descrevermos a relação entre a probabilidade de sucesso e as covariáveis obser-
vadas através da função de distribuição acumulada da distribuição loǵıstica. Esta relação
pode ser modelada de outras formas como, por exemplo, através da função distribuição
acumulada da distribuição Normal. Contudo, o modelo loǵıstico tornou-se popular por
apresentar uma forma simples de interpretar os efeitos fixos utilizando a razão de chances.

Os modelos loǵısticos assumem independência entre as observações e, por isso, não
são apropriados para a análise de dados binários que apresentam estrutura de correlação.
Dados correlacionados ocorrem, por exemplo, em estudos onde os indiv́ıduos estão se-
parados em clusters e também em estudos longitudinais. Em estudos com clusters, os
indiv́ıduos são observados dentro de grandes unidades, por exemplo, escolas, famı́lias,
hospitais ou o local de trabalho. Em geral, as observações dentro de um cluster tendem
a ser correlacionadas devido a várias caracteŕısticas em comum. Exemplificando, se es-
colas são consideradas como clusters, observações de indiv́ıduos dentro de uma mesma
escola podem estar correlacionadas devido a caracteŕısticas da prática de ensino que são
particulares aquela escola. Já em estudos longitudinais, são feitas observações repetidas
para cada indiv́ıduo e, consequentemente, as observações para um mesmo indiv́ıduo são
correlacionadas. Estes modelos são conhecidos como modelos multińıveis ou hierárquicos.

Os modelos com efeitos mistos, frequentemente denominados por modelos mistos,
surgiram como uma estratégia útil para modelarmos dados correlacionados. Nestes mo-
delos, efeitos aleatórios são inclúıdos para introduzir a estrutura de correlação entre as
observações. Com isso, ao condicionarmos no conhecimento dos efeitos aleatórios, as
observações amostrais podem ser consideradas independentes. A adição dos termos de
efeitos aleatórios no modelo também pode ser utilizada como alternativa para levarmos
em consideração a ocorrência de superdispersão nos dados. Em geral, a superdispersão
é causada pelo efeito de variáveis que não foram medidas, mas são importantes para
explicar parte da variabilidade presente na variável resposta. Souza e Migon (2010) uti-
lizaram um termo de efeito aleatório no intercepto do modelo de regressão loǵıstica para
acomodar e detectar outliers. Em Gibbons et al. (1994), o efeito aleatório é usado para
representar as caracteŕısticas não observáveis e/ou não medidas que levam um médico a
ter maior risco de sofrer um processo judicial por erro médico.

Em geral, os artigos cient́ıficos sobre modelos de regressão loǵıstica com efeitos mis-
tos (ou modelo loǵıstico misto, por simplicidade) assumem normalidade para os efei-
tos aleatórios. Por exemplo, Paulino et al. (2005) supõem normalidade para os efeitos
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aleatórios ao abordar a análise de dados binários com erro de classificação sob o enfoque
bayesiano. Todavia, a distribuição Normal pode ser muito restritiva por não ser capaz
de representar comportamentos assimétricos ou com caudas pesadas. Liu e Dey (2008)
comparam o ajuste do modelo loǵıstico misto à dados reais ao considerar métodos não
paramétricos e distribuições assimétricas para os efeitos aleatórios.

A interpretação dos parâmetros de efeitos fixos no modelo misto loǵıstico não é tão
simples quanto no modelo loǵıstico usual pois a razão de chances (OR) é função tanto
dos efeitos fixos quanto dos efeitos aleatórios (Larsen et al. (2000)). Sendo assim, a razão
de chances é um objeto aleatório em ambas abordagens, Clássica e Bayesiana. Além
disso, se os efeitos aleatórios forem estimados, a interpretação usual dos efeitos fixos
através da razão de chances fica restrita apenas a comparação de indiv́ıduos que possuem
aqueles efeitos aleatórios considerados, isto é, a interpretação dos efeitos fixos é alterada
ao mudarmos os efeitos aleatórios presentes na comparação. Supondo normalidade para
os efeitos aleatórios, a razão de chances mediana foi introduzida por Larsen et al. (2000)
como uma medida eficiente para interpretar os efeitos fixos e para medir a heterogeneidade
causada devido aos efeitos aleatórios. Esta medida, em algumas comparações, tem a
simples e conveniente interpretação em termos da razão de chances usual.

Neste trabalho consideramos distribuições mais flex́ıveis para representar o compor-
tamento dos efeitos aleatórios. As distribuições consideradas são mais flex́ıveis no sentido
de permitirem assimetria ou terem caudas mais pesadas do que a distribuição Normal.
Para as distribuições assumidas estendemos os resultados propostos por Larsen et al.
(2000) para interpretar os efeitos fixos e medir a heterogeneidade causada pelos efeitos
aleatórios. No Apêndice B apresentamos a função de densidade de probabilidade e pro-
priedades de algumas famı́lias de distribuições de probabilidade que são utilizadas ao
longo deste trabalho, entre as quais estão as famı́lias de distribuições Normal Assimétrica
(denotada ao longo do texto por distribuição Skew -Normal) univariada (Azzalini, 1985)
e multivariada (Azzalini e Dalla-Valle, 1996) e a distribuição Skew -Normal Unificada
introduzida por Arellano-Valle e Azzalini (2006). Os métodos estat́ısticos descritos são
implementados no software gratuito OxEdit (Doornik, 2007) e os resultados obtidos são
analisados utilizando o software gratuito R (R Development Core Team, 2012).

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Caṕıtulo 1 apresentamos o mo-
delo loǵıstico com intercepto aleatório e os resultados propostos por Larsen et al. (2000)
para interpretação dos parâmetros no modelo loǵıstico misto e para medir a heterogenei-
dade resultando dos efeitos aleatórios.

No Caṕıtulo 2 consideramos o modelo loǵıstico com intercepto aleatório ao assumir
a distribuição Skew -Normal para os efeitos aleatórios. A distribuição Skew -Normal é
mais flex́ıvel do que a distribuição Normal no sentido de permitir assimetria para os
efeitos aleatórios e, além disso, possui a distribuição Normal como um caso particular.
Consideramos que os efeitos aleatórios são independentes e também correlacionados ao
utilizarmos, respectivamente, a distribuição Skew -Normal univariada e multivariada. Ao
estendermos os resultados propostos por Larsen et al. (2000) nestes modelos, obtivemos,
como sub-produto, um resultado relacionado a distribuição de combinações lineares de
variáveis aleatórias com distribuição Skew -Normal. Este resultado, até onde sabemos, é
inédito na Literatura estat́ıstica. Os modelos propostos são implementados sob o enfo-
que bayesiano e aplicados tanto a dados simulados quanto a dados reais. O estudo com
dados simulados nos permitirá avaliar, entre outras coisas, o efeito da má-especificação
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do modelo nas estimativas dos parâmetros e na razão de chances. A extensão dos re-
sultados propostos por Larsen et al. (2000) já havia sido tratada em Santos (2011) ao
assumir a distribuição Skew -Normal para os efeitos aleatórios. No entanto, os resultados
apresentados aqui são mais gerais do que os resultados em Santos (2011).

No Caṕıtulo 3 assumimos que os efeitos aleatórios possuem uma distribuição da classe
das distribuições eĺıpticas. A classe de distribuições eĺıpticas inclui a distribuição Nor-
mal e algumas com caudas mais pesadas do que a distribuição Normal, por exemplo, as
distribuições t-Student, Slash e Normal contaminada. Neste caṕıtulo consideramos um
modelo loǵıstico misto de forma mais geral do que no Caṕıtulo 2, por assumir que os efei-
tos aleatórios também podem estar associados a covariáveis e não apenas ao intercepto.
Apresentamos uma breve descrição da classe de distribuições eĺıpticas e resultados gerais
sobre a distribuição da razão de chances e sua mediana sem especificar a distribuição dos
efeitos aleatórios. Obtemos resultados sobre a razão de chances para os casos particulares
em que o comportamento dos efeitos aleatórios é modelado por alguma distribuição per-
tencente a classe das eĺıpticas. Discutimos a implementação deste modelo sob o paradigma
clássico utilizando o algoritmo EM Monte Carlo e avaliando a convergência do algoritmo
em um estudo com dados simulados. Realizamos um estudo de simulação Monte Carlo
para avaliar aspectos relacionados a qualidade de estimação dos parâmetros de interesse
e má-especificação da distribuição dos efeitos aleatórios. Aplicamos os modelos propostos
a um conjunto de dados reais considerados em Larsen et al. (2000), comparando-os com
a análise realizada no Caṕıtulo 2.
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Caṕıtulo 1

Modelo Loǵıstico com Intercepto
Aleatório

Neste caṕıtulo, definimos o modelo loǵıstico com intercepto aleatório e revisamos os
resultados encontrados por Larsen et al. (2000) sobre a interpretação dos parâmetros
deste modelo sob normalidade para os efeitos aleatórios.

Suponha que a população seja dividida em k clusters e que uma amostra de tamanho
ni seja selecionada dentro do i-ésimo cluster. Seja yij uma variável resposta binária que
assume o valor 1 se ocorre um sucesso para o indiv́ıduo j do cluster i, i = 1, . . . , k e
j = 1, . . . , ni, e assume 0 caso contrário. Seja xij = (1,xij1,xij2, . . . , xijp)

t o vetor de
covariáveis (p + 1) × 1 associado ao indiv́ıduo j dentro do i-ésimo cluster. Denote por
X = (x11, . . . ,x1n1 , . . . ,xk1, . . . ,xknk)

t a matriz N×(p+1) com a informação relacionada

as covariáveis para todos os N =
∑k

i=1 ni indiv́ıduos observados.
Defina γ = (γ1, . . . , γk)

t ∈ Rk como o vetor de efeitos aleatórios, em que γi denota
o efeito aleatório para o i-ésimo cluster. Seja β = (β0, β1, β2, . . . , βp)

t ∈ Rp+1 o vetor
de efeitos fixos. Denote por ηij = xtijβ + γi o preditor linear. Consequentemente, no
modelo loǵıstico misto com intercepto aleatório, πij = P (yij = 1|β,γ,X) = exp {ηij}[1+
exp {ηij}]−1.

Para uma amostra de N indiv́ıduos, assuma que dados β, γ e X, a variável resposta
yij tem distribuição Bernoulli com probabilidade de sucesso πij . Como consequência, a
função de verossimilhança é

f(y|β,γ,X) =
k∏
i=1

ni∏
j=1

[
exp {ηij}

1 + exp {ηij}

]yij [ 1

1 + exp {ηij}

]1−yij
, (1.1)

em que y = (y11, . . . , y1n1 , . . . , yk1, . . . , yknk)
t.

Do ponto de vista clássico, fazer inferência em modelos mistos não é trivial na mai-
oria dos casos. Para fazermos inferência sobre os efeitos fixos β que, em geral, são os
parâmetros de interesse, assumimos para os efeitos aleatórios γ uma distribuição f(γ|θ),
indexada pelo vetor de hiperparâmetros θ, e integramos a função de verossimilhança
conjunta para os dados e efeitos aleatórios de forma a obtermos uma função de verossi-
milhança livre dos efeitos aleatórios. A função de verossimilhança marginal é dada por

f(y|β,X) =

∫
f(y|β,γ,X)f(γ|θ)dγ.
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Após o procedimento de integração, adotamos os métodos usuais de estimação, como
por exemplo, o método de máxima verossimilhança. Neste modelo, a inferência torna-se
fact́ıvel apenas em casos mais simples, em que a integral nos efeitos aleatórios pode ser
analiticamente obtida ou em casos onde o gasto computacional para aproxima-la não é
muito alto. Esta dificuldade no tratamento de modelos mistos nos conduz ao uso de
distribuições nem sempre razoáveis para os efeitos aleatórios. Em geral, assumimos que
os efeitos aleatórios γ são normalmente distribúıdos. Esta suposição foi considerada, por
exemplo, em Larsen et al. (2000), Larsen e Merlo (2005), Gibbons et al. (1994), entre
outros. Supondo normalidade, este problema de integração é resolvido através do uso
de técnicas de integração numérica, como por exemplo, a quadratura de Gauss-Hermite
(McCulloch e Searle, 2001) ou a aproximação de Laplace. O caso não Normal requer um
pouco mais de trabalho. De acordo com Nelson et al. (2006) e Liu e Yu (2008), uma
transformação na verossimilhança conjunta é necessária para utilizar-se as aproximações
numéricas usuais. Entre as posśıveis alternativas para evitar o passo de integração estão os
algoritmos EM (proposto por Dempster et al., 1977), EM estocástico (Celeux e Diebolt,
1985), EM Monte Carlo (Wei e Tanner, 1990), ou alguma de suas variações, que são
procedimentos muito utilizados para obtermos os estimadores de máxima verossimilhança,
como pode ser visto em Kuhn e Lavielle (2005), em Chen et al. (2002) ou em Levine e
Casella (2001).

No enfoque Bayesiano, como são desconhecidos, os efeitos aleatórios recebem o status
de parâmetros a serem estimados e, com isso, utilizamos a função de verossimilhança
em (1.1). Da mesma forma que na abordagem clássica, assumimos uma distribuição
f(γ|θ) para γ e, para completar a modelagem Bayesiana, faz-se necessário especificar as
distribuições a priori para os efeitos fixos β e para o vetor de parâmetros θ que indexam
a distribuição dos efeitos aleatórios. Considerando a função de verossimilhança em (1.1) e
as distribuições a priori eliciadas para os parâmetros de interesse, temos que a distribuição
a posteriori para (β,γ,θ) é dada por

f(β,γ,θ|y,X,θ) =
f(y|β,γ,X)f(β)f(γ|θ)f(θ)∫

f(y|β,γ,X)f(β)f(γ|θ)f(θ)dβdθdγ
. (1.2)

Em geral, a distribuição a posteriori em (1.2) não possui forma fechada, assim, os
métodos Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) podem facilitar o processo de
inferência. Esta facilidade computacional viabiliza o uso de distribuições mais apropri-
adas para descrever o comportamento dos efeitos aleatórios, possibilitando a utilização
de distribuições que levam em conta assimetria e/ou caudas pesadas, entre outras ca-
racteŕısticas. Por exemplo, no modelo loǵıstico misto com intercepto aleatório, Souza
e Migon (2010) utilizam as distribuições t-Student e mistura de distribuições Normais
independentes, para este fim, e Liu e Dey (2008), além de métodos não paramétricos,
consideram as distribuições Skew -Normal e Skew -t.

1.1 Interpretação dos parâmetros

No modelo regressão loǵıstica ordinário, os efeitos fixos têm uma interpretação em ter-
mos da razão de chances entre indiv́ıduos. Esta interpretação facilita a comunicação com
pesquisadores de outra áreas e, na abordagem bayesiana, pode ajudar na construção de
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distribuições a priori mais apropriadas para os efeitos fixos, uma vez que, é mais comum
que o pesquisador tenha informação a priori sobre a razão de chances. A interpretação
dos efeitos fixos no modelo loǵıstico de regressão com efeitos aleatórios (MLREA) foi
discutida pela primeira vez em Larsen et al. (2000). Larsen et al. (2000) mostram que
a razão de chances depende tanto dos efeitos fixos quanto dos efeitos aleatórios e, con-
sequentemente, várias interpretações úteis resultam desta quantidade. Reescrevendo os
resultados introduzidos em Larsen et al. (2000), considere j1 e j2 dois indiv́ıduos em
diferentes clusters i1 e i2, respectivamente. A razão de chances entre estes indiv́ıduos é

ORi1j1,i2j2 = exp
{

(xti1j1 − x
t
i2j2

)β + γi1 − γi2
}
. (1.3)

Se a comparação ocorre entre indiv́ıduos no mesmo cluster i, ou seja, tal que i1 =
i2 = i e que tenham covariáveis diferentes, a razão de chances torna-se ORij1,ij2 =
exp

{
(xtij1 − x

t
ij2

)β
}

. Neste caso, a razão de chances depende somente dos efeitos fi-
xos e é exatamente a mesma que temos para o modelo de regressão loǵıstica ordinário.
Para quantificar o impacto dos efeitos aleatórios, a comparação é feita assumindo dois
indiv́ıduos, j1 e j2, com o mesmo vetor de covariáveis e que estão em diferentes clusters
i1 e i2. Neste caso, a razão de chances depende somente dos efeitos aleatórios e é dada
por ORi1j1,i2j2 = exp {γi1 − γi2}.

Quando a razão de chances entre dois indiv́ıduos é uma quantidade dependente dos
efeitos aleatórios surgem algumas dificuldades adicionais na interpretação dos parâmetros
quando utilizamos a abordagem clássica. Usualmente, cada efeito fixo é interpretado
avaliando o impacto na razão de chances quando comparamos indiv́ıduos com valores
distintos em apenas uma covariável. No entanto, quando a razão de chances depende dos
efeitos aleatórios, para obtermos uma estimativa para a razão de chances é necessário
obtermos estimativas também para os efeitos aleatórios. Estas estimativas para γ, em
geral, não são fornecidas diretamente pelos métodos clássicos de inferência, pois estes
métodos consideram a função de verossimilhança marginal e nesta abordagem γ é uma
variável aleatória. Além disto, note que mesmo se dispusermos de estimativas para γ
e, consequentemente, para OR, a interpretação usual para os efeitos fixos através da
razão de chances poderá ser utilizada apenas se fixarmos os clusters aos quais pertencem
os indiv́ıduos envolvidos na comparação. Isto é, quando usamos a razão de chances
para interpretar os efeitos fixos, queremos obter uma medida que retrate a alteração
na chance relativa de experimentar o evento de interesse devido a alteração do valor de
uma covariável. No entanto, devido aos efeitos aleatórios, no modelo loǵıstico misto não
existirá uma interpretação única para os efeitos fixos através da razão de chances. Por
exemplo, suponha que estejamos interessados em interpretar o efeito da idade na chance
relativa de um paciente ter óbito após sofrer um infarto e, para isto, calculamos a razão
de chances para indiv́ıduos com todas as covariáveis iguais exceto a idade. Note que
teremos uma estimativa para a razão de chances se os indiv́ıduos pertencem ao mesmo
cluster e outra estimativa diferente se os indiv́ıduos são de clusters diferentes, a qual
ainda dependerá de quais clusters estão envolvidos na comparação.

Na abordagem clássica, a OR é uma quantidade aleatória somente quando a com-
paração depender dos efeitos aleatórios. Como é aleatória, Larsen et al. (2000) propõe
interpretar a OR através da mediana de sua distribuição. A então chamada razão de
chances mediana é aqui nomeada por MOR. De acordo com Larsen et al. (2000), a
MOR fornece uma interpretação sempre válida para os efeitos fixos, ou seja, ela não
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se modifica ao trocarmos os clusters que estão envolvidos na comparação e, também,
quantifica apropriadamente a heterogeneidade existente entre os diferentes clusters.

Para o caso geral, quando comparamos indiv́ıduos com diferentes covariáveis em di-
ferentes clusters a razão de chances mediana é definida como sendo

MORi1j1,i2j2 = med
{

exp {(xti1j1 − x
t
i2j2

)β + (γi1 − γi2)} | β,X
}
. (1.4)

É importante observar que a distribuição de γi1 − γi2 é simétrica em torno de zero
sob a suposição de efeitos aleatórios independentes e identicamente distribúıdos (i.i.d)
(ver Proposição A.1 no Apêndice A para situações mais gerais onde isto também ocorre).
Nestes casos, independente dos clusters que são comparados, a MOR, definida em (1.4),
assume sempre valor igual a 1 quando os indiv́ıduos tem os mesmos valores observados
para as covariáveis. Para quantificarmos apropriadamente o efeitos dos clusters nestes
casos, Larsen et al. (2000) considera a mediana de exp {|γi1 − γi2|}, ou seja, a razão de
chances mediana é dada por

MOR|i1j1,i2j2| = med {exp {|γi1 − γi2|} | β,X} ,

em que |A| denota o valor absoluto de A. Para simplificarmos a notação, vamos deno-
tar OR12 = ORi1j1,i2j2 , MOR12 = MORi1j1,i2j2 e MOR|12| = MOR|i1j1,i2j2|. Definimos
também κ12 = (xti1j1 − x

t
i2j2

)β e W12 = γi1 − γi2 .
Larsen et al. (2000) mostra que se γ ∼ Nk(0,Σ), então W12 ∼ N(0, σ2

12), em que
σ2

12 = (zi1 − zi2)tΣ(zi1 − zi2) denota a variância de W12 e zi é um vetor de dimensão k
com valor 1 na i-ésima posição e 0 nas demais posições. Consequentemente, a razão de
chances em (1.3) pode ser reescrita como OR12 = exp {κ12 +W12}. A partir dáı, Larsen
et al. (2000) obtém os resultados apresentados no Teorema 1.1 a seguir.

TEOREMA 1.1. Se γ é um vetor aleatório com distribuição Normal com vetor de
médias 0 e matriz de covariância Σ então, dados X, β e Σ, segue que

a) A quantidade aleatória OR12 tem distribuição Log-Normal com parâmetros de locação
κ12 e escala σ2

12, cuja função de densidade de probabilidade (f.d.p) é dada por

fOR12|β,Σ,X(r) =
1√

2πrσ12

exp

{
− 1

2σ2
12

(ln r − κ12)2

}
, r ∈ R+, (1.5)

b) Para a mediana da distribuição em (1.5) segue que

(i) MOR|12| = med {exp {|W12|} | β,Σ,X} = exp {med{|W12| | β,Σ,X}}
= exp {σ12Φ−1(0,75)},

(ii) med {exp {−|W12|} | β,Σ,X} = med{exp {|W12| | β,Σ,X}}−1,

(iii) MOR12 = med {exp {κ12 +W12} | β,Σ,X} = exp {κ12}.

Note do item (i) que os termos Φ−1(0,75) ≈ 0,674 e σ12 ≥ 0, logo temos que a
MOR|12| ≥ 1. Note que quanto maior o valor de σ2

12 maior será MOR|12|, indicando
que maior variabilidade entre os efeitos aleatórios resulta em um aumento do valor de
MOR|12|. A MOR|12| nos mostra o quanto a chance relativa do evento de interesse de um
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dos indiv́ıduos é maior do que a chance relativa do outro indiv́ıduo. O resultado do item
(ii) do Teorema 1.1 é útil quando houver interesse em trocarmos a ordem dos indiv́ıduos
sob comparação, isto é, se houver o interesse de obtermos a razão de chances mediana
entre a unidade de baixo risco e a unidade de alto risco, comparando os indiv́ıduos
exatamente nesta ordem. O item (iii) fornece uma medida para interpretarmos os efeitos
fixos, a qual é independente dos clusters envolvidos na comparação, pois depende apenas
das cováriaveis e dos efeitos fixos β.

Do ponto de vista clássico, para exemplificarmos numericamente a interpretação

através da MOR, suponha que em determinado estudo temos a estimativa M̂OR =
exp {σ̂12Φ−1(0,75)} = 3,06. Isto significa que para indiv́ıduos com valores iguais das
covariáveis e que pertencem a clusters distintos, em termos medianos, o indiv́ıduo de
maior risco tem chance de experimentar o evento de interesse igual 3,06 vezes a chance
do indiv́ıduo com menor risco. Isto indicaria uma heterogeneidade substancial entre os
clusters em estudo, pois este valor, relativamente distante de 1, é consequência apenas
da diferença de efeito entre os clusters. Note que a interpretação feita desta forma é mais
simples e intuitiva do que se avaliássemos a variância da distribuição dos efeitos aleatórios
concluindo por grande heterogeneidade entre os clusters se esta variância fosse grande.
Por outro lado, suponha que, em um outro estudo, estamos comparando um homem e
uma mulher que pertencem a diferentes clusters e tais que as demais covariáveis do estudo
tenham valores idênticos para ambos. Se a estimativa para MOR entre este homem e
esta mulher for igual a 2,44, isto significa dizer que, em termos medianos, o homem tem
chance de experimentar o evento de interesse igual a 2,44 vezes a chance da mulher, ou
seja, com probabilidade de 50% esta razão de chances é maior do que 2,44.

Essa interpretação de OR foi considerada do ponto de vista clássico e também fornece
uma boa interpretação a priori condicional para OR, dados a matriz X, os efeitos fixos
β e os hiperparâmetros da distribuição a priori de γ. Do ponto de vista bayesiano,
contudo, a OR é uma quantidade aleatória que depende de ambos, os efeitos fixos β e/ou
os efeitos aleatórios γ. Neste caso, os resultados obtidos por Larsen et al. (2000) podem
ser utilizados apenas para descrever o conhecimento prévio do pesquisador ao eliciar a
distribuição dos efeitos aleatórios. No processo de inferência consideramos a distribuição
a posteriori da razão de chances e, também neste caso, a interpretação a OR poderá ser
utilizada apenas se fixarmos os clusters aos quais pertencem os indiv́ıduos envolvidos na
comparação.
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Caṕıtulo 2

Modelo Loǵıstico Misto
Skew-Normal

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, vamos considerar o modelo loǵıstico misto apresentado no Caṕıtulo
1 e consideraremos diferentes distribuições Skew -Normal (SN) para modelar o compor-
tamento do efeito aleatório. Como em Santos (2011), o foco principal deste trabalho
está na interpretação dos parâmetros. O uso da distribuição SN para modelar o com-
portamento dos efeitos aleatórios foi, anteriormente, considerado em Liu e Dey (2008)
e Santos (2011). Através da abordagem bayesiana, Liu e Dey (2008) assumem que os
efeitos aleatórios são independentes e identicamente distribúıdos (i.i.d) com distribuição
SN e também assume uma distribuição a priori discreta para o parâmetro de assimetria.
Santos (2011), por sua vez, considera um modelo mais flex́ıvel do que o assumido em
Liu e Dey (2008) e foca na interpretação dos parâmetros considerando que os efeitos
aleatórios são i.i.d com distribuição Skew -Normal definida em Azzalini (1986) e, no caso
correlacionado, assumindo o comportamento dos efeitos aleatórios pode ser descrito pela
distribuição SN multivariada, proposta em Azzalini e Dalla-Valle (1996), com matriz de
escala diagonal.

Dados biológicos, ambientais e financeiros são frequentemente assimétricos e/ou com
caudas pesadas. Por terem esse tipo de comportamento, dados deste tipo não são, em
geral, bem ajustados pela distribuição Normal. Pensando nesses exemplos, o atrativo
de usar a famı́lia de distribuições SN está na flexibilidade em ajustar densidades de
diferentes formas, entre elas uma distribuição perfeitamente simétrica (a distribuição
Normal quando o parâmetro de assimetria é zero) ou uma distribuição com forte grau
de assimetria (como a distribuição half-Normal). Além disso, as famı́lias de distribuições
SN preservam algumas das boas propriedades da famı́lia Normal.

Neste caṕıtulo assumiremos distribuições Skew -Normais independentes e correlaciona-
das mais gerais e flex́ıveis do que aquelas assumidas em Santos (2011) e Liu e Dey (2008)
para representarmos o comportamento dos efeitos aleatórios. A f.d.p destas distribuições
e algumas propriedades são apresentadas no Apêndice B. Na Seção 2.2, os resultados ob-
tidos por Larsen et al. (2000) e Santos (2011) para distribuição da OR e sobre MOR são
estendidos ao considerarmos estas classes de distribuições SN para os efeitos aleatórios.
Em Santos (2011), no caso Skew -Normal independente, os resultados sobre OR e MOR
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foram obtidos assumindo que efeitos aleatórios são independentes e identicamente dis-
tribúıdos. Tais resultados são estendidos ao considerarmos apenas independência para
os efeitos aleatórios. Sob tal suposição obtemos, como subproduto, um resultado forne-
cendo a distribuição de combinações lineares dos efeitos aleatórios. Ao reconhecermos que
a distribuição para tais combinações lineares pertence a famı́lia Skew -Normal Unificada
(SUN) proposta por Arellano-Valle e Azzalini (2006), os resultados em Santos (2011)
para o caso i.i.d também foram melhorados e seguem como corolários dos casos mais ge-
rais obtidos neste trabalho. Mesmo no caso i.i.d, resultados novos são obtidos a respeito
da MOR proposta para quantificar a heterogeneidade entre os clusters (itens (2)(i) e
(2)(ii) do Corolário 2.2). Apresentamos resultados para combinações lineares dos efeitos
aleatórios, OR e MOR ao assumirmos a distribuição Skew -Normal multivariada para os
efeitos aleatórios. Estes resultados são mais gerais que os apresentados em Santos (2011),
uma vez que são obtidos sem assumirmos restrições para os parâmetros da distribuição
Skew -Normal consideradas para modelarmos o comportamento dos efeitos aleatórios. Em
Santos (2011) os resultados são obtidos considerando que a matriz de escala é uma matriz
diagonal.

Na Seção 2.3 são apresentados detalhes sobre o processo de inferência bayesiana nos
dois modelos loǵısticos mistos Skew -Normal utilizados. No primeiro caso, em que assu-
mimos efeitos aleatórios Skew -Normais i.i.d, o modelo é um pouco mais geral do que o
apresentado em Santos (2011), visto que consideramos também uma distribuição a priori
Skew -Normal para representarmos a incerteza sobre o parâmetro de assimetria. Essa
modificação permite eliciar uma distribuição a priori que favoreça valores positivos (ou
negativos) para λ, tornando o modelo um pouco mais flex́ıvel. No segundo caso, as-
sumimos a distribuição SN multivariada para representar o comportamento dos efeitos
aleatórios. São usadas estruturas mais simples para a matriz de escala e para o vetor de
assimetria da distribuição dos efeitos aleatórios, tornando o modelo mais parcimonioso.
Este modelo é exatamente o utilizado em Santos (2011). Ainda na mesma seção, são
apresentados detalhes de como é feito o processo de inferência a posteriori para a razão
de chances, como descrito em Santos (2011), e são descritos os critérios de seleção de
modelos utilizados nas seções posteriores.

Na Seção 2.4 realizamos um estudo com dados simulados para avaliarmos o impacto
da má-especificação da distribuição dos efeitos aleatórios. Para isso, são considerados
bancos de dados simulados em que os efeitos aleatórios são i.i.d e gerados de distribuições
Normal e Skew -Normal. Os bancos de dados diferem não somente neste aspecto, mas
também por considerarmos diferentes valores para a variância da distribuição dos efeitos
aleatórios. Para a análise, ajustamos modelos que consideram efeitos aleatórios i.i.d tanto
normalmente distribúıdos quanto distribúıdos segundo uma distribuição Skew -Normal.
Na Seção 2.5 apresentamos um estudo de simulação Monte Carlo com o objetivo de
avaliarmos a influência da distribuição a priori do parâmetro de assimetria na inferência
a posteriori. Para tal, consideramos cenários com diferentes números de clusters e efeitos
aleatórios com diferentes ńıveis de assimetria. Para cada cenário ajustamos modelos
assumindo distribuições a priori degeneradas, Normal e Skew -Normal para o parâmetro
de assimetria.

Nas Seções 2.6 e 2.7 os modelos propostos são aplicados a dados reais. Na primeira,
reanalisamos o conjunto de dados apresentado em Liu e Dey (2008) sobre um experimento
realizado para estudar a interação entre atividade teratogênica de dois análogos de nia-
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cina 6-aminonicotinamide (6AN) e 3-acetylpyridine (3AP). Liu e Dey (2008) assumiu o
modelo loǵıstico misto com diferentes especificações para os efeitos aleatórios. Eles con-
clúıram que o modelo loǵıstico misto Skew -Normal é melhor que aquele que assume uma
distribuição Normal para os efeitos aleatórios ou mesmo quando os efeitos aleatórios são
tratados não parametricamente. Contudo, Liu e Dey (2008) consideram uma distribuição
a priori com massa pontual para o parâmetro de assimetria λ, em que λ assumir um valor
alto positivo ou alto negativo. Ao fazerem isto, eles assumem que os efeitos aleatórios
são, necessariamente, todos positivos ou todos negativos. Na Seção 2.7, o banco de dados
usado em Larsen et al. (2000), que trata da contaminação de súınos por Ascaris Suum, é
reanalisado considerando tanto a distribuição Normal quanto a distribuição Skew -Normal
para representar o comportamento dos efeitos aleatórios. A diferença entre a análise que
aqui realizamos para aquela apresentada em Larsen et al. (2000) reside no fato de que
esta última utiliza a abordagem clássica para o processo de inferência dos parâmetros dos
modelo e assume apenas a distribuição Normal para os efeitos aleatórios.

Finalizando este caṕıtulo, a Seção 2.8 discorre sobre as principais conclusões tiradas
ao considerarmos os modelos mais flex́ıveis introduzidos aqui.

2.2 Interpretação dos parâmetros

Para simplificarmos o processo de inferência no modelo loǵıstico misto, os efeitos
aleatórios são, usualmente, assumidos como sendo independentes com distribuição Nor-
mal. Tal suposição, no entanto, é questionável em alguns contextos como, por exemplo,
no estudo com dados biológicos discutido em Liu e Dey (2008). Nesta seção, assumiremos
distribuições mais flex́ıveis para modelar o comportamento dos efeitos aleatórios. Consi-
deramos que tais efeitos aleatórios têm distribuição Skew -Normal e também assumiremos
que são independentes (Azzalini, 1985) ou correlacionados (multivariados) (Azzalini e
Dalla-Valle, 1996). Ambas famı́lias SN consideradas aqui incluem a Normal como caso
particular. No entanto, diferentemente do que é observado para a distribuição Normal,
o caso independente não segue diretamente do caso multivariado ao assumirmos uma
matriz de escala diagonal. A independência na famı́lia SN decorre do caso multivariado
se a matriz de escala é diagonal e se existe somente um componente não nulo no vetor
de parâmetros de assimetria.

Ao longo deste trabalho denotamos por φn(y | µ,Σ) a função densidade de proba-
bilidade (f.d.p) associada com a distribuição multivariada Nn(µ,Σ), e por Φn(y | µ,Σ)
a correspondente função de distribuição acumulada (f.d.a). Se µ = 0 (respectivamente,
µ = 0 e Σ = In) estas funções serão denotadas por φn(y | Σ) e Φn(y | Σ) (respectiva-
mente, φn(y) e Φn(y)). Por simplicidade, φ(y) e Φ(y) serão usadas no caso univariado.

2.2.1 Resultados a priori para a razão de chances: Caso inde-
pendente

Assuma que, dados σ2
i ∈ R+ e ξi, λi ∈ R, γi

ind.∼ SN(ξi, σ
2
i , λi) para i = 1, . . . , k, em

que ξi, σ
2
i e λi são, respectivamente, os parâmetros de locação, escala e assimetria da

distrição SN. Isto é, f(γi | ξi, σ2
i , λi) = 2

σi
φ
(
γi−ξi
σi

)
Φ
(
λi

γi−ξi
σi

)
, γi ∈ R.
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Note que assumimos os efeitos aleatórios independentes, mas não necessariamente
identicamente distribúıdos e, por isso, os resultados obtidos aqui são mais gerais do que
os obtidos em Santos (2011), onde se considera que os efeitos aleatórios são i.i.d com
distribuição Skew -Normal.

Como apontado em (1.3), aOR12 depende dos efeitos aleatórios atravésW12 = γi1−γi2 .
Por isso, para obtermos a distribuição de OR12, necessitamos encontrar a distribuição
da combinação linear de variáveis aleatórias independentes SN. Exibimos este resultado
na Proposição 2.1 a seguir. Para apresentá-lo necessitamos conhecer a famı́lia Skew-
Normal unificada (SUN) introduzida em Arellano-Valle e Azzalini (2006). Sua definição
e algumas de suas caracteŕısticas são indicadas no Apêndice B. Como antes, seja OR12 =
exp{κ12 +W12}, em que κ12 = (xti1j1 − x

t
i2j2

)β. Também considere δi = λi[1 + λ2
i ]
−1/2.

PROPOSIÇÃO 2.1. Se γi
ind∼ SN(ξi, σ

2
i , λi), ∀i = 1, . . . , k, e ct = (c1, . . . , ck) é um

vetor de constantes reais de ordem 1 × k, então ctγ ∼ SUN1,k(c
tξ,0, [ctΛtΛc]1/2,Ω∗),

em que ξ = (ξ1, . . . , ξk), Λ = diag{σ1, . . . , σk}, Ω∗ =

(
Ik Γt

Γ 1

)
, Γt = (ctΛtΛc)−1/2Λ∆c,

∆ = diag{δ1, . . . , δk}, δi = λi[1 + λ2
i ]
−1/2 e sua f.d.p é

fctγ|ξ,Λ,Ω∗(x) = 2kφ(x | ctξ, ctΛtΛc)Φk

(
Λ∆c

ctΛtΛc
(x− ctξ) | Ik −

Λ∆cct∆tΛt

ctΛtΛc

)
. (2.1)

DEMONSTRAÇÃO.

Usando resultados conhecidos do cálculo de probabilidades segue que, a função geradora
de momentos (f.g.m) de ctγ é dada por

Mctγ(r) =
k∏
i=1

Mγi(rci)

=
k∏
i=1

2 exp

{
rciξi +

r2c2
iσ

2
i

2

}
Φ

(
λi

(1 + λ2
i )

1
2

σicir

)

= 2k exp

{
k∑
i=1

rciξi +
1

2

k∑
i=1

r2c2
iσ

2
i

}
k∏
i=1

Φ

(
λi

(1 + λ2
i )

1
2

σicir

)

= exp

{
rctξ +

r2

2
ctΛtΛc

}
Φk(rΛ∆c | Ik)[Φk(0 | Ik)]−1,

que de acordo com Arellano-Valle e Azzalini (2006) (ver Apêndice B) é a f.g.m. da
distribuição SUN citada em (2.1).

Segue diretamente da Proposição 2.1 que W12 tem distribuição Skew -Normal Unifi-
cada, o que é dado no seguinte corolário.
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COROLÁRIO 2.1. Se γil
ind∼ SN(ξil , σ

2
il
, λil), l = 1,2, então, dados os hiperparâmetros

θ12 = (ξi1 , σ
2
i1
, λi1 , ξi2 , σ

2
i2
, λi2), segue que W12 ∼ SUN1,2

(
ξi1 − ξi2 ,0,

[
σ2
i1

+ σ2
i2

] 1
2 ,Ω∗12

)
,

cuja f.d.p no ponto w ∈ R é dada por

fW12|θ12(w) = 4φ(w | ξi1 − ξi2 , σ2
i1

+ σ2
i2

)Φ2

(
w − ξi1 + ξi2
σ2
i1

+ σ2
i2

ε | I2 −
εεt

σ2
i1

+ σ2
i2

)
, (2.2)

em que ε = (σi1δi1 ,− σi2δi2)t, Ω∗12 =

(
I2 Γt

12

Γ12 1

)
e Γ12 =

(
σ2
i1

+ σ2
i2

)− 1
2 εt.

DEMONSTRAÇÃO.

Por simplicidade e sem perda de generalidade, o resultado será provado considerando que
i1 = 1 e i2 = 2, ou seja, vamos considerar W12 = γ1 − γ2. Note que W12 pode ser escrito
como ctγ, em que γt = (γ1, · · · ,γk) e ct = (1,−1, 0, · · · , 0). Assim, da Proposição 2.1
temos que

W12 ∼ SUN1,k(c
tξ,0, [ctΛtΛc]1/2,Ω∗),

em que

ctξ = ct(ξ1, . . . , ξk) = ξ1 − ξ2,

ctΛtΛc = ctdiag2{σ1, . . . , σk}c = σ2
1 + σ2

2,

Γt = (ctdiag2{σ1, . . . , σk}c)−1/2diag{σ1, . . . , σk}diag{δ1, . . . , δk}c

=
(
σ2

1 + σ2
2

)− 1
2 (σ1δ1,−σ2δ2, 0, · · · , 0)t.

Neste caso, uma vez que Ik é uma matriz diagonal de ordem k × k e Γt tem k − 2
entradas nulas, a função geradora de momentos de W12, no ponto r ∈ R, é dada por

MW12(r) = exp

{
(ξ1 − ξ2)r +

1

2
r2(σ2

1 + σ2
2)

}
Φk(Γ

t(σ2
1 + σ2

2)
1
2 r | Ik)

Φk(0 | Ik)

= exp

{
(ξ1 − ξ2)r +

1

2
r2(σ2

1 + σ2
2)

}
Φ2(Γt

12(σ2
1 + σ2

2)
1
2 r | I2)

Φ2(0 | I2)
,

com Γt
12 = (σ2

1 + σ2
2)
− 1

2 ε e ε = (σ1δ1,− σ2δ2)t.

Portanto, W12 ∼ SUN1,2

(
ξ1 − ξ2,02, (σ

2
1 + σ2

2)
1
2 ,Ω∗12

)
, com Ω∗12 =

(
I2 Γt

12

Γ12 1

)
, con-

cluindo a demonstração.

Note que ao assumirmos ξi1 = ξi2 = 0, σ2
i1

= σ2
i2

= σ2 e λi1 = λi2 = λ em (2.2)
obtemos o resultado apresentado em Santos (2011).

A próxima proposição fornece a distribuição a priori para OR12 e a sua mediana,
dados os hiperparâmetros θ12 = (ξi1 , σ

2
i1
, λi1 , ξi2 , σ

2
i2
, λi2)

t e os efeitos fixos β, quando os
efeitos aleatórios são independentes (ind.) com distribuição SN.
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PROPOSIÇÃO 2.2. Se γil
ind∼ SN(ξil , σ

2
il
, λil), l = 1, 2, então, dados X, os efeitos

fixos β e os hiperparâmetros θ12 = (ξi1 , σ
2
i1
, λi1 , ξi2 , σ

2
i2
, λi2), segue que

(i) a distribuição de OR12 é a distribuição Log-SUN, proposta por de Queiroz et al.
(2015), com f.d.p

fOR12|β,θ12,X(r) =
4

r
φ(ln r|κ12 + ξi1 − ξi2 , σ2

i1
+ σ2

i2
) (2.3)

× Φ2

(
ln r

σ2
i1

+ σ2
i2

ε|κ12 + ξi1 − ξi2
σ2
i1

+ σ2
i2

ε, I2 −
εεt

σ2
i1

+ σ2
i2

)
, para r ∈ R+;

(ii) a razão de chances mediana é dada por

MOR12 = exp {κ12} exp
{

Φ−1
SUN1,2

(
0,5|ξi1 − ξi2 ,0, [σ2

i1
+ σ2

i2
]1/2,Ω∗12

)}
,

em que ΦSUN1,2(·) denota a f.d.a da distribuição SUN dada em (2.2).

DEMONSTRAÇÃO.

(i) Utilizando o resultado da proposição anterior temos que, uma vez que OR12 =
exp {κ12 +W12}, segue que W12 = ln (OR12)−κ12. Usando resultados do cálculo de
probabilidades segue que

fOR12|β,θ12,X(r) = fW12|θ12(ln r − κ12)

∣∣∣∣dW12

dr

∣∣∣∣
=

4

r
φ(ln r − κ12|ξi1 − ξi2 , σ2

i1
+ σ2

i2
)

× Φ2

(
ln r − κ12 − (ξi1 − ξi2)

σ2
i1

+ σ2
i2

ε|I2 −
εεt

σ2
i1

+ σ2
i2

)
=

4

r
φ(ln r|κ12 + ξi1 − ξi2 , σ2

i1
+ σ2

i2
)

× Φ2

(
ln r

σ2
i1

+ σ2
i2

ε|κ12 + ξi1 − ξi2
σ2
i1

+ σ2
i2

ε, I2 −
εεt

σ2
i1

+ σ2
i2

)
.

(ii) Seja md a mediana da distribuição de OR12. Considerando o resultado em (i) e
denotando ξ∗ = κ12 + (ξi1 − ξi2) e Σ∗ = σ2

i1
+σ2

i2
, segue da definição de mediana que

FOR12|β,θ12,X(md) =

∫ md

0

fOR12|β,σ2,λ(r)dr = 0,5

⇔
∫ md

0

4

r
φ(ln r − ξ∗,Σ∗)Φ2

(
ln r − ξ∗

Σ∗
ε|I2 −

Ω12

Σ∗

)
dr = 0,5.

Aplicando a transformação de variável z = ln r − ξ∗, temos que dz = dt/t e que∫ lnmd−ξ∗

0

4φ(z,Σ∗)Φ2

(
z

Σ∗
ε|I2 −

Ω12

Σ∗

)
dz = 0,5

⇔ ΦSUN1,2

(
lnmd− κ12|ξi1 − ξi2 ,0, [σ2

i1
+ σ2

i2
]1/2,Ω∗12

)
= 0,5,
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de onde segue que

lnmd− κ12 = Φ−1
SUN1,2

(
0,5|ξi1 − ξi2 ,0, [σ2

i1
+ σ2

i2
]1/2,Ω∗12

)
⇔ md = exp

{
κ12 + Φ−1

SUN1,2

(
0,5|ξi1 − ξi2 ,0, [σ2

i1
+ σ2

i2
]1/2,Ω∗12

)}
.

Então, md = exp {κ12} exp
{

Φ−1
SUN1,2

(
0,5|ξi1 − ξi2 ,0, [σ2

i1
+ σ2

i2
]1/2,Ω∗12

)}
,

concluindo a demonstração.

Para reduzirmos o número de parâmetros as serem estimados, uma prática comum
em modelos mistos é assumir efeitos aleatórios i.i.d. No próximo corolário apresentamos
alguns resultados a respeito da distribuição de OR12 e das medidas MOR12 e MOR|12|,
os quais foram discutidos em Larsen et al. (2000) sob suposição de normalidade para os
efeitos aleatórios.

COROLÁRIO 2.2. Se γil
iid∼ SN(ξ, σ2, λ), l = 1, 2, então, dados X, os efeitos fixos β

e os hiperparâmetros θ = (ξ, σ2, λ), segue que

(1) a distribuição de OR12 é a distribuição Log-SUN com f.d.p

fOR12|β,θ,X(r) =
4

r
φ(ln r|κ12, 2σ

2)

× Φ2

(
δ ln r

2σ

(
1
−1

)
|δκ12

2σ

(
1
−1

)
, I2 −

δ2

2

(
1 −1
−1 1

))
, (2.4)

para r ∈ R+;

(2) a razão de chances mediana MOR12 é dada por

(i) MOR12 = med {exp {κ12 +W12} | β,X,θ} = exp {κ12};
(ii) MOR|12| = med {exp {|W12|} | β,X,θ} = exp {med {|W12| | β,X,θ}}

= exp
{

Φ−1
SUN1,2

(0,75 | 0,0, (2σ2)1/2,Ω∗12)
}

, em que Ω∗12 =

(
I2

δ(1,−1)t√
2

δ(1,−1)√
2

1

)
;

(iii) med {exp {−|W12|} | β,X,θ} = med {exp {|W12|} | β,X,θ}−1.

DEMONSTRAÇÃO.

(1) O resultado segue diretamente do item (i) da Proposição 2.2 ao assumirmos ξi1 =
ξi2 = ξ, σ2

i1
= σ2

i2
= σ2 e λi1 = λi2 = λ.

(2) Os próximos resultados a respeito da MOR12 decorrem do fato que, ao assumir-
mos efeitos aleatórios i.i.d, a distribuição de W12 é simétrica em torno de zero (Ver
Proposição A.1, Apêndice A).
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(i) Utilizando o resultado em (ii) da Proposição 2.2, temos que

MOR12 = med{exp {κ12 +W12} | β,X,θ}
= exp {κ12} exp {Φ−1

SUN1,2
(0,5 | 0,0, (2σ2)1/2,Ω∗12)}, (2.5)

em que Ω∗12 =

(
I2

δ(1,−1)t√
2

δ(1,−1)√
2

1

)
.

Como W12 ∼ SUN1,2

(
0,0, (2σ2)1/2,Ω∗12

)
a qual é uma distribuição simétrica

em torno de zero, segue que Φ−1
SUN1,2

(0,5 | 0,0, (2σ2)1/2,Ω∗12) = 0. Logo, temos

a simplificação da expressão em (2.5) e segue que MOR12 = exp {κ12}.
(ii) Seja a1 = med{exp {|W12|} | β,X,θ}. Assim, como a distribuição de W12 é

simétrica em torno de zero,

P (exp {|W12|} ≤ a1 | β,X,θ) = 0,5;

P (− ln a1 ≤ W12 ≤ ln a1 | β,X,θ) = 0,5;

2P (W12 ≤ ln a1 | β,X,θ)− 1 = 0,5;

P (W12 ≤ ln a1 | β,X,θ) = 0,75;

ΦSUN1,2(ln a1 | 0,0, (2σ2)1/2,Ω∗12) = 0,75.

Desta forma, a1 = Φ−1
SUN1,2

(0,75 | 0,0, (2σ2)1/2,Ω∗12). Usando a Proposição A.2
no Apêndice A temos também que

med{|W12| | β,X,θ} = exp{Φ−1
SUN1,2

(0,75 | 0,0, (2σ2)1/2,Ω∗12)};

(iii) Seja med{exp{−|W12|} | β,X,θ} = h. Assim,

P (exp{−|W12|} ≤ h | β,X,θ) = 0,5;

P (|W12| ≥ − lnh | β,X,θ) = 0,5;

P (W12 ≥ − lnh | β,X,θ) + P (W12 ≤ lnh | β,X,θ) = 0,5;

2P (W12 ≤ lnh | β,X,θ) = 0,5;

ΦSUN1,2(lnh | 0,0, (2σ2)1/2,Ω∗12) = 0,25.

Desta forma,

lnh = Φ−1
SUN1,2

(0,25 | 0,0, (2σ2)1/2,Ω∗12);

lnh = −Φ−1
SUN1,2

(0,75 | 0,0, (2σ2)1/2,Ω∗12);

h =
[
exp{Φ−1

SUN1,2
(0,75 | 0,0, (2σ2)1/2,Ω∗12)}

]−1

;

h = [med{exp{|W12|} | β,X,θ}]−1.

Logo, med{exp {−|W12|} | β,X,θ} = [med{exp {|W12|} | β,X,θ}]−1, con-
cluindo a demonstração.
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Parte do resultado apresentado no Corolário 2.2 foi obtido por Santos (2011), a saber,
a parte referente a distribuição de OR12 e sua mediana MOR proposta para quantificar
os efeitos fixos. No entanto, em Santos (2011) a distribuição de W12 não havia sido
reconhecida como membro da famı́lia de distribuições SUN e não hav́ıamos provado que,
no caso i.i.d, a distribuição de W12 se tratava de uma distribuição simétrica em torno de
zero. Estes novos avanços permitiram melhorarmos também os resultados já apresentados
no caso i.i.d e acrescentar novos itens referentes a MOR proposta para avaliar os efeitos
aleatórios.

A Figura 1 apresenta a f.d.p de W12 e OR no caso i.i.d para diferentes valores de
λ e assumindo σ2 = 1 e κ12 = 0. Valores de λ iguais em módulo fornecem a mesma
densidade. Notamos também que ao eliciarmos valores altos para |λ|, a OR tende a ser
maior do que a assumida no modelo de Larsen et al. (2000).
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Figura 1: Distribuições a priori de W12 (esquerda) e OR (direita) para o caso indepen-
dente com ξ = 0, σ2 = 1, κ12 = 0 e λ = −8,5 (linha sólida), −2 (+), −1 (linha tracejada),
−0,5 (linha tracejada com pontos), 0 (•, modelo do Larsen et al. (2000)).

O primeiro gráfico da Figura 1 nos revela que quanto maior a assimetria assumida
para a distribuição dos efeitos aleatórios mais leves serão as caudas da distribuição de
W12. Além disso percebemos que a f.d.p de W12 é simétrica em torno de zero. Em
consequência disto, temos que a MOR12 é igual a 1 para qualquer valor de λ assumido, o
que ilustra a necessidade de utilizarmos a MOR|12| quando o interesse está em interpretar
o efeito dos clusters. O segundo gráfico da Figura 1 mostra que se considerarmos a
distribuição Normal (λ = 0) para os efeitos aleatórios esta revela que, mais provavelmente,
ao compararmos dois indiv́ıduos com as mesmas caracteŕısticas e que estão em clusters
diferentes, a razão de chances será menor que 1. No entanto, se considerarmos valores
λ distantes de 0, a f.d.p da OR12 concentra maior massa de probabilidade em valores
próximos de 1, isto é, retrata menor heterogeneidade entre os clusters. Para valores de
λ menores do que -8,5 a f.d.p da variável aleatória OR12 é muito similar a obtida com
λ = −8,5.

É importante notarmos (Corolário 2.2) que ao assumir efeitos aleatórios SN i.i.d a
interpretação a priori dos efeitos fixos através da MOR não dependerá dos clusters
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em que os indiv́ıduos estão. Isto não é observado se os efeitos aleatórios não forem
identicamente distribúıdos. Um resultado similar foi obtido por Larsen et al. (2000) sob
normalidade em um cenário mais geral, onde os efeitos aleatórios não são necessariamente
identicamente distribúıdos.

As distribuições de OR12 dadas em (2.3) e (2.4) pertencem a uma classe de distri-
buições Log-Skew -Normais diferentes da classe log-Skew -Normal introduzida por Mar-
chenko e Genton (2010). Na classe de distribuições definida em Marchenko e Genton
(2010), a função assimetrizadora é a f.d.a de uma distribuição Normal univariada en-
quanto que na famı́lia de distribuições definidas em (2.4) a função assimetrizadora é a
f.d.a de uma distribuição Normal bivariada. A distribuição em (2.4) é obtida ao introdu-
zirmos assimetria na distribuição em (1.5) e retornamos aos resultados de Larsen et al.
(2000) se fizermos λ = 0 em (2.4).

2.2.2 Resultados a priori para a razão de chances: Caso corre-
lacionado

Assuma que, dados ξ, Ω e α, γ ∼ SNk(ξ,Ω,α) com densidade

f(γ | ξ,Ω,α) = 2φk (γ | ξ,Ω) Φ
(
αtω−1(γ − ξ)

)
, γ ∈ Rk, (2.6)

em que ξ = (ξ1, . . . , ξk)
t ∈ Rk é o vetor de locação, α = (α1, . . . , αk)

t ∈ Rk é o vetor
de parâmetros de assimetria, Ω é uma k × k matriz de covariância positiva definida e
ω = diag{σ1, . . . , σk} é uma matriz diagonal formada pela raiz quadrada dos elementos
na diagonal de Ω e é tal que Ω = ωΩ̄ω em que Ω̄ é uma matriz de correlação.

Para obtermos a distribuição da quantidade aleatória OR12, inicialmente encontramos
a distribuição de combinações lineares dos efeitos aleatórios. A distribuição de probabi-
lidade de qualquer combinação linear dos efeitos aleatórios ao assumirmos a distribuição
SN multivariada é apresentada na Proposição 2.3.

PROPOSIÇÃO 2.3. Considere a combinação linear ctγ em que c = (c1, . . . , ck)
t é um

vetor de constantes de ordem k×1. Se γ ∼ SNk(ξ,Ω,α), então ctγ ∼ SN(ξtc, ctΩc, λ),

em que λ =
[
αtΩ̄ωc

] [
(1 +αtΩ̄α)(ctΩc)− (αtΩ̄ωc)2

]− 1
2 .

DEMONSTRAÇÃO.

A função geradora de momentos do vetor aleatório γ aplicada no ponto r = (r1, . . . , rk)
t,

obtida por Azzalini (2005), é dada por

Mγ(r) = 2 exp

{
ξtr +

1

2
rtΩr

}
Φ

 αtΩ̄(
1 +αtΩ̄α

) 1
2

ωr

 ,

em que ω = diag{σ1, . . . , σk} e Ω̄ = ω−1Ωω−1.
Além disso, a função geradora de momentos de ctγ pode ser escrita como

Mctγ(r) = Mγ(rc)

= 2 exp

{
rξtc+

1

2
r2ctΩc

}
Φ

 αtΩ̄(
1 +αtΩ̄α

) 1
2

ωcr
(ctΩc)

1
2

(ctΩc)
1
2

 .
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Fazendo σ2 = ctΩc, podemos reescrever como

Mctγ(r) = 2 exp

{
rξtc+

1

2
r2σ2

}
Φ

rσ αtΩ̄ωc(
(1 +αtΩ̄α)(ctΩc)

) 1
2

 .

A função acima é igual a função geradora de momentos da distribuição SN(ξ, σ, λ),
em que ξ = ξtc, σ2 = ctΩc e

λ√
1 + λ2

=
αtΩ̄ωc(

(1 +αtΩ̄α)(ctΩc)
) 1

2

⇒ λ =
(αtΩ̄ωc)(

(1 +αtΩ̄α)(ctΩc)− (αtΩ̄ωc)2
) 1

2

(2.7)

Logo, ctγ ∼ SN(ξtc, ctΩc, λ), concluindo a demonstração.

Como na seção anterior, é nosso interesse encontrarmos a distribuição de W12 =
γi1 − γi2 . Apresentamos este resultado no Corolário 2.3.

COROLÁRIO 2.3. Se γ ∼ SNk(ξ,Ω,α) então W12 ∼ SN(ξi1 − ξi2 , σ∗2, λ∗12), em que

λ∗12 =
[∑k

l=1

αl[σi1l−σi2l]
σl

] [(
1 +

∑k
l,m=1

αmαlσlm
σlσm

)
σ∗2 −

(∑k
l=1

αl[σi1l−σi2l]
σl

)2
]−1/2

e

σ∗2 = σ2
i1

+ σ2
i2
− 2σi1i2.

DEMONSTRAÇÃO.

Considerando o vetor c de forma que assuma valor 1 na posição i1, valor -1 na posição
i2 e zero nas demais posições. Utilizando os resultados obtidos na Proposição 2.3 temos
que

ctγ = W12 ∼ SN(ξtc, ctΩc, λ),

e resolvendo as contas matriciais, obtemos que

ctΩc = σ2
i1

+ σ2
i2
− σ12;

ξtc = ξi1 − ξi2 ;

αtΩ̄ωc =
k∑
l=1

αl

[
σi1l
σi1σl

σi1 −
σi2l
σi2σl

σi2

]
=

k∑
l=1

αl
σl

[σi1l − σi2l] ;

αtΩ̄α =
k∑

l,m=1

αmαlσlm
σlσm

.

Substituindo os resultados na expressão de λ em (2.7), segue que W12 ∼ SN(ξi1 −
ξi2 , σ

∗2, λ∗12), em que

λ∗12 =
[∑k

l=1

αl[σi1l−σi2l]
σl

] [(
1 +

∑k
l,m=1

αmαlσlm
σlσm

)
σ∗2 −

(∑k
l=1

αl[σi1l−σi2l]
σl

)2
]−1/2

e

σ∗2 = σ2
i1

+ σ2
i2
− 2σi1i2 , o que conclui a demonstração.
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Estruturas mais simples para a matriz Ω podem ser assumidas e assim modelos mais
parcimoniosos são constrúıdos. Também, dependendo da estrutura assumida para Ω,
preserva-se a interpretação da razão de chances obtida sob normalidade. Esta invariância
ocorre quando no Corolário 2.3 a distribuição de W12 é Normal, ou seja, para λ∗12 = 0.

Como discutido em Santos (2011), considere por exemplo que Ω = diag(σ2
1, . . . , σ

2
k) e

σ2
i ∈ R+ em (2.6). Para algum vetor c ∈ Rk que é ortogonal ao vetor Ωω−1α, digo, tal

que
∑k

i=1 αiσici = 0, temos que

ctγ ∼ N

(
k∑
i=1

ξici,

k∑
i=1

c2
iσ

2
i

)
, (2.8)

que é equivalente ao resultado obtido sob a suposição de efeitos aleatórios independentes
e normalmente distribúıdos.

Uma escolha naturalmente feita é considerarmos σ2
i = σ2 para todo i. Se

∑k
i=1 αici 6= 0

e Ω = σ2Ik, a distribuição para ctγ é

ctγ ∼ SN

(
k∑
i=1

ξici, σ
2

k∑
i=1

c2
i , λ
∗

)
,

em que λ∗ = [
∑k

i=1 αici][(1 +
∑k

i=1 α
2
i )(
∑k

i=1 c
2
i )− (

∑k
i=1 αici)

2]−1/2. Sob esta particular
estrutura para Ω, o Corolário 2.4 apresenta dois resultados interessantes relacionados a
distribuição de W12, que foram obtidos em Santos (2011).

COROLÁRIO 2.4.

(i) Se γ ∼ SNk(ξ, σ
2Ik,α) então

W12 ∼ SN

ξi1 − ξi2 , 2σ2, [αi1 − αi2 ]

[
2

(
1 +

k∑
l=1

α2
l

)
− (αi1 − αi2)2

]−1/2
 ;

(ii) Se γ ∼ SNk(ξ, σ
2Ik, α1k) então W12 ∼ N(ξi1 − ξi2 , 2σ2).

DEMONSTRAÇÃO.

(i) A demonstração segue diretamente da Proposição 2.3 ao considerarmos Ω = σ2Ik
e o vetor c assumindo os valores 1 na posição i1, -1 na posição i2 e zero nas de-
mais posições. Neste caso, basta notarmos que Ω̄ = Ik. Resolvendo as operações
matriciais temos que

ctΩc = 2σ2;

ξtc = ξi1 − ξi2 ;
αtΩ̄ωc = αtIkσIkc = σ(αi1 − αi2);

αtΩ̄α = αtIkα =
k∑
l=1

α2
l .

Então W12 ∼ SN(ξi1 − ξi2 , 2σ2, λ∗12), em que

λ∗12 =
σ(αi1−αi2 )[

(1+
∑k
l=1 α

2
l )(2σ

2)−(σ(αi1−αi2 ))
2
]1/2 =

αi1−αi2[
2(1+

∑k
l=1 α

2
l )−(αi1−αi2)

2
]1/2 .
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(ii) A demonstração segue diretamente de (i). Note que se αi1 = αi2 = α então λ∗12 = 0.
Logo, temos que W12 ∼ N(ξi1 − ξi2 , 2σ2), concluindo a demonstração.

Então os resultados estabelecidos em Larsen et al. (2000) para OR12 e MOR12 também
seguem se γ ∼ SNk(ξ, σ

2Ik, α1k) e sob aquelas condições que levam ao resultado em (2.8).
Em todos estes casos, a OR12 tem a mesma distribuição Log-Normal obtida em (1.5). Na
Proposição 2.4, fornecemos a distribuição da OR12 e sua mediana para o caso geral.

PROPOSIÇÃO 2.4. Se os efeitos aleatórios são tais que γ ∼ SNk(ξ,Ω,α) com f.d.p
dada em (2.6) então, dados β, X e θ = (ξ,Ω,α), segue que:

(i) a variável aleatória OR12 = exp{κ12 +W12} tem f.d.p

fOR12|β,X,θ(r) =
2

r
φ
(
ln r | κ12 + ξi1 − ξi2 , σ∗2

)
×Φ

(
λ∗12 [ln r − (κ12 + ξi1 − ξi2)]

σ∗

)
, (2.9)

r ∈ R+, em que σ∗2 = σ2
i1

+ σ2
i2
− 2σi1i2 e λ∗12 é definido como no Corolário 2.3, e

(ii) a mediana da distribuição em (2.9) é

MOR12 = exp{κ12} exp{Φ−1
SN(0,5 | λ∗12)σ∗ + ξi1 − ξi2},

em que ΦSN(· | λ∗12) denota a f.d.a da distribuição SN padrão com parâmetro de
assimetria λ∗12 dado no Corolário 2.3.

(iii) se ξi1 − ξi2 = 0 segue que

(1) MOR|12| = med{exp{|W12|} | β,X,θ} = exp{med{|W12| | β,X,θ}}
= exp {σ∗Φ−1(0,75)};

(2) med{exp{−|W12|} | β,X,θ} = [med{exp{|W12|} | β,X,θ}]−1.

DEMONSTRAÇÃO.

(i) Utilizando a Proposição 2.3 temos que W12 ∼ SN(ξ∗, σ∗2, λ∗12), em que ξ∗ = ξi1−ξi2 ,
e σ∗2 e λ∗12 são como no Corolário 2.3. Defina a variável aleatória T12 = κ12 +W12.
Assim, segue que T12 ∼ SN(ξ∗ + κ12, σ

∗2, λ∗12). Consequentemente, a distribuição
de OR12 = exp {T12} é dada por

fOR12|β,X,θ(r) = fT12|β,X,θ (ln r)

∣∣∣∣ dTdOR
∣∣∣∣

=
2

rσ∗
φ
(
ln r | ξ∗ + κ12, σ

∗2)Φ

(
λ∗12

ln r − (ξ∗ + κ12)

σ∗

)
; r > 0.
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(ii) Seja a = med{OR12}. Logo, temos que

FOR12|β,X,θ(a) =

∫ a

0

fOR12(r)dr = 0,5;

=

∫ a

0

2

rσ∗
φ

(
ln r − (ξ∗ + κ12)

σ∗

)
Φ

(
λ∗12

ln r − (ξ∗ + κ12)

σ∗

)
dr = 0,5.

Usando a transformação z = ln r−(ξ∗+κ12)
σ∗

, segue que

FOR12|β,X,θ(a) =

∫ ln a−(ξ∗+κ12)
σ∗

−∞
2φ(z)Φ(λ∗12z)dz = 0,5;

= ΦSN

(
ln r − (ξ∗ + κ12)

σ∗
| λ∗12

)
= 0,5,

em que ΦSN(· | λ∗12) denota a f.d.a da distribuição SN padrão com parâmetro de
assimetria λ∗12 dado no Corolário 2.3. Disto, segue que

ln a− (ξ∗ + κ12)

σ∗
= Φ−1

SN(0,5 | λ∗12);

a = exp{Φ−1
SN(0,5 | λ∗12)σ∗ + ξ∗ + κ12}.

Portanto, temos que med{OR12} = exp {κ12} exp{Φ−1
SN(0,5 | λ∗12)σ∗ + ξ∗}.

(iii) Considerando ξi1 − ξi2 = 0, segue que W12 ∼ SN(0, σ∗, λ∗12), onde σ∗2 e λ∗12 são
definidos como em (i).

(1) Inicialmente vamos encontrar o valor de med{exp{|W12|} | β,X,θ}. Para isso
defina OR∗12 = exp{|W12|}. Desta forma, temos que a f.d.a de OR∗12 é

FOR∗12|β,X,θ(r) = P (|W12| ≤ ln r | β,X,θ)

= FW12|β,X,θ (ln r)− FW12|β,X,θ (− ln r) .

Como consequência temos que a f.d.p de OR∗12 é

fOR∗12|β,X,θ(r) =
1

r

[
fW12|β,X,θ (ln r) + fW12|β,X,θ (− ln r)

]
=

2

rσ∗

[
φ

(
ln r

σ∗

)
Φ

(
λ∗12 ln r

σ∗

)
+ φ

(
− ln r

σ∗

)
Φ

(
−λ∗12 ln r

σ∗

)]
=

2

rσ∗
φ

(
ln r

σ∗

)
=

2

rσ∗
1√
2π

exp

{
−1

2

(
ln r

σ∗

)2
}

; 1 ≤ r <∞.

Sendo assim, se a = med{OR∗12 | β,X,θ}, temos que∫ a

1

1

rσ∗
1√
2π

exp

{
−1

2

(
ln r

σ∗

)2
}
dr = 0,25. (2.10)
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Usando a transformação z = ln r/σ∗, segue de (2.10) que

∫ ln a
σ∗

0

1√
2π

exp

{
−1

2
z2

}
dz = 0,25;

Φ

(
ln a

σ∗

)
− Φ(0) = 0,25;

Φ

(
ln a

σ∗

)
= 0,75,

de onde decorre que a = med{OR∗12 | β,X,θ} = exp{σ∗Φ−1(0,75)}.

A outra parte da igualdade em (1) segue ao usarmos a Proposição A.2. Desta
forma,

med{exp{|W12|} | β,X,θ} = exp{med{|W12| | β,X,θ}} = exp{σ∗Φ−1(0,75)}.

(2) Seja Y = exp{−|W12|}. Assim, a f.d.a de Y é

FY |β,X,θ(y) = P (exp{−|W12|} ≤ y | β,X,θ)

= 1− FW12|θ (− ln y) + FW12|θ (ln y)

Assim, temos que a f.d.p de Y é

fY |β,X,θ(y) =
1

y

[
fW12|θ (− ln y) + fW12|θ (ln y)

]
=

2

yσ∗

[
φ

(
− ln y

σ∗

)
Φ

(
−λ∗12 ln y

σ∗

)
+ φ

(
ln y

σ∗

)
Φ

(
λ∗12 ln y

σ∗

)]
=

2

yσ∗
φ

(
ln y

σ∗

)
, 0 < y ≤ 1.

Desta forma, se c = med{exp{−|W12|} | β,X,θ}, temos que∫ c

0

2

σ∗y

1√
2π

exp

{
−1

2

(
ln y

σ∗

)2
}
dy = 0,5; (2.11)

Usando a transformação t = ln y/σ∗ em (2.11), segue que∫ ln c
σ∗

−∞

1√
2π

exp

{
−1

2
t2
}
dt = 0,25;

Φ

(
ln c

σ∗

)
= 0,25.
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Consequentemente, temos que

c = exp{σ∗Φ−1(0,25)};
= exp{−σ∗Φ−1(0,75)};
= [med{exp{|W12|} | β,X,θ}]−1,

o que conclui a prova.

O Corolário 2.5 que apresentamos a seguir mostra o resultado quando assumimos um
caso mais parcimonioso, isto é, quando assumimos que o efeitos aleatórios são tais que
sua distribuição tem matriz de escala σ2Ik.

COROLÁRIO 2.5. Se γ ∼ SNk(ξ, σ
2Ik,α), em que ξ = (ξ1, . . . , ξk)

t e α = (α1, . . . , αk)
t

então, dados β, σ2 e α, segue que

(i) a variável aleatória OR12 = exp {κ12 +W12} tem f.d.p

fOR12|β,α,σ2,X(r) =

√
2

σr
φ

(
1√
2σ

[ln r − (κ12 + ξi1 − ξi2)]
)

Φ

(
λ∗12√
2σ

[ln r − (κ12 + ξi1 − ξi2)]
)
, r ∈ R+, (2.12)

(ii) a mediana da distribuição em (2.12) é

MOR12 = exp{κ12} exp{Φ−1
SN(0,5 | λ∗12)

√
2σ + ξi1 − ξi2}, (2.13)

em que λ∗12 = [αi1 − αi2 ][2(1 +
∑k

i=1 α
2
i )− (αi1 − αi2)2]−1/2.

DEMONSTRAÇÃO.

(i) Segue da Proposição 2.4 que a variável aleatória OR12 tem distribuição dada em
(2.9). Ao assumirmos Ω = σ2Ik em (2.9) temos que

σ∗2 = 2σ2

λ∗12 = [αi1 − αi2 ][2(1 +
k∑
i=1

α2
i )− (αi1 − αi2)2]−1/2, (2.14)

o que fornece a distribuição em (2.12).

(ii) A demonstração deste resultado segue diretamente de (ii) na Proposição 2.4 ao
considerar σ∗2 e λ∗12 dados em (2.14).

Os resultados obtidos em Santos (2011) são casos particulares do Corolário 2.5, onde
foram somente mostrados resultados nos quais as suposições feitas sobre a distribuição
dos efeitos aleatórios conduzem a uma distribuição Normal para W12.

A Figura 2 mostra a f.d.p de W12 e OR12 quando comparamos os dois indiv́ıduos com
mesmos valores para as covariáveis (κ12 = 0) e quando ξi1 = ξi2 , σ

2 = 1 e αi2 = 0 e −5.
Diferentes valores de αi1 são considerados.
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Figura 2: Distribuições a priori de W12 (esquerda) e OR (direita) para o caso dependente,
αi2 = 0 (topo) e −5 (em baixo), σ2 = 1, κ12 = 0 e αi1 = 0 (linha sólida), −5 (+), −2
(linha tracejada), 2 (linha tracejada com pontos), 5 (•).

Se a opinião prévia de uma especialista revela que OR12 é, provavelmente, maior do
que um, da Figura 2 percebemos que a distribuição Normal (αi1 = αi2 = 0) pode não
ser uma escolha apropriada para descrever a incerteza sobre os efeitos aleatórios. Neste
caso, a distribuição multivariada SN com αi1 = 5 e αi2 = −5 pode produzir uma melhor
descrição da incerteza dele.

As distribuições em (2.9) e (2.12) pertencem à classe de distribuições Log-Skew -
Eĺıptica introduzida por Marchenko e Genton (2010). Como para o caso independente, a
MOR12 depende dos efeitos fixos através do termo exp{κ12}, termo este que é a razão de
chances quando os efeitos aleatórios não são inclúıdos no modelo. Contudo, em ambos os
casos, exp{κ12} é multiplicado por um termo que depende da f.d.a de alguma distribuição
SN. Se, para o caso em (2.13), o parâmetro de assimetria do cluster i2 é αi2 = 0 e para
o cluster i1 temos um forte grau de assimetria (αi1 →∞), então MOR12 é maior do que
a observada para os efeitos aleatórios Normais. Por outro lado, se αi1 = 0 e αi2 → ∞,
então a MOR12 é menor que a observada para o caso Normal. A Figura 3 mostra o
comportamento de MOR12 versus αi1 para κ12 = 0 e σ = 1 assumindo diferentes valores
para o parâmetro de assimetria no cluster i2. Vemos que ao alterar os valores de αi1 e αi2
diversos comportamentos para MOR12 são obtidos, sendo eles muito diferentes do que
seria obtido sob normalidade em que teŕıamos MOR12 = 1 para o caso exemplificado.
Por simplicidade, nas Figuras 2 e 3 assumimos αij = 0 para todo j exceto para j = 1,2.
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Figura 3: MOR12 versus αi1 , para αi2 = −5 (+), αi2 = −2 (linha tracejada), αi2 = 0
(linha sólida), αi2 = 2 (linha tracejada com pontos), αi2 = 5 (•).

2.3 Inferência bayesiana no modelo loǵıstico misto

Skew-Normal

Do ponto de vista bayesiano, a inferência para os modelos mistos é mais simples
dado que os efeitos aleatórios γ = (γ1, . . . , γk)

t, γ ∈ Rk, são consideradas como quan-
tidades desconhecidas a serem estimadas. Assuma a verossimilhança em (1.1). Para
completar a especificação do modelo, devemos eliciar a distribuição a priori para os
parâmetros β e γ. Consideraremos dois modelos hierárquicos diferentes. Primeira-
mente, assumimos que os efeitos aleatórios são i.i.d com distribuição Skew -Normal uni-

variada, isto é, γi
iid∼ SN(−δσ

√
2/π, σ2, λ), dados σ2 e λ, em que δ = λ[1 + λ2]−1/2.

Também consideraremos efeitos aleatórios correlacionados tal que, dados σ2 e α, γ ∼
SNk(−∆σ

√
2/π1k, σ

2Ik, α1k) em que ∆ = α[1 + kα2]−1/2. Em ambos os modelos,
centramos as distribuições SN em zero para evitar problemas de falta de identificabi-
lidade do modelo, isto é, assumimos E(γ) = 0. Para os efeitos fixos, assumimos a
distribuição a priori β ∼ Np+1(m, b2Ip+1), e para os hiperparâmetros consideramos
σ2 ∼ GI(a, d), λ ∼ SN(h, τ 2, θ) e α ∼ N(h, τ 2), em que m ∈ Rp+1, h, θ ∈ R, e τ 2,
b2, a e d são números reais positivos. Consequentemente, segue que E(σ2) = d(a − 1)−1

e V(σ2) = d[(a − 1)2(a − 2)]−1. A estratégia de considerar uma distribuição a priori
Skew -Normal para λ já foi considerada, por exemplo, em Arellano-Valle et al. (2009) e
Arellano-Valle et al. (2013).

Seja D = (y,X). Como consequência das suposições anteriores, para o caso i.i.d a
distribuição a posteriori conjunta para ϑ = (β,γ, σ2, λ) é

f(ϑ|D) ∝

 k∏
i=1

ni∏
j=1

(πij)
yij (1− πij)1−yij

( 1

σ2

)(d+2)/2(
1

τ2

)1/2

exp
{
− a

2σ2

}

× exp

{
− (β −m)t(β −m)

2b2
−

(γ + δσ
√

2/π1k)t(γ + δσ
√

2/π1k)

2σ2

}

× exp

{
− (λ− h)2

2τ2

}
Φk

λ
(
γ + 1kδσ

√
2
π

)
σ

Φ

(
θ(λ− h)

τ

)
. (2.15)
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A distribuição a posteriori em (2.15) não possui forma fechada conhecida, assim de-
vemos considerar um esquema MCMC para gerarmos amostras desta distribuição. Para
obtermos as distribuições condicionais completas a posteriori (d.c.c) dos efeitos aleatórios,
consideramos a representação estocástica de Henze (Henze, 1986) para a distribuição SN

univariada. Este resultado estabelece que, se Ti ∼ SN(λ) então Ti
d
= δ|Ui|+(1−δ2)1/2Vi,

em que Ui e Vi são variáveis aleatórias i.i.d com distribuição Normal padrão. Por sim-
plicidade, seja ψi = |Ui|. Visto que γi ∼ SN(−δσ

√
2/π, σ2, λ), dados σ2 e λ, segue

que γi
d
= δσ

(
ψi −

√
2/π
)

+ σ (1− δ2)
1
2 Vi. Similarmente, se λ ∼ SN(h, τ 2, θ) obtemos

que, dados h, τ 2 e θ, λ
d
= h + θτ√

1+θ2
M3 + τ√

1+θ2
M2, em que M1 e M2 são i.i.d tal que

M1
d
= M2 ∼ N(0, 1) e M3 = |M1|.
Para simplificar a notação, definimos ϑ∗ = (β,γ, σ2, λ,ψ,M3) e ϑ∗−γ representa o

vetor ϑ∗ sem o componente γ. Assim, as d.c.c a posteriori são

f(β|D, ϑ∗−β) ∝

[
k∏
i=1

ni∏
j=1

[
exp {ηij}

1 + exp {ηij}

]yij [ 1

1 + exp {ηij}

]1−yij
]

× exp

{
−(β −m)t(β −m)

2b2

}
,

f(γ|D, ϑ∗−γ) ∝

[
k∏
i=1

ni∏
j=1

[
exp {ηij}

1 + exp {ηij}

]yij [ 1

1 + exp {ηij}

]1−yij
]

× exp

−
∑n

i=1

(
γi − σδ(ψi −

√
2/π)

)2

2σ2(1− δ2)

,

f(ψ|D, ϑ∗−ψ) ∝
k∏
i=1

exp

−
(
ψi − (γi + σδ

√
2/π) δ

σ

)2

2(1− δ2)

1(0,∞)(ψi),

f(σ2|D, ϑ∗−σ2) ∝
(

1

σ2

) k
2

+a+1

exp

−
∑n

i=1

(
γi − σδ(ψi −

√
2/π)

)2

2σ2(1− δ2)
− d

σ2

,

f(λ|D, ϑ∗−λ) ∝ (1 + λ2)
k
2 exp

−(1 + λ2)

2σ2

n∑
i=1

(
γi −

λσ(ψi −
√

2/π)√
1 + λ2

)2
,

× exp

−
(1 + θ2)

(
λ−

(
θτM3√
1+θ2

+ h
))2

2τ 2

,
f(M3|D, ϑ∗−M3

) ∝ exp

{
−(1 + θ2)

2

(
M3 −

θ√
1 + θ2

(λ− h)

τ

)2
}

1[0,∞){M3},
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em que 1A{x} é a função indicadora assumindo 1 se x ∈ A. Note que a distribuição
condicional completa a posteriori para cada componente ψi de ψ é uma distribuição
Normal truncada abaixo em zero, com locação (γi + σδ

√
2/π)δσ−1 e escala 1− δ2.

Para o caso dependente, também temos que a distribuição a posteriori não tem forma
fechada conhecida. As condicionais completas, neste caso, foram obtidas em Santos (2011)
e podem ser encontradas no Apêndice C.

Tanto no caso i.i.d como no caso correlacionado, as d.c.c para β e γ são log-côncavas
e o algoritmo da amostragem adaptativa (ARS) pode ser usado para gerar das duas dis-
tribuições. O método da Rejeição e o algoritmo da amostragem adaptativa com passo
de Metropolis (ARMS) também são usados para gerar das demais distribuições a poste-
riori. Para detalhes destes algoritmos veja Gilks et al. (1995) e Gilks e Wild (1992) por
exemplo.

Observação: Se γ ∼ SNk(0, σ
2Ik, α1k), então qualquer sub-vetor de γ de ordem

r × 1 tem a seguinte distribuição r-variada SNr(0, σ
2Ir, α

∗1r), em que α∗ = ασ−1[1 +
α2(k − r)]−1/2. Consequentemente, a distribuição marginal de γi, ∀i = 1, . . . , k, tende a
uma distribuição Normal se existir um número grande de clusters. Podemos notar que, o
grau de assimetria na distribuição marginal pertence ao intervalo (−σ−1[k−r]−1/2;σ−1[k−
r]−1/2). Para quaisquer dois componentes γl e γj de γ, segue também que Corr(γl, γj) =
−2(α∗)2[π + 2(α∗)2(π − 2)]−1, em que α∗ = ασ−1[1 + α2(k − r)]−1/2. Veja detalhes em
Azzalini e Dalla-Valle (1996).

2.3.1 Razão de chances a posteriori

A OR é uma quantidade aleatória que depende dos parâmetros β e dos efeitos
aleatórios γ. Devido a complexidade da distribuição a posteriori no MLREA, é inviável
obtermos analiticamente a distribuição a posteriori de OR. Por outro lado, abordagens
computacionais tais como métodos MCMC fornecem boas aproximações para as distri-
buições a posteriori. Assim, como foi descrito em Santos (2011), podemos obter amostras
aproximada da distribuição a posteriori de OR12 como se segue:

Passo 1: Gerar uma amostra (βl,γ l) da distribuição a posteriori ;

Passo 2: Calcular OR12
l = exp{(xi1j1 − xi2j2)tβl + γli1 − γ

l
i2
}.

Os passos 1 e 2 devem ser repetidos até obtermos a convergência para todos os
parâmetros e amostras a posteriori de tamanhos razoáveis. A expressão no Passo 2 deve
ser mudada convenientemente de acordo com o interesse espećıfico do pesquisador. Uma
vantagem desta abordagem é que resumos a posteriori de OR, como mediana, moda e
média, assim como intervalos de credibilidade HPD, são facilmente obtidos (ver Martins-
Filho et al. (2010)). A razão de chances modal a posteriori é um estimador atraente para
OR, uma vez que está na região de mais alta densidade a posteriori. Informalmente fa-
lando, podemos concluir, quando comparamos dois indiv́ıduos de clusters aleatoriamente
selecionados, que a razão de chances pode ser, mais provavelmente, a razão de chances
modal. A mediana e os intervalos de credibilidade HPD também tem interpretações na-
turais em termos de probabilidade e são similares as propostas por Larsen et al. (2000)
para MOR e IOR (interval odds ratio), respectivamente. Contudo, usando a distribuição
a posteriori de OR podemos concluir sobre a significância de valores espećıficos para OR
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usando, por exemplo, os intervalos HPD. Neste caso, o principal interesse está em testar-
mos a hipótese nula H0 : OR12 = 1, que pode ser aceita se 1 pertencer ao intervalo HPD.
Realizar este tipo de teste traz um ganho na análise de dados visto que podemos levar
em consideração apenas comparações que se mostrem significativas.

2.3.2 Métodos de seleção de modelos

Para comparação de modelos consideramos a ordenada preditiva condicional (CPO),
duas abordagens para o DIC (Deviance Information Criterion) e o fator de Bayes (BF).

A CPO é uma ferramenta usual para seleção de modelo que nos permite avaliar a qua-
lidade do ajuste, bem como para realizar comparações entre modelos. Para a observação
i, é definida como sendo a distribuição preditiva de yi dado as outras observações da
amostra, isto é, CPOi = f(yi | y(−i)). Uma aproximação para a CPOi é dada por

ĈPOi =

[
1

L

L∑
l=1

1

f (yi|θ(l))

]−1

, (2.16)

em que θ(l), l = 1, . . . , L, é a amostra da distribuição a posteriori de θ. Apesar de fornecer
boas aproximações este critério, proposto por Newton e Raftery (1994), pode apresentar
instabilidades numéricas. Para detalhes sobre outras aproximações ver por exemplo, Dey
et al. (1997); Gelfand (1996); Gelfand e Dey (1994).

A informação que o CPOi traz sobre o ajuste do modelo pode ser resumida usando a
estat́ıstica B = n−1

∑n
i=1 log (CPOi), em que n é o tamanho amostral. Valores altos para

B indicam um bom ajuste. Para uma discussão mais detalhada sobre CPO indicamos a
leitura de Dey et al. (1997) e suas referências. Além disso, por simplicidade, a estat́ıstica
B será chamada de CPO no restante do texto.

O Critério DIC usualmente falha na seleção de modelos que incluem variáveis latentes.
Algumas abordagens para calcular o DIC nestes casos podem ser encontrados em Celeux
et al. (2006). Consideramos duas abordagens para calcular o DIC que são descritas
abaixo.

Seja D = −2 log (f(y|θ)) a deviance e denote por D̄ a média a posteriori de D.
Assuma que D̂ = −2 log (f(y|θ̂)), em que θ̂ é alguma estimativa a posteriori de θ. Seja
pD = D̄ − D̂. Disto o DIC é dado por

DIC = D̄ + pD = D̂ + 2pD = 2D̄ − D̂. (2.17)

Um valor pequeno para o DIC indica o melhor ajuste. Consideramos duas estimativas
a posteriori de θ e denotamos por DIC1 e DIC2 o DIC calculado assumindo que θ̂ é,
respectivamente, a média a posteriori da distribuição conjunta e as modas a posteriori
das distribuições marginais.

O Fator de Bayes (BF) mede a evidência em favor do modelo M1 se comparado a outro
modelo M2. Um alto valor do fator de Bayes traz evidência em favor de M1. O BF é a
razão entre as distribuições preditivas a priori obtidas para os modelos sob comparação,
isto é, BF = f1(y)/f2(y). As distribuições preditivas podem ser estimadas por

f̂i(y) =

[
1

L

L∑
l=1

1

f (y|θ(l))

]−1

, (2.18)
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onde θ(l) é como definido anteriormente. A aproximação em (2.18), proposta por Newton
e Raftery (1994), pode produzir estimativas instáveis dado que f

(
y|θ(l)

)
pode assumir

valores muito pequenos. Uma abordagem alternativa para obter a distribuição preditiva
a priori pode ser encontrada em Gelfand e Dey (1994).

Em nosso caso, f(y|θ) é a função de verossimilhança dada em (1.1) e θ é o vetor em
que os componentes são os efeitos fixos e aleatórios. Por simplicidade, nas Seções 2.4,
2.6 e 2.7 utilizamos apenas a primeira abordagem (DIC1) e então denotamos apenas por
DIC.

2.4 Estudo de dados simulados: O efeito da má-

especificação da distribuição dos efeitos aleatórios

Nesta seção, o principal objetivo é avaliarmos o impacto da má-especificação das dis-
tribuições dos efeitos aleatórios na razão de chances a posteriori. Para isso, foram gerados
quatro conjuntos de dados partindo do modelo de regressão loǵıstica misto. Considera-
mos 25 clusters, duas covariáveis e sua interação. Os conjuntos de dados (Dados 1, Dados
2, Dados 3 e Dados 4) são apresentados a seguir.

Tabela 2.1: Conjuntos de dados simulados
Número de sucessos

X1 X2 ni Dados 1 Dados 2 Dados 3 Dados 4
1 -0,429 -1,519 110 6 0 15 43
2 -0,429 0,261 108 30 35 24 90
3 -1,194 0,261 107 8 89 12 5
4 -0,429 0,854 107 14 0 76 56
5 -1,194 0,854 103 17 32 37 68
6 0,031 -1,519 98 41 3 18 24
7 0,031 0,261 102 87 5 64 64
8 0,031 0,854 106 37 82 41 20
9 1,868 -1,519 203 195 201 194 148
10 1,868 0,854 175 137 151 152 160
11 -1,194 0,854 180 87 157 36 115
12 0,337 -1,519 156 122 43 67 131
13 0,337 0,261 152 27 131 132 79
14 -1,194 0,261 148 21 134 21 27
15 0,337 0,854 151 90 53 143 42
16 -1,194 0,854 148 63 88 66 54
17 1,868 0,261 110 92 100 94 91
18 0,031 -1,519 108 27 47 53 6
19 0,337 0,854 107 68 79 43 36
20 -0,429 0,261 103 68 23 60 6
21 -1,194 -1,519 98 3 1 0 1
22 -0,429 0,854 102 90 42 70 102
23 0,031 0,261 106 81 104 96 42
24 0,337 -1,519 203 142 69 51 21
25 1,868 0,854 175 144 83 156 171

A diferença entre os conjuntos de dados apresentados na Tabela 2.1 reside na dis-
tribuição usada para gerarmos os efeitos aleatórios. Para Dados 1 e Dados 2, os efeitos
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aleatórios foram gerados de distribuições Normais i.i.d, centradas em zero e com variâncias
1 e 4, respectivamente. Para Dados 3 e Dados 4, assumimos distribuições Skew -Normal
i.i.d que colocam maior massa em valores positivos, isto é, em que os efeitos aleatórios

são positivos com probabilidade muito alta. Assumimos γi
iid∼ SN(−1,32; 2,75; 35) e

γi
iid∼ SN(−2,64; 10,99; 35), respectivamente, para Dados 3 e 4. Visando uma comparação,

ambas distribuições Skew -Normais têm média zero, enquanto a que variância é igual a 1
para Dados 3 e igual a 4 para Dados 4.

Na Figura 4 são apresentados alguns gráficos visando avaliar o comportamento dos
efeitos aleatórios gerados em cada um dos bancos de dados.
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Figura 4: Histogramas e distribuição teórica (1◦ coluna), QQ-plot (2◦ coluna) e Funções
de distribuição acumulada teórica e emṕırica (3◦ coluna) para os efeitos aleatórios gerados
nos Dados 1 (1◦ linha), 2 (2◦ linha), 3 (3◦ linha) e 4 (4◦ linha).
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Ao observarmos a Figura 4 notamos que, em cada um dos bancos de dados, os efeitos
aleatórios gerados seguem corretamente o formato das distribuições teóricas propostas,
mostrando que os efeitos aleatórios de fato tem as caracteŕısticas de simetria (Dados 1 e
2) e assimetria (Dados 3 e 4) que desejávamos considerar neste estudo.

Em todos os bancos de dados gerados, ajustamos quatro modelos que diferem entre si
por especificarmos diferentes distribuições a priori para os efeitos aleatórios. Por simpli-
cidade, assumimos somente distribuições i.i.d para os efeitos aleatórios. No Modelo 1 con-

sideramos que γi
iid∼ N(0, σ2). Nos Modelos 2, 3 e 4 temos que γi

iid∼ SN(−δσ
√

2/π, σ2, λ).
Contudo, assumimos diferentes especificações a priori para o parâmetro de assimetria:
λ ∼ N(0, 1000), no Modelo 2, λ ∼ SN(0; 2578,21; 5), no Modelo 3, e no Modelo 4
consideramos λ ∼ SN(0; 2751,46; 100). Em todos os casos a variância a priori para a
distribuição de λ é 1000.

As distribuições a priori para λ nos Modelos 3 e 4 colocam maior parte de sua massa
em valores positivos. A moda e a média a priori para λ no Modelo 3 (Modelo 4) são
18,81 (1,96) e 39,73 (41,85), respectivamente. A Figura 5 apresenta as densidades da
distribuições a priori que assumimos para λ nos Modelos 2, 3 e 4.
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Figura 5: Distribuições a priori para λ nos Modelos 2 (linha tracejada), 3 (linha tracejada
com pontos) e 4 (linha sólida).

Em nossa análise, também assumimos distribuições a priori pouco informativas para
os efeitos fixos (βi ∼ N(0, 10), i = 0, . . . , 3) e para σ2 (σ2 ∼ GI(2,001; 1)). A distribuição
a priori para σ2 foi escolhida de forma a garantir a existência da média e da variância a
priori, as quais são, respectivamente, E(σ2) = 1 e V (σ2) = 1000.

Para o MCMC, geramos uma cadeia de tamanho 30.000 (50.000) para o caso Normal
(Skew -Normal), descartamos as primeiras 20.000 amostras como o peŕıodo de burn-in
e usamos um lag de 10 (30) passos para diminuirmos a autocorrelação, obtendo uma
amostra com tamanho final de 1.000. O algoritmo foi implementado utilizando o software
OxEdit (Doornik, 2007).
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Embora o DIC (deviance information criterion) e o CPO (conditional predictive ordi-
nate) exibidos na Tabela 2.2 mostrem que o Modelo 1 é prefeŕıvel para Dados 1 e Dados
2, e os Modelos 2 e 3 são os melhores para Dados 4 e Dados 3, respectivamente, estas me-
didas não fornecem evidências substanciais a favor de qualquer destes modelos, uma vez
que todos os modelos fornecem valores similares. Além disto, observamos da Tabela 2.3
que os modelos também não fornecem estimativas pontuais substancialmente diferentes
para os efeitos fixos e para V (γi).

Por outro lado, os intervalos HPD a posteriori mostram ser uma boa ferramenta
auxiliar na seleção do modelo. Para todos os parâmetros, os intervalos HPD de 95%
a posteriori nos mostram que a incerteza a posteriori sobre os parâmetros é menor do
que tinhamos a priori. No entanto, se a distribuição dos efeitos aleatórios não é bem
especificada, as magnitudes dos intervalos HPD a posteriori para os efeitos fixos e para
σ2 tendem a ser altas.

O parâmetro de assimetria é em geral pobremente estimado, principalmente se existe
grande assimetria nos efeitos aleatórios. Os intervalos HPD com probabilidade a poste-
riori de 95% revelam que a incerteza a posteriori sobre λ é ainda muito alta. Notamos
também que, na maioria dos casos, λ não é significativamente diferente de zero, com
exceção ocorrendo para Dados 3, sob os Modelos 3 e 4, e para Dados 4 sob o Modelo 4.

A Tabela 2.2 mostra o erro quadrático médio (EQM) associado às estimativas dos
efeitos aleatórios em todos os casos, ao utilizarmos média, mediana e moda a posteriori
para estimar os efeitos aleatórios.

Tabela 2.2: Comparação dos modelos
EQM para γ

Modelo Média Mediana Moda CPO DIC
Dados 1

1 3,05 2,95 2,98 -1631,84 3263,18
2 2,78 2,93 3,73 -1632,14 3263,91
3 3,61 3,85 4,86 -1632,17 3263,89
4 3,83 3,83 4,09 -1631,82 3263,21

Dados 2
1 12,69 12,30 12,456 -1402,09 2803,93
2 20,13 19,66 19,12 -1402,46 2804,41
3 14,22 14,67 15,72 -1402,57 2804,86
4 13,35 13,26 14,43 -1402,77 2804,98

Dados 3
1 5,03 5,12 5,30 -1568,09 3136,27
2 3,53 3,41 3,37 -1567,46 3135,01
3 3,17 3,01 3,12 -1566,81 3133,63
4 3,35 3,33 3,56 -1567,81 3135,63

Dados 4
1 16,30 16,76 18,79 -1527,95 3056,05
2 12,01 11,40 11,30 -1526,32 3052,88
3 9,92 9,77 9,38 -1526,37 3053,15
4 10,26 10,68 11,74 -1526,61 3053,60

Notamos da Tabela 2.2, que o EQM mostra-nos que a má-especificação da distribuição
dos efeitos aleatórios resulta em estimativas a posteriori pobres para os efeitos aleatórios
(veja também a Figura 6). Este fato fica evidente, principalmente, para Dados 3 e 4 em
que as estimativas sob o Modelo 1 têm o maior EQM. Consequentemente, pelo fato da
OR depender de γ, obtemos estimativas a posteriori pobres também para a razão de
chances (ver Tabela 2.5).
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Tabela 2.3: Estimativas a posteriori para β, V (γ) e λ, todos os modelos e conjuntos de
dados

Real Média Mediana Moda HPD Real Média Mediana Moda HPD
Dados 1 Dados 2
Modelo 1 Modelo 1

β0 -0,10 -0,15 -0,15 -0,17 [-0,52;0,35] -0,10 -0,12 -0,12 -0,06 [-0,87;0,68]
β1 1,16 1,32 1,32 1,36 [0,86;1,73] 1,16 1,17 1,17 1,10 [0,26;2,00]
β2 0,48 0,32 0,32 0,34 [-0,14;0,76] 0,48 0,96 0,96 0,94 [-0,05;2,09]
β3 -0,78 -0,76 -0,77 -0,80 [-1,26;-0,32] -0,78 -1,29 -1,27 -1,25 [-2,27;-0,49]
V (γ) 1 1,11 1,04 0,95 [0,54;1,76] 4 4,31 4,01 3,60 [1,79;7,38]

Modelo 2 Modelo 2
β0 -0,10 -0,17 -0,18 -0,19 [-0,58;0,29] -0,10 -0,24 -0,23 -0,22 [-1,11;0,58]
β1 1,16 1,32 1,33 1,34 [0,84;1,83] 1,16 1,02 1,00 0,90 [0,15;1,82]
β2 0,48 0,36 0,36 0,39 [-0,10;0,82] 0,48 1,06 1,04 0,99 [0,14;2,11]
β3 -0,78 -0,74 -0,74 -0,77 [-1,31;-0,28] -0,78 -1,34 -1,34 -1,17 [-2,38;-0,40]
λ 0 0,48 0,33 0,19 [-52,41;39,83] 0 -9,95 -2,26 -0,70 [-43,10;3,08]

V (γ) 1 1,22 1,15 1,06 [0,55;2,07] 4 4,87 4,50 3,62 [2,35;8,79]
Modelo 3 Modelo 3

β0 -0,10 -0,22 -0,23 -0,22 [-0,72;0,24] -0,10 -0,26 -0,27 -0,21 [-1,07;0,46]
β1 1,16 1,30 1,30 1,25 [0,84;1,71] 1,16 1,11 1,10 1,04 [0,33;2,15]
β2 0,48 0,28 0,26 0,19 [-0,08;0,73] 0,48 1,00 0,99 0,94 [0,18;1,86]
β3 -0,78 -0,70 -0,69 -0,67 [-1,23;-0,21] -0,78 -1,28 -1,27 -1,17 [-2,15;-0,32]
λ 0 16,97 4,03 1,12 [-7,25;74,12] 0 -0,53 -0,54 -0,06 [-12,80;3,35]

V (γ) 1 1,23 1,14 1,01 [0,50;2,07] 4 4,59 4,28 3,75 [1,93;8,05]
Modelo 4 Modelo 4

β0 -0,10 -0,20 -0,20 -0,19 [-0,68;0,22] -0,10 -0,28 -0,28 -0,43 [-1,11;0,48]
β1 1,16 1,32 1,33 1,33 [0,84;1,78] 1,16 1,16 1,14 1,17 [0,36;2,01]
β2 0,48 0,28 0,27 0,24 [-0,12;0,79] 0,48 0,95 0,94 0,86 [0,10;1,78]
β3 -0,78 -0,69 -0,68 -0,68 [-1,13;-0,18] -0,78 -1,39 -1,35 -1,28 [-2,42;-0,55]
λ 0 3,37 1,70 0,84 [-0,94;14,21] 0 0,74 0,57 0,45 [-0,76;2,63]

V (γ) 1 1,17 1,09 0,98 [0,52;1,99] 4 4,37 4,08 3,62 [2,08;7,34]
Dados 3 Dados 4
Modelo 1 Modelo 1

β0 -0,10 -0,04 -0,04 -0,04 [-0,42;0,37] -0,10 -0,22 -0,24 -0,26 [-0,88;0,42]
β1 1,16 1,50 1,50 1,53 [1,10;1,94] 1,16 1,03 1,04 1,00 [0,34;1,79]
β2 0,48 0,82 0,82 0,86 [0,40;1,29] 0,48 0,92 0,92 0,96 [0,25;1,68]
β3 -0,78 -0,72 -0,71 -0,69 [-1,20;-0,22] -0,78 -0,35 -0,38 -0,53 [-1,29;0,59]
V (γ) 1 0,91 0,85 0,79 [0,39;1,55] 4 2,81 2,61 2,24 [1,34;4,95]

Modelo 2 Modelo 2
β0 -0,10 -0,06 -0,07 -0,13 [-0,39;0,39] -0,10 -0,25 -0,26 -0,25 [-0,94;0,42]
β1 1,16 1,45 1,44 1,38 [1,10;1,83] 1,16 1,23 1,24 1,12 [0,64;1,95]
β2 0,48 0,68 0,66 0,64 [0,32;1,07] 0,48 0,84 0,83 0,76 [0,29;1,48]
β3 -0,78 -0,69 -0,69 -0,69 [-1,05;-0,27] -0,78 -0,33 -0,37 -0,40 [-0,98;0,50]
λ 35 22,45 19,9 8,59 [-2,03;64,28] 35 24,63 20,81 5,78 [-1,15;64,28]

V (γ) 1 0,83 0,78 0,70 [0,41;1,38] 4 2,90 2,71 2,37 [1,30;4,96]
Modelo 3 Modelo 3

β0 -0,10 -0,05 -0,06 -0,10 [-0,35;0,36] -0,10 -0,26 -0,27 -0,37 [-0,74;0,34]
β1 1,16 1,40 1,40 1,39 [1,10;1,72] 1,16 1,18 1,20 1,34 [0,56;1,84]
β2 0,48 0,64 0,63 0,60 [0,36;0,98] 0,48 0,82 0,79 0,73 [0,29;1,46]
β3 -0,78 -0,65 -0,66 -0,70 [-1,03;-0,28] -0,78 -0,36 -0,35 -0,34 [-0,93;0,32]
λ 35 48,63 42,63 21,22 [1,48;113,22] 35 43,08 38,14 23,00 [-0,51;102,06]

V (γ) 1 0,84 0,79 0,74 [0,40;1,41] 4 2,84 2,73 2,80 [1,28;4,71]
Modelo 4 Modelo 4

β0 -0,10 -0,05 -0,07 -0,08 [-0,42;0,29] -0,10 -0,20 -0,23 -0,23 [-0,82;0,57]
β1 1,16 1,42 1,42 1,42 [1,10;1,77] 1,16 1,27 1,27 1,25 [0,52;1,94]
β2 0,48 0,68 0,66 0,66 [0,34;1,02] 0,48 0,82 0,80 0,77 [0,22;1,43]
β3 -0,78 -0,69 -0,69 -0,70 [-1,07;-0,28] -0,78 -0,35 -0,36 -0,32 [-0,98;0,32]
λ 35 12,62 12,96 20,33 [1,64;21,43] 35 15,25 16,86 21,39 [2,80;21,82]

V (γ) 1 0,83 0,78 0,66 [0,41;1,50] 4 3,02 2,78 2,49 [1,28;5,10]

A Figura 6 mostra a f.d.p dos efeitos aleatórios estimada usando os valores estimados
dos parâmetros através da média (coluna 1), mediana (coluna 2) e moda (coluna 3) a
posteriori para todos os modelos e conjuntos de dados utilizados. Os gráficos na linha l
correspondem as estimativas para Dados l, l = 1, . . . , 4.
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Figura 6: Histogramas dos efeitos aleatórios gerados, f.d.p real dos efeitos aleatórios (linha
sólida) e f.d.p plug-in usando, a posteriori, média (1◦ coluna), mediana (2◦ coluna) e moda
(3◦ coluna), sob Modelo 1 (linha tracejada com pontos), Modelo 2 (linha tracejada),
Modelo 3 (•) e Modelo 4 (+), para Dados l, l = 1, . . . , 4 (linha l).

Através da Figura 6, podemos notar da coluna 3 que, usando a moda a posteriori,
todos os modelos geram boas aproximações da densidade real para Dados 1 e Dados
2. Este resultado é esperado dado que a famı́lia de distribuições Skew -Normal inclui a
distribuição Normal como um caso particular. Entretanto, isto não é necessariamente
observado quando usamos como plug-in as estimativas obtidas a partir da média e da
mediana a posteriori. Considerando a média a posteriori, por exemplo, os Modelos 3 e 4
para Dados 1 e o Modelo 2 para Dados 2 apontam grandes graus de assimetria para as
distribuições dos efeitos aleatórios. Para Dados 3 e Dados 4, o Modelo 1 fornece estima-
tivas ruins para a distribuição dos efeitos aleatórios, o que é esperado pois a distribuição
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Normal não captura a assimetria existente. As estimativas plug-in obtidas sob os Mode-
los 2, 3 e 4 usando a média e a mediana, a posteriori, tendem a ser mais próximas da
densidade real do que quando usamos a moda a posteriori.

A Tabela 2.5 apresenta alguns resumos a posteriori para razões de chances que compa-
ram indiv́ıduos em diferentes clusters com mesmas covariáveis (OR1, OR2 e OR3) e com
diferentes covariáveis (OR4, OR5 e OR6). A descrição completa sobre as comparações
realizadas está dispońıvel na Tabela 2.4 a seguir.

Tabela 2.4: Clusters selecionados para cálculo da OR
Dados 1 Dados 2

OR 1◦ Cluster 2◦ Cluster 1◦ Cluster 2◦ Cluster Descrição da comparação
1 22 4 2 20 diferentes clusters e mesmas covariáveis
2 16 5 11 5 diferentes clusters e mesmas covariáveis
3 6 18 19 15 diferentes clusters e mesmas covariáveis
4 9 17 4 1 diferentes clusters e covariáveis
5 12 21 23 2 diferentes clusters e covariáveis
6 10 24 8 21 diferentes clusters e covariáveis

Dados 3 Dados 4
OR 1◦ Cluster 2◦ Cluster 1◦ Cluster 2◦ Cluster Descrição da comparação
1 18 6 5 11 diferentes clusters e mesmas covariáveis
2 12 24 2 20 diferentes clusters e mesmas covariáveis
3 25 10 22 4 diferentes clusters e mesmas covariáveis
4 23 2 17 9 diferentes clusters e covariáveis
5 4 1 20 3 diferentes clusters e covariáveis
6 10 24 14 24 diferentes clusters e covariáveis

Analisando a Tabela 2.5, notamos que as estimativas a posteriori para OR podem
ser realmente diferentes de um modelo para o outro. A distribuição a posteriori para
OR pode revelar forte assimetria, como é o caso da OR6 em Dados 2, uma vez que
resumos a posteriori desta distribuição são muito distantes um dos outros. Ao contrário
do que foi sugerido em Larsen et al. (2000), a mediana a posteriori da distribuição de
OR não necessariamente fornece a melhor estimativa a posteriori para OR. Notamos,
por exemplo, que se existir grande variação entre os clusters, a média a posteriori tende
a fornecer melhores estimativas para OR quando houver forte assimetria na distribuição
dos efeitos aleatórios (Dados 4). Contudo, se existir simetria para a distribuição dos
efeitos aleatórios (Dados 2), a média (mediana) a posteriori fornece melhores estimativas
para indiv́ıduos com mesmas (diferentes) covariáveis. Para conjuntos de dados onde há
pequena variação entre os clusters (Dados 1 e 3), a mediana a posteriori não é o melhor
estimador para OR. Nestes casos, as médias e modas a posteriori tendem a fornecer
melhores estimativas. Se não existir assimetria entre os clusters, a moda a posteriori de
OR tende a ser melhor se a comparação ocorre entre indiv́ıduos com mesmas covariáveis.
Nestes casos, se houver forte assimetria entre os clusters a média a posteriori revela-se
melhor estimador de OR.
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Tabela 2.5: Estimativas a posteriori para a razão de chances
Real Média Mediana Moda HPD Real Média Mediana Moda HPD

Dados 1 Dados 2
Modelo 1 Modelo 1

OR1 68,05 43,77 39,96 36,78 [15,06;79,95] 1,75 1,75 1,65 1,51 [0,91;3,00]
OR2 2,91 3,69 3,53 3,35 [1,73;5,72] 14,41 15,94 15,20 13,10 [7,34;25,70]
OR3 1,66 2,18 2,06 1,90 [1,13;3,60] 6,09 5,34 5,11 4,83 [2,91;8,46]
OR4 5,69 5,97 5,22 4,26 [1,92;11,93] 1,60 9,61 2,51 0,66 [0;34,18]
OR5 108,77 150,72 120,06 92,63 [34,77;338,70] 244,40 109,84 81,31 61,50 [19,73;282,15]
OR6 1,58 1,63 1,57 1,49 [0,97;2,40] 538,73 1233,35 480,02 203,35 [54,56;4986,74]

Modelo 2 Modelo 2
OR1 68,05 39,61 36,87 31,00 [15,67;69,72] 1,75 1,79 1,67 1,47 [0,78;2,88]
OR2 2,91 3,79 3,58 3,34 [1,82;6,32] 14,41 16,16 15,36 13,39 [7,44;26,32]
OR3 1,66 2,24 2,15 1,88 [1,00;3,53] 6,09 5,51 5,37 5,43 [2,92;8,41]
OR4 5,69 5,70 5,08 4,43 [1,50;11,06] 1,60 136,09 2,04 0,35 [0,00;101,42]
OR5 108,77 160,26 126,26 90,71 [28,89;386,59] 244,40 82,20 61,73 44,89 [14,12;200,95]
OR6 1,58 1,60 1,55 1,45 [0,90;2,34] 538,73 1937,18 529,76 223,08 [27,57;5203,58]

Modelo 3 Modelo 3
OR1 68,05 39,49 36,64 31,40 [14,96;69,86] 1,75 1,79 1,69 1,60 [0,87;3,04]
OR2 2,91 3,74 3,55 3,37 [1,71;5,96] 14,41 15,82 15,01 13,48 [7,79;26,24]
OR3 1,66 2,20 2,09 1,96 [1,08;3,68] 6,09 5,50 5,27 4,81 [2,69;8,45]
OR4 5,69 5,80 5,17 4,40 [1,50;11,88] 1,60 21,43 2,49 0,56 [0,00;38,13]
OR5 108,77 164,98 131,58 92,36 [21,66;395,93] 244,40 100,73 74,16 42,66 [15,25;266,41]
OR6 1,58 1,61 1,55 1,45 [0,92;2,34] 538,73 1457,14 514,93 220,62 [40,66;4162,15]

Modelo 4 Modelo 4
OR1 68,05 42,13 39,13 32,71 [17,05;75,78] 1,75 1,75 1,65 1,50 [0,79;2,88]
OR2 2,91 3,73 3,57 3,39 [1,69;5,97] 14,41 15,89 15,09 13,24 [7,67;26,82]
OR3 1,66 2,18 2,08 1,87 [1,07;3,65] 6,09 5,36 5,17 5,22 [2,96;8,50]
OR4 5,69 5,92 5,14 4,27 [1,71;12,16] 1,60 24,91 3,03 0,79 [0,02;42,67]
OR5 108,77 152,70 122,66 103,22 [24,92;358,69] 244,40 110,21 82,40 62,18 [15,17;265,10]
OR6 1,58 1,61 1,56 1,40 [0,92;2,34] 538,73 1449,51 511,03 202,53 [39,81;4308,76]

Dados 3 Dados 4
Modelo 1 Modelo 1

OR1 4,03 4,29 4,05 3,68 [1,86;7,05] 1,98 1,13 1,09 1,00 [0,63;1,71]
OR2 2,34 2,26 2,22 2,11 [1,28;3,24] 59,34 81,02 71,50 52,95 [24,99;166,57]
OR3 1,85 1,31 1,23 1,09 [0,59;2,14] 1160,22 133,73 68,14 43,64 [9,58;439,28]
OR4 53,48 28,57 26,29 21,42 [12,12;52,84] 2,10 1,88 1,77 1,72 [0,85;3,01]
OR5 9,30 17,17 16,12 14,80 [7,18;30,10] 2,21 1,55 1,28 0,96 [0,16;3,51]
OR6 15,77 21,12 20,28 19,75 [11,62;32,39] 1,82 1,96 1,85 1,66 [0,89;3,38]

Modelo 2 Modelo 2
OR1 4,03 4,33 4,13 4,00 [1,98;7,24] 1,98 1,14 1,11 1,11 [0,64;1,78]
OR2 2,34 2,20 2,16 2,00 [1,38;3,26] 59,34 64,75 58,72 52,84 [26,77;123,12]
OR3 1,85 1,32 1,24 1,12 [0,60;2,22] 1160,22 331,00 115,55 55,39 [10,30;1194,05]
OR4 53,48 30,93 28,10 25,10 [11,95;57,29] 2,10 1,87 1,79 1,70 [0,93;3,01]
OR5 9,30 17,45 16,00 14,14 [6,32;29,29] 2,21 1,73 1,54 1,28 [0,52;3,37]
OR6 15,77 19,63 18,76 17,20 [10,59;30,35] 1,82 1,97 1,91 1,89 [1,00;3,19]

Modelo 3 Modelo 3
OR1 4,03 4,44 4,24 4,00 [2,21;7,19] 1,98 1,14 1,09 0,98 [0,61;1,72]
OR2 2,34 2,17 2,13 2,11 [1,27;3,12] 59,34 60,24 54,93 45,56 [24,14;110,90]
OR3 1,85 1,32 1,26 1,15 [0,65;2,18] 1160,22 1179,08 133,44 53,33 [13,74;3093,65]
OR4 53,48 31,27 29,32 27,41 [13,73;57,79] 2,10 1,88 1,81 1,66 [0,86;2,98]
OR5 9,30 17,48 16,49 14,18 [7,71;30,54] 2,21 1,79 1,65 1,50 [0,47;3,32]
OR6 15,77 19,26 18,58 16,64 [10,31;29,25] 1,82 2,01 1,92 1,62 [0,96;3,30]

Modelo 4 Modelo 4
OR1 4,03 4,31 4,14 3,58 [2,01;7,10] 1,98 1,11 1,09 1,08 [0,61;1,68]
OR2 2,34 2,17 2,13 2,16 [1,34;3,20] 59,34 64,34 58,40 48,15 [22,01;117,00]
OR3 1,85 1,32 1,24 1,07 [0,54;2,15] 1160,22 979,37 132,36 50,01 [13,28;3209,89]
OR4 53,48 31,02 28,21 25,50 [12,98;59,37] 2,10 1,86 1,77 1,58 [0,89;3,03]
OR5 9,30 17,36 16,23 13,36 [7,46;30,70] 2,21 1,74 1,55 1,32 [0,46;3,60]
OR6 15,77 19,52 18,57 16,81 [10,66;30,74] 1,82 2,03 1,93 1,80 [0,96;3,46]
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2.5 Estudo Monte Carlo: O efeito da distribuição a

priori de λ

Na Seção 2.4 conclúımos que usualmente o parâmetro de assimetria λ não é bem
estimado no modelo de regressão loǵıstica com efeitos aleatórios Skew -Normais. Visto
que a distribuição a priori dos efeitos aleatórios influencia a interpretação dos efeitos
fixos, nesta seção, o nosso objetivo é considerarmos diferentes especificações a priori
para o parâmetro de assimetria e avaliarmos se existe algum ganho em fixar o parâmetro
de assimetria como é feito em Liu e Dey (2008).

Nesta seção, realizamos um estudo Monte Carlo em que consideramos 100 replicações
do modelo loǵıstico misto dado em (1.1), assumindo como efeitos fixos os valores β =
(β0, β1, β2)t = (−0,1; 1,2; 0,5)t. Consideramos 6 cenários que se diferenciam no número
de clusters (k = 25 para os Cenários 1a, 2a e 3a e k = 100 para os Cenários 1b, 2b
e 3b) e na distribuição usada para gerar os efeitos aleatórios. Em todos os cenários
são gerados efeitos aleatórios γi i.i.d com distribuição Skew -Normal tal que V (γi) = 2.
Para os Cenários 1a e 1b assumimos γi ∼ SN(0, 2, 0). Os efeitos aleatórios nos Cenários
2a e 2b são gerados de SN(−1,777; 5,156; 5) e, nos Cenários 3a e 3b, assumimos que
γi ∼ SN(−1,869; 5,493; 30). As covariáveis consideradas no estudo estão na Tabela 2.6.
Para os conjuntos de dados com k = 100 clusters consideramos as mesmas covariáveis,
mas o número de observações em cada cluster é assumido ser aproximadamente ni/4, isto
é, dividimos cada cluster na Tabela 2.6 em quatro clusters.

Tabela 2.6: Covariáveis e número de observações em cada cluster
Cluster ni X1 X2 Cluster ni X1 X2

1 110 -0,429 -1,519 14 148 -1,194 0,261
2 108 -0,429 0,261 15 151 0,337 0,854
3 107 -1,194 0,261 16 148 -1,194 0,854
4 107 -0,429 0,854 17 110 1,868 0,261
5 103 -1,194 0,854 18 108 0,031 -1,519
6 98 0,031 -1,519 19 107 0,337 0,854
7 102 0,031 0,261 20 103 -0,429 0,261
8 106 0,031 0,854 21 98 -1,194 -1,519
9 203 1,868 -1,519 22 102 -0,429 0,854
10 175 1,868 0,854 23 106 0,031 0,261
11 180 -1,194 0,854 24 203 0,337 -1,519
12 156 0,337 -1,519 25 175 1,868 0,854
13 152 0,337 0,261

Em cada um destes cenários ajustamos sete diferentes modelos. Em todos eles as-
sumimos distribuições a priori pouco informativas para os efeitos fixos (βi ∼ N(0, 10),
i = 0, . . . , 2) e para σ2 por eliciarmos σ2 ∼ IG(2,001; 1). Consequentemente, a priori, te-

mos que E(σ2) = 1 e V (σ2) = 1.000. Assumimos também que γi
iid∼ SN(−δσ

√
2/π, σ2, λ).

Os modelos diferem nas distribuições a priori para o parâmetro de assimetria. Os mode-
los M1 a M5 assumem distribuições a priori degeneradas para λ, isto é, o parâmetro de
assimetria é fixado em λ = −30, -5, 0, 5 e 30, respectivamente. Nos modelos M6 e M7,
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assumimos distribuições a priori Skew -Normal não-degeneradas, com médias e variâncias
iguais. Especificamente, consideramos λ ∼ N(0, 100) e λ ∼ SN(0; 257,821; 821,5) para
os modelos M6 e M7, respectivamente. As densidades destas distribuições a priori são
apresentadas na Figura 7.
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Figura 7: Distribuição a priori de λ, distribuições Normal (linha pontilhada) e Skew -
Normal (linhas sólida).

Para o MCMC, geramos uma cadeia de tamanho 30.000 (45.000) para os modelos
M1 a M5 (modelos M6 e M7), descartamos as primeiras 5.000 (20.000) amostras como o
peŕıodo de burn-in e usamos um lag de 50 passos para diminuir a autocorrelação, obtendo
uma amostra da distribuição a posteriori de tamanho 500. O algoritmo foi implementado
usando o software OxEdit.

2.5.1 Estimativas dos parâmetros

Nesta subseção analisamos o efeito da especificação a priori para λ na média a pos-
teriori para os efeitos fixos, na variância de γi e no parâmetro de assimetria λ.

A Figura 8 mostra o erro quadrático médio (EQM) para as médias a posteriori sob
todos os modelos e para todos os cenários. Como esperado, o EQM tende a ser menor
quando o número de clusters é alto e tende a ser maior quando o valor para λ no modelo
está longe do valor verdadeiro. O modelo M3 é usualmente o melhor modelo se os efeitos
aleatórios são gerados de uma distribuição Normal e também é um modelo razoavelmente
bom nos outros dois casos. Os modelos M4 a M7 são modelos comparáveis se os efeitos
aleatórios vêm de distribuições Skew -Normal com λ = 5 e 30. Nestes dois casos, os EQMs
são muito próximos e tendem a ser menores para todos os parâmetros.

Em conclusão, se os efeitos aleatórios são normalmente distribúıdos, usualmente ob-
temos estimativas ruins se especificamos incorretamente o valor a priori de λ. Contudo,
se os efeitos aleatórios são gerados de distribuições na famı́lia Skew -Normal, o modelo
que assume efeitos aleatórios normalmente distribúıdos tem bom desempenho. Também
conclúımos que, embora o parâmetro de assimetria não seja muito bem estimado, assu-
mir uma distribuição a priori não-degenerada para ele pode não ser uma boa estratégia.
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Notamos que o EQM para os efeitos fixos e variância dos efeitos aleatórios são, em geral,
menores sob os modelos M6 e M7.
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Figura 8: Erro quadrático médio (EQM) com as médias a posteriori para os efeitos fixos
e variância dos efeitos aleatórios, nos cenários com k = 25 (esquerda) e k = 100 (direita)
e verdadeiros valores λ = 0 (◦), λ = 5 ( ) e λ = 30 (∗).
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Na Figura 9 apresentamos o v́ıcio obtido empiricamente para as estimativas dos
parâmetros, sob todos os modelos e para todos os cenários, quando usamos as médias a
posteriori como estimador.

O

O

O

O

O

O
O

−
0.

2
−

0.
1

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

Modelo

V
íc

io
(β

0)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O

O O O

O
O O

−
0.

2
−

0.
1

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

Modelo

V
íc

io
(β

0)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O
O

O O O O O

−
0.

15
−

0.
10

−
0.

05
0.

00
0.

05

Modelo

V
íc

io
(β

1)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O

O

O

O

O

O O
−

0.
15

−
0.

10
−

0.
05

0.
00

0.
05

Modelo

V
íc

io
(β

1)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O

O O
O

O

O O

−
0.

08
−

0.
06

−
0.

04
−

0.
02

0.
00

0.
02

Modelo

V
íc

io
(β

2)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O

O
O

O

O

O O

−
0.

08
−

0.
06

−
0.

04
−

0.
02

0.
00

0.
02

Modelo

V
íc

io
(β

2)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O

O

O

O

O

O O

−
0.

4
−

0.
2

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Modelo

V
íc

io
(V

(γ
i))

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O
O

O

O
O

O O

−
0.

4
−

0.
2

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Modelo

V
íc

io
(V

(γ
i))

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

Figura 9: Vı́cio com as médias a posteriori para os efeitos fixos e variância dos efeitos
aleatórios, nos cenários com k = 25 (esquerda) e k = 100 (direita) e verdadeiros valores
λ = 0 (◦), λ = 5 ( ) e λ = 30 (∗).

41



Da Figura 9 observamos que, em geral, os modelos em que se estima o parâmetro de
assimetria λ, ou seja, os modelos M6 e M7, estão entre os modelos com menor v́ıcio para
todos os parâmetros. Para os cenários com assimetria positiva na distribuições dos efeitos
aleatórios e k = 100 (Cenários 2b e 3b) notamos que, como seria esperado, os modelos
M1 e M2 tem maior v́ıcio para quase todos os parâmetros. A exceção ocorre apenas para
β0 no modelo M2. Ainda para β0 percebemos que para todos os modelos e valores de λ,
o v́ıcio tende a diminuir quando o número de clusters aumenta de k = 25 para k = 100.
Quando analisamos V (γi), vemos que o modelo M3 apresenta o menor v́ıcio em quase
todos os cenários. Quando λ = 0, ou seja, nos cenários 1a e 1b, o v́ıcio de V (γi) aumenta
quando fixamos valores de λ mais distantes do valor real. Além disso, os modelos M6 e
M7 tendem a fornecer bons resultados nestes cenários.

Conclusões similares podem ser obtidas tanto se consideramos EQM quanto o v́ıcio
se a mediana ou a moda a posteriori são utilizadas para estimarem os efeitos fixos e a
variância dos efeitos aleatórios (ver gráficos no Apêndice D).

As conclusões anteriores são corroboradas pelos gráficos nas Figuras 10 e 11 que
apresentam o Boxplot das médias a posteriori de todos os parâmetros, sob todos os
modelos e para todos os cenários. A Figura 10 mostra que as estimativas a posteriori
para β0 são verdadeiramente influenciadas pela especificação a priori para o parâmetro
de assimetria. Frequentemente, nos três cenários, β0 é melhor estimado sob o modelo M3,
que assume λ = 0, e sob os modelos M6 e M7, que assumem distribuições a priori mais
flex́ıveis para λ. Se os efeitos aleatórios são normalmente distribúıdos, os modelos M1, M2,
M4 e M5 tendem a superestimar a variância dos efeitos aleatórios, o mesmo é observado
para efeitos aleatórios Skew -Normais sob os modelos M1 e M2. Também notamos que se
a distribuição dos efeitos aleatórios possui forte assimetria (Cenário 3a), o parâmetro λ é
subestimado nos modelos M6 e M7 e, sob o modelo M7, λ tende a ser superestimado nos
Cenários 1a e 2a. Na Figura 11 observamos a diminuição na variabilidade das estimativas
dos parâmetros quando o número de clusters aumenta de k = 25 para k = 100 e isto
faz com que as estimativas obtidas sob os diferentes modelos se tornem bem próximas
em vários casos. Para β0, ao contrário do que ocorreu quando k = 25, para os cenários
com k = 100 temos que nem sempre o modelo M3 é o melhor. Entre os modelos que
consideram fixo o valor de λ, o modelo M4 parece ser o melhor no Cenário 2b. Os modelos
M6 e M7 estimam bem β0 em todos os cenários. Ao avaliarmos as estimativas de β1 e
β2 na Figura 11, vemos resultados muito similares aos observados quando k = 25. Em
todos os cenários os modelos que fixam o valor de λ igual ao valor correto (M3 quando λ
real igual a 0, M4 quando λ = 5 e M5 quando λ = 30) apresentam melhores estimativas,
mas estes modelos são seguidos de perto pelos modelos que fixam λ em valores próximos
do valor real e pelos modelos em que distribuições a priori mais flex́ıveis para λ são
assumidas (M6 e M7). Para as estimativas de V (γi) e λ, observamos comportamento
similar ao observado para os cenários com k = 25.

De forma geral, notamos melhores estimativas nos modelos em que o valor de λ é
especificado corretamente e nos modelos em que λ é estimado. Visto que existe grande
dificuldade em saber o valor correto de λ, estimar λ parece ser a melhor alternativa.
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Figura 10: Boxplots das médias a posteriori, com valor real (linha pontilhada), para os
cenários com k = 25 clusters, Cenário 1a (λ = 0, esquerda), Cenário 2a (λ = 5, centro) e
Cenário 3a (λ = 30, direita).
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Figura 11: Boxplots das médias a posteriori, com valor real (linha pontilhada), para os
cenários com k = 100 clusters, Cenário 1b (λ = 0, esquerda), Cenário 2b (λ = 5, centro)
e Cenário 3b (λ = 30, direita).
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2.5.2 Estimativas dos efeitos aleatórios

Como já foi mostrado anteriormente, os efeitos aleatórios tem importante papel na
interpretação dos parâmetros. Agora buscamos avaliar o efeito da especificação a priori
para λ nas estimativas dos efeitos aleatórios. Resumimos a informação sobre a qualidade
destas estimativas através do erro quadrático médio EQMγ = (γ− γ̂)t(γ− γ̂)/k, em que
γ̂ é a média a posteriori do vetor γ.

A Tabela 2.7 mostra a porcentagem de vezes que cada modelo fornece o menor EQMγ .
Para todos os cenários, os efeitos aleatórios tendem a ser melhor estimados com o modelo
correto mas, em geral, os modelos em que fixamos λ próximo de seu valor real também
apresentam o menor EQMγ em uma alta porcentagem de vezes. É importante notar que
os modelos M6 e M7, onde λ é estimado, frequentemente estimam os efeitos aleatórios
bem, principalmente, se o número de clusters é alto.

Tabela 2.7: Porcentagem de vezes que cada modelo fornece o menor EQMγ

Modelo
Cenário M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

1a 1 22 31 13 5 13 15
1b 0 7 37 12 3 25 16
2a 1 6 21 24 24 11 13
2b 0 0 15 33 21 9 22
3a 0 3 16 20 30 16 15
3b 0 1 1 17 39 19 23

A Figura 12 fornece a frequência em que cada modelo tem o menor EQMγ , ou seja, é
o melhor modelo. Dado o melhor modelo, ela também apresenta a frequência em que cada
modelo tem o segundo melhor desempenho. Para o Cenário 1a, por exemplo, notamos que
M3 apresenta o menor EQMγ em 31% das vezes e, nestas ocasiões, em aproximadamente
metade das vezes (15% dos bancos de dados) o modelo M6 foi o segundo melhor modelo.
Para os Cenários 1a e 1b, notamos que das vezes em que o modelo M3 é selecionado como
o melhor modelo, o segundo melhor modelo é, em geral, um dos modelos que, a priori,
não fixa λ. Além disso, quando M6 e M7 apresentam o menor EQMγ , M3 é geralmente
o segundo melhor modelo. Conclusão similar pode ser obtida quando comparamos os
modelos M4, M6 e M7 nos Cenários 2a e 2b, e os modelos M5, M6 e M7 nos Cenários
3a e 3b. Se, a priori, fixamos corretamente o valor de λ, então o EQMγ para os efeitos
aleatórios tende a ser o menor, principalmente, se o número de clusters é alto.
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Figura 12: Porcentagem de vezes que cada modelo apresenta o menor e o segundo menor
EQMγ, cenários com k = 25 (esquerda) e k = 100 (direita) clusters, para λ = 0 (acima),
λ = 5 (centro) e λ = 30 (abaixo).

A Figura 13 apresenta os boxplots para EQMγ para todos os casos sob consideração.

É notável que o comportamento do EQMγ é similar se comparamos cenários com 25 e
100 clusters. Contudo, o EQMγ tem menor variabilidade se o número de clusters é alto.
Também notamos que o comportamento observado para o EQMγ nos modelos M6 e M7

é similar ao que é observado no modelo em que λ é corretamente especificado.
Em resumo, se o objetivo é estimar os efeitos aleatórios, ou algumas quantidades

que dependem deles, é melhor assumir distribuições a priori para λ se não podemos
pré-especificar com precisão o seu valor.
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Figura 13: Boxplot do EQMγ para os cenários com k = 25 (esquerda) e k = 100 (direita)
clusters, para λ = 0 (acima), λ = 5 (centro) e λ = 30 (abaixo).

2.5.3 Comparação de modelos

A importância de se especificar corretamente o modelo está principalmente associada
com qualidade das estimativas dos efeitos aleatórios e, consequentemente, com todas as
quantidades que dependem deles, como ocorre com a razão de chances. Por esta razão,
na Tabela 2.8, apresentamos a porcentagem de vezes que cada modelo foi selecionado
como o melhor usando CPO, DIC1, DIC2 e o Fator de Bayes.
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Tabela 2.8: Porcentagem de seleção de cada modelo
Modelo

Cenário M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

CPO
1a 7 10 26 15 13 17 12
1b 2 7 30 6 3 30 22
2a 8 16 18 15 11 17 15
2b 0 1 34 20 10 15 20
3a 8 2 16 26 14 15 19
3b 0 0 15 24 14 27 20

DIC1
1a 15 14 23 12 12 10 14
1b 5 10 38 8 8 17 14
2a 9 8 15 15 26 11 16
2b 1 2 10 36 31 13 7
3a 3 2 8 27 34 9 17
3b 0 0 4 13 47 15 21

DIC2
1a 9 17 13 8 23 16 14
1b 0 8 27 3 1 32 29
2a 27 19 11 8 12 9 14
2b 0 2 27 31 3 24 13
3a 32 14 6 7 14 12 15
3b 0 1 13 29 9 25 23

Fator de Bayes
1a 16 17 12 13 8 22 12
1b 1 10 37 5 4 21 22
2a 9 6 18 11 16 19 21
2b 0 4 28 26 4 17 21
3a 3 4 13 28 10 23 19
3b 0 0 22 21 18 22 17

Comparando somente os modelos M1 a M5 (aqueles que assumem valor fixo para
λ) notamos que, para os cenários 1a e 1b, a CPO geralmente seleciona o modelo certo.
Contudo, para os outros cenários, ele tende a selecionar os modelos que consideram menor
assimetria que a verdadeira.

O DIC1 usualmente fornece bons resultados selecionando, mais frequentemente, o
modelo correto em todos os cenários, exceto para o Cenário 2b. Nos cenários que con-
sideramos efeitos aleatórios Skew -Normais esta medida também tende a selecionar os
modelos que consideram assimetria. O DIC2 se mostrou ineficiente selecionando, em
muitos casos, modelos em que o parâmetro de assimetria é muito maior do que o valor
verdadeiro.

O fator de Bayes seleciona mais frequentemente o modelo correto somente no Cenário
1b. Nos cenários 2a, 2b, 3a e 3b ele tende a selecionar mais frequentemente o modelo
com menor assimetria.

Em todos os casos, os modelos que assumem distribuições a priori não-degeneradas
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para λ são selecionados uma alta porcentagem de vezes. Assim, se não pudermos definir,
com precisão, o valor de λ no modelo, é uma boa estratégia estimá-lo. Note que as
distribuições a priori assumidas aqui colocam pouca massa de probabilidade em valores
próximos de λ = 30, o valor verdadeiro para o parâmetro de assimetria nos cenários 3a
e 3b. Apesar disso, a porcentagem de vezes que os modelos M6 e M7 são selecionados
como melhores nestes cenários é, relativamente, alta.

2.6 Estudo de caso 1: Atividade teratogênica

Nesta seção analisamos o conjunto de dados previamente considerado em Liu e Dey
(2008). O objetivo do estudo é avaliarmos a interação entre atividade teratogênica de
dois análogos de niacina 6-aminonicotinamide (6AN) e 3 acetylpyridine (3AP). Neste
estudo, ovos foram incubados e, após 96 horas de incubação, ambas as substâncias foram
dissolvidas juntas e injetadas em cada ovo. O experimento foi realizado em quatro meses
de forma independente.

Consideramos um modelo Bernoulli em que a variável resposta assume o valor 1 se o
ovo gera um frango anormal após o experimento. As covariáveis, padronizadas, são 6AN,
3AP e sua interação. Consideramos duas definições para os clusters, os meses (Dados 1)
como em Liu e Dey (2008) e os slots (Dados 2). O número total de clusters nos Dados 1
e Dados 2 são 4 e 16, respectivamente.

Na Tabela 2.9 apresentamos os dados obtidos do experimento teratogênico. Os dados
consistem de 2154 observações separadas em slots. As observações feitas em ovos alocados
dentro de um mesmo slot possuem valores idênticos para as covariáveis. Isto ocorre pois os
ovos alocados dentro de um mesmo slot receberam doses iguais, em microgramas (mcg),
das substâncias 6AN e 3AP. Na Tabela 2.9, denotamos por n o número de observações e
r o número observado de frangos anormais dentro de cada slot.

Tabela 2.9: Dados Experimentais - Atividade teratogênica
Datas Slot Dosagem de 6AN Dosagem de 3AP Sobreviventes (n) Frangos anormais (r) r/n

Nov. 1961 (1) 2,5 0 110 17 0,155
(2) 2,5 375 108 28 0,259
(3) 0 375 107 25 0,234
(4) 2,5 500 107 43 0,402
(5) 0 500 103 36 0,350

Dez. 1961 (1) 4 0 98 22 0,224
(2) 4 375 102 39 0,382
(3) 4 500 106 80 0,755

Jan. 1962 (1) 10 0 203 198 0,975
(2) 10 500 175 153 0,875
(3) 0 500 180 90 0,500

Abr. 1962 (1) 5 0 156 93 0,596
(2) 5 375 152 41 0,270
(3) 0 375 148 32 0,216
(4) 5 500 151 106 0,702
(5) 0 500 148 70 0,473

Ajustamos cinco modelos que diferem entre si em termos das distribuições assumidas
para os efeitos aleatórios e também pelas distribuições a priori consideradas para os
parâmetros de assimetria nos modelos SN. Estes modelos são descritos a seguir.

Modelo 1: γi
iid∼ N(0, σ2);
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Modelo 2: γi
iid∼ SN(−δσ

√
2/π, σ2, λ) e λ ∼ N(−8,5; 100);

Modelo 3: γi
iid∼ SN(−δσ

√
2/π, σ2, λ) e λ ∼ N(0, 100);

Modelo 4: γ ∼ SNk(−∆σ
√

2/π1k, σ
2Ik, α1k) e α ∼ N(−8,5; 100);

Modelo 5: γ ∼ SNk(−∆σ
√

2/π1k, σ
2Ik, α1k) e α ∼ N(0, 100).

Note que sob tais especificações para os Modelos 1, 3 e 5, como as distribuições para
λ e α são centradas em zero as distribuições da OR dados κ12 e σ2, sob estes modelos
teriam um comportamento similar a priori, colocando massa de probabilidade substancial
em valores inferiores a 1,5 (ver Figura 1, caso λ = 0). Assim, tais especificações seriam
razoáveis se a crença inicial sobre OR estivesse compat́ıvel com isto.

Para fins de comparação, consideramos a informação a posteriori fornecida em Liu
e Dey (2008) para construir as distribuições a priori do parâmetro de assimetria nos
Modelos 2 e 4. Nestes casos, assumimos a priori que λ e α são negativos com alta
probabilidade e, consequentemente, temos uma forte evidência em favor de uma assi-
metria negativa para os efeitos aleatórios. Em todos os casos, contudo, consideramos
distribuições a priori vagas para βi e σ2, isto é, assumimos βi ∼ N(0, 10), para todo
i = 0, . . . , 3, e σ2 ∼ GI(2,001; 1).

No método MCMC, geramos cadeias de tamanhos 30.000, 50.000 e 70.000, respectiva-
mente, para os casos Normal, Skew -Normal independente e Skew -Normal correlacionada.
Descartamos as primeiras 20.000 (casos Normal e Skew -Normal independente) e 40.000
(Skew -Normal correlacionada) amostras como peŕıodo de burn-in e usamos lag de 10
(caso Normal) e 30 (casos Skew -Normal independente e correlacionado) passos para evi-
tarmos amostras da distribuição a posteriori autocorrelacionadas. Com isto, obtivemos
amostras da distribuição a posteriori de tamanho 1.000 em todos os modelos.

A Tabela 2.10 apresenta as estimativas pontuais a posteriori e os intervalos de cre-
dibilidade HPD com 95% de probabilidade para os efeitos fixos, variância dos efeitos
aleatórios e o parâmetro de assimetria. Comparando os modelos, para ambos os conjun-
tos de dados, as estimativas pontuais a posteriori dos efeitos fixos sob os modelos SN
são similares as obtidas com o modelo Normal, mas as estimativas para a variância da
distribuição dos efeitos aleatórios V (γi) diferem. As estimativas a posteriori indicam que
os dois análogos de niacina, 6AN e 3AP, tem efeitos positivos na atividade teratogênica
e sua interação tem efeito negativo. Além disso, o intercepto não é relevante para a
explicação da atividade teratogênica. As variâncias da distribuição dos efeitos aleatórios
V (γi) são menores que 1, com alta probabilidade a posteriori, em todos os casos. Para
facilitar a comparação, consideremos apenas os modelos em que a informação a posteriori
fornecida por Liu e Dey (2008) não é utilizada. Neste casos, a posteriori, os intervalos
de credibilidade HPD com 95% de probabilidade para os efeitos fixos e para V (γi) sob
os Modelos 3 e 5 são mais curtos para ambos os bancos de dados, fornecendo evidências
contra a suposição de normalidade para os efeitos aleatórios. A distribuição adotada para
descrever a incerteza a priori sobre o parâmetros de assimetria não exerce forte influência
sobre a inferência a poteriori da variância dos efeitos aleatórios (por exemplo, a moda
a posteriori de V (γi) é 0,14 para o Modelo 2, e é 0,13 sob Modelo 3). Entretanto, as
estimativas de V (γi) tendem a aumentar com o número de clusters. Sob o Modelo 2, a
moda a posteriori para V (γi) nos Dados 1 e Dados 2 são 0,14 e 0,25, respectivamente.
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Comportamentos similares são observados para os efeitos fixos e o parâmetro de assime-
tria. Uma grande redução na incerteza sobre os parâmetros de assimetria λ e α foram
observados a posteriori em ambos os conjuntos de dados e todos os modelos.

Tabela 2.10: Resumos a posteriori para os parâmetros no experimento sobre atividade
teratogênica

Média Mediana Moda HPD Média Mediana Moda HPD
Dados 1 Dados 2
Modelo 1 Modelo 1

DIC=2453,353; CPO= -1226,711 DIC=2361,254; CPO= -1180,818
β0 -0,22 -0,22 -0,29 [-0,78;0,37] -0,30 -0,30 -0,32 [-0,64;0,06]
β1 1,07 1,07 1,07 [0,91;1,23] 1,26 1,26 1,30 [0,86;1,67]
β2 0,56 0,56 0,56 [0,42;0,70] 0,67 0,67 0,67 [0,30;1,05]
β3 -0,71 -0,70 -0,69 [-0,93;-0,53] -0,78 -0,78 -0,76 [-1,15;-0,38]

V (γi) 0,44 0,37 0,27 [0,10;0,97] 0,44 0,40 0,38 [0,17;0,79]
Modelo 2 Modelo 2

DIC=2453,154; CPO= -1226,613 DIC=2360,162; CPO= -1180,198
β0 -0,28 -0,28 -0,29 [-0,83;0,16] -0,29 -0,28 -0,24 [-0,60;-0,01]
β1 1,08 1,07 1,07 [0,92;1,24] 1,32 1,32 1,34 [1,02;1,65]
β2 0,57 0,57 0,55 [0,44;0,71] 0,68 0,68 0,69 [0,41;0,99]
β3 -0,72 -0,72 -0,72 [-0,93;-0,56] -0,77 -0,77 -0,84 [-1,10;-0,41]
λ -7,88 -7,57 -6,61 [-27,89;11,58] -11,83 -11,02 -11,84 [-27,55;3,19]

V (γi) 0,24 0,19 0,14 [0,04;0,54] 0,32 0,28 0,25 [0,12;0,60]
Modelo 3 Modelo 3

DIC=2453,725; CPO= -1226,914 DIC=2360,621; CPO= -1180,419
β0 -0,22 -0,22 -0,29 [-0,68;0,18] -0,29 -0,29 -0,27 [-0,59;0,06]
β1 1,07 1,07 1,04 [0,90;1,23] 1,27 1,28 1,28 [0,82;1,63]
β2 0,56 0,56 0,57 [0,42;0,69] 0,65 0,66 0,66 [0,26;0,96]
β3 -0,72 -0,71 -0,71 [-0,93;-0,53] -0,77 -0,76 -0,79 [-1,12;-0,41]
λ 1,14 2,03 5,68 [-19,11;20,06] -6,26 -5,54 -3,78 [-22,07;9,34]

V (γi) 0,22 0,18 0,13 [0,05;0,50] 0,35 0,31 0,24 [0,11;0,70]
Modelo 4 Modelo 4

DIC=2453,436; CPO= -1226,778 DIC=2361,036; CPO= -1180,699
β0 -0,26 -0,27 -0,30 [-0,58;0,18] -0,30 -0,31 -0,34 [-0,59;-0,04]
β1 1,07 1,07 1,09 [0,92;1,23] 1,26 1,26 1,24 [0,87;1,66]
β2 0,57 0,56 0,55 [0,44;0,71] 0,64 0,65 0,68 [0,25;1,07]
β3 -0,72 -0,71 -0,68 [-0,90;-0,51] -0,76 -0,76 -0,74 [-1,14;-0,36]
α -8,28 -8,61 -12,07 [-28,67;9,69] -8,78 -8,75 -8,98 [-29,46;10,41]

V (γi) 0,38 0,31 0,24 [0,09;0,85] 0,43 0,39 0,33 [0,17;0,82]
Modelo 5 Modelo 5

DIC=2453,095; CPO= -1226,604 DIC=2360,549; CPO= -1180,454
β0 -0,23 -0,24 -0,27 [-0,72;0,21] -0,30 -0,30 -0,29 [-0,55;-0,06]
β1 1,07 1,07 1,09 [0,92;1,24] 1,23 1,24 1,25 [0,84;1,59]
β2 0,56 0,56 0,55 [0,42;0,69] 0,66 0,66 0,64 [0,19;1,04]
β3 -0,72 -0,71 -0,73 [-0,89;-0,51] -0,77 -0,76 -0,71 [-1,15;-0,35]
α 0,05 -0,07 2,14 [-17,9;20,76] 0,26 0,22 -0,85 [-18,43;20,28]

V (γi) 0,40 0,32 0,23 [0,08;0,91] 0,42 0,38 0,33 [0,16;0,76]

Considerando os intervalos HPD com 95% de probabilidade a posteriori e as estimati-
vas pontuais de λ e α, temos forte evidência em favor de um grau de assimetria negativo
para a distribuição dos efeitos aleatórios em Dados 1 (Modelos 2 e 4) e para Dados 2
(Modelos 2, 3 e 4). Isto vai de encontro com as conclusões apresentadas em Liu e Dey
(2008). Para Dados 2 e todos os modelos notamos que a assimetria é forte, na análise
a posteriori. Todavia, os intervalos HPD revelam que λ e α não são significativamente
diferentes de zero, apontando para a distribuição Normal dos efeitos aleatórios. Apesar
disto, levando em consideração o DIC e a CPO, os modelos Skew -Normal são selecionados
como os melhores modelos (Modelo 2 para Dados 2 e Modelo 5 para Dados 1). A CPO e
o DIC também indicam uma melhora no ajuste do modelo ao assumirmos os slots como
clusters.
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A Tabela 2.11 fornece os resumos das distribuições a posteriori da razão de chances
para algumas comparações particulares, as quais estão descritas a seguir:

OR1 compara os ovos dos slots 4 e 5, Novembro de 1961;

OR2 compara os ovos dos slots 2 e 3, Abril de 1962;

OR3 compara os ovos do slot 3, Janeiro de 1962, e do slot 5, Novembro de 1961;

OR4 compara os ovos do slot 3, Abril de 1962, e do slot 5, Novembro de 1961;

OR5 compara os ovos do slot 1, Janeiro de 1962, e do slot 1, Dezembro de 1961;

OR6 compara os ovos do slot 2, Dezembro de 1961, e do slot 5, Abril de 1962.

Tabela 2.11: Resumos a posteriori para algumas OR no experimento sobre atividade
teratogênica

Média Mediana Moda HPD Média Mediana Moda HPD
Dados 1 Dados 2
Modelo 1 Modelo 1

OR1 1,48 1,48 1,48 [1,34;1,63] 1,32 1,27 1,15 [0,70;2,03]
OR2 4,28 4,26 4,22 [3,51;5,34] 1,55 1,49 1,42 [0,79;2,33]
OR3 2,15 2,12 2,15 [1,46;2,87] 1,85 1,78 1,53 [1,01;2,72]
OR4 1,29 1,28 1,25 [0,95;1,57] 0,97 0,93 0,86 [0,50;1,55]
OR5 109,18 98,4 79,89 [38,59;206,49] 170,55 143,00 103,94 [45,99;367,00]
OR6 1,50 1,48 1,48 [1,09;1,97] 0,77 0,75 0,74 [0,43;1,17]

Modelo 2 Modelo 2
OR1 1,48 1,48 1,48 [1,33;1,61] 1,34 1,28 1,13 [0,69;2,07]
OR2 4,32 4,30 4,30 [3,39;5,27] 1,51 1,46 1,37 [0,78;2,22]
OR3 2,04 2,01 1,97 [1,37;2,69] 1,78 1,73 1,59 [1,04;2,62]
OR4 1,28 1,28 1,25 [0,97;1,59] 0,97 0,94 0,89 [0,51;1,53]
OR5 109,31 99,08 79,19 [34,48;197,56] 171,77 148,71 108,70 [36,37;354,32]
OR6 1,49 1,47 1,41 [1,09;1,98] 0,79 0,77 0,69 [0,44;1,17]

Modelo 3 Modelo 3
OR1 1,48 1,48 1,48 [1,33;1,63] 1,34 1,27 1,17 [0,72;2,10]
OR2 4,29 4,24 4,11 [3,38;5,26] 1,52 1,49 1,54 [0,80;2,37]
OR3 2,07 2,04 2,00 [1,39;2,72] 1,80 1,73 1,60 [1,08;2,69]
OR4 1,28 1,26 1,24 [1,01;1,66] 0,96 0,94 0,84 [0,50;1,51]
OR5 108,93 97,99 86,50 [36,48;198,44] 168,80 146,97 122,37 [42,14;348,33]
OR6 1,49 1,48 1,39 [1,05;1,96] 0,77 0,75 0,75 [0,43;1,19]

Modelo 4 Modelo 4
OR1 1,48 1,48 1,48 [1,34;1,61] 1,34 1,31 1,28 [0,73;2,14]
OR2 4,27 4,26 4,32 [3,42;5,14] 1,53 1,50 1,52 [0,80;2,35]
OR3 2,14 2,10 1,96 [1,51;2,84] 1,86 1,76 1,69 [1,12;2,94]
OR4 1,29 1,28 1,26 [0,98;1,63] 0,97 0,93 0,90 [0,45;1,54]
OR5 110,91 98,41 85,80 [36,59;211,24] 164,35 141,74 113,97 [44,90;344,45]
OR6 1,49 1,48 1,45 [1,05;1,95] 0,77 0,74 0,72 [0,41;1,16]

Modelo 5 Modelo 5
OR1 1,48 1,48 1,46 [1,34;1,62] 1,31 1,26 1,08 [0,72;2,02]
OR2 4,28 4,25 4,00 [3,33;5,17] 1,57 1,51 1,31 [0,82;2,38]
OR3 2,14 2,11 1,99 [1,41;2,82] 1,85 1,80 1,78 [1,04;2,71]
OR4 1,29 1,28 1,25 [0,95;1,58] 0,96 0,93 0,84 [0,48;1,54]
OR5 108,75 98,66 85,25 [42,09;202,69] 168,96 142,91 108,15 [45,51;371,59]
OR6 1,51 1,48 1,44 [1,13;1,96] 0,76 0,73 0,70 [0,43;1,16]

Da Tabela 2.11 percebemos que a média, a mediana e a moda a posteriori para todas
as razões de chance (exceto para OR5), em cada um dos modelos e para os dois conjuntos
de dados tendem a ser similares, indicando somente um grau suave de assimetria na sua
distribuição a posteriori. Tal similaridade é mais forte em Dados 2. Para Dados 1, sob
quase todos os modelos (exceto Modelo 3), podemos concluir que os ovos no slot 3, Abril
de 1962, são comparáveis aos do slot 5, Novembro de 1961 (veja OR4). Neste caso, o
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valor 1 pertence ao intervalo HPD, indicando que a OR não é significativamente diferente
de um, ou seja, os ovos no slot 3, incubados em Abril de 1962, e no slot 5, incubados em
Novembro de 1961, têm a mesma chance de gerar frangos anormais. Conclusão similar
pode ser obtida de OR1, OR2, OR4 e OR6, para Dados 2, sob todos os modelos.

Considere Dados 1 e o melhor modelo (Modelo 5). Levando em conta a moda da
distribuição a posteriori de OR3, por exemplo, conclúımos que, para os ovos incubados
em janeiro de 1962, que não receberam qualquer dose de 6AN e uma dose de 500 mcg de
3AP, a chance de gerarem aves anormais é provavelmente 1,99 vezes a chance para os ovos
incubados em novembro de 1961. Se considerarmos a OR3 mediana, a conclusão é que a
chance é maior que 2,11 com probabilidade a posteriori de 50%. Para OR5, as estimativas
a posteriori diferem substancialmente. Investigando os ovos que não receberam qualquer
dosagem de 3AP, em média e mais provavelmente, as chances daqueles incubados em
Janeiro de 1962, que receberam a dosagem de 10 mcg de 6AN, gerarem um frango anormal
são, respectivamente, 108,8 e 85,3 a chance dos ovos que foram incubados em Dezembro
de 1961 e que receberam a dosagem de 4 de 6AN. A outras comparações posśıveis ocorrem
de forma semelhante.

2.7 Estudo de caso 2: Ascaris suum

Nesta seção analisamos os dados apresentados em Larsen et al. (2000), oriundos de
um estudo para investigar a ocorrência de Ascaris suum (lombriga) em súınos. Amostras
de fezes foram retiradas de 1016 porcos de abate e leitoas na Dinamarca. Dois tipos
diferentes de chiqueiros foram inclúıdos no estudo, denotados por chiqueiros convencional
e SPF (Specific Pathogen Free). A Tabela 2.12 apresenta os dados de 72 chiqueiros
convencionais e 36 chiqueiros do tipo SPF, sendo que o śımbolo 1/15, por exemplo, é
usado para indicar que determinado chiqueiro tinha 15 súınos dos quais apenas 1 foi
detectado como contaminado por Ascaris suum.

Tabela 2.12: Dados dos Chiqueiros
SPF

0/16 0/15 0/15 0/15 0/15 0/15 0/15 1/15 2/15
0/14 0/14 0/12 0/10 0/10 0/10 0/10 0/10 0/10
0/10 0/10 1/10 1/10 2/10 2/10 0/9 1/7 1/7
0/5 0/5 0/5 0/5 1/5 1/5 4/5 1/3 0/1

Convencional
0/15 0/15 0/15 0/15 0/15 1/15 1/15 1/15 1/15
2/15 3/15 3/15 3/15 4/15 4/15 6/15 2/11 0/10
0/10 0/10 0/10 0/10 0/10 0/10 0/10 0/10 0/10
0/10 1/10 1/10 1/10 1/10 3/10 3/10 4/10 0/9
0/9 0/9 0/9 1/9 2/9 5/9 9/9 0/8 0/8
2/8 3/8 0/7 1/7 1/7 1/7 1/7 2/7 3/7
0/6 0/6 0/6 0/5 0/5 0/5 1/5 1/5 1/5
1/5 0/4 0/4 3/4 0/3 0/2 0/2 0/1 1/1

O principal objetivo deste estudo é investigar se súınos criados em chiqueiro SPF tem
menor risco de serem infectados com Ascaris Suum do que súınos criados nos chiqueiros
convencionais e, caso isso ocorra, quantificar a diferença.

Ao observarmos o banco de dados, notamos que é necessário considerar algum artif́ıcio
no modelo para representar a influência de cada chiqueiro particular na probabilidade de
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contaminação por Ascaris suum. Isto se faz necessário visto que chiqueiros de mesmo
tipo, seja SPF ou convencional, apresentam grande variabilidade quanto a proporção de
contaminação. Para tal, assim como em Larsen et al. (2000), aqui também considera-
mos cada chiqueiro como um cluster. Desta forma, assumimos um número k de clusters
igual a 108. Quanto as covariáveis inclúıdas no modelo, utilizamos apenas o tipo de chi-
queiro, sendo que tal covariável recebeu o valor 1 para chiqueiros SPF e 0 para chiqueiros
convencionais.

Ajustamos 4 modelos, que diferem entre si tanto na distribuição assumida para os
efeitos aleatórios quanto na distribuição a priori do parâmetro de escala σ2. Os modelos
ajustados foram:

Modelo 1: γi
iid∼ N(0, σ2) e σ2 ∼ GI(2,001; 1);

Modelo 2: γi
iid∼ N(0, σ2) e σ2 ∼ GI(0,01; 0,01);

Modelo 3: γi
iid∼ SN(−δσ

√
2/π, σ2, λ) e σ2 ∼ GI(2,001; 1);

Modelo 4: γi
iid∼ SN(−δσ

√
2/π, σ2, λ) e σ2 ∼ GI(0,01; 0,01).

Nos Modelos 3 e 4 assumimos a priori que λ ∼ N(0, 100), uma distribuição pouco
informativa para λ pois tem um valor relativamente alto para a variância. Como visto
anteriormente, para σ2 utilizamos duas distribuições a priori que diferem quanto aos
valores escolhidos para os hiperparâmetros da distribuição Gama Inversa. Ambas são
distribuições que trazem pouca informação sobre σ2. No primeiro caso, em que σ2 ∼
GI(2,001; 1), os valores dos hiperparâmetros foram escolhidos de forma que a esperança
e a variância da distribuição existissem e fossem aproximadamente iguais a 1 e 1.000,
respectivamente. Na segunda opção, buscamos uma distribuição a priori mais vaga,
com a qual o modelo pudesse fornecer estimativas mais próximas da abordagem clássica,
permitindo fazer algum tipo de comparação com os resultados obtidos em Larsen et
al. (2000). Nesta segunda escolha, a distribuição a priori Gama(0,01; 0,01) para σ2 não
possui esperança e variância. A Figura 14 ilustra a f.d.p das duas escolhas de distribuições
a priori para σ2.
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Figura 14: Distribuições a priori para σ2, σ2 ∼ GI(2,001; 1) (linha tracejada) e σ2 ∼
GI(0,01; 0,01) (linha sólida).
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Em todos os modelos, para os efeitos fixos β0 e β1 assumimos distribuições a priori
independentes e pouco informativas, a saber, distribuição Normal com média 0 e variância
1.000 para cada um dos parâmetros.

Para o MCMC, geramos uma cadeia de tamanho 35.000 para os Modelos 1 e 2, 250.000
para o Modelo 3 e 350.000 para o Modelo 4. Como peŕıodo de burn-in, descartamos as
primeiras 20.000 amostras nos Modelos 1 e 2, 50.000 no Modelo 3 e 150.000 no Modelo
4. Por fim, usamos um lag de 15 (200) nos Modelos 1 e 2 (3 e 4) obtendo uma amostra
da distribuição a posteriori de tamanho 1.000.

Na Tabela 2.13, apresentamos as estimativas pontuais a posteriori e os intervalos de
credibilidade HPD com 95% de probabilidade a posteriori dos efeitos fixos, da variância
dos efeitos aleatórios e do parâmetro de assimetria. Ao compararmos o ajuste dos mo-
delos, observamos um comportamento semelhante ao registrado na Seção 2.6. Notamos
que as estimativas pontuais a posteriori obtidas com os modelos SN (Modelos 3 e 4) são
relativamente próximas das obtidas com os modelos normais (Modelos 1 e 2). Contudo,
as estimativas para a variância dos efeitos aleatórios V (γi) tem maior discrepância ao
mudarmos a distribuição dos efeitos aleatórios. Vemos também, como já era esperado,
que as estimativas pontuais a posteriori e o comprimento do intervalo HPD para V (γi)
são maiores no Modelo 2 do que as obtidas no Modelo 1, e são maiores no Modelo 4 que
no Modelo 3. Isto se justifica pelo fato dos Modelos 2 e 4 considerarem uma distribuição a
priori para σ2 menos informativa do que os Modelos 1 e 3. Ao compararmos os modelos,
fixando a distribuição a priori para σ2, notamos que os modelos SN fornecem estimativas
menores para V (γi) do que os modelos Normais. As estimativas a posteriori para β indi-
cam que chiqueiros do tipo SPF tem menor probabilidade de contaminação por Ascaris
Suum do que os chiqueiros convencionais, uma vez que obtivemos estimativas negativas
para β1. Além disto, em todos os modelos, os intervalos HPD para β1 não contém o
valor zero, apontando que o tipo de chiqueiro é uma covariável significativa para explicar
a probabilidade de contaminação por Ascaris Suum. Conclusão similar é tirada sobre o
intercepto em todos os casos.

Tabela 2.13: Resumos a posteriori dos parâmetros no experimento dos chiqueiros
Média Mediana Moda HPD Média Mediana Moda HPD

Modelo 1 Modelo 2
DIC=565,851; CPO=-285,140 DIC=562,469; CPO=-284,436

β0 -2,50 -2,49 -2,52 [-3,05;-2,02] -2,57 -2,56 -2,57 [-3,19;-2,07]
β1 -1,08 -1,06 -1,02 [-2,08;-0,28] -1,13 -1,10 -1,09 [-2,15;-0,21]
V (γ) 2,12 1,99 1,86 [0,87;3,50] 2,51 2,37 2,16 [1,11;4,31]

Modelo 3 Modelo 4
DIC=563,397; CPO=-283,862 DIC=563,177; CPO=-284,429

β0 -2,42 -2,40 -2,38 [-2,86;-1,90] -2,46 -2,44 -2,46 [-3,14;-1,95]
β1 -1,08 -1,08 -1,07 [-1,87;-0,11] -1,10 -1,08 -1,00 [-2,10;-0,25]
λ 5,53 3,86 0,66 [-2,39;18,31] 6,19 5,37 4,84 [-5,42;21,19]

V (γ) 1,67 1,53 1,44 [0,64;3,24] 2,09 1,86 1,54 [0,74;4,10]

Ao analisarmos as estimativas para o parâmetro de assimetria λ nos Modelos 3 e 4,
observamos que estimativas pontuais a posteriori revelam assimetria positiva para a dis-
tribuição dos efeitos aleatórios, o que é uma indicação contra a suposição de normalidade
para estes efeitos. Observando os intervalos HPD, notamos que houve grande redução na

55



incerteza sobre λ a posteriori e que, apesar dos intervalos HPD revelarem que λ não é
significativamente diferente de zero, pois contêm o valor zero, as distribuições a posteri-
ori revelam que existe grande evidência em favor de assimetria positiva para os efeitos
aleatórios. Note da Figura 15 que as distribuições a posteriori de λ nos Modelos 3 e 4
colocam grande massa de probabilidade em valores positivos. Ao compararmos as curvas
de densidades na Figura 15 e os intervalos HPD para λ percebemos que a distribuição a
priori exerce influência sobre a inferência de λ. Utilizando DIC, o melhor modelo seria
o Modelo 2, seguido pelos Modelos 4 e 3, nesta ordem. Quanto a CPO, a indicação
seria favorável a assimetria para a distribuição dos efeitos aleatórios, sendo que o critério
seleciona o Modelo 3 como o melhor e depois viriam os Modelos 4 e 2.
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Figura 15: Densidade a posteriori de λ nos Modelos 3 (esquerda) e 4 (direita).

Como vimos, neste modelo, inúmeras comparações são posśıveis. Entre estas várias
possibilidades, optamos por algumas em particular que são descritas na Tabela 2.14,
que também traz informações sobre o tipo de chiqueiro e proporção de contaminação
do cluster ao qual cada súıno sob comparação pertence. Em alguns casos, como por
exemplo OR2, OR3 e OR5, os efeitos aleatórios parecem desempenhar papel importante,
uma vez que essas comparações envolvem súınos em tipos de chiqueiros idênticos, mas
que aparentam ter grandes diferenças quanto a chance de contaminação.

Tabela 2.14: Casos abordados para Razão de Chances
OR 1◦ Cluster 2◦ Cluster Covariável para os súınos comparados
1 79 (9/9) 34 (4/5) Convencional e SPF
2 79 (9/9) 76 (1/9) Convencional e Convencional
3 79 (9/9) 78 (5/9) Convencional e Convencional
4 37 (0/15) 1 (0/16) Convencional e SPF
5 34 (4/5) 33 (1/5) SPF e SPF
6 9 (2/15) 7 (0/15) SPF e SPF

A Tabela 2.15 fornece os resumos das distribuições a posteriori da razão de chances
para tais comparações. É importante estarmos atentos para o fato de que, em todos
os casos, a comparação é feita com indiv́ıduos de clusters diferentes, pois os indiv́ıduos
dentro do mesmo cluster sempre tem o mesmo valor para a covariável. Ao contrário
do que foi visto na Seção 2.6, notamos que as estimativas obtidas via média, mediana e
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moda a posteriori são muito diferentes para todas as razões de chances e sob todos os
modelos. Isto indica um grau elevado de assimetria nas distribuições a posteriori das OR.
Além disto, em todos os modelos e em quase todas as OR, exceção OR2, os intervalos
de credibilidade HPD com 95% de probabilidade a posteriori contém o valor 1. Assim,
usando o HPD, não podemos concluir que os indiv́ıduos sob comparação tenham chances
de contaminação por Ascaris suum significativamente diferentes. Notamos também que os
intervalos HPD apresentam grande comprimento, revelando grande incerteza a posteriori
quanto aos valores das razões de chance.

Tabela 2.15: Resumos a posteriori para algumas OR no experimento dos chiqueiros
Média Mediana Moda HPD Média Mediana Moda HPD

Modelo 1 Modelo 2
OR1 9,87 5,08 1,83 [0,12;33,45] 9,43 5,01 1,93 [0,11;33,27]
OR2 120,44 40,91 17,87 [1,38;384,17] 128,64 50,15 16,75 [2,08;422,15]
OR3 10,37 5,57 1,85 [0,32;34,59] 11,07 5,76 2,92 [0,47;38,30]
OR4 6,76 1,94 0,50 [0,01;25,12] 7,70 1,85 0,37 [0,01;29,27]
OR5 37,83 10,63 2,59 [0,18;131,74] 39,12 11,86 3,77 [0,21;124,90]
OR6 23,20 6,55 1,62 [0,02;96,46] 36,22 6,73 1,76 [0,08;113,59]

Modelo 3 Modelo 4
OR1 11,88 4,87 1,73 [0,04;36,95] 11,85 4,84 2,11 [0,24;44,48]
OR2 150,45 56,32 20,12 [2,76;580,26] 212,98 67,18 21,63 [1,33;685,79]
OR3 14,42 6,08 2,34 [0,33;46,36] 17,09 6,92 2,54 [0,33;61,74]
OR4 4,73 2,09 0,55 [0,00;15,53] 24,86 2,31 0,77 [0,00;20,72]
OR5 34,79 11,83 5,53 [0,23;151,04] 45,80 14,64 3,85 [0,31;180,02]
OR6 14,44 4,55 1,60 [0,10;39,57] 62,31 5,69 1,72 [0,11;55,14]

Vamos considerar apenas o Modelo 3 que foi o melhor modelo segundo a CPO. Levando
em consideração a estimativa via moda a posteriori para OR2, por exemplo, conclúımos
que súınos do chiqueiro referente ao cluster 79 tem chance de contaminação por Ascaris
suum, muito provavelmente, 20,12 maior que a chance de contaminação de um súıno
no chiqueiro que forma o cluster 76. Se considerarmos a OR2 mediana, a conclusão é
que esta chance de contaminação no chiqueiro 79 é pelo menos 56,32 vezes a chance do
chiqueiro 76, com probabilidade a posteriori de 50%. Consideramos agora a OR4, caso em
que se compara dois chiqueiros de tipos diferentes e que não tiveram súıno contaminado.
Para a comparação dada em OR4, segundo a moda da distribuição a posteriori, mais
provavelmente a chance de contaminação de um súıno do cluster 37 é 0,55 vezes a chance
de contaminação de um súıno do primeiro cluster. Se usamos a mediana a posteriori,
por sua vez, conclúımos que com probabilidade de 50%, esta chance é maior do que 2,09
vezes. As demais comparações são feitas da mesma forma.

2.8 Conclusão

Neste caṕıtulo estendemos trabalhos anteriores que fornecem uma interpretação para
efeitos fixos em termos da razão de chances no modelo de regressão loǵıstica com in-
tercepto aleatório. Implementamos os modelos propostos sob o paradigma Bayesiano.
Assumimos distribuições Skew -Normal para os efeitos aleatórios. Consideramos efeitos
aleatórios tanto independentes quanto dependentes e, dados os efeitos fixos, obtivemos
analiticamente as distribuições a priori para a razão de chances e suas medianas. Como
um subproduto, também obtivemos resultados relacionados a combinações lineares de
variáveis aleatórias Skew -Normal que, até onde sabemos, não haviam sido consideradas
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na literatura. As distribuições a posteriori das razões de chance foram aproximadas
usando métodos MCMC. Uma vantagem da interpretação da razão de chances a posteri-
ori é que ela também fornece ferramentas para decidir sobre sua significância. Realizamos
um estudo Monte Carlo para avaliar a influência da distribuição a priori do parâmetro
de assimetria na inferência a posteriori. Analisamos conjuntos de dados simulados, um
conjunto de dados reais apresentado em Liu e Dey (2008) de um experimento sobre ati-
vidade teratogênica e também um conjunto de dados reais apresentado em Larsen et al.
(2000) sobre contaminação por Ascaris suum em súınos.

Em resumo, embora as estimativas pontuais para os efeitos fixos não sejam muito in-
fluenciadas pelas distribuições dos efeitos aleatórios, tais distribuições influenciam as esti-
mativas para a razão de chances, bem como a magnitude dos intervalos HPD. Conclúımos
que a má especificação das distribuições de efeitos aleatórios pode levar a estimativas po-
bres para a razão de chances e a intervalos HPD com maior comprimento. Observamos
também que, a posteriori, a razão de chances mediana não é necessariamente a melhor
medida para estimar a razão de chances, como foi sugerido por Larsen et al. (2000). Em
vários casos, a média e a moda a posteriori mostraram ser melhores estimadores. Além
disso, a moda a posteriori para OR também tem uma atraente interpretação em termos
de probabilidade. No estudo Monte Carlo conclúımos que o uso de distribuições a priori
degeneradas para o parâmetro de assimetria podem levar a estimativas pobres se tais
distribuições são estabelecidas erroneamente. Se não temos informação precisa sobre o
parâmetro de assimetria uma boa estratégia é estimá-lo. Para o experimento a respeito
de atividade teratogênica consideramos modelos Skew -Normal mais flex́ıveis do que o
considerado em Liu e Dey (2008). As estimativas a posteriori para o parâmetro de assi-
metria foram negativas na maioria dos modelos, levando as mesmas conclusões obtidas em
Liu e Dey (2008). No estudo sobre contaminação por Ascaris suum, ajustamos modelos
mais flex́ıveis que os adotados em Larsen et al. (2000), visto que em Larsen et al. (2000)
considera-se apenas a distribuição Normal para representar comportamento dos efeitos
aleatórios. Para os efeitos fixos, as conclusões foram similares as obtidas em Larsen et al.
(2000), no entanto, os modelos Skew -Normal ajustados indicaram assimetria positiva na
distribuição dos efeitos aleatórios.

Os resultados apresentados neste caṕıtulo originaram o artigo intitulado “Parameters
Interpretation in Skewed Logistic Regression with random intercept” (Santos et al., 2013)
e artigo “Aspects of Bayesian Inference in Skewed Mixed Logistic Regression Models”
(Santos e Loschi, 2015) aceito para publicação como caṕıtulo do livro “Current Trends
in Bayesian Methodology with Applications”.
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Caṕıtulo 3

Modelo Loǵıstico Misto Eĺıptico

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo consideraremos um modelo loǵıstico misto mais geral do que o apre-
sentado no Caṕıtulo 1. A primeira generalização decorre do fato de que a partir de
agora assumiremos que a variável resposta possui distribuição Binomial. Assim, o mo-
delo Bernoulli discutido no Caṕıtulo 1 pode ser visto como um caso particular deste que
veremos aqui. Além disto, vamos considerar um modelo em que, além do intercepto
aleatório, também considera efeitos aleatórios associados a algumas covariáveis. Isto é
usualmente assumido na modelagem de dados longitudinais, nos quais observamos que
os indiv́ıduos, semelhantes em termos de covariáveis, possuem diferentes trajetórias para
variável resposta ao longo do tempo (ver Laird e Ware, 1982, por exemplo). Desta forma,
nos modelos longitudinais utilizamos efeitos aleatórios associados a covariável tempo para
explicarmos a diferença de comportamento da variável resposta entre os indiv́ıduos seme-
lhantes. Esta estratégia é também utilizada fora do contexto longitudinal. Larsen et al.
(2000), por exemplo, considera um banco de dados relacionado a um experimento sobre
o acasalamento de salamandras (McCullagh e Nelder, 1989) onde o interesse está em
modelarmos o resultado do acasalamento e os efeitos aleatórios são associados as espécies
dos machos e das fêmeas em cada tentativa de acasalamento. Também em Larsen et al.
(2000), outra aplicação apresenta um estudo sobre a prescrição de morfina em pacientes
de um hospital da Dinamarca. Em tal análise, os sintomas apresentados por cada pa-
ciente são considerados tanto como efeitos fixos como também são associados a efeitos
aleatórios.

Para modelarmos o comportamento dos efeitos aleatórios consideraremos distribuições
na classe de distribuições eĺıpticas. O principal atrativo desta classe é o fato de que inclui
algumas distribuições com caudas mais pesadas do que a distribuição Normal, entre as
quais estão as distribuições Normal Contaminada, Slash e t-Student. Distribuições com
caudas mais pesadas são frequentemente utilizadas para modelar dados onde há a presença
de valores at́ıpicos como visto em Souza e Migon (2010). Sob o enfoque bayesiano,
estes autores consideram o modelo loǵıstico com intercepto aleatório visando acomodar
e identificar valores at́ıpicos na análise. Em Souza e Migon (2010), os efeitos aleatórios
são considerados objetivando-se acomodar a variabilidade extra ocasionada pela presença
de valores at́ıpicos. Para os efeitos aleatórios, Souza e Migon (2010) consideraram como
distribuições a priori, as distribuições Normal, Normal Contaminada e t-Student. Prates
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et al. (2014) consideram o algoritmo EM para implementar um modelo misto para dados
correlacionados binários em que os efeitos aleatórios possuem distribuição t-Student e a
função de ligação é a f.d.a da distribuição t-Student.

Neste caṕıtulo, consideraremos a classe de modelos loǵısticos mistos Binomial e assu-
miremos distribuições na classe eĺıptica para modelarmos o comportamento dos efeitos
aleatórios. O foco principal está na interpretação dos parâmetros. Desta forma, esten-
deremos alguns resultados apresentados em Larsen et al. (2000) e Santos et al. (2013)
relacionados à distribuição da OR. A inferência sobre o modelo é feita sob o paradigma
clássico. Introduzimos um algoritmo tipo EM para obter os estimadores de Máxima Ve-
rossimilhança para o modelo, a saber, utilizamos o algoritmo EM Monte Carlo. Algumas
alternativas de implementação do algoritmo proposto (McCulloch (1997); Quintana et
al. (1999)), diferentes quanto ao passo de geração dos efeitos aleatórios, são comparadas.
Faremos um estudo com dados simulados para avaliarmos a convergência das estimati-
vas obtidas com o algoritmo e um estudo Monte Carlo para avaliarmos a qualidade das
estimativas dos parâmetros e da razão de chances mediana. O modelos propostos são
implementandos no software OxEdit.

Este caṕıtulo está organizado como segue. Na Seção 3.2 apresentamos uma revisão
sobre a classe de distribuições eĺıpticas e algumas de suas propriedades, as quais são de
maior interesse para o trabalho. Na Seção 3.3 apresentamos o modelo loǵıstico misto
considerado ao longo do Caṕıtulo 3. Na Seção 3.4 exibimos resultados para a razão de
chances e para a razão de chances mediana sob suposições mais gerais para a distribuição
dos efeitos aleatórios e, também, ao assumirmos distribuições eĺıpticas para os efeitos
aleatórios. Estes resultados são extensões dos resultados obtidos por Larsen et al. (2000)
e englobam estes últimos como casos particulares. Na Seção 3.5 discutimos o processo de
inferência no modelo loǵıstico com intercepto aleatório, propondo uma implementação do
algoritmo EM Monte Carlo, ao assumirmos uma distribuição na classe de distribuições
Normal Independente para representar o comportamento dos efeitos aleatórios. Na Seção
3.6 apresentamos um estudo com dados simulados para avaliarmos o comportamento do
algoritmo EM Monte Carlo proposto no que diz respeito a convergência das estimativas
obtidas. Na Seção 3.7 avaliamos a qualidade das estimativas dos modelos propostos
através de um estudo Monte Carlo. Na Seção 3.8, considerando os modelos propostos
neste caṕıtulo, reanalisamos o banco de dados usado em Larsen et al. (2000), que trata
a respeito de contaminação de súınos por Ascaris Suum e que também foi analisado na
Seção 2.7. Por fim, na Seção 3.9 apresentamos nossas conclusões finais sobre os resultados
obtidos ao longo do caṕıtulo.

3.2 Distribuições Eĺıpticas

No decorrer deste caṕıtulo vamos assumir distribuições eĺıpticas para representar o
comportamento dos efeitos aleatórios. Resultados importantes sobre as distribuições
eĺıpticas podem ser encontradas em Fang et al. (1990). Apresentamos uma breve in-
trodução sobre tal famı́lia de distribuições e, para tal, iniciamos definindo a classe de
distribuições esféricas.

SejaOn o grupo das matrizes Γ de ordem n×n que são ortogonais, isto é, são matrizes
tais que ΓtΓ = In. O grupo On é chamado grupo ortogonal e, aqui, é usado para definir

60



a classe de distribuições esféricas.

DEFINIÇÃO 3.1. O vetor aleatório Z de ordem n × 1 tem distribuição esférica (n-
variada) se para cada matriz Γ em On, temos que

Z
d
= ΓZ.

Como consequência da Definição 3.1, temos que um vetor Z tem distribuição esférica
se, e somente se, a função caracteŕıstica de X é da forma

ϕZ(r) = ϕ(rtr), r ∈ Rn,

para alguma função ϕ tal que ϕ(u) ∈ R para u ≥ 0. Também segue da Definição 3.1 que,
quando a f.d.p de Z existir, esta é da forma

fZ(z) = h(ztz), z ∈ Rn, (3.1)

para alguma função h tal que h(u) ≥ 0 para u ≥ 0. Kelker (1970) mostra que uma função
não-negativa h pode ser usada para definir a densidade de alguma distribuição esférica
n-dimensional se, e somente se,

∫∞
0
rn−1h(r2)dr ≤ ∞. Ao longo deste trabalho somente

distribuições esféricas que possuem f.d.p serão consideradas.

Na Definição 3.2 apresentamos a classe de distribuições eĺıpticas a qual também pode
ser constrúıda a partir de uma transformação linear de uma variável aleatória esférica,
como formalizaremos mais adiante. A classe de distribuições eĺıpticas contém a classe de
distribuições esféricas como caso particular.

DEFINIÇÃO 3.2. O vetor aleatório X, n × 1, é dito ter distribuição eĺıptica com
vetor de locação µ ∈ Rn e matriz de dispersão Σ ∈ Rn×n positiva definida, denotada por
X ∼ Eln(µ,Σ;ϕ), se sua função caracteŕıstica é da forma

ϕX(r) = exp (irtµ)ϕ(rtΣr), r ∈ Rn, (3.2)

para alguma função ϕ tal que ϕ(u) ∈ R para u ≥ 0.

De forma equivalente, podemos definir a distribuição de X com função caracteŕıstica
dada em (3.2) considerando a transformação linear

X
d
= µ+AZ,

em que A é uma matriz n× k tal que rank(A) = k, AAt = Σ e Z é um vetor aleatório
k × 1 com distribuição esférica k-variada cuja função caracteŕıstica é ϕZ(sts), s ∈ Rn.
Se a distribuição de X possui f.d.p, então Σ é uma matriz positiva definida e a f.d.p
associada à distribuição de X é dada por

fX|µ,Σ(x) = |Σ|−1/2h
(
(x− µ)Σ−1(x− µ)

)
, x ∈ Rn,

para alguma função h tal que h(u) ≥ 0 para u ≥ 0. Neste caso, a notação será X ∼
Eln(µ,Σ;h).
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Note que, se µ = 0 e Σ = In, isto é, X ∼ Eln(0, In;h), a distribuição de X é
dita ser esférica. A Tabela 3.1 apresenta algumas subclasses de distribuições esféricas
n-dimensionais e suas respectivas funções de densidade h(xtx), x ∈ Rn. Em tal tabela
FU |ν(u) representa a f.d.a de uma variável aleatória U .

Tabela 3.1: Subclasses de distribuições esféricas n-variadas

Tipo h(xtx) (x ∈ Rn)

Normal padrão h(xtx) ∝ exp {−xtx/2}
t generalizada padrão h(xtx) ∝ (1 + xtx/s)−(n+m)/2, s,m > 0

Cauchy generalizada h(xtx) ∝ (1 + xtx/s)−(n+1)/2, s > 0

Loǵıstica h(xtx) ∝ exp (−xtx)[1 + exp {−xtx}]−2

Normal Independente h(xtx) ∝
∫∞

0
un/2 exp {−xtxu/2}dFU |ν(u)

Pearson II h(xtx) ∝ (1− xtx)m, m > 0, 0 ≤ u < 1

Um resultado que será bastante útil ao longo deste trabalho é dado no Teorema
3.1 a seguir onde apresentamos a distribuição de probabilidade de combinações lineares
de um vetor aleatório com distribuição conjuntamente eĺıptica. Este resultado e sua
demonstração podem ser encontrados em Fang et al. (1990).

TEOREMA 3.1. Seja Y = ξ + AX, em que ξ ∈ Rm e A é uma matriz m × n. Se
X ∼ Eln(µ,Σ;ϕ), então Y ∼ Elm(ξ +Aµ,AΣAt;ϕ).

Outro resultado importante sobre distribuições multivariadas, cuja prova também
pode ser encontrada em Fang et al. (1990), diz respeito as suas distribuições marginais.
Para as distribuições eĺıpticas, abordamos esta questão no próximo teorema.

TEOREMA 3.2. Se X ∼ Eln(µ,Σ;ϕ), e

X =

(
X1

X2

)
, µ =

(
µ1

µ2

)
e Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ12 Σ22

)
,

definem uma partição de X, µ e Σ, respectivamente, em que X1 e µ1 são vetores m× 1
e Σ11 é uma matriz m×m, 1 ≤ m < n, então X1 ∼ Elm(µ1,Σ11;ϕ).

Na Figura 16 apresentamos as curvas de ńıvel da f.d.p de casos particulares da distri-
buição Normal bivariada. O primeiro gráfico é um exemplo de uma distribuição esférica,
isto é, representa a distribuição deX ∼ N2(0, I2), enquanto o segundo gráfico ilustra uma

distribuição eĺıptica que, neste caso, será a distribuição N2(0,Σ) em que Σ =

(
1 0,5

0,5 1

)
.

Uma subclasse das distribuições eĺıpticas bastante conhecida e que vem sido muito
considerada na construção de modelos estat́ısticos mais flex́ıveis é a classe de distribuições
chamadas de distribuições Normais Independentes (NI) (ver Rogers e Tukey, 1972; An-
drews e Mallows, 1974; Lange e Sinsheimer, 1993, entre outros). Esta classe é formada
pelas distribuições eĺıpticas originadas de misturas na escala da distribuição Normal. Esta
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Figura 16: Curvas de ńıvel da f.d.p das distribuições Normais bivariadas esférica (es-
querda) e eĺıptica (direita).

mistura é realizada assumindo que a escala original da distribuição Normal é modificada
pela multiplicação de uma variável aleatória positiva U , com f.d.p fU |ν(u) e f.d.a FU |ν(u)
indexadas pelo vetor de parâmetros ν. Esta subclasse de distribuições eĺıpticas assumirá
diferentes formas ao mudarmos a distribuição de probabilidades da variável misturadora
U . Fazem parte deste famı́lia, entre outras, as distribuições t-Student, Slash, Normal
Contaminada e Normal. As distribuições t-Student, Slash e Normal Contaminada são
amplamente utilizadas na literatura para modelar dados com presença de valores at́ıpicos,
pois são distribuições que possuem caudas mais pesadas do que a distribuição Normal
(ver Souza e Migon, 2010; Lange e Sinsheimer, 1993, entre outros).

Formalmente, definimos a classe de distribuições Normal Independente da seguinte
forma. Um vetor aleatórioX tem distribuição na classe distribuições NI, com parâmetros
de locação µ, de escala Σ e de forma ν, X ∼ NI(µ,Σ2;FU |ν), se sua distribuição tem
f.d.p dada por

fX|µ,Σ,ν(x) =

∫ ∞
0

un/2

(2π)n/2|Σ|1/2
exp

{
−u

2
(x− µ)tΣ−1(x− µ)

}
dFU |ν(u). (3.3)

A média e a variância de distribuições na classe NI são dadas, respectivamente, por

E(X) = µ e V (X) = E
(
U−1

)
Σ.

Um resultado importante relacionado à famı́lia de distribuições NI é sua representação
estocástica. Este resultado pode tanto ser útil na implementação computacional dos
modelos para fazermos inferências quanto na geração de amostras de distribuições desta
famı́lia. Lange e Sinsheimer (1993) definem a famı́lia de distribuições NI através do
resultado a seguir.

PROPOSIÇÃO 3.1. Se o vetor X possui distribuição Normal Independente n-variada
com parâmetros de locação µ e escala Σ temos que

X
d
= µ+ U−1/2Σ1/2T ,

em que T ∼ Nn(0, In) e U é uma variável positiva com f.d.p fU |ν(u).
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Diferentes escolhas de distribuições para U levam a diferentes distribuições para X,
por exemplo,

(i) Se U ∼ Gama(ν/2, ν/2) então X tem distribuição t-Student multivariada com
parâmetros de locação µ ∈ Rn e de escala Σ ∈ Rn×n e com graus de liberdade
ν > 0, a qual será denotada por X ∼ Tn(µ,Σ, ν) e cuja f.d.p é dada por

fX|µ,Σ,ν(x) =
Γ ((ν + n)/2)

|Σ|1/2πn/2Γ(ν/2)νn/2

[
1 +

(x− µ)tΣ−1(x− µ)

ν

]−(ν+n)/2

,

onde a matriz de covariância de X é dada por

V [X] =
ν

ν − 2
Σ, para ν > 2;

(ii) Se U ∼ Beta(ν, 1) então X tem distribuição Slash multivariada com parâmetros de
locação µ ∈ Rn, de escala Σ ∈ Rn×n e de forma ν > 0, a qual será denotada por
X ∼ SLn(µ,Σ, ν) e cuja a f.d.p dada por

fX|µ,Σ,ν(x) = ν

∫ 1

0

uν−1φn(x | µ,u−1Σ)du,

onde a matriz de covariância de X é dada por

V [X] =
ν

ν − 1
Σ, para ν > 1;

(iii) Se fU |ν1,ν2(u) = ν11{u=ν2} + (1 − ν1)1{u=1}, com 0 ≤ ν1 ≤ 1 e 0 < ν2 ≤ 1, então
X tem distribuição Normal Contaminada multivariada com parâmetros de locação
µ ∈ Rn, de escala Σ ∈ Rn×n e onde ν1 e ν2 são parâmetros de forma, denotada por
X ∼ NCn(µ,Σ, ν1, ν2) e cuja a f.d.p é

fX|µ,Σ,ν1,ν2(x) = ν1φn(x | µ, ν−1
2 Σ) + (1− ν1)φn(x | µ,Σ),

onde a matriz de covariância de X é dada por

V (X) =

(
ν1

ν2

+ 1− ν1

)
Σ.

A distribuição Normal também pertence a classe de distribuições NI e é obtida ao
considerarmos uma distribuição degenerada em 1 para U .

Com o objetivo de ilustrarmos o comportamento das distribuições pertencentes a
classe NI apresentamos gráficos da f.d.p das distribuições citadas anteriormente, no caso
univariado e para alguns casos particulares. A escolha pelos gráficos no caso univariado,
apesar das distribuições serem multivariadas, foi feita com a intenção de simplificar a
comparação entre as distribuições. Na Figura 17 apresentamos gráficos das f.d.p das
distribuições t-Student e Slash para alguns valores diferentes dos parâmetros.

64



−4 −2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

x

D
en

si
da

de

● ●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
● ●

−4 −2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

x

D
en

si
da

de

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

Figura 17: Densidade das distribuições t-Student (esquerda) e Slash (direita). No gráfico
à esquerda as distribuições Normal padrão (linha sólida), T1(0, 1, 1) (•) e T1(0, 1, 4) (linha
tracejada). No gráfico à direita as distribuições Normal padrão (linha sólida), SL1(0, 1, 1)
(•) e SL1(0, 1, 4) (linha tracejada).

Da Figura 17 vemos que as distribuições t-Student e Slash possuem caudas mais
pesadas que distribuição Normal. Mais especificamente, quanto menor o valor para ν,
que denota o número de graus de liberdade na distribuição t-Student e é o parâmetro
de forma na distribuição Slash, mais pesadas são as caudas destas distribuições. Em
ambos os casos, a distribuição Normal é o caso limite quando ν tende a infinito. O
caso particular da distribuição t-Student em que ν = 1 equivale a distribuição Cauchy.
Note que é posśıvel obtermos distribuições t-Student com caudas mais pesadas do que a
distribuição Cauchy bastando, para isto, considerarmos valores para ν menores do que 1.

Na Figura 18 apresentamos os gráficos das f.d.p da distribuição Normal Contaminada
para diferentes valores dos parâmetros ν1 e ν2.
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Figura 18: Densidade da distribuição Normal Contaminada. No gráfico à esquerda as
distribuições Normal padrão (linha sólida), NC1(0; 1; 0,7; 0,3) (•) e NC1(0; 1; 0,3; 0,3)
(linha tracejada). No gráfico à direita as distribuições Normal padrão (linha sólida),
NC1(0; 1; 0,5; 0,05) (•) e NC1(0; 1; 0,5; 0,3) (linha tracejada).

Observamos na Figura 18 que esta distribuição também possui caudas mais pesadas
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do que a distribuição Normal. Nesta distribuição, o parâmetro ν1 pode ser interpretado
como a probabilidade de obtermos valores at́ıpicos e o parâmetro ν2 como um fator de
aumento na variabilidade da distribuição dos valores at́ıpicos. Distribuições com caudas
mais pesadas podem ser obtidas assumindo ou valores maiores para ν1, ou valores menores
para ν2. A distribuição Normal é obtida nos casos particulares em que ν1 = 0 ou ν2 = 1.

Visto que tanto a distribuição t-Student quanto as distribuições Slash e Normal Con-
taminada possuem caudas mais pesadas do que a distribuição Normal, uma pergunta
natural é qual entre elas tem caudas mais pesadas. Isso equivale a questionar qual delas
é mais flex́ıvel para o ajuste de dados com presença de valores at́ıpicos. Não podemos
responder esta questão com precisão uma vez que esta comparação dependerá dos valores
atribúıdos aos parâmetros das distribuições (ver Figuras 17 e 18) e diferentes combinações
destes valores podem levar a conclusões conflitantes. Mais detalhes sobre a classe de dis-
tribuição obtida da mistura na escala da distribuição Normal podem ser encontrados, por
exemplo, em Lange e Sinsheimer (1993).

3.3 Modelo proposto

Suponha que a população esteja dividida em clusters, dentre os quais k deles são
selecionados independentemente. Para cada cluster i selecionado, em que i = 1, . . . , k,
obtemos uma amostra de ni indiv́ıduos. Faça N =

∑k
i=1 ni. Suponha que cada indiv́ıduo

j do cluster i seja submetido a nij experimentos Bernoulli independentes, com probabili-
dade de sucesso constante para o indiv́ıduo, a qual é denotada por πij. Seja yij o número
de sucessos observados para tal indiv́ıduo. Assim yij | πij ∼ Binomial(nij, πij). Sejam,
xij = (1, xij1, xij2, . . . , xijp)

t e zij = (1, zij1, zij2, . . . , zijq)
t vetores coluna de covariáveis de

ordem p+ 1 e q+ 1, respectivamente, em que xij está associado aos efeitos fixos e zij aos
aleatórios para o j-ésimo indiv́ıduo do cluster i. Assuma que X e Z são as matrizes de
ordens N × (p+ 1) e N × (q+ 1) contendo, respectivamente, as informações relacionadas
as covariáveis para os efeitos fixos e aleatórios, para todos os N indiv́ıduos observados.
Assuma também que n = (n11, . . . , n1n1 , . . . , nk1, . . . , nknk)

t e D = (X,Z,n).
Defina γi = (γi0, γi1, . . . , γiq)

t ∈ Rq+1 como sendo o vetor de efeitos aleatórios as-
sociados ao i-ésimo cluster e β = (β0, β1, β2, . . . , βp)

t ∈ Rp+1 um vetor de efeitos fixos.
Defina também γ = (γt1, . . . ,γ

t
k)
t o vetor coluna de ordem k(q + 1) composto pelos

efeitos aleatórios associados a todos os clusters. Ao utilizarmos a função de ligação
logito para modelarmos πij e o preditor linear ηij = xtijβ + ztijγi, temos que πij =

exp {ηij} [1 + exp {ηij}]−1. Como consequência, condicional em β, γ e D, a função de
verossimilhança é

f(y|β,γ,D) =
k∏
i=1

ni∏
j=1

(
nij
yij

)[
exp {ηij}

1 + exp {ηij}

]yij [ 1

1 + exp {ηij}

]nij−yij
, (3.4)

em que y = (y11, . . . , y1n1 , . . . , yk1, . . . , yknk)
t é um vetor com valor observado para variável

resposta para todos os indiv́ıduos de todos os clusters.
Este modelo é mais geral do que o modelo que apresentamos em (1.1) no Caṕıtulo

1. Para ser mais espećıfico, retornamos à função de verossimilhança em (1.1) quando
assumimos nij = 1 em (3.4), ou seja, quando yij é uma variável binária para todo i =
1, . . . , k e todo j = 1, . . . , ni, e quando γi = γi0 é um escalar.
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3.4 Resultados para a razão de chances

Assim como no Caṕıtulo 1, aqui também temos o interesse em comparar dois in-
div́ıduos j1 e j2 em diferentes clusters i1 e i2, respectivamente, através da razão de
chances. Considerando o modelo descrito em (3.4) temos que a razão de chances entre
estes indiv́ıduos é

OR12 = exp {κ12 +W12}, (3.5)

em que κ12 = (xti1j1 − x
t
i2j2

)β e W12 = zti1j1γi1 − z
t
i2j2
γi2 .

Estendendo os resultados propostos em Larsen et al. (2000) especificamos uma distri-
buição de probabilidade para o vetor γ que seja mais geral do que a distribuição Normal.
Em um contexto geral, se W12 é uma variável aleatória cont́ınua com f.d.p e f.d.a conheci-
das, dado β, a Proposição 3.2 nos fornece a distribuição de OR12 e resultados relacionados
à MOR, condicional nos efeitos fixos.

PROPOSIÇÃO 3.2. Se W12 é uma variável aleatória cont́ınua tal que, dados Z e os
hiperparâmetros θ12, tem f.d.p fW12|Z,θ12(·) e f.d.a FW12|Z,θ12(·) então

(i) A quantidade aleatória OR12 = exp {κ12 +W12}, dados D = (X,Z,n), β e θ12,
tem f.d.p dada por

fOR12|D,θ12,β(r) =
1

r
fW12|Z,θ12 (ln r − κ12) , r ∈ R+; (3.6)

(ii) a mediana da distribuição em (3.6) é tal que

(a) MOR12 = med {exp {κ12 + W12} |D,θ12,β} = exp
{
κ12 + F−1

W12|Z,θ12(0,5)
}

;

(b) MOR|12| = med{exp {|W12|} |D,θ12,β} = exp {med{|W12| |D,θ12,β}}
= exp

{
F−1
|W12| |Z,θ12(0,5)

}
, em que F|W12| |Z,θ12(·) é a f.d.a da variável aleatória

|W12| condicional em Z e θ12;

(iii) Se fW12|Z,θ12(·) é uma f.d.p simétrica em torno de µ então

MOR12 = med{exp {κ12 + W12} |D,θ12,β} = exp{κ12 + µ};

(iv) Se fW12|Z,θ12(·) é uma f.d.p simétrica em torno de zero então

(a) MOR|12| = med{exp{|W12|} |D,θ12,β} = exp{med{|W12| |D,θ12,β}}
= exp

{
F−1
W12|Z,θ12(0,75)

}
;

(b) med{exp{−|W12|} |D,θ12,β} = [med{exp{|W12|} |D,θ12,β}]−1.
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DEMONSTRAÇÃO.

(i) Como OR12 = exp {κ12 +W12}, segue que W12 = lnOR12 − κ12. Dáı, usando o
método do Jacobiano, segue que a f.d.p de OR12 no ponto r ∈ R+, dados D, β e
θ12, é

fOR12|D,θ12,β(r) = fW12|Z,θ12(ln r − κ12)

∣∣∣∣dW12

dr

∣∣∣∣
=

1

r
fW12|Z,θ12 (ln r − κ12) .

(ii) (a) Seja a = med{exp {κ12 + W12} |D,θ12,β}. Assim, temos que

FOR12|D,θ12,β(a) = 0,5

P (exp{κ12 +W12} ≤ a |D,θ12,β) = 0,5

P (W12 ≤ ln a− κ12 |D,θ12,β) = 0,5.

Logo, a = exp
{
κ12 + F−1

W12|Z,θ12(0,5)
}

.

(b) Seja a1 = med{exp{|W12|} |D,θ12,β}. Assim,

P (exp{|W12|} ≤ a1 |D,θ12,β) = 0,5

P (|W12| ≤ ln a1 |D,θ12,β) = 0,5

F|W12| |Z,θ12(ln a1) = 0,5.

Logo, a1 = exp
{
F−1
|W12| |Z,θ12(0,5)

}
. A outra parte da igualdade, segue do uso

direto da Proposição A.2 no Apêndice A.

(iii) Segue de (ii) que med{exp{κ12 + W12} | D,θ12,β} = exp
{

F−1
W12|Z,θ12(0,5) + κ12

}
.

Como, condicional emZ e θ12, W12 é uma variável aleatória com densidade simétrica
em torno de µ, temos que F−1

W12|Z,θ12(0,5) = µ. Desta forma, med{exp {κ12 + W12} |
D,θ12,β} = exp {κ12 + µ}.

(iv) (a) Seja a = F−1
|W12| |Z,θ12(0,5). Como W12, dados Z e θ12, tem f.d.p simétrica em

torno de zero, temos que

P (|W12| ≤ a |D,θ12,β) = 0,5

P (−a ≤ W12 ≤ a |D,θ12,β) = 0,5

FW12|Z,θ12(a)− FW12|Z,θ12(−a) = 0,5

FW12|Z,θ12(a) = 0,75.

Logo, a = F−1
W12 |Z,θ12(0,75). Substituindo este resultado no item (iii) segue que

med{exp{|W12|} |D,θ12,β} = exp
{
F−1
W12|Z,θ12(0,75)

}
.
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(b) Seja h = med{exp{−|W12|} |D,θ12,β}. Assim,

P (exp{−|W12|} ≤ h |D,θ12,β) = 0,5

P (W12 ≥ − lnh |D,θ12,β) + P (W12 ≤ lnh |D,θ12,β) = 0,5

2P (W12 ≤ lnh |D,θ12,β) = 0,5

FW12 |Z,θ12 (lnh) = 0,25.

Desta forma, segue que

h = exp
{
F−1
W12 |Z,θ12(0,25)

}
h = exp

{
−F−1

W12 |Z,θ12(0,75)
}

h = [med{exp{|W12|} |D,θ12,β}]−1 ,

portanto, med{exp{−|W12|} |D,θ12,β} = [med{exp{|W12|} |D,θ12,β}]−1.

Perceba de (iv) que sempre que a distribuição de W12 for simétrica ao redor de zero
a mediana da razão de chances será exp {κ12}. Assim, a comparação dos indiv́ıduos não
dependerá dos clusters a que pertencem.

Do ponto de vista bayesiano, a construção da distribuição a priori sobre β não é uma
tarefa fácil. Em muitos dos casos, a informação sobre β que está dispońıvel é de forma
indireta através da razão de chances. Para ajudar a determinar distribuições a priori
para β e γ, pode ser útil conhecermos caracteŕısticas da distribuição de OR12 dados D
e θ12. Para facilitar a notação, a expressão para OR12 em (3.5) será escrita como

OR12 = exp {W ∗
12}, (3.7)

em que W ∗
12 = κ12 +W12 = (xti1j1 − x

t
i2j2

)β + zti1j1γi1 − z
t
i2j2
γi2 .

Após especificarmos as distribuições de probabilidade conjunta para os vetores γ e β,
podemos obter a f.d.p para a variável aleatória W ∗

12. Na Proposição 3.3, alguns resultados
relacionados à distribuição da razão de chances e sua mediana são obtidos.

PROPOSIÇÃO 3.3. Se W ∗
12 é uma variável aleatória cont́ınua que, condicional em D

e nos hiperparâmetros θ12, possui f.d.p fW ∗12|D,θ12(·) e f.d.a FW ∗12|D,θ12(·) então

(i) OR12 = exp {W ∗
12}, dados D e θ12, tem f.d.p dada por

fOR12|D,θ12(r) =
1

r
fW ∗12|D,θ12 (ln r) , r ∈ R+; (3.8)

(ii) A mediana da f.d.p em (3.8) é dada por

MOR12 = med {exp {W∗
12} |D,θ12} = exp

{
F−1

W∗12|D,θ12
(0,5)

}
;
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(iii) Se fW ∗12|D,θ12(·) é uma f.d.p simétrica em torno de µ então

MOR12 = med{exp{W∗
12} |D,θ12} = exp{µ}.

A demonstração desta proposição é similar a demonstração da Proposição 3.2 e, por
isso, será omitida do texto.

3.4.1 Razão de chances no modelo loǵıstico eĺıptico

Considere o modelo em (3.4) e assuma que, condicional na matriz de escala Σ, o
vetor de efeitos aleatórios tem distribuição eĺıptica tal que γ ∼ Eln(0,Σ;h), cuja f.d.p
é dada em (3.1). Do resultado em (3.5) temos que OR12 = exp {κ12 +W12}, sendo que
κ12 = (xti1j1 − x

t
i2j2

)β e W12 = zti1j1γi1 − z
t
i2j2
γi2 . A variável aleatória W12 pode ser

reescrita como W12 = zt12γ12, em que z12 = (zti1j1 ,−z
t
i2j2

)t e γ12 = (γti1 ,γ
t
i2

)t. Decorre do
Teorema 3.2 que γ12 ∼ El2(0,Σ12;h), em que Σ12 denota a matriz de escala que define
a covariância entre os vetores γi1 e γi2 . Consequentemente, aplicando o Teorema 3.1,
obtemos que W12 ∼ El1(0, σ2

12;h), com σ2
12 = zt12Σ12z12. Desta forma, uma vez que a

distribuição de W12 é simétrica em torno de zero, segue diretamente da Proposição 3.2 o
seguinte resultado. Por simplicidade, como em (3.4), D = (X,Z,n).

PROPOSIÇÃO 3.4. Se γ é um vetor aleatório com distribuição γ ∼ Elk(q+1)(0,Σ;h)
então, dados D, β e Σ, segue que

a) a variável aleatória OR12 tem distribuição log-eĺıptica com parâmetros de locação κ12 ∈
R e escala σ2

12 ∈ R+, denotada por LEl1(κ12, σ
2
12;h), cuja f.d.p é

fOR12|D,β,Σ(r) =
1

rσ12

h

(
(ln r − κ12)2

σ2
12

)
, r ∈ R+;

b) a razão de chances mediana é tal que

(i) MOR|12| = med{exp {|W12|} |D,β,Σ} = exp {med {|W12| |D,β,Σ}}
= exp

{
F−1
El1h

(0,75)
}

, em que FEl1h(·) é a f.d.a da distribuição El1(0, σ2
12;h);

(ii) med{exp {−|W12|} |D,β,Σ} = med{exp {|W12| |D,β,Σ}}−1;

(iii) MOR12 = med{exp {κ12 +W12} |D,β,Σ} = exp {κ12}.

O modelo loǵıstico com intercepto aleatório eĺıptico segue como caso particular do
modelo em (3.4) quando assumimos z12 = (1, − 1)t e γ12 = (γi1 , γi2)

t. Além disto, os
resultados apresentados em Larsen et al. (2000) são casos particulares do Teorema 3.4,
caso para o qual a distribuição Normal é a distribuição eĺıptica utilizada. Outros casos
particulares do Teorema 3.4 são apresentados no Corolário 3.1.

COROLÁRIO 3.1. Condicional em D, β e Σ (e em ν, ν1 e ν2 quando for o caso),
segue que
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(i) Se γ ∼ Tk(q+1)(0,Σ, ν) então OR12 tem distribuição log-t-Student com parâmetros
κ12 ∈ R, σ2

12 ∈ R+ e ν ∈ R+, denotada por LT1(κ12, σ
2
12, ν), cuja f.d.p é dada por

fOR12|D,β,Σ(r) =
Γ ((ν + 1)/2)

rσ12Γ(ν/2)(πν)1/2

[
1 +

(ln r − κ12)2

νσ12

]−(ν+1)/2

;

(ii) Se γ ∼ SLk(q+1)(0,Σ, ν) então OR12 tem distribuição log-Slash com parâmetros
κ12 ∈ R, σ2

12 ∈ R+ e ν ∈ R+, denotada por LSL1(κ12, σ
2
12, ν), com f.d.p dada por

fOR12|D,β,Σ(r) =
ν

r

∫ 1

0

φ(ln r | κ12,u
−1σ2

12)du;

(iii) Se γ ∼ NCk(q+1)(0,Σ, ν1, ν2) então OR12 tem distribuição log-Normal-contaminada
com parâmetros κ12 ∈ R, σ2

12 ∈ R+, 0 ≤ ν1 ≤ 1 e 0 < ν2 ≤ 1, denotada por
LNC1(κ12, σ

2
12, ν1, ν2), com f.d.p dada por

fOR12|D,β,Σ(r) =
1

r

[
ν1φ(ln r | κ12, ν

−1
2 σ2

12) + (1− ν1)φ(ln r | κ12,σ
2
12)
]
.

Note que neste caṕıtulo, em geral, a distribuição assumida para γ impõe dependência
entre os efeitos aleatórios γi1 e γi2 . A exceção a este fato ocorre no caso em que a
distribuição eĺıptica usada é a distribuição Normal com matriz de escala bloco-diagonal.
Neste caso obtemos independência entre os efeitos aleatórios para os clusters. Nos demais
casos, a independência entre γi1 e γi2 não decorre da estrutura bloco diagonal para a
matriz de escala mas, apesar da relação de dependência, podemos definir Σ de tal forma
que γi1 e γi2 sejam não correlacionados.

Se considerarmos o caso particular do modelo em que apenas o intercepto é aleatório,
isto é, γ = (γ1, . . . , γk)

t, e se assumirmos efeitos aleatórios γi´s independentes e com
distribuição na classe de distribuições eĺıpticas, muitas vezes não conseguimos obter a
distribuição de probabilidades de combinações lineares do vetor de efeitos aleatórios γ de
forma anaĺıtica. Exceções ocorrem para as distribuições Normal e Normal Contaminada.
Sendo assim, uma vez que nosso interesse recai sobre a combinação linear W12 = γi1 −
γi2 , não é posśıvel encontrarmos a f.d.p da razão de chances OR12 analiticamente. No
entanto, podemos facilmente obter uma amostra da distribuição de probabilidades de
W12 gerando amostras de γi1 e γi2 . Através desta amostra gerada podemos estimar
quantidades relacionadas a f.d.p de W12. Então, neste caso particular, podemos usar a
Proposição 3.5, apresentada a seguir, para calcular MOR12 e MOR|12|.

PROPOSIÇÃO 3.5. Em um modelo com intercepto aleatório, se γ é um vetor aleatório

tal que γi
iid∼ El1(0, σ2;h) então, dados D, β e σ2, segue que

MOR12 = exp{κ12} e MOR|12| = exp
{
F−1
W12|Z,θ12(0,75)

}
,

em que FW12|Z,θ12(·) é a f.d.a da variável aleatória W12 dado Z e θ12 = (σ2,ν)t.
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A demonstração da Proposição 3.5 segue diretamente da Proposição A.1 de onde segue
que W12 = γi1 − γi2 é uma variável aleatória simétrica em torno de zero e dos itens (iii)
e (iv) da Proposição 3.2.

Particularmente, se assumimos que γi
iid∼ NC(0, σ2, ν1, ν2), podemos mostrar que a

variável aleatória W12 tem f.d.p e f.d.a dadas por

fW12|σ2,ν1,ν2(w) = ν2
1φ1

(
w | 0, 2σ2

ν2

)
+ 2ν1(1− ν1)φ1

(
w | 0, (1 + ν2)σ2

ν2

)
+ (1− ν1)2φ1

(
w | 0, 2σ2

)
e

FW12|σ2,ν1,ν2(w) = ν2
1Φ1

(
w | 0, 2σ2

ν2

)
+ 2ν1(1− ν1)Φ1

(
w | 0, (1 + ν2)σ2

ν2

)
+ (1− ν1)2Φ1

(
w | 0, 2σ2

)
,

respectivamente. Neste caso, a quantidade F−1
W12|Z,θ12(0,75) na Proposição 3.5 pode ser

calculada resolvendo numericamente a igualdade FW12|σ2,ν1,ν2(w) = 0,75.
Outro resultado importante desta seção, utilizado apenas sob o enfoque bayesiano,

diz respeito a obtermos a distribuição a priori de OR12 sem condicionarmos nos efeitos
fixos β. Para isto, é necessário adotarmos uma distribuição a priori conjunta para β e
γ.

Defina o vetor coluna ζ = (βt,γt)t de dimensão m1 = (p+ 1) + k(q+ 1). Assuma que
ζ ∼ Elm1(µ,Σ;h), em que

µt =
(
µtβ,µ

t
γ1
, · · · ,µtγk

)
e Σ =


Σβ Σβ1 · · · Σβk

Σt
β1 Σ11 · · · Σ1k
...

...
. . .

...
Σt
βk Σt

1k · · · Σkk

 , (3.9)

µβ ∈ Rp+1 e µγi ∈ Rq+1 são vetores de locação relacionados a β e γi, i = 1, . . . , k,
respectivamente, Σ é uma matriz de escala simétrica positiva definida, Σβ é uma matriz
quadrada de ordem (p+1) trazendo informação sobre covariância entre os elementos de β,
Σβi é uma matriz (p+1)× (q+1) com informação sobre covariância entre β e γi e Σi1i2 é
uma matriz quadrada de ordem (q+ 1) com informação sobre covariância entre γi1 e γi2 .

É importante ressaltar que, por exemplo, Σβ não é exatamente a matriz de covariâncias
assumida a priori para β pois, em geral, a matriz de covariância nas distribuições eĺıpticas
também é função dos parâmetros de forma. Isto ocorre, por exemplo, nas distribuições
t-Student e Slash. O mesmo segue para Σβi e Σi1i2 .

De (3.7) segue que a razão de chances é

OR12 = exp {W ∗
12}, (3.10)

em que W ∗
12 = x∗t12ζ12, x∗12 =

(
(xi1j1 − xi2j2)t, zti1j1 ,−z

t
i2j2

)t
e ζ12 = (βt,γti1 ,γ

t
i2

)t.

Como W ∗
12 é uma transformação linear de ζ12 se ζ12 ∼ Elm12(µ12,Σ

∗
12;h), onde m12 =

p+ 2q + 3,

µ12 =
(
µtβ,µ

t
γi1
,µtγi2

)t
e Σ∗12 =

 Σβ Σβi1 Σβi2

Σt
βi1

Σi1i1 Σi1i2

Σt
βi2

Σt
i1i2

Σi2i2

 ,
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então, como consequência, segue do Teorema 3.1 que

W ∗
12 ∼ El1

(
µ∗12, σ

∗2
12;h

)
, (3.11)

em que µ∗12 = x∗t12µ12, σ∗212 = x∗t12Σ
∗
12x
∗
12 e x∗12 é definido como em (3.10). Como con-

sequência e considerando a Proposição 3.3 pode-se diretamente obter a distribuição de
OR12, condicional em µ, Σ e D, neste caso. Este resultado é apresentado na Proposição
3.6.

PROPOSIÇÃO 3.6. Se β e γ são variáveis aleatórias tais que (βt,γt)t ∼ Elm1(µ,Σ;h),
com D, µ e Σ definidos como em (3.9), então, dados µ, Σ e D, segue que

a) a variável aleatória OR12 tem distribuição log-eĺıptica com parâmetros de locação µ∗12

e escala σ∗212, denotada por LEl1(µ∗12, σ
∗2
12;h), cuja f.d.p é dada por

fOR12|D,µ,Σ(r) =
1

rσ∗12

h

(
(ln r − µ∗12)2

σ∗212

)
, r ∈ R+, (3.12)

em que µ∗12 e σ∗212 são definidos em (3.11);

b) A mediana da distribuição em (3.12) é dada por

MOR12 = med{exp {W ∗
12} |D,µ,Σ} = exp {µ∗12}.

Na maior parte das vezes, artigos dispońıveis na literatura estat́ıstica que abordam
assuntos sobre modelos mistos assumem independência entre β e γ e, usualmente assume-
se distribuição normal para γ. No enfoque bayesiano, usualmente também se considera
normalidade para β. Este e alguns outros casos particulares da Proposição 3.6 são apre-
sentados no seguinte corolário.

COROLÁRIO 3.2. Condicional em D, µ e Σ (e em ν, ν1 e ν2 quando for o caso),
segue que

(i) Se (βt,γt)t ∼ Nm1(µ,Σ), então OR12 ∼ log-Normal(µ∗12, σ
∗2
12);

(ii) Se (βt,γt)t ∼ Tm1(µ,Σ, ν), então OR12 ∼ LT1(µ∗12, σ
∗2
12, ν);

(iii) Se (βt,γt)t ∼ SLm1(µ,Σ, ν), então OR12 ∼ LSL1(µ∗12, σ
∗2
12, ν);

(iv) Se (βt,γt)t ∼ NCm1(µ,Σ, ν1, ν2), então OR12 ∼ LNC1(µ∗12, σ
∗2
12, ν1, ν2)

(v) Se β e γ = (γt1, . . . ,γ
t
k)
t são independentes tal que β ∼ Np+1(µβ,Σβ) e γ ∼

Nk(q+1)(0,Σγ), então OR12 ∼ log-Normal(M,V ), em que

M = (X i1j1 −X i2j2)
tµβ e

V = (X i1j1 −X i2j2)
tΣβ(X i1j1 −X i2j2) + (Zt

i1j1
,−Zt

i2j2
)Σγ(Z

t
i1j1
,−Zt

i2j2
)t;
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(vi) Se β e γ são independentes tal que β ∼ Np+1(µβ,Σβ) e γ
iid∼ Nk(q+1)(0,Σγ),

com Σγ = bloco-diagonal{Σγ1 , . . . ,Σγk} tal que Σγr = Σγs∀r, s = 1, . . . , k, então
OR12 ∼ log-Normal(M,V ), em que

M = (X i1j1 −X i2j2)
tµβ e

V = (X i1j1 −X i2j2)
tΣβ(X i1j1 −X i2j2) + (Zi1j1 −Zi2j2)

tΣγi(Zi1j1 −Zi2j2).

Para obtermos os resultados referentes à distribuição de OR condicional em β, e
sobre as medidas MOR propostas para interpretarmos os efeitos fixos e para quantifi-
carmos a heterogeneidade entre os clusters, é necessário conhecermos a distribuição da
variável aleatória W12. Em outras palavras, é necessário conhecermos alguns resultados
sobre combinações lineares da distribuição assumida para o vetor de efeitos aleatórios γ.
Nem sempre tais resultados são conhecidos mas, nestes casos, ainda podemos interpretar
os efeito fixos e quantificar a heterogeneidade presente nos clusters no enfoque clássico
usando aproximações computacionais para tais resultados. Isto é, após estimarmos β e os
hiperparâmetros da distribuição de γ, podemos simular valores da distribuição assumida
para γ e obtermos numericamente, tanto a distribuição para a razão de chances quanto
para outras quantidades relacionadas a ela, como por exemplo, a mediana.

3.5 Métodos de máxima verossimilhança no modelo

loǵıstico misto NI

Nesta seção, discutimos os procedimentos de inferência, considerando apenas o caso
particular do modelo apresentado em (3.4) em que apenas o intercepto é aleatório, isto
é, consideramos o modelo assumido em (1.1). Para os efeitos aleatórios assumiremos que

γi
iid∼ El1(0, σ2;h), i = 1, . . . , k, em que h é a função geradora de densidade de alguma das

distribuições pertencentes a subclasse de distribuições NI. Estas distribuições possuem
f.d.p como a apresentada em (3.3). Ao longo deste texto, este modelo será genericamente
chamado de modelo Loǵıstico-NI.

Utilizando a Proposição 3.1, o efeito aleatório γi pode ser estocasticamente represen-
tado por

γi
d
= U

−1/2
i σT, (3.13)

em que T ∼ N(0, 1) e Ui é uma variável positiva com f.d.p fUi|ν(ui). Assim, segue que
γi|Ui = ui ∼ N(0, u−1

i σ2). Diferentes escolhas de distribuições para Ui levam a diferentes
distribuições para γi e, consequentemente, a diferentes modelos. Por exemplo,

(i) Modelo Loǵıstico-N: se fUi(ui) = 1{ui=1}, então γi ∼ N(0, σ2);

(ii) Modelo Loǵıstico-T: se Ui ∼ Gama(ν/2, ν/2), então γi ∼ T1(0, σ2, ν);

(iii) Modelo Loǵıstico-SL: se Ui ∼ Beta(ν, 1), então γi ∼ SL1(0, σ2, ν);

(iv) Modelo Loǵıstico-NC: se fUi|ν1,ν2(ui) = ν11{ui=ν2} + (1− ν1)1{ui=1}, com 0 ≤ ν1 ≤ 1
e 0 < ν2 ≤ 1, então γi ∼ NC1(0, σ2, ν1, ν2).
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Para realizarmos inferência sob o ponto de vista clássico, mais precisamente para
obtermos os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) para β e os parâmetros da
distribuição de γi, inicialmente é necessário encontramos a função de verossimilhança para
os dados completos e, em seguida, a função de verossimilhança marginal para os dados
observados. Por dados completos entendemos a variável resposta, os efeitos aleatórios e
as demais variáveis latentes presentes no modelo.

Seja U = (U1, . . . , Uk)
t o vetor de variáveis misturadoras latentes, U t

c = (γt,U t)
o vetor com todas as variáveis latentes do modelo, ytc = (yt,γt,U t) o vetor de dados
completos e θt = (βt, σ2,ν) o vetor de parâmetros. A função de verossimilhança para os
dados completos yc é

Lc(θ;yc) = fy|D,β,γ(y)fγ|σ2,U (γ)fU |ν(u)

=
k∏
i=1

ni∏
j=1

(
nij
yij

)[
exp {ηij}

1 + exp {ηij}

]yij [ 1

1 + exp {ηij}

]nij−yij
×

[
k∏
i=1

( ui
2πσ2

)1/2

exp

{
−uiγ

2
i

2σ2

}][ k∏
i=1

fUi|ν(ui)

]
, (3.14)

em que ηij = xtijβ + γi.
Para continuarmos o processo de inferência é necessário obtermos a função de verossi-

milhança marginal para os dados observados e maximizarmos com respeito aos parâmetros
de interesse. Para isto é necessário integrarmos a função em (3.14) com respeito a γ e U .
No entanto, tal integral multidimensional não possui forma anaĺıtica conhecida. O algo-
ritmo EM (do acrônimo Expectation-Maximization), proposto por Dempster et al. (1977),
é uma alternativa para obtermos os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) neste
tipo de situação. No que segue apresentamos o algoritmo EM em sua forma geral e algu-
mas de suas variações para obtermos os estimadores de máxima verossimilhança para o
modelo Loǵıstico-NI.

3.5.1 Algoritmo EM Monte Carlo no modelo Loǵıstico-NI

O algoritmo EM é constrúıdo considerando-se a função de verossimilhança completa
visando obtermos os EMV para a função de verossimilhança marginal. Cada iteração
do algoritmo EM é composta por dois passos denotados, respectivamente, por passo E
(expectation) e M (maximization). Para a iteração m + 1 do algoritmo, no passo E
calculamos o valor esperado do logaritmo da função de verossimilhança para os dados
completos com respeito a f.d.p do vetor de variáveis latentes U c, condicional em y, D e
no vetor de estimativas θ(m). Esta esperança é expressa por

Q(θ | θ(m)) = Eθ(m) [lc(θ;yc) | y] =

∫
lc(θ;yc)fUc|θ(m),y,D(uc)duc, (3.15)

em que lc(θ;yc) denota a função de log-verossimilhança para yc, θ
(m) denota o argumento

que maximizou a função Q(θ | θ(m−1)) no passo m e fUc|θ(m),y,D(uc) representa a f.d.p

do vetor aleatório U c condicional em y, D e θ = θ(m). O passo M do algoritmo EM
corresponde à maximização de Q(θ | θ(m)) com respeito a θ.
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No caso do modelo Loǵıstico-NI a função de log-verossimilhança para yc decorre de
(3.14) e é dada por

lc(θ;yc) ∝

[
k∑
i=1

ni∑
j=1

yijηij − nij ln {1 + exp {ηij}}

]
− k

2
lnσ2 − 1

2σ2

k∑
i=1

uiγ
2
i

+
k∑
i=1

ln fUi|ν(ui),

em que o termo
∑k

i=1 ln fUi|ν(ui) assume uma forma diferente para cada distribuição da

subclasse NI. Para as distribuições consideradas neste trabalho temos que
∑k

i=1 ln fUi|ν(ui)
é igual a

0 se γi ∼ N(0, σ2);

k
[
ν
2

ln {ν/2} − ln Γ(ν/2)
]

+ (ν
2
− 1) lnu. − ν

2
u. se γi ∼ T (0, σ2, ν);

k ln ν + (ν − 1) lnu. se γi ∼ SL(0, σ2, ν);

1
1−ν2 [(k − u.) ln ν1 + (u. − kν2) ln {1− ν1}] se γi ∼ NC(0, σ2, ν1, ν2),

(3.16)

em que u. =
∑k

i=1 ui e lnu. =
∑k

i=1 lnui.

Note que se os efeitos aleatórios tiverem distribuição Normal Contaminada, a ex-
pressão em (3.16) é obtida porque podemos escrever

fUi|ν1,ν2(ui) = ν
(1−ui)/(1−ν2)
1 (1− ν1)(ui−ν2)/(1−ν2).

Em alguns casos não é posśıvel obtermos as expressões anaĺıticas fechadas para o valor
esperado dado em (3.15). Isto, por exemplo, é o que ocorre com os casos apresentados
aqui. Quando isto ocorre, uma posśıvel solução é utilizarmos um estimador Monte Carlo
para estimarmos Q(θ | θ(m)). Se na iteração m+1 do algoritmo obtivermos uma amostra

u
(m+1,1)
c , . . . ,u

(m+1,L)
c da distribuição fUc|θ(m),y,D(uc), podemos estimar a esperança em

(3.15) através da aproximação

QL(θ | θ(m)) =
1

L

L∑
l=1

lc
(
θ;y,u(m+1,l)

c

)
. (3.17)

Considerando-se esta aproximação, o algoritmo passa a ser denominado por algoritmo
EM Monte Carlo (EMMC) e foi proposto por Wei e Tanner (1990). Como mencionado
em Levine e Casella (2001), pela Lei dos Grandes Números, o estimador em (3.17) fornece
uma boa aproximação para a esperança teórica dada em (3.15) se o tamanho da amostra
Monte Carlo é grande.

Um aspecto importante da implementação do algoritmo EMMC é a escolha do ta-
manho da amostra Monte Carlo L. Quando L = 1 o algoritmo EMMC é equivalente ao
algoritmo EM estocástico proposto por Celeux e Diebolt (1985). No entanto, maiores
valores para L aumentam a precisão nas estimativas fornecidas pelo algoritmo. Wei e
Tanner (1990) afirmam que é ineficiente iniciarmos o algoritmo EMMC assumindo um
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valor inicial para L grande, uma vez que as estimativas para os parâmetros de interesse
nos passos iniciais podem estar distantes dos valores verdadeiros. Eles sugerem que L
deve ser aumentado com o número de iterações. Em função da aproximação Monte Carlo
considerada no passo E e do erro Monte Carlo introduzido decorrente disto, no algoritmo
EMMC não há garantias de que a cada iteração as estimativas fiquem mais próximas
das estimativas de máxima verossimilhança. Por isso, nas iterações finais é necessário
considerarmos valores mais altos de L para que o erro Monte Carlo não seja dominante
no comportamento das estimativas dos parâmetros. Booth e Hobert (1999) dizem que
na escolha do valor L vive-se o dilema de decidirmos entre a acurácia da aproximação
da função Q e a velocidade de convergência do algoritmo. Alguns trabalhos como, por
exemplo, McCulloch (1994), McCulloch (1997) e Chan e Kuk (1997), sugerem o uso de
métodos ad hoc para aumentar L. Em McCulloch (1994), aumenta-se o valor de L line-
armente com o número de iterações. McCulloch (1997) assume L = 50 para iterações de
1 a 19, L = 200 para iterações de 20 a 39 e L = 5000 a partir da iteração 40. Em Chan
e Kuk (1997) usa-se L = 1000 para cada uma de suas 300 iterações.

Outros trabalhos consideram estratégias, baseadas na avaliação do erro Monte Carlo,
para aumentar automaticamente o número L de réplicas Monte Carlo ao longo do al-
goritmo. Considerando que as amostras das variáveis latentes são geradas de forma
independente, Booth e Hobert (1999) propõem um método para aumentar L a partir da
construção de um elipsoide de confiança para θ(m+1). Levine e Casella (2001) generalizam
o trabalho de Booth e Hobert (1999) considerando amostras dependentes, geradas por
rotinas MCMC, das variáveis latentes, mas assumem que os componentes do vetor θ(m+1)

são independentes. Levine e Fan (2004), também considerando amostras dependentes,
implementam uma estratégia para aumentar L, diferente da estratégia sugerida por Le-
vine e Casella (2001). Estes autores constroem através de um elipsoide de confiança para
θ(m+1) em que estimam a correlação entre os componentes de θ(m+1). Chen et al. (2002)
consideram a estratégia proposta em Booth e Hobert (1999) para modelos generalizados
mistos utilizando uma abordagem semi-paramétrica para aproximar a densidade dos efei-
tos aleatórios. Caffo et al. (2005) propõe um método denominado “Ascent-based MCEM ”
para aumentar o número de réplicas Monte Carlo em que baseiam-se na propriedade de
incremento da função de log-verossimilhança do algoritmo EM. Este método é comparado
ao proposto por Booth e Hobert (1999). Neath (2006), entre outras coisas, implementa
e compara os métodos automáticos propostos por Booth e Hobert (1999) e Caffo et al.
(2005) para aumentar o número L de réplicas Monte Carlo. Neath (2006) conclui que o
método Ascent-based MCEM é mais fácil de entender e produz uma alocação mais efici-
ente dos recursos Monte Carlo entre as iterações do EMMC do que o método proposto por
Booth e Hobert (1999). Além disso, o Ascent-based MCEM é menos senśıvel a escolha
de parâmetros pré-fixados.

Definido o valor de L, em uma certa iteraçãom+1 do algoritmo, os passos do algoritmo
EMMC são:

P1) Gerar uma amostra de tamanho L de U c da distribuição fUc|θ(m),y,D(uc);

P2) Calcular QL(θ | θ(m));

P3) Maximizar QL(θ | θ(m)) para obter θ(m+1).

Estes passos são repetidos até que o algoritmo atinja a convergência. Existem diversos
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critérios para avaliarmos a convergência de algoritmos do tipo EM. No algoritmo EM usual
uma regra muito usada é pararmos o algoritmo quando a mudança relativa nos valores
dos parâmetros for muito pequena, isto é, o algoritmo pode ser parado quando

max
r

(
|θ(m+1)
r − θ(m)

r |
|θ(m)
r |+ δ1

)
< δ2, (3.18)

em que δ1 e δ2 são constantes pré-determinadas, maxr Ar representa o maior valor Ar
com o subscrito r variando para todos os componentes do vetor de parâmetros θ. Em
geral, são utilizados valores pequenos como, por exemplo, δ1 = 0,001 e δ2 = 0,0001. O
critério em (3.18) também pode ser considerado no algoritmo EMMC. Entretanto, para
este algoritmo estes valores para δ1 e δ2 não são recomendados uma vez que com presença
do Erro Monte Carlo, seria necessário amostra Monte Carlo de tamanho L muito grande
para atendermos tal precisão. Em Booth e Hobert (1999) são considerados valores para
δ2 entre 0,002 e 0,005. Além disso, tal artigo afirma que o critério de parada em (3.18)
pode ser atingido prematuramente em uma iteração do algoritmo EMMC simplesmente
por existir um grande erro Monte Carlo associado com a estimação dos parâmetros. Por
isso, Booth e Hobert (1999) finaliza o algoritmo EMMC apenas quando a regra em (3.18)
é satisfeita em três iterações consecutivas.

Note que o critério de parada em (3.18) pode não ser atingido quando o algoritmo
fornecer um valor muito próximo de 0 para a estimativa de algum parâmetro. Isto pode
ser um problema quando o valor de algum parâmetro é próximo de zero. Por esta razão,
Booth e Hobert (1999) sugerem utilizar um segundo critério de convergência em conjunto
com o critério (3.18) baseado na mudança da estimativa dos parâmetro relativa ao seu
erro padrão, ou seja, considerar o critério dado por

max
r

 |θ(m+1)
r − θ(m)

r |√
V (θ̂r) + δ1

 < δ2, (3.19)

para valores pequenos de δ1 e δ2, em que V (θ̂i) representa a variância das estimativas
fornecidas para a i-ésima componente do vetor θ.

Note que para usarmos o critério de parada em (3.19) é necessário calcularmos a
variância V ar(θ̂i) em cada iteração do algoritmo, o que pode tornar o processo de es-
timação mais lento.

Em algoritmos determińısticos, outra opção de critério de parada que é utilizado é a
avaliação das mudanças na log-verossimilhança observada. No algoritmo EMMC esse tipo
de regra não é muito conveniente pois não é posśıvel encontrarmos a forma anaĺıtica para
a log-verossimilhança observada. Então faz-se necessário utilizarmos uma aproximação
Monte Carlo para esta função. Além disso, como diz Neath (2006), este tipo de critério
é perigoso pois uma pequena mudança da lobs(θ,y) não indica necessariamente que θ(m)

está perto do estimador de máxima verossimilhança. A mudança na log-verossimilhança
pode ser pequena porque estimativas dos parâmetros estão perto da convergência ou
porque no movimento de atualização dos parâmetros atingiu-se uma região muito suave
da superf́ıcie de verossimilhança, não necessariamente próxima do seu máximo. A se-
gunda possibilidade é devida ao fato de o algoritmo EMMC não possuir a propriedade
de ascensão da log-verossimilhança que existe no EM determińıstico.
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Outra questão delicada no algoritmo EMMC é a geração das amostras da distribuição
condicional completa fUc|θ(m),y,D(uc) de U c = (γt,U t)t. Existem várias possibilidades
para gerarmos amostras desta distribuição. Alguns procedimentos sugeridos para este
fim são a amostragem por rejeição, a amostragem por importância e os métodos MCMC.
Jank (2005) discute as vantagens e desvantagens de cada uma destas alternativas. Uma
desvantagem da amostragem por rejeição é que esta funciona bem apenas para proble-
mas em que é necessário gerarmos amostras de distribuições que têm baixa dimensão.
Além disso, este método depende da escolha de uma boa distribuição de importância ou
candidata para que a taxa de aceitação do algoritmo seja alta. A amostragem por im-
portância apresenta como principais vantagens o fato de gerarmos amostras independentes
e utilizarmos todos os valores simulados, entretanto, este método depende fortemente da
amostra escolhida. Os métodos MCMC são muito úteis quando é necessário gerarmos
amostras de distribuições multivariadas com alta dimensão, no entanto, as amostras ge-
radas não são independentes, o que faz com que a variância das estimativas aumente.
Consequentemente, isto leva ao aumento da variância das estimativas podendo acarretar
problemas de convergência do algoritmo. Booth e Hobert (1999) discutem os resultados
obtidos quando as amostras dos efeitos aleatórios são geradas utilizando-se o algoritmo
de Metropolis-Hastings, o método da amostragem por rejeição e amostragem por im-
portância. Quintana et al. (1999) e Levine e Casella (2001) utilizam amostragem por
importância, Chen et al. (2002) consideram um método denominado por “Dupla” amos-
tragem por rejeição e Levine e Fan (2004) utilizam métodos MCMC para gerar dos efeitos
aleatórios.

Neste trabalho, devido as dificuldades computacionais, utilizamos o amostrador de
Gibbs para gerarmos amostras da distribuição fUc|θ(m),y,D(uc). Para garantirmos a in-
dependência da amostra gerada, L cadeias independentes foram consideradas. Conside-
rando a representação dada em (3.13), as distribuições condicionais completas para U c

nos casos discutidos no ińıcio da seção são dadas a seguir. Com o intuito de simplifi-
car a notação, omitimos a dependência em θ = θ(m) na apresentação das distribuições
condicionais completas (d.c.c) obtidas. Tais distribuições são dadas por

fγ|θ,y,U ,D(γ) ∝ fy|D,β,γ(y)fγ|σ2,U (γ)

∝

[
k∏
i=1

ni∏
j=1

(πij)
yij (1− πij)nij−yij

]
exp

−
n∑
i=1

uiγ
2
i

2σ2

,
fU |θ,y,γ,D(u) ∝ fγ|σ2,U (γ)fU |ν(u)

∝
k∏
i=1

u
1
2
i exp

{
−Uiγ

2
i

2σ2

}
fUi|ν(ui), (3.20)

em que πij = exp {ηij}[1 + exp {ηij}]−1 e ηij = xtijβ + γi.

A d.c.c em (3.20) assumirá uma expressão diferente em cada modelo no qual assu-
mimos uma distribuição da classe NI para os efeitos aleatórios. No modelo Loǵıstico-N
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temos fU |θ,y,γ,D(u) =
∏k

i=1 1{ui=1}. Se assumimos o modelo Loǵıstico-T, então

fU |θ,y,γ,D(u) ∝
k∏
i=1

u
ν−1
2

i exp

{
−ui

2

(
γ2
i

σ2
+ ν

)}
,

a partir de onde conclui-se que Ui|y,γ ∼ Gama
(
ν+1

2
, 1

2

(
γ2i
σ2 + ν

))
. Ao adotarmos o

modelo Loǵıstico-SL, temos que

fU |θ,y,γ,D(u) ∝
k∏
i=1

u
ν− 1

2
i exp

{
−uiγ

2
i

2σ2

}
1{0<ui<1},

assim Ui|y,γ ∼ Gama
(
ν + 1

2
,
γ2i
2σ2

)
1{0<ui<1}. Para gerarmos de uma distribuição Gama

truncada a direita, como a distribuição condicional completa de Ui no modelo Loǵıstico-
SL, Philippe (1997) propõe gerar utilizando mistura finita de distribuições Beta. Neste
caso, devido ao fato da distribuiçção truncanda assumir valores onde, em geral, a distri-
buição Gama tem pouca massa de probabilidade, a alternativa de utilizarmos o método
da inversa da distribuição acumulada leva a erros numéricos. Se consideramos o modelo
Loǵıstico-NC, então

fU |θ,y,γ,D(u) ∝
k∏
i=1

u
1
2
i exp

{
−uiγ

2
i

2σ2

}[
ν11{ui=ν2} + (1− ν1)1{ui=1}

]
,

de forma que, condicional em θ, y e γ, ui assume o valor ν2 com probabilidade B1/(B1 +

B2) e assume o valor 1 com probabilidade B2/(B1 +B2), em que B1 = ν1ν
1/2
2 exp

{
−ν2γ2i

2σ2

}
e B2 = (1− ν1) exp

{
− γ2i

2σ2

}
.

Note que a distribuição fγ|U ,θ,y,D(γ) não possui forma anaĺıtica conhecida. Para
gerarmos desta distribuição utilizamos o algoritmo Metropolis-Hastings (ver, por exem-
plo, Gilks et al., 1996). Analisaremos três alternativas distintas de Metropolis-Hastings
que diferem quanto a distribuição candidata. A primeira alternativa de algoritmo, a
qual denotaremos por Metropolis-Hastings de McCulloch, foi proposta por McCulloch
(1997), onde foi utilizada especificamente no modelo loǵıstico com efeitos aleatórios Nor-
mais. Aqui, esta proposta foi adaptada para os modelos em que γ possui distribuição na
subclasse NI. Esta alternativa consiste em considerarmos a distribuição de importância
ou candidata como sendo hγi(γi) = fγi|Ui,σ2(γi) e isto faz com que a probabilidade de
aceitação da proposta γ∗, dados os valores atuais de γ, no algoritmo Metropolis-Hastings
seja simplificada para

Ai(γ
∗,γ) = min

{
1,
fy|γ∗,D,β(y)

fy|γ,D,β(y)

}
.

Contudo, esta alternativa apresenta duas desvantagens: A primeira é que não é posśıvel
controlarmos a taxa de aceitação do Metropolis-Hastings e a segunda desvantagem é
que cada elemento do vetor γ é gerado separadamente, o que pode tornar mais lento o
programa computacional. Por outro lado, se tentarmos atualizar mais de um elemento
de γ por vez, a taxa de aceitação do algoritmo torna-se muito baixa. Esta alternativa de
algoritmo (Algoritmo 1) é descrita a seguir.
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Algoritmo 1 Metropolis-Hastings de McCulloch

Seja γ = (γ1, . . . , γk) valores prévios da distribuição condicional fγ|U ,θ,y,D(γ).

1. Inicialize i = 1;

2. Gere γ∗i da distribuição candidata hγi(γi) = fγi|Ui,σ2(γi);

3. Faça γ∗ = (γ1, . . . , γ
∗
i , . . . , γk);

4. Calcule Ai(γ
∗,γ) = min

{
1,

fy|γ∗,D,β(y)

fy|γ,D,β(y)

}
;

5. Aceite γ∗ como novo valor com probabilidade Ai(γ
∗,γ), caso contrário mantenha o

valor prévio.

6. Faça i = i+ 1;

7. Repita de 2-6 enquanto i ≤ k.

Perceba que, uma vez que as observações para a variável resposta são independentes
condicionalmente nos efeitos aleatórios, a probabilidade de aceitação no Algoritmo 1 pode
ser simplificada para

Ai(γ
∗
i , γi) = min

{
1,

∏ni
j=1 fyij |γ∗i ,D,β(yij)∏ni
j=1 fyij |γi,D,β(yij)

}
. (3.21)

Em termos de eficiência na implementação computacional do algoritmo, utilizar a
probabilidade de aceitação dada em (3.21) traz grande beneficio pois diminui bastante
o número de contas a serem feitas, o que reduz consideravelmente o tempo de execução
do algoritmo. O algoritmo MCMC com o algoritmo Metropolis-Hastings de McCulloch
para gerarmos da distribuição condicional completa dos efeitos aleatórios denotaremos
por EMMC-M.

Visando melhorar os problemas do Algoritmo 1 previamente mencionados, propomos
uma alternativa (Algoritmo 2) que consiste em utilizar como distribuição candidata a
distribuição Normal com média igual ao valor no passo anterior e com variância igual τ 2.
Quando a distribuição candidata é formulada desta forma o algoritmo é denotado por
Metropolis com Passeio aleatório (ver, por exemplo, Gilks et al., 1996). Aqui denotare-
mos este algoritmo por Metropolis-Hastings Passeio Aleatório e denotaremos o algoritmo
EMMC utilizando esta proposta de algoritmo Metropolis por EMMC-PA. O valor de
τ 2 é escolhido de forma a manter a taxa de aceitação do algoritmo Metropolis-Hastings
próxima do ideal. Segundo Gamerman e Lopes (2006) e referências mencionadas por
eles, o valor ideal para a taxa de aceitação está entre 20% e 50% para o caso univariado e
próximo a 24% para problemas de grandes dimensões. Uma vantagem desta alternativa
é que podemos gerar valores de γ dividindo-o em blocos de tamanho l1, o que torna o
algoritmo mais veloz e pode melhorar a convergência do algoritmo.

Uma terceira alternativa de algoritmo Metropolis-Hastings considerada neste pro-
blema, aqui denominada algoritmo Metropolis-Hastings de Quintana, foi proposta por
Quintana et al. (1999). Ao algoritmo EMMC com esta proposta denominamos por
EMMC-Q. A ideia desta proposta é obtermos uma distribuição candidata mais próxima
da distribuição alvo para aumentar a taxa de aceitação do algoritmo. Em Quintana et
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Algoritmo 2 Metropolis-Hastings Passeio Aleatório

Seja γ = (γ1, . . . , γk) valores prévios da distribuição condicional fγ|U ,θ,y,D(γ).

1. Inicialize b = 1, defina o tamanho l1 dos blocos a serem gerados e calcule i1 =
(b− 1)l1 + 1 e i2 = bl1;

2. Gere γ∗[i1:i2] = (γ∗i1 , . . . , γ
∗
i2

) da distribuição candidata N(γ[i1:i2],Il1τ
2) em que γ[i1:i2] =

(γi1 , . . . , γi2);

3. Faça γ∗ = (γ1, . . . , γ
∗
[i1:i2], . . . , γk);

4. Calcule Ab(γ
∗,γ) = min

{
1,

fy|γ∗,D,β(y)fγ|U,σ2 (γ∗)

fy|γ,D,β(y)fγ|U,σ2 (γ)

}
;

5. Aceite γ∗ como novo valor com probabilidade Ab(γ
∗,γ), caso contrário mantenha o

valor prévio.

6. Faça b = b+ 1;

7. Repita de 2-6 enquanto b ≤ (k/l1).
Obs.: Se k/l1 não for inteiro o último bloco terá um tamanho menor.

al. (1999) a distribuição candidata é inspirada na teoria assintótica para distribuição a
posteriori de γ ao considerarmos β conhecido. Em tal artigo afirma-se que uma amostra-
gem razoável da distribuição de γi é obtida ao gerarmos valores de uma f.d.p candidata
que satisfaça

hγi(γi) ∝ exp

{
−cIi

2
(γi − γ̂i)2 + log {fγi|Ui,σ2(γi)}

}
,

em que Ii é a informação de Fisher observada, com respeito a γi, avaliada em γ̂i e c é
uma constante positiva. De acordo com Quintana et al. (1999), a constante c é introdu-
zida para permitir-nos amostrar de uma maior diversidade de distribuições e melhorar a
estabilidade numérica. Em um exemplo com o modelo Loǵıstico-N, o autor relata não
observar mudanças significativas na convergência do algoritmo para valores de c entre
[1; 2,5], exceto quanto a taxa de aceitação da implementação Monte Carlo do passo E.

Em nosso caso, como γi|Ui ∼ N(0, u−1
i σ2), a distribuição candidata torna-se

N
(
(cIi + ui/σ

2)−1cIiγ̂i, (cIi + ui/σ
2)−1

)
, (3.22)

em que γ̂i é a solução da equação ∂
∂γi

∑ni
j=1 yijηij − nij ln {1 + exp {ηij}} = 0 e Ii =∑ni

j=1 nijπ̂ij(1− π̂ij), com π̂ij = exp {xtijβ + γ̂i}[1 + exp {xtijβ + γ̂i}]−1. A quantidade

(cIi + ui/σ
2)−1cIi está sempre contida no intervalo entre 0 e 1. Por isso, a média da

distribuição candidata está entre 0 e γ̂i. Note que a escolha de valores maiores de c
diminuem a variância da distribuição candidata e aproximam a média desta distribuição
de γ̂i, pois torna a quantidade (cIi + ui/σ

2)−1cIi mais próxima do valor 1. A partir da
distribuição candidata em (3.22), a probabilidade de aceitação de um valor proposto γ∗i
do algoritmo Metropolis-Hastings é dada por

Ai(γ
∗
i , γi) = min

{
1,

(∏ni
j=1 fyij |γ∗i ,D,β(yij)∏ni
j=1 fyij |γi,D,β(yij)

)
g(γ∗i , γi, c)

}
, (3.23)

82



onde g(γ∗i , γi, c) = exp
{
cIi
2

[(γ∗i − γ̂i)2 − (γi − γ̂i)2]
}

.

A esquematização deste algoritmo (Algoritmo 3) é descrita a seguir.

Algoritmo 3 Metropolis-Hastings de Quintana

Seja γ = (γ1, . . . , γk) valores prévios da distribuição condicional fγ|U ,θ,y,D(γ).

1. Inicialize i = 1;

2. Calcule γ̂i e Ii;

3. Gere γ∗i da distribuição candidata N ((cIi + ui/σ
2)−1cIiγ̂i, (cIi + ui/σ

2)−1);

4. Faça γ∗ = (γ1, . . . , γ
∗
i , . . . , γk);

5. Calcule Ai(γ
∗
i , γi) = min

{
1,

(∏ni
j=1 fyij |γ∗i ,D,β

(yij)∏ni
j=1 fyij |γi,D,β(yij)

)
g(γ∗i , γi, c)

}
;

6. Aceite γ∗ como novo valor com probabilidade Ai(γ
∗,γ), caso contrário mantenha o

valor prévio.

7. Faça i = i+ 1;

8. Repita de 2-7 enquanto i ≤ k.

A etapa de maximização do algoritmo EMMC fornece as estimativas θ e pode ser
dividida em três partes uma vez que sob o modelo que estamos considerando em (3.14),
o valor esperado em (3.15) torna-se

QL(θ | θ(m)) = QL(β | β(m)) +QL(σ2 | σ2(m)) +QL(ν | ν(m)).

Assim, na iteração m+ 1 do algoritmo EMMC, a maximização de QL(θ | θ(m)) pode
ser feita maximizando-se com respeito a β, σ2 e ν separadamente. Para obtermos as
estimativas de β, σ2 e ν devemos maximizar, respectivamente, os termos a seguir:

QL(β | β(m)) =
1

L

L∑
l=1

[
k∑
i=1

ni∑
j=1

yijη
(m+1,l)
ij − nij ln {1 + exp {η(m+1,l)

ij }}

]
, (3.24)

QL(σ2 | σ2(m)) = −k
2

lnσ2 − 1

2σ2

1

L

L∑
l=1

k∑
i=1

u
(m+1,l)
i

(
γ

(m+1,l)
i

)2

, (3.25)

QL(ν | ν(m)) =
1

L

L∑
l=1

k∑
i=1

ln fUi|ν(u
(m+1,l)
i ), (3.26)

em que η
(m+1,l)
ij = xtijβ + γ

(m+1,l)
i .

Após gerarmos amostras de U c, a maximização de (3.24) com respeito a β, em cada
passo, é realizada através de métodos numéricos. O estimador de σ2 é obtido analitica-
mente ao maximizarmos (3.25) e é dado por

(σ2)(m+1) =
1

kL

L∑
l=1

k∑
i=1

u
(m+1,l)
i

(
γ

(m+1,l)
i

)2

. (3.27)
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No modelo Loǵıstico-T, para estimarmos ν, a maximização de (3.26) também é feita
numericamente. Visto que a distribuição t-Student possui variância para ν > 2 e também
que a f.d.p não se altera muito para valores altos de ν, a maximização pode ser realizada
colocando restrições para ν, por exemplo, considerando ν entre 2,1 e 30.

Já no modelo Loǵıstico-SL existe solução anaĺıtica para o estimador de ν e o ponto
de máximo de (3.26) no passo m+ 1 é

ν(m+1) = −k

[
1

L

L∑
l=1

k∑
i=1

lnu
(m+1,l)
i

]−1

. (3.28)

A distribuição Slash possui variância apenas se ν > 0. O estimador obtido em (3.28)
não garante que tal condição seja atendida e, por isso, se for desejada a existência da
variância da distribuição dos efeitos aleatórios, é necessário adicionarmos esta restrição
no algoritmo.

Ao assumirmos a distribuição Normal Contaminada (modelo Loǵıstico-NC) para re-
presentar o comportamento do efeitos aleatórios temos que ν = (ν1, ν2). Em Souza e
Migon (2010) os parâmetros ν1 e ν2 não são estimados, eles são definido de forma ad-hoc
pelo pesquisador. Para estimá-los, considerando (3.16) temos que a expressão em (3.26)
torna-se

QL(ν | ν(m)) =
1

1− ν2

[(
k − ū(m+1)

.

)
ln ν1 +

(
ū(m+1)
. − kν2

)
ln {1− ν1}

]
, (3.29)

em que ū(m+1)
. = 1

L

∑L
l=1

∑k
i=1 u

(m+1,l)
i .

Com o intuito de avaliarmos o comportamento da função QL(ν | ν(m)) em (3.29)
com respeito a ν1 e ν2 apresentamos a Figura 19 a seguir, em que assumimos k = 100 e
ū(m+1)
. = 70. A Figura 19 apresenta o gráfico da função QL(ν | ν(m)) sob dois ângulos

distintos. Perceba que ū(m+1)
. = 70 é o valor esperado em uma situação em que tenhamos

ν1 = 0,4 e ν2 = 0,25 como valores reais, pois seria esperado que 60 vezes ui fosse igual a
1 e em 40 vezes igual a 0,25.

nu1

0.2
0.4

0.6

0.8

nu2

0.2

0.4

0.6

0.8

−4000

−2000

0

2000

nu1
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0.4
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nu
2
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0.8

−4000
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0
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Figura 19: Gráfico da função QL(ν | ν(m)) para ū(m+1)
. = 70 visto por dois ângulos

distintos.

Observamos na Figura 19 que o máximo da função QL(ν | ν(m)) ocorre quando ν1 = 1
e ν2 → 1. Este comportamento é similar ao obtido para qualquer valor de ū(m+1)

. . Em
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virtude disto, vemos que não é posśıvel estimarmos os dois parâmetros simultaneamente.
Note também que, em (3.29), apenas ū(m+1)

. carrega informação da amostra para a es-
timação de ν1 e ν2. Isto explica o motivo de não ser posśıvel estimarmos os dois parâmetros
conjuntamente a partir da maximização da expressão em (3.29). Sendo assim, analisamos
a opção de fixarmos um dos parâmetros e estimarmos o outro. Inicialmente verificamos
a possibilidade de considerarmos o parâmetro ν1 fixo. Para tal derivamos QL(ν | ν(m))
com respeito a ν2 e obtemos

∂

∂ν2

QL(ν | ν(m)) =
k − ū(m+1)

.

(1− ν2)2
ln

{
ν1

1− ν1

}
. (3.30)

Note que se ν1 = 0,5 a expressão em (3.29) é simplificada para QL(ν | ν(m)) =
k log {0,5} e esta expressão é constante com respeito a ν2. Note também que, como
k − ū(m+1)

. ≥ 0 e (1 − ν2)2 > 0, se ν1 > 0,5 então ∂
∂ν2
QL(ν | ν(m)) > 0, o que significa

que a função QL(ν | ν(m)) é estritamente crescente e seu máximo ocorre quando ν2 → 1.
Por outro lado, se ν1 < 0,5 segue que ∂

∂ν2
QL(ν | ν(m)) < 0 e, portanto, a função QL(ν |

ν(m)) é estritamente decrescente. Assim sendo, se ν1 < 0,5 a estimativa de máxima
verossimilhança para ν2 tende a zero. Conclúımos que para qualquer valor de ν1 fixado
temos uma péssima estimativa para ν2 e, portanto, descartamos esta possibilidade.

Analisamos agora a outra opção, a de fixarmos um valor para ν2 e estimarmos ν1.
Derivando a expressão em (3.29) com respeito a ν1 uma e duas vezes obtemos, respecti-
vamente, que

∂

∂ν1

QL(ν | ν(m)) =
1

1− ν2

(
k − ū(m+1)

.

ν1

− ū(m+1)
. − kν2

1− ν1

)
;

∂2

∂ν2
1

QL(ν | ν(m)) =
1

1− ν2

(
−k − ū

(m+1)
.

ν2
1

− ū(m+1)
. − kν2

(1− ν1)2

)
.

A partir disto, obtemos que o estimador para ν1 no passo (m+ 1), quando fixamos ν2, é
dado por

ν
(m+1)
1 =

k − ū(m+1)
.

k(1− ν2)
.

Em resumo, o algoritmo EMMC para estimarmos o modelo loǵıstico misto NI é es-
quematicamente representado a seguir.

No ińıcio do Algoritmo 4 é necessário definirmos os valores iniciais tanto para os
parâmetros quanto para as variáveis latentes presentes no modelo. Para as variáveis
latentes, optamos por inicializar os efeitos aleatórios γ(0,l), l = 1, . . . , L, com zeros e as
variáveis misturadas u(0,l) com valores um. Para os parâmetros, inicializamos os efeitos
fixos β com as estimativas obtidas no modelo de regressão loǵıstica sem efeitos aleatórios.
Já os valores σ2(0) e ν(0) são definidos arbitrariamente. Perceba também, que o número L
de réplicas Monte Carlo deve aumentar ao longo das iterações do algoritmo EMMC. Desta
forma é necessário inicializarmos novas cadeias independentes toda vez que aumentamos o
valor de L. Quando isto ocorre, inicializamos as L novas cadeias sorteando, com reposição
e mesma probabilidade, os valores assumidos pelas variáveis latentes na iteração anterior
do algoritmo.
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Algoritmo 4 EMMC para modelo loǵıstico misto

1. Inicialize θ(0) e u
(0,1)
c , . . . ,u

(0,L)
c ;

2. Faça m = 1;

3. Gere L amostras da distribuição fUc|θ(m−1),y,D(uc) via L cadeias independentes de
Gibbs Sampler. Para cada cadeia l, para l = 1, . . . , L, faça:

i. Defina valores iniciais u
(m−1,l)
c ;

ii. Gere u(m,l) de fU |γ(m−1,l),θ(m−1),y,D(u);

iii. Gere γ(m,l) de fγ|U (m,l),θ(m−1),y,D(γ) via Metropolis-Hastings (Algoritmos 1, 2 ou
3);

4. Calcule QL(θ | θ(m));
5. Maximize QL(θ | θ(m)) para obter θ(m);

6. Faça m = m+ 1;

7. Repita os itens 3-6 até atingir a convergência.

3.5.2 Matriz de informação de Fisher observada

O cálculo exato da matriz de informação de Fisher no modelo Loǵıstico-NI não é
uma tarefa fácil. No que segue apresentamos o cálculo da matriz de informação de
Fisher a qual será útil na estimação da variância assintótica dos estimadores de máxima
verossimilhança. A matriz de informação de Fisher observada é dada por

IF (θ) = − ∂2

∂θ∂θt
lobs(θ;y),

em que lobs = ln
{
fy|D,β(m)(y)

}
. O cálculo direto de − ∂2

∂θ∂θt
lobs(θ;y) não é conveniente

por envolver integração sob fUc|σ2,ν(uc). Louis (1982) mostra que a matriz de informação
de Fisher observada pode ser escrita como

IF (θ) = E

[
− ∂2

∂θ∂θt
lc(θ;yc) | y;θ

]
− V

[
∂

∂θ
lc(θ;yc) | y;θ

]
, (3.31)

em que as esperanças são calculadas com respeito a fUc|y,D,θ(uc).
Usando estimadores Monte Carlo, em uma iteração m + 1 do algoritmo EMMC, a

expressão em (3.31) pode ser aproximada por

IF (θ) ≈ − 1

L

L∑
l=1

∂2

∂θ∂θt
lc(θ;y(m+1,l)

c )− 1

L

L∑
l=1

[
∂

∂θ
lc(θ;y(m+1,l)

c )

] [
∂

∂θ
lc(θ;y(m+1,l)

c )

]t

+

[
1

L

L∑
l=1

∂

∂θ
lc(θ;y(m+1,l)

c )

][
1

L

L∑
l=1

∂

∂θ
lc(θ;y(m+1,l)

c )

]t
, (3.32)

em que y
(l)
c = (yt,(u

(m+1,l)
c )t)t e u

(m+1,l)
c denotam amostras da f.d.p fUc|θ,y,D (uc) na

iteração m+ 1.
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Visto que θ = (βt, σ2,ν), encontramos as derivadas parciais de primeira e segunda
ordem com respeito a β, σ2 e ν. Qualquer que seja a distribuição dos efeitos aleatórios
na famı́lia de distribuições NI as derivadas parciais com respeito β e σ2 são idênticas, ou
seja, são as mesmas em todos os modelos. As derivadas de primeira e segunda ordem são
dadas por

∂

∂θ
lc(θ;yc) =


∂
∂β
lc(θ;yc)

∂
∂σ2 lc(θ;yc)
∂
∂ν
lc(θ;yc)

 =


k∑
i=1

ni∑
j=1

(yij − nijπij)xij∑k
i=1 uiγ

2
i−kσ2

2(σ2)2
∂
∂ν
lc(θ;yc)

 , (3.33)

∂2

∂θ∂θt
lc(θ;yc) =


−

k∑
i=1

ni∑
j=1

nijπij(1− πij)xijxtij 0 0

0
kσ2−2

∑k
i=1 uiγ

2
i

2(σ2)3
0

0 0 ∂2

∂ν2
lc(θ;yc)

 . (3.34)

No modelo Loǵıstico-N temos que θ = (βt, σ2). Portanto, as matrizes em (3.33) e
(3.34) têm dimensão reduzida. Além disso, as derivadas ∂

∂ν
lc(θ;yc) e ∂2

∂ν2
lc(θ;yc) em (3.33)

e (3.34) são diferentes nos demais modelos Loǵısticos-NI. Nos modelos aqui considerados
estas derivadas são:

(i) No modelo Loǵıstico-T:

∂

∂ν
lc(θ;yc) =

1

2

[
k ln {ν/2}+ k − kψ(0)(ν/2) +

k∑
i=1

(lnui − ui)

]
,

∂2

∂ν2
lc(θ;yc) =

k

2ν
− kψ(1)(ν/2)

4
,

em que ψ(x) = ∂l+1

∂νl+1 ln Γ(x);

(ii) No modelo Loǵıstico-SL:

∂

∂ν
lc(θ;yc) =

k

ν
+

k∑
i=1

lnui e
∂2

∂ν2
lc(θ;yc) = − k

ν2
;

(iii) No modelo Loǵıstico-NC:

∂

∂ν1

lc(θ;yc) =
k −

∑k
i=1 ui

ν1(1− ν2)
−
∑k

i=1 ui − kν2

(1− ν1)(1− ν2)
,

∂2

∂ν2
1

lc(θ;yc) = −k −
∑k

i=1 ui
ν2

1(1− ν2)
−

∑k
i=1 ui − kν2

(1− ν1)2(1− ν2)
.

Chen et al. (2002) argumenta que na prática, por causa do erro Monte Carlo, a
matriz obtida em (3.32) nem sempre é positiva definida e, por isso, ele propõe aproximar
a informação de Fisher observada diretamente via Monte Carlo. Aqui vamos considerar
a expressão em (3.32) para obtermos a variância assintótica dos estimadores.

Na Seção 3.6 temos como meta comparar o desempenho dos algoritmos 1, 2 e 3 usados
no passo 3 do algoritmo 4.
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3.6 Estudo em dados simulados: Implementação do

algoritmo EMMC

Três propostas de algoritmos são sugeridos na literatura para gerarmos da distri-
buição condicional completa dos efeitos aleatórios. Nesta subseção apresentamos um
estudo, considerando dados simulados, com o objetivo de avaliarmos a implementação
do algoritmo EMMC, com cada um destes sub-algoritmos, para ajustarmos o modelo
loǵıstico com efeitos aleatórios na classe de distribuições NI. Um dos objetivos principais
também é avaliarmos o comportamento das estimativas fornecidas pelo algoritmo EMMC
para diversos valores do número k de clusters, do número ni de observações dentro de
cada cluster e do número nij de experimentos Bernoulli para cada indiv́ıduo j dentro dos
clusters.

Para gerarmos os bancos de dados nos inspiramos em um exemplo de ilustração deno-
tado por “Modelo Loǵıstico-Normal” apresentado em McCulloch (1997). Este exemplo,
que também foi estudado em Booth e Hobert (1999), Levine e Casella (2001) e Caffo
et al. (2005), considera dados gerados sob o modelo loǵıstico com intercepto aleatório e
observações separadas em clusters. O exemplo de aplicação analisado em Quintana et
al. (1999) é muito similar ao que será apresentado nesta seção. Em McCulloch (1997)
o banco de dados é gerado considerando uma variável resposta Bernoulli, poucos efei-
tos aleatórios (apenas 10) e efeitos aleatórios normalmente distribúıdos. Neste trabalho,
abordarmos situações um pouco mais gerais do que as abordadas em trabalhos anterio-
res e consideramos distribuições na classe NI para os efeitos aleatórios. No processo de
geração dos bancos de dados simulados assumimos

Yij|πij ∼ Binomial(nij, πij), para i = 1, 2, . . . , k e j = 1, 2, . . . , ni;

ln {πij/(1− πij)} = β0 + β1xij + γi, com xij = j/ni e γi
iid∼ NI(0, σ2;FU |ν).

Grande parte dos trabalhos dispońıveis na literatura Estat́ıstica sobre modelo loǵıstico
misto em que o algoritmo EMMC é usado, por exemplo Chen et al. (2002), apresentam
exemplos de aplicação em que o modelo ajustado não assume o intercepto β0. Isto
também é visto nos dados sobre acasalamentos de salamandras (McCullagh e Nelder,
1989) analisados por Booth e Hobert (1999), Chen et al. (2002) e Levine e Fan (2004).
Quintana et al. (1999) afirmam que a sequência de estimativas obtidas no EMMC para
o parâmetro de intercepto β0 é menos estável que os outros coeficientes de efeitos fixos.
No modelo de intercepto aleatório é intuitivo pensar que o erro Monte Carlo presente no
EMMC tem maior impacto na estimação de β0, pois é visto como uma espécie de valor
médio para o intercepto aleatório. Por isto, entre outras coisas, neste estudo pretendemos
também avaliar o efeito de estimarmos β0 ou assumirmos que β0 é conhecido.

Para avaliarmos o comportamento do algoritmo implementado, consideramos dife-
rentes valores para k, ni e nij. Nos vários cenários abordados, todos os conjuntos de
dados são simulados assumindo β0 = 0, β1 = 2 e V (γi) = 1. Inicialmente, na Subseção
3.6.1, comparamos os algoritmos Metropolis-Hastings descritos na Seção 3.5 em bancos
de dados gerados assumindo efeitos aleatórios com distribuição Normal e t-Student. Nas
subseções seguintes analisaremos os cenários em que os efeitos aleatórios têm distribuição
com caudas mais pesadas do que a distribuição Normal, em particular, as distribuições
t-Student, Slash e Normal Contaminada.
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Nesta seção, no ajuste dos modelos Loǵıstico-N e Loǵıstico-T rodamos 1100 iterações
do algoritmo EMMC e especificamos o número de réplicas Monte Carlo L tal que L = 10
para as iterações 1-400, L = 50 para as iterações 401-700, L = 200 para as iterações
701-900, L = 500 para as iterações 901-1000 e L = 1000 para as iterações 1001-1100.
Por apresentar convergência mais lenta, no modelo Loǵıstico-SL rodamos 1800 iterações
em que especificamos L = 10 para as iterações 1-400, L = 50 para as iterações 401-800,
L = 200 para as iterações 801-1300, L = 500 para as iterações 1301-1550 e L = 1000 para
as iterações 1551-1800. No modelo Loǵıstico-NC rodamos 1300 iterações, considerando
a mesma especificação do modelo Loǵıstico-N até a iteração 900 e, para as iterações
seguintes consideramos, L = 500 para as iterações 901-1100 e L = 1000 para as iterações
1101-1300.

3.6.1 Cenário 1: Comparação dos algoritmos para gerar de γ

No primeiro cenário, o nosso objetivo é avaliar se existem diferenças quanto a con-
vergência das estimativas fornecidas pelo algoritmo EMMC ao utilizarmos as três di-
ferentes versões de algoritmo Metropolis-Hastings, descritas anteriormente na Subseção
3.5.1, para gerarmos das distribuição condicional dos efeitos aleatórios. Para fazermos tal
comparação, geramos 8 bancos de dados considerando efeitos aleatórios com distribuição
Normal e t-Student. Os bancos de dados são gerados considerando ni = 10 e as demais
especificações na Tabela 3.2 a seguir.

Tabela 3.2: Organização dos bancos de dados no Cenário 1

k nij γi
iid∼ N(0, 1) γi

iid∼ T (0; 0,6; 5)

50
1 Dados 1 Dados 5
5 Dados 2 Dados 6

100
1 Dados 3 Dados 7
5 Dados 4 Dados 8

Os histogramas dos efeitos aleatórios gerados e a f.d.p teórica assumida para os efeitos
aleatórios em cada banco de dados podem ser vistos nas figuras apresentadas no Apêndice
E.

Para cada banco de dados, ajustamos o modelo que considera a distribuição cor-
reta dos efeitos aleatórios e estimamos β0, β1, σ2 e ν (quando se trata da t-Student).
Para ajustarmos o modelo, utilizamos o algoritmo EMMC com os algoritmos Metropolis-
Hastings de McCulloch (EMMC-M), com Passeio Aleatório (EMMC-PA) e de Quintana
(EMMC-Q) para gerarmos valores da distribuição condicional dos efeitos aleatórios. No
EMMC-PA utilizamos blocos de tamanho l1 = 5 e no algoritmo EMMC-Q consideramos
c = 1, escolha sugerida pelos autores no caso Normal. Nos algoritmos para o caso do
modelo Loǵıstico-T, restringimos os valores de ν entre 2,1 e 30.

Como o algoritmo EMMC aproxima a esperança necessária no passo E do algoritmo
EM por uma média Monte Carlo, as estimativas dos parâmetros obtidas neste algoritmo
apresentam erro Monte Carlo, dificultando a convergência pontual. Aqui, calculamos a
média das estimativas obtidas em uma janela final de iterações para obtermos a estimativa
de máxima verossimilhança dos parâmetros. A Tabela 3.3 apresenta a média e o desvio
padrão das estimativas obtidas nas últimas 100 iterações do algoritmo EMMC.
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Tabela 3.3: Média (desvio padrão) das estimativas fornecidas nas últimas 100 iterações
dos algoritmos EMMC-M, EMMC-PA e EMMC-Q

Parâmetro
Real EMMC-M EMMC-PA EMMC-Q

Dados 1
β0 0 -0,341 (0,004) -0,342 (0,003) -0,342 (0,003)
β1 2 2,720 (0,003) 2,719 (0,002) 2,719 (0,003)
σ2 1 0,959 (0,009) 0,955 (0,007) 0,958 (0,008)

Dados 2
β0 0 -0,031 (0,003) -0,039 (0,002) -0,033 (0,003)
β0 2 1,949 (0,001) 1,949 (0,001) 1,949 (0,001)
σ2 1 0,913 (0,003) 0,913 (0,004) 0,911 (0,003)

Dados 3
β0 0 0,200 (0,003) 0,198 (0,002) 0,199 (0,003)
β1 2 1,708 (0,001) 1,708 (0,001) 1,708 (0,002)
σ2 1 1,171 (0,007) 1,168 (0,004) 1,167 (0,008)

Dados 4
β0 0 0,035 (0,002) 0,035 (0,001) 0,035 (0,003)
β1 2 1,990 (0,001) 1,990 (0,000) 1,989 (0,001)
σ2 1 1,049 (0,003) 1,048 (0,002) 1,045 (0,003)

Dados 5
β0 0 0,313 (0,004) 0,320 (0,004) 0,314 (0,004)
β1 2 1,554 (0,002) 1,557 (0,003) 1,556 (0,002)
σ2 0,6 1,255 (0,012) 1,275 (0,013) 1,267 (0,009)
ν 5 28,830 (1,024) 29,466 (0,587) 29,061 (0,792)

V (γi) 1 1,348 (0,011) 1,368 (0,013) 1,361 (0,011)
Dados 6

β0 0 0,073 (0,002) 0,080 (0,002) 0,078 (0,003)
β1 2 1,907 (0,001) 1,907 (0,001) 1,908 (0,001)
σ2 0,6 0,744 (0,005) 0,737 (0,004) 0,735 (0,006)
ν 5 9,986 (0,233) 9,649 (0,144) 9,338 (0,230)

V (γi) 1 0,931 (0,003) 0,930 (0,006) 0,935 (0,005)
Dados 7

β0 0 0,027 (0,002) 0,028 (0,001) 0,027 (0,003)
β1 2 2,048 (0,001) 2,050 (0,001) 2,048 (0,002)
σ2 0,6 0,643 (0,007) 0,646 (0,003) 0,635 (0,009)
ν 5 4,749 (0,132) 4,770 (0,052) 4,639 (0,114)

V (γi) 1 1,111 (0,012) 1,113 (0,010) 1,117 (0,009)
Dados 8

β0 0 0,020 (0,002) 0,024 (0,001) 0,023 (0,002)
β1 2 1,936 (0,001) 1,936 (0,001) 1,936 (0,001)
σ2 0,6 0,709 (0,003) 0,686 (0,005) 0,701 (0,004)
ν 5 6,741 (0,061) 5,971 (0,110) 6,417 (0,070)

V (γi) 1 1,009 (0,004) 1,031 (0,004) 1,019 (0,004)

Analisando a Tabela 3.3, vemos que os três algoritmos conduzem a estimativas pontu-
ais muito próximas para todos os parâmetros e o algoritmo EMMC-PA tende a produzir
menor variabilidade nas estimativas. Diferenças maiores são observadas nas estimativas
pontuais para o número de graus de liberdade ν nos Dados 5 a 8. Além disso, como é
esperado, percebemos que as estimativas tendem a ficar mais próximas dos valores reais
e a terem menor erro Monte Carlo (menor desvio padrão das estimativas das últimas 100
iterações do EMMC) nos bancos de dados com maior número de observações (em que
nij = 5). Com respeito ao tempo de simulação, não foi verificado ganho ao utilizarmos o
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algoritmo EMMC-PA. Para rodar o mesmo número de iterações, os três algoritmos gas-
tam aproximadamente o mesmo tempo. Quanto a taxa de aceitação, como já havia sido
afirmado em Quintana et al. (1999), o algoritmo EMMC-Q apresenta taxa de aceitação
muito maior do que a observada para o algoritmo EMMC-M.

Para avaliarmos melhor a convergência do algoritmo EMMC, analisamos graficamente
as estimativas dos parâmetros de interesse obtidas em cada iteração do algoritmo EMMC.
As Figuras 20 a 23 apresentam os gráficos das estimativas dos parâmetros em todas as
iterações do algoritmo EMMC para os Dados 1, 2, 5 e 7 considerando os três algoritmos
Metropolis-Hastings citados. Nestes gráficos, a linha tracejada horizontal representa a
médias das estimativas obtidas nas últimas 100 iterações do EMMC e as linhas trace-
jadas verticais representam as iterações em que o número de réplicas Monte Carlo L é
aumentado. Para os demais bancos de dados os gráficos das estimativas são apresentados
no Apêndice E.
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Figura 20: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações, e média das estima-
tivas nas últimas 100 iterações (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 1 no Cenário 1.

Das Figuras 20 a 23 conclúımos, como já dito em trabalhos anteriores, que maiores
valores para o número L de réplicas Monte Carlo no EMMC levam a uma menor variabi-
lidade nas estimativas, ou seja, diminui-se o erro Monte Carlo das estimativas. Como já

91



0 200 400 600 800 1000

−
0.

15
−

0.
10

−
0.

05
0.

00
0.

05
0.

10

Iteração

β 0

0 200 400 600 800 1000

−
0.

15
−

0.
10

−
0.

05
0.

00
0.

05
0.

10

Iteração

β 0

0 200 400 600 800 1000

−
0.

15
−

0.
10

−
0.

05
0.

00
0.

05
0.

10

Iteração

β 0

0 200 400 600 800 1000

1.
70

1.
75

1.
80

1.
85

1.
90

1.
95

Iteração

β 1

0 200 400 600 800 1000

1.
70

1.
75

1.
80

1.
85

1.
90

1.
95

Iteração

β 1

0 200 400 600 800 1000

1.
70

1.
75

1.
80

1.
85

1.
90

1.
95

Iteração

β 1

0 200 400 600 800 1000

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Iteração

σ2

0 200 400 600 800 1000

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Iteração

σ2

0 200 400 600 800 1000

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Iteração

σ2

Figura 21: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações, e média das estima-
tivas nas últimas 100 iterações (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 2 no Cenário 1.

hav́ıamos notado na Tabela 3.3, as estimativas obtidas com algoritmo EMMC convergem
para praticamente os mesmos valores independentemente da alternativa de Metropolis-
Hastings utilizada para gerarmos dos efeitos aleatórios. As estimativas obtidas com o
EMMC-Q, principalmente para β1 e σ2, convergem mais rapidamente do que aquelas ob-
tidas usando os outros dois algoritmos. O EMMC-Q aparentemente fornece estimativas
mais estáveis, com menor auto-correlação entre as iterações, do que os demais algoritmos,
principalmente, no Modelo Loǵıstico-N. As estimativas de β0 parecem ser mais influenci-
adas pelo tipo de Metropolis usado para gerarmos da distribuição dos efeitos aleatórios.
Notamos que no EMMC-PA as estimativas de β0 se estabilizam em torno do valor de
convergência após um número maior de iterações, mas, neste caso, as estimativas obtidas
após a convergência tem menor variabilidade em torno da média das últimas estimativas.

No Modelo Loǵıstico-T, Figuras 22 e 23, observamos que o parâmetro ν é mais dif́ıcil
de ser estimado. As estimativas deste parâmetro demoram mais a convergir e apresen-
tam maior instabilidade quando valores altos para ν são estimados, veja, por exemplo,
as estimativas de ν obtidas para Dados 5. Apesar da instabilidade na estimação de ν,
a variância dos efeitos aleatórios V (γi) apresenta bom comportamento tanto na veloci-

92



dade de convergência, quanto na variabilidade das estimativas ao longo das iterações do
EMMC.
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Figura 22: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações, e média das estima-
tivas nas últimas 100 iterações (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 5 no Cenário 1.
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Figura 23: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações, e média das estima-
tivas nas últimas 100 iterações (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 7 no Cenário 1.
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3.6.2 Cenário 2: Modelo Loǵıstico-T

Neste segundo cenário, temos como objetivo avaliar a implementação do algoritmo
EMMC no modelo Loǵıstico-T em diversos cenários. Desejamos avaliar como o número de
clusters, o número de observações e o peso da cauda da distribuição dos efeitos aleatórios
influenciam no comportamento do algoritmo proposto. Pretendemos também avaliar o
impacto de estimarmos o número ν de graus de liberdade ou assumirmos como conhecido.
Para isto, geramos bancos de dados explorando diferentes configurações de valores para
k, ni, nij e ν. Visamos explorar situações em que a distribuição dos efeitos aleatórios
tenham caudas mais pesadas do que a distribuição Normal. Para tal, mantendo V (γi) = 1,
assumimos ν = 4 e 8. Na Figura 24 apresentamos os gráficos da f.d.p das distribuições
N(0, 1), T (0; 0,5; 4) e T (0; 0,75; 8).
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Figura 24: Comparação entre as f.d.p das distribuições Normal padrão (linha sólida),
T (0; 0,5; 4) (linha tracejada) e T (0; 0,75; 8) (linha tracejada com •) em (a) e um zoom da
cauda a direita em (b).

Os bancos de dados são gerados considerando 7 configurações de valores para as
quantidades σ2, ν, k, ni e nij. Geramos 4 bancos de dados distintos para cada uma
destas especificações, totalizando 28 bancos de dados. O objetivo de gerar mais de um
banco de dados com a mesma configuração é tornar mais confiáveis as conclusões tiradas
a respeito da convergência do algoritmo.

Em todos os bancos de dados, por ter apresentado melhor desempenho no estudo
apresentado na Subseção 3.6.1, ajustamos o modelo Loǵıstico-T considerando apenas o
algoritmo EMMC-Q. Assim como na Subseção 3.6.1, consideramos a constante c = 1.

A seguir iniciamos a análise do comportamento do algoritmo em cenários em que os
efeitos aleatórios são gerados de uma distribuição t-Student com caudas muito pesadas
(ν = 4) e os quais são considerados diferentes valores para o número nij de experimentos
Bernoulli ao qual é submetido o indiv́ıduo j do cluster i.

3.6.2.1 Avaliando o efeito de nij em cenários com mesmo número de clusters

Neste estudo, temos por objetivo explorar o efeito de nij no que diz respeito ao
comportamento do algoritmo e, de forma geral, avaliarmos o comportamento nos casos
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em que ν é um valor baixo. Os bancos de dados foram gerados considerando as seguintes
especificações:

Configuração 1 (Dados 1 a 4): γi
iid∼ T (0; 0,5; 4), k = 100, ni = 10 e nij = 1;

Configuração 2 (Dados 5 a 8): γi
iid∼ T (0; 0,5; 4), k = 100, ni = 10 e nij = 5;

Configuração 3 (Dados 9 a 12): γi
iid∼ T (0; 0,5; 4), k = 100, ni = 10 e nij = 10.

Inicialmente, em cada banco de dados, ajustamos o modelo Loǵıstico-T e estimamos
os graus de liberdade. Para avaliarmos a qualidade das estimativas fornecidas para o grau
de liberdade ν da distribuição t-Student dos efeitos aleatórios, apresentamos na Figura
25 os histogramas e f.d.p teórica dos efeitos aleatórios gerados nos bancos de dados com
as configurações de 1 a 3.
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Figura 25: Histograma e f.d.p teórica dos efeitos aleatórios gerados no Cenário 2 para
Dados 1 a 12 (da esquerda para direita).

Da Figura 25 percebemos que, em todos os bancos de dados, os histogramas dos
valores gerados para os efeitos aleatórios possuem forma razoavelmente similar ao gráfico
da f.d.p teórica da distribuição assumida, ou seja, os efeitos aleatórios gerados parecem

ser representativos para a suposição de que γi
iid∼ T (0; 0,5; 4).

Na Figura 26 apresentamos os gráficos das estimativas dos parâmetros obtidas nas
iterações do algoritmo EMMC-Q para Dados 1 a 4.
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Figura 26: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 1 a 4
(da esquerda para a direita) no Cenário 2.

Notamos na Figura 26 que, as estimativas dos parâmetros de efeitos fixos β0 e β1 têm
um bom comportamento e apresentam estabilidade em torno dos valores de convergência
das estimativas. Naturalmente, quanto maior o valor L menor é o tamanho do erro Monte
Carlo e as estimativas se tornam mais estáveis, como pode ser visto nas iterações finais
do EMMC. As estimativas para o parâmetro de escala σ2 também apresentam um bom
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comportamento quanto a convergência, mas mostram que são muito influenciadas pelas
estimativas do grau de liberdade ν. Nesta configuração onde os bancos de dados são
gerados assumindo-se nij = 1, a estimação de ν se torna mais complicada. Vemos que
para Dados 2 e 4, o modelo não foi capaz de detectar as caudas pesadas da distribuição
dos efeitos aleatórios, estimando ν como sendo 30. Para Dados 1 o valor de ν foi estimado
em 5, valor próximo ao valor real de geração, a saber, ν = 4. No entanto, para Dados
3, ν foi estimado em um valor próximo de 2, indicando caudas mais pesadas do que
aquela considerada na distribuição teórica. Uma explicação para este comportamento
pode ser encontrada ao analisarmos os histogramas dos efeitos aleatórios na Figura 25,
em que vemos que os histogramas para Dados 1 e 3 apresentam caudas um pouco mais
pesadas do que os Dados 2 e 4. Quanto à estimação da variância da distribuição dos
efeitos aleatórios V (γi), obtivemos estimativas próximas do valor real que é 1, exceto
para Dados 3, em que estimativas de ν próximas de 2 levam a estimativas de V (γi) muito
maiores do que o valor real.

A seguir analisamos o comportamento do algoritmo EMMC-Q em bancos de dados
com um maior número de observações dentro dos clusters (e, consequentemente, mais
observações) e mesmo número k de clusters, como ocorre nos Dados 5 a 8 (em que
nij = 5) e nos Dados 9 a 12 (em que nij = 10). Para os Dados 5 a 8 os gráficos das
estimativas versus iteração são apresentados na Figura 27 e, para os Dados 9 a 12, na
Figura 28. Analisando as Figuras 27 e 28 e comparando-as com a Figura 26, vemos que a
estimação de ν tende a ser melhor com o aumento de nij. Nos Dados 5 a 8, vemos que ν
é estimado em valores relativamente próximos ao valor real e as estimativas apresentam
comportamento bastante estável em torno de um valor de convergência (exceto Dados
7). O mesmo ocorre para σ2 e V (γi). Para os efeitos fixos β0 e β1, a convergência
do algoritmo torna-se ainda melhor do que o observado para Dados 1 a 4. Na Figura
28 vemos que quando nij = 10, a convergência do algoritmo para todos os parâmetros
melhora ainda mais, apresentando grande estabilidade e pouca variabilidade em torno
dos valores para os quais convergem as estimativas do EMMC-Q. Em resumo, como é
esperado, quanto maior nij melhor se torna o comportamento do algoritmo EMMC-Q no
modelo Loǵıstico-T.
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Figura 27: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 5 a 8
(da esquerda para a direita) no Cenário 2.
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Figura 28: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 9 a 12
(da esquerda para a direita) no Cenário 2.

3.6.2.2 Avaliando o efeito de fixarmos ν

Após esta análise, nos questionamos sobre o comportamento do EMMC-Q se consi-
derarmos como conhecido o grau de liberdade da distribuição t-Student assumida para
representar o comportamento dos efeitos aleatórios. Para avaliarmos este aspecto, ajus-
tamos novamente o modelo Loǵıstico-T aos Dados 1 a 4, mas agora considerando ν como
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um parâmetro conhecido e igual a 4 (valor real). Na Figura 29 apresentamos os gráficos
das estimativas do parâmetros do modelo no algoritmo EMMC.
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Figura 29: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 1 a 4
(da esquerda para a direita) no Cenário 2 ao considerarmos ν = 4.

Vemos na Figura 29 que ao assumirmos ν conhecido e igual ao valor real, todos
os parâmetros apresentam bom comportamento de convergência nos 4 bancos de dados
analisados. Ao comparamos com os resultados da Figura 26, onde ν era estimado, vemos
que não existe grande mudança quanto as estimativas finais dos parâmetros β associados
aos efeitos fixos.

3.6.2.3 Avaliando o efeito da existência de β0 no modelo

Como dito anteriormente, em muitos dos exemplos apresentados nos artigos que estu-
dam a implementação do algoritmo EMMC em dados binários ou binomiais os modelos
ajustados não consideram o intercepto β0 e não apresentam justificativa para a ausência
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de tal parâmetro. Agora pretendemos avaliar se estimar tal parâmetro traz alguma con-
sequência nas estimativas dos demais parâmetros. Com o objetivo de avaliarmos o im-
pacto de estimarmos ou não β0, para Dados 5 a 8, reajustamos o modelo retirando β0 do
preditor linear. Na Figura 30 apresentamos os gráficos das estimativas do parâmetros do
modelo no algoritmo EMMC ao assumirmos β0 = 0.
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Figura 30: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 5 a 8
(da esquerda para a direita) no Cenário 2 ao considerarmos β0 = 0.

Ao compararmos as Figuras 27 e 30 não vemos grande diferença quanto a convergência
das estimativas fornecidas pelo algoritmo EMMC-Q ao fixarmos o valor de β0. Anali-
sando o comportamento da sequência de estimativas para ν para Dados 7, temos que
as estimativas se tornam um pouco mais estáveis se não estimarmos β0. Para Dados
6 também existe uma variação pequena nas estimativas no ińıcio do algoritmo, tanto é
que as estimativas de ν ficaram entre 4,5 e 7,5 enquanto anteriormente variavam entre
4 e 12. De forma geral, não é posśıvel apontarmos um grande ganho na qualidade das
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estimativas dos outros parâmetros do modelo ao assumirmos o valor de β0 como conhe-
cido. No entanto, como vimos em outros cenários, parece haver uma dificuldade maior
na convergência das estimativas para β0.

3.6.2.4 Avaliando os efeitos de k, ni e do aumento de ν

Prosseguimos a análise considerando bancos de dados em que os efeitos aleatórios
são gerados a partir de uma distribuição t-Student cujo grau de liberdade tem valor
intermediário, isto é, uma distribuição t-Student que não tenha cauda muito pesada
e que tão pouco seja muito próxima da distribuição Normal. Além de avaliarmos se
o algoritmo EMMC-Q para o modelo Loǵıstico-T funciona bem neste caso, queremos
estudar o comportamento do algoritmo para diferentes números de clusters k e diferentes
números de observações ni dentro de cada cluster i. Para isto, geramos dados assumindo
valores de k = 50 e 100 e assumindo ni = 5 e 10. Os bancos de dados são gerados seguindo
as seguintes configurações:

Configuração 4 (Dados 13 a 16): γi
iid∼ T (0; 0,75; 8), k = 50, ni = 5 e nij = 5;

Configuração 5 (Dados 17 a 20): γi
iid∼ T (0; 0,75; 8), k = 50, ni = 10 e nij = 5;

Configuração 6 (Dados 21 a 24): γi
iid∼ T (0; 0,75; 8), k = 100, ni = 5 e nij = 5;

Configuração 7 (Dados 25 a 28): γi
iid∼ T (0; 0,75; 8), k = 100, ni = 10 e nij = 5.

Os histogramas dos efeitos aleatórios gerados nos casos descritos acima com respectiva
f.d.p teórica são apresentados na Figura 86 dispońıvel no Apêndice E.

Nas Figuras 31 a 34 apresentamos os gráficos das estimativas dos parâmetros do
modelo Loǵıstico-T versus iteração para Dados 13 a 16. Vemos que, em todos os bancos
de dados, o algoritmo EMMC-Q apresentou bom comportamento para os efeitos fixos β0

e β1. Quando comparamos o impacto do número de observações dentro de cada cluster,
observamos para os bancos de dados com ni = 5, em geral, o algoritmo não consegue
estimar valores baixos para ν e, por isso, não consegue captar que a distribuição dos efeitos
aleatórios tem caudas razoavelmente pesadas. Considerando k fixo, o comportamento do
algoritmo é melhor em termos de convergência das estimativas nos bancos de dados que
possuem ni = 10, principalmente, no que se refere a estimação de ν.

Para avaliarmos a influência do número k de clusters, algumas comparações diferen-
tes são posśıveis. A prinćıpio podemos comparar o comportamento das sequências de
estimativas obtidas para os bancos de dados com mesmo valor de ni, mas com diferentes
valores de k. Podemos comparar, por exemplo, os gráficos apresentados na Figura 32
(k = 50 e ni = 10) com os gráficos da Figura 34 (k = 100 e ni = 10). Nesta comparação,
conclúımos que parece não existir diferenças quanto ao comportamento da sequência de
estimativas obtidas para os parâmetros, ou seja, o algoritmo se comporta de forma se-
melhante no que diz respeito a convergência das estimativas dos parâmetros. Um maior
valor de k significa que existem mais variáveis latentes no modelo e, sendo assim, seria
natural esperarmos uma piora nas estimativa fornecidas pelo modelo, o que não ocorre.
Uma explicação posśıvel para este efeito é que, ao compararmos bancos de dados com
mesmo ni, estamos comparando bancos de dados com tamanho N amostral diferente. Por
exemplo, na comparação realizada anteriormente, Dados 17 a 20 (Figura 32) são compos-
tos por observações de uma variável resposta binomial de 500 indiv́ıduos enquanto que
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para Dados 25 a 28 (Figura 34) são compostos por observações de 100 indiv́ıduos. Uma
outra comparação posśıvel para avaliarmos o impacto de k é compararmos as estimativas
fornecidas considerando Dados 17 a 20 com as estimativas para Dados 21 a 24, quando
todos os bancos de dados possuem tamanho amostral de N = 500 observações. Neste
caso, notamos que aumentar o número de clusters k mantendo fixo o tamanho da amos-
tra tende a piorar o comportamento das estimativas dos parâmetros da distribuição dos
efeitos aleatórios.
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Figura 31: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 13 a
16 (da esquerda para a direita) no Cenário 2.
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Por último, comparamos os gráficos das estimativas dos parâmetros para Dados 5 a
8 (Figura 27) e Dados 25 a 28 (Figura 34) para avaliarmos se o valor real de ν influencia
na convergência do algoritmo. Observando estes gráficos não é posśıvel notar diferenças
do algoritmo quanto ao comportamento de convergência das estimativas, ou seja, o peso
da cauda da distribuição dos efeitos aleatórios parece não influenciar na velocidade da
convergência e no erro Monte Carlo das estimativas.

0 200 400 600 800 1000

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

Iteração

β 0

0 200 400 600 800 1000

−
0.

05
0.

00
0.

05
0.

10
0.

15

Iteração

β 0

0 200 400 600 800 1000−
0.

15
−

0.
10

−
0.

05
0.

00
0.

05

Iteração

β 0

0 200 400 600 800 1000

−
0.

10
−

0.
05

0.
00

0.
05

Iteração

β 0

0 200 400 600 800 1000

1.
94

1.
96

1.
98

2.
00

2.
02

Iteração

β 1

0 200 400 600 800 1000

1.
92

1.
94

1.
96

1.
98

Iteração

β 1

0 200 400 600 800 1000

1.
92

1.
93

1.
94

1.
95

1.
96

1.
97

Iteração

β 1

0 200 400 600 800 1000

2.
00

2.
01

2.
02

2.
03

Iteração

β 1

0 200 400 600 800 1000

0.
6

0.
7

0.
8

0.
9

Iteração

σ2

0 200 400 600 800 1000

0.
75

0.
80

0.
85

0.
90

0.
95

1.
00

1.
05

Iteração

σ2

0 200 400 600 800 1000

0.
65

0.
70

0.
75

0.
80

0.
85

Iteração

σ2

0 200 400 600 800 1000

0.
4

0.
5

0.
6

0.
7

0.
8

Iteração

σ2

0 200 400 600 800 1000

5
10

15
20

Iteração

ν

0 200 400 600 800 1000

10
15

20
25

30

Iteração

ν

0 200 400 600 800 1000

10
15

20
25

30

Iteração

ν

0 200 400 600 800 1000

4
6

8
10

Iteração

ν

0 200 400 600 800 1000

0.
9

1.
0

1.
1

1.
2

1.
3

Iteração

V
ar

(γ
)

0 200 400 600 800 1000

0.
90

0.
95

1.
00

1.
05

1.
10

1.
15

Iteração

V
ar

(γ
)

0 200 400 600 800 1000

0.
75

0.
80

0.
85

0.
90

0.
95

1.
00

1.
05

1.
10

Iteração

V
ar

(γ
)

0 200 400 600 800 1000

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

1.
6

1.
8

Iteração

V
ar

(γ
)

Figura 32: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 17 a
20 (da esquerda para a direita) no Cenário 2.
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Figura 33: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 21 a
24 (da esquerda para a direita) no Cenário 2.
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Figura 34: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC
e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 25 a 28
(da esquerda para a direita) no Cenário 2.

107



3.6.3 Cenário 3: Modelo Loǵıstico-SL

Nosso objetivo aqui é avaliar o comportamento das estimativas obtidas no algoritmo
EMMC ao assumirmos que os efeitos aleatórios possuem distribuição de probabilidade
Slash. Pretendemos fazer esta avaliação considerando diferentes valores de ν visando ava-
liar se o valor de tal parâmetro influencia, de alguma forma, na qualidade das estimativas
fornecidas pelo algoritmo.

No modelo Loǵıstico-T, obtivemos bons resultados ao utilizarmos o algoritmo EMMC-
Q especificando c = 1, como sugerido por Quintana et al. (1999) para o caso Normal.
Inicialmente, nossa ideia era utilizar apenas o algoritmo EMMC-Q, como ocorreu na
Subseção 3.6.2. No entanto, como veremos adiante, não obtivemos bons resultados com
EMMC-Q (c = 1) ao ajustarmos o modelo Loǵıstico-SL. Para efeito de comparação, nesta
seção, ajustaremos o modelo Loǵıstico-SL aos bancos de dados simulados utilizando os
algoritmos EMMC-M e EMMC-Q. Com o objetivo de avaliarmos a influência da especi-
ficação da constante c no algoritmo EMMC-Q, consideraremos c =0,1, 0,3, 0,5 e 1.

Nesta seção, consideramos 12 bancos de dados em que k = 100, ni = 10, nij = 5 e
V (γi) = 1, que diferem quanto a distribuição assumida para os efeitos aleatórios e seguem
as seguintes especificações para a distribuição dos efeitos aleatórios:

Configuração 1 (Dados 1 a 4): γi
iid∼ SL(0; 0,333; 1,5);

Configuração 2 (Dados 5 a 8): γi
iid∼ SL(0; 0,667; 3);

Configuração 3 (Dados 9 a 12): γi
iid∼ SL(0; 0,875; 8).

Na Figura 35 apresentamos uma comparação entre as f.d.p da distribuição Slash com
os valores considerados para os parâmetros e a f.d.p da distribuição N(0, 1). Notamos que
a distribuição Slash com ν = 1,5 ou 3 possui caudas mais pesadas do que a distribuição
Normal padrão, principalmente para ν = 1,5. Se ν = 8 a distribuição Slash possui f.d.p
muito similar a distribuição Normal e, consequentemente, a curvas estão sobrepostas nos
gráficos da Figura 35.
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Figura 35: Comparação entre as f.d.p das distribuições Normal padrão (linha
sólida), SL(0; 0,333; 1,5) (linha tracejada), SL(0; 0,667; 3) (linha tracejada com •) e
SL(0; 0,875; 8) (linha tracejada com +) em (a) e uma vizualização mais próxima da
cauda a direita em (b).
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Na Figura 36 apresentamos os histogramas e f.d.p teóricas dos efeitos aleatórios ge-
rados no Cenário 3. Vemos que, em geral, os histogramas estão bem ajustados as f.d.p
teóricas. Como já seria esperado, os histogramas para Dados 1 a 4 possuem mais valo-
res at́ıpicos, atestando nestes casos a distribuição dos efeitos aleatórios têm caudas mais
pesadas do que nos demais bancos de dados.
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Figura 36: Histograma e f.d.p teórica dos efeitos aleatórios gerados no Cenário 3 para
Dados 1 a 12 (da esquerda para direita).

Na implementação do modelo Loǵıstico-SL, para gerarmos valores das variáveis laten-
tes Ui, utilizamos misturas de 30 distribuições Betas. Optamos por um número alto de
componentes de mistura para que a probabilidade de aceitação do algoritmo proposto por
Philippe (1997) seja muito próxima de 1 e possamos, assim, eliminar a etapa de aceitação
do algoritmo. Para garantirmos a existência e estabilidade nas estimativas para V (γi),
nos algoritmos maximizamos ν com a restrição de que ν > 1,1.

Inicialmente, ajustamos o modelo Loǵıstico-SL aos bancos de dados simulados consi-
derando apenas o algoritmo EMMC-M e estes resultados são apresentados a seguir.

3.6.3.1 Avaliando o efeito do aumento de ν: Algoritmo EMMC-M

Ao ajustarmos o modelo Loǵıstico-SL aos bancos de dados simulados com o algoritmo
EMMC-M, as taxas de aceitação na geração de valores para γi ficaram entre 26% e 37%,
sendo que na maior parte das vezes estiveram mais próximas de 30%. Na Figura 37
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apresentamos os Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo
EMMC-M para os Dados 1 a 4.
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Figura 37: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
M e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 1 a 4
(da esquerda para a direita) no Cenário 3.

Observamos que, em geral, as estimativas dos parâmetros apresentam bom compor-
tamento quanto a convergência, principalmente, aquelas para os efeitos fixos. O modelo
forneceu estimativas baixas para o parâmetro ν, próximos ao valor real de 1,5, demons-
trando que foi capaz de captar que os efeitos aleatórios tem cauda pesada.
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Nas Figuras 38 e 39 apresentamos os gráficos das estimativas dos parâmetros em todas
iterações do algoritmo EMMC-M para os Dados 5 a 12.
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Figura 38: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
M e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 5 a 8
(da esquerda para a direita) no Cenário 3.
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Figura 39: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
M e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) para Dados 9 a 12
(da esquerda para a direita) no Cenário 3.

Observando as Figuras 38 e 39, vemos comportamento semelhante ao já apresentado
na Figura 37 e também similar ao do modelo Loǵıstico-T estudado na Subseção 3.6.2. As
estimativas de β0, β1 e V (γi) apresentam boa convergência e têm valores próximos aos va-
lores reais. O parâmetro que apresenta mais problemas de convergência é o parâmetro ν
e estes problemas aparecem, principalmente, quando valores grandes de ν são estimados.
Uma posśıvel explicação é o fato de que para valores altos de ν a f.d.p da distribuição
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Slash é muito similar à da distribuição Normal. As estimativas de σ2 apresentam com-
portamento estável, mas algumas vezes estas estimativas se distanciam dos valores reais
de forma a compensar estimativas ruins de ν e deixar as estimativas de V (γi) próximas
do valor real.

3.6.3.2 Avaliando o efeito do aumento de ν: Algoritmo EMMC-Q

Após usarmos o algoritmo EMMC-M, ajustamos agora o modelo Loǵıstico-SL utili-
zando o algoritmo EMMC-Q para gerarmos da distribuição condicional completa de γi. O
objetivo é analisarmos se o algoritmo EMMC-Q, por apresentar maior taxa de aceitação
do que o EMMC-M, tem convergência mais rápida. Para avaliarmos o impacto da espe-
cificação da constante c, ajustamos o modelo considerando para c os valores 0,1, 0,3, 0,5
e 1. Nas Figuras 40, 41 e 42 apresentamos os gráficos com as estimativas dos parâmetros
para Dados 4, 5 e 9, respectivamente. Os gráficos das estimativas para os demais bancos
de dados são disponibilizados no Apêndice E. A partir destas figuras, percebemos que,
ao contrário do que foi sugerido por Quintana et al. (1999) para o modelo Loǵıstico-N,
no modelo Loǵıstico-SL o valor estabelecido para a constante c na distribuição candidata
em (3.22) influencia não somente na estabilidade numérica das estimativas, mas também
os valores para os quais a estimativas dos parâmetros convergem. Quintana et al. (1999)
menciona que em seu exemplo valores de c entre 1 e 2,5 alteraram apenas a taxa de
aceitação do algoritmo e não tiveram impacto na convergência das estimativas. Aqui,
vemos que isto não ocorreu quando consideramos c = 1. Para c = 1, além de problemas
na estabilidade das estimativas, os valores estimados para os parâmetros foram muito
distantes dos valores reais. Note que o algoritmo Metropolis de Quintana utilizado tem
distribuição candidata dada por N ((cIi + ui/σ

2)−1cIiγ̂i, (cIi + ui/σ
2)−1). A constante c

tem influência tanto na média quanto na variância da distribuição candidata. Para estes
bancos de dados simulados vemos que ao assumirmos c = 1, o fator (cIi + ui/σ

2)−1cIi
assume valores próximos de 1 (por volta de 0.95) e a variância da distribuição candi-
data assume valores muito pequenos. Isto é devido ao fato de no modelo Loǵıstico-SL
a variável latente Ui assumir valores apenas entre 0 e 1. Em resumo, a aparente causa
dos problemas de convergência das estimativas do EMMC é que os valores gerados da
distribuição candidata ficam muito concentrados próximos a γ̂i. De forma geral, apenas
a especificação de c = 0,1 no algoritmo EMMC-Q levou a estimativas similares as encon-
tradas ao utilizarmos o algoritmo EMMC-M. Com os demais valores de c, o algoritmo
EMMC-Q tende a estimar valores pequenos para ν em todos os bancos de dados. Ve-
mos na Figura 89, por exemplo, que ao especificarmos c = 0,3 as estimativas de ν ficam
em torno de 2,86 enquanto as estimativas obtidas usando o algoritmo EMMC-M ficam
próximas de 11. Observando apenas os gráficos das estimativas para os efeitos fixos, per-
cebemos estimativas semelhantes ao especificarmos c = 0,1 e 0,3, mas grandes mudanças
para os demais valores considerados para c.

Embora o algoritmo EMMC-Q tenha maior taxa de aceitação (por volta de 45%) do
que o algoritmo EMMC-M, não houve melhora na velocidade de convergência das estima-
tivas dos parâmetros nos bancos de dados estudados. Juntando isto ao fato do algoritmo
EMMC-Q ter se mostrado muito senśıvel a especificação da constante c, conclúımos não
ser uma boa alternativa utilizarmos o algoritmo EMMC-Q para ajustarmos o modelo
Loǵıstico-SL.
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Figura 40: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 4 no Cenário 3.
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Figura 41: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 5 no Cenário 3.
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Figura 42: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 9 no Cenário 3.
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3.6.4 Cenário 4: Modelo Loǵıstico-NC

Na Subseção 3.6.4 temos por objetivo avaliar o comportamento do algoritmo EMMC
ao ajustarmos o modelo Loǵıstico-NC, em diferentes situações quanto ao formato das
caudas da distribuição dos efeitos aleatórios na geração dos bancos de dados. Para ajus-
tarmos este modelo, utilizamos apenas o algoritmo EMMC-M. Esta escolha ocorreu em
virtude de simplificarmos a análise e é devida aos resultados ruins obtidos pelos algoritmos
EMMC-Q, na Subseção 3.6.3, e EMMC-PA, na Subseção 3.6.1.

Na geração dos bancos de dados, assumimos que os efeitos aleatórios têm distribuição
Normal contaminada com variância igual a 1. Consideramos sempre o parâmetro ν2

igual a 0,2. Isto significa que a distribuição dos efeitos aleatórios é uma mistura de
duas distribuições Normais com média 0 e tal que uma das componentes da mistura tem
variância igual 5 vezes a variância da outra componente. Além disso, para o parâmetro ν1

utilizamos os valores 0,1, 0,2 e 0,4, o que significa que, respectivamente, aproximadamente
10%, 20% e 40% dos valores dos efeitos aleatórios são gerados da distribuição normal
com maior variância. Escolhemos o valor de σ2 de tal forma que V (γi) = 1. A ideia é
considerarmos situações em que a distribuição dos efeitos aleatórios tenha caudas com
diferentes formatos. Na Figura 43 apresentamos uma comparação da f.d.p das distribuição
Normal Contaminada com a distribuição Normal.
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Figura 43: Comparação entre as f.d.p das distribuições Normal padrão (linha sólida),
NC(0; 0,714; 0,10; 0,20) (linha tracejada), NC(0; 0,555; 0,20; 0,20) (linha tracejada com
•) e NC(0; 0,385; 0,40; 0,20) (linha tracejada com +) em (a) e um zoom da cauda a
direita em (b).

Note na Figura 43 que a distribuição Normal contaminada possui cauda mais pe-
sada que a distribuição Normal nas três configurações de parâmetros consideradas. Veja
também que, pelo fato da variância dos efeitos aleatórios estar fixa, a distribuição com
ν1 = 0,4 não possui a f.d.p com cauda mais pesada entre as distribuições apresentadas.
Esta distribuição atribui maior massa de probabilidade para valores entre, aproximada-
mente, 2,4 e 3,2, mas a distribuição NC com ν1 = 0,2 é a que atribui maior massa de
probabilidade para valores maiores do que 3,5.

Geramos os bancos de dados utilizando os mesmos valores para os efeitos fixos das
seções anteriores (β0 = 0 e β1 = 2), assumindo k = 100, ni = 10 e nij = 5 e tal que:
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Configuração 1 (Dados 1 a 4): γi
iid∼ NC(0; 0,714; 0,1; 0,2);

Configuração 2 (Dados 5 a 8): γi
iid∼ NC(0; 0,555; 0,2; 0,2);

Configuração 3 (Dados 9 a 12): γi
iid∼ NC(0; 0,385; 0,4; 0,2).

Apresentamos na Figura 44 os gráficos dos histogramas e f.d.p teórica dos efeitos
aleatórios nos 12 bancos de dados considerados nesta seção. Observamos que, em geral,
os efeitos aleatórios gerados se ajustam bem a f.d.p teórica do modelo Loǵıstico-NC.
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Figura 44: Histograma e f.d.p teórica dos efeitos aleatórios gerados no Cenário 4 para
Dados 1 a 12 (da esquerda para direita).

Ajustamos o modelo Loǵıstico-NC aos bancos de dados simulados assumindo que
conhecemos o valor real do parâmetros ν2, isto é, assumimos ν2 = 0,2.

Nas Figuras 45, 46 e 47 apresentamos os gráficos das estimativas dos parâmetros do
modelo versus as iterações do algoritmo EMMC-M para todos os bancos de dados si-
mulados neste cenário. Em todos os casos, vemos bom comportamento de convergência
para as estimativas dos parâmetros de efeitos fixos β0 e β1 e também para a variância
dos efeitos aleatórios V (γi). Para estas quantidades, além das estimativas serem estáveis
ao longo das iterações, os valores de convergência são relativamente próximos aos va-
lores reais especificados na geração dos bancos de dados. Ao considerarmos ν2 fixo, os
parâmetros ν1 e σ2 controlam a variância e as caudas da distribuição estimada para os
efeitos aleatórios. Observamos que as estimativas de ν1 e σ2 convergem, mas as estima-
tivas de ν1 tendem a serem superestimadas. Isso pode ser observado, por exemplo, para
Dados 1 a 4 (Figura 45) em que o valor real é ν1 = 0,1, mas as estimativas finais obtidas
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são aproximadamente 0,18, 0,63, 0,58 e 0,68, respectivamente. Um estudo Monte Carlo
mais aprofundado é necessário para ver se essa tendência se confirma.
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Figura 45: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
M e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) com Dados 1 a 4
(da esquerda para a direita) no Cenário 4.
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Figura 46: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
M e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) com Dados 5 a 8
(da esquerda para a direita) no Cenário 4.
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Figura 47: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
M e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada) com Dados 9 a 12
(da esquerda para a direita) no Cenário 4.
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3.6.5 Discussão sobre a implementação do algoritmo EMMC

Nesta Subseção vamos discutir resumidamente os resultados obtidos na implementação
dos modelos Loǵıstico-NI com o algoritmo EMMC. Nas Subseções 3.6.1 e 3.6.3 compara-
mos os algoritmos Metropolis propostos para gerarmos da distribuição condicional com-
pleta do vetor de efeitos aleatórios γ. Observamos que o algoritmo EMMC com as três
propostas para gerar da distribuição de γ (EMMC-M, EMMC-PA e EMMC-Q) conduzem
a estimativas pontuais iguais para os parâmetros de interesse. No entanto, estes algorit-
mos diferem quanto a convergência das estimativas fornecidas. Nos modelos Loǵıstico-N e
Loǵıstico-T, em geral, as estimativas dos parâmetros fornecidas pelo algoritmo EMMC-Q
são mais estáveis e se aproximam da convergência com menor número de iterações do
que as estimativas fornecidas pelos demais algoritmos. O algoritmo EMMC-M apresen-
tou resultados similares no que diz respeito a convergência das estimativas fornecidas. O
algoritmo EMMC-PA foi o pior na questão de velocidade de convergência, principalmente
para o parâmetro ν no modelo Loǵıstico-T e de β0 nos dois modelos comparados. Nos mo-
delos Loǵıstico-N e Loǵıstico-T ajustamos o algoritmo EMMC-Q considerando c = 1, que
é um dos valores sugeridos pela literatura para o modelo Loǵıstico-N, sem ter qualquer
tipo de problema. Entretanto, a escolha do valor deste parâmetro ad hoc no algoritmo
EMMC-Q se mostrou uma questão delicada no modelo Loǵıstico-SL. Uma escolha errada
para o valor de c influencia não somente na velocidade e qualidade da convergência das
estimativas fornecidas para os parâmetros de interesse, como também nos valores finais
das estimativas. Como não conseguimos criar uma regra não ad-hoc para determinarmos
um valor ótimo para c no algoritmo EMMC-Q, conclúımos que o algoritmo EMMC-M é
a melhor opção dentre os algoritmos comparados.

Ao ajustarmos o modelo Loǵıstico-N, principalmente como os algoritmos EMMC-
M e EMMC-Q, as estimativas de todos os parâmetros apresentaram bom comporta-
mento quanto a convergência, existindo pouca variabilidade das estimativas ao longo das
iterações finais, com o número L de amostras Monte Carlo especificado no passo de espe-
rança do algoritmo. No modelo Loǵıstico-T, notamos que o parâmetro ν é o mais dif́ıcil
de estimar, pois demora a atingir um padrão de convergência quando valores altos são
estimados. Se este parâmetro é fixado, as estimativas ao longo das iterações para os de-
mais parâmetros apresentam bom comportamento. Notamos também que se fixarmos o
parâmetro de intercepto β0 não há alteração substancial no comportamento na estimação
dos outros parâmetros do modelo. No entanto, as estimativas para β0 tendem a convergir
mais lentamente e a serem mais instáveis após a convergência ser atingida.

Como seria natural esperar, bancos de dados com maiores valores de ni e nij têm
melhor convergência das estimativas. Aumentar o número k de clusters, mantendo iguais
os valores de ni e nij, parece não influenciar no comportamento das estimativas dos
parâmetros. Comparando bancos de dados com o mesmo número total de observações e
com diferentes quantidades de clusters, conclúımos que o maior número de clusters leva
a piora da convergência das estimativas. O modelo Loǵıstico-SL implementado com o
algoritmo EMMC-M, de forma similar ao modelo Loǵıstico-T, apresenta problemas de
convergência apenas para o parâmetro ν se valores mais altos são estimados. No mo-
delo Loǵıstico-NC, observamos bom comportamento de convergência das estimativas dos
parâmetros, exceto, em alguns bancos de dados, para o parâmetro ν1. Além disto, em
alguns bancos de dados, as estimativas deste parâmetro convergem para o valor zero,
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apontando inadequadamente que os efeitos aleatórios são normalmente distribúıdos. Em
resumo, em todos os modelos implementados, notamos boa convergência para as estima-
tivas dos efeitos fixos e da variância dos efeitos aleatórios.

Pontos ainda a serem melhorados no algoritmo EMMC são a especificação do tamanho
L da amostra Monte Carlo dos valores para os efeitos aleatórios no passo de esperança
do algoritmo e um critério de parada para o algoritmo. Existem propostas interessantes
(Booth e Hobert (1999) e Caffo et al. (2005)) para a definição automática do valor L, ao
longo das iterações do algoritmo EMMC, e que apresentam bons resultados para o modelo
Loǵıstico-N. No entanto, em nossa implementação (não apresentada neste trabalho), estes
métodos não apresentam bons resultados nos demais modelos Loǵısticos-NI.

Na próxima seção realizamos um estudo de simulação Monte Carlo onde avaliamos a
qualidade da estimação nos modelos Loǵıstico-NI implementados e os comparamos.

3.7 Estudo Monte Carlo: Avaliação da qualidade de

estimação

Nesta seção, realizamos um estudo de simulação Monte Carlo com o objetivo de ava-
liarmos a qualidade das estimativas para os efeitos fixos, para os parâmetros relacionados
a distribuição dos efeitos aleatórios e para a razão de chances mediana nos modelos
Loǵıstico-NI. Mostramos anteriormente que, no modelo loǵıstico misto, a razão de chan-
ces mediana é uma importante ferramenta para a interpretar os efeitos fixos e medir a
heterogeneidade entre clusters. Nosso foco será apenas na estimação de MOR|12|, que
é uma medida utilizada para avaliarmos a heterogeneidade entre os clusters. Apesar da
razão de chances mediana MOR12 ser de interesse para interpretar os efeitos fixos, como a
distribuição dos efeitos aleatórios é simétrica nos modelos implementados neste caṕıtulo,
a qualidade das estimativas de MOR12 é consequência direta da qualidade da estimação
do vetor de parâmetros de efeitos fixos β. Isto decorre do fato da expressão para MOR12

ser função apenas de β, como pode ser visto na Proposição 3.5 da Seção 3.4.1. Sendo
assim, para não tornarmos a análise repetitiva, omitiremos uma análise das estimativas
para MOR12.

Vários cenários são considerados no estudo e, em cada um deles, 200 amostras são
geradas considerando o seguinte modelo:

Yij|πij ∼ Binomial(nij, πij), para i = 1, 2, . . . , k e j = 1, 2, . . . , ni;

ln {πij/(1− πij)} = β0 + β1xij + γi, com xij = j/ni, e γi
iid∼ NI(0, σ2;FU |ν),

em que β0 = 0 e β1 = 2.
A escolha do número de réplicas ocorre em função do grande tempo computacional

gasto no ajuste de cada modelo.
Os cenários analisados se diferenciam pelos valores especificados para k (k = 50 e

100), ni (ni = 5 e 10), nij (nij = 2 e 4) e, principalmente, pela distribuição assumida
para os efeitos aleatórios na geração dos dados. Para a distribuição dos efeitos aleatórios
consideramos as distribuições Normal, t-Student, Slash e Normal Contaminada.

Em cada cenário, os modelos implementados na Seção 3.5 serão ajustados e compa-
rados com respeito a qualidade das estimativas dos parâmetros do modelo e para a razão
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de chances mediana. Neste estudo de simulação, ajustamos os modelos Loǵıstico-N,
Loǵıstico-T, Loǵıstico-SL e Loǵıstico-NC utilizando o algoritmo EMMC-M. No Modelo
Loǵıstico-T, para garantir a existência da variância V (γi) da distribuição dos efeitos
aleatórios e evitar que valores muito altos sejam estimados quando ν é estimado como
sendo muito próximo de 2, estimamos ν restrito ao intervalo de valores entre 2,5 e 30. Com
o mesmo objetivo, no Modelo Loǵıstico-SL, colocamos a restrição de que ν assuma valo-
res entre 1,25 e 15. Como já mencionado na Subseção 3.4.1, para calcularmos MOR|12|,
em alguns casos, é necessário gerarmos amostras da distribuição de W12. Neste caṕıtulo,
consideramos amostras de tamanho 200.000 da distribuição de W12 para calcularmos a
MOR|12| nos modelos Loǵıstico-T e Loǵıstico-SL.

Na Seção 3.6, notamos que o algoritmo EMMC-M tende a ter melhor comportamento
e que as estimativas fornecidas pelos modelos Loǵıstico-NI não convergem com mesma
velocidade em todos os casos. O modelo Loǵıstico-N, em geral, apresenta convergência
mais rápida para as estimativas dos parâmetros do que o modelo Loǵıstico-T. Da mesma
forma, o modelo Loǵıstico-T frequentemente atinge a convergência em um número menor
de iterações do que o modelo Loǵıstico-SL. Tanto no modelo Loǵıstico-T, quanto no
modelo Loǵıstico-SL, a convergência também se torna mais rápida quando assumimos o
parâmetro ν como fixo e conhecido. Em função disto, implementamos apenas o algoritmo
EMMC-M e, em cada modelo, determinamos de forma diferente o número L de réplicas
Monte Carlo ao longo das iterações do algoritmo. A Tabela 3.4 apresenta o número total
de iterações considerado em cada modelo ajustado e o número L de réplicas Monte Carlo
considerado em cada uma das iterações do algoritmo EMMC-M.

Tabela 3.4: Número L de réplicas Monte Carlo, ao longo das iterações, do algoritmo
EMMC-M em cada modelo

Número L de réplicas Monte Carlo Total de
iteraçõesModelo 10 50 200 500 1000

Loǵıstico-N 1-300 301-600 601-800 801-900 901-1000 1000
Loǵıstico-T 1-400 401-700 701-1000 1001-1300 1301-1400 1400
Loǵıstico-T (ν fixo) 1-300 301-600 601-800 801-900 901-1000 1000
Loǵıstico-SL 1-400 401-700 701-1200 1201-1600 1601-1700 1700
Loǵıstico-SL (ν fixo) 1-300 301-600 601-800 801-900 901-1000 1000
Loǵıstico-NC 1-400 401-700 701-900 901-1200 1201-1300 1300

Em todos os casos, consideramos como estimativas finais dos parâmetros a média das
estimativas fornecidas nas últimas 100 iterações do algoritmo.

Além das medidas usuais (viés e EQM) que refletem a qualidade das estimativas dos
parâmetros de interesse, os modelos também são comparados através da qualidade de
ajuste fornecida pelo AIC (Akaike information criterion). Existem algumas versões de
AIC para compararmos modelos mistos. Greven e Kneib (2009) consideram as versões
marginal e condicional do AIC e as aplicam a modelos lineares mistos. Vaida e Blan-
chard (2005), Yu e Yau (2012) e Saefken et al. (2014) discutem sobre a estimação do AIC
condicional em modelos generalizados mistos. Vaida e Blanchard (2005) afirmam que o
AIC marginal é indicado quando o foco da pesquisa está na estimação dos parâmetros
ditos populacionais (parâmetros de efeitos fixos) enquanto o AIC condicional é indicado
quando o foco da pesquisa está em “parâmetros” espećıficos a clusters, isto é, o foco
está na estimação dos efeitos aleatórios. Neste trabalho, seguindo Vaida e Blanchard
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(2005), utilizamos o AIC marginal e obtemos uma aproximação para a função de veros-
similhança marginal através de integração Monte Carlo e condicionando nas estimativas
dos parâmetros da distribuição dos efeitos aleatórios.

Este estudo de simulação está organizado como descrito a seguir. Na Subseção 3.7.1
analisaremos os resultados dos cenários em que os bancos de dados são gerados sob o
modelo Loǵıstico-N, nas Subseções 3.7.2, 3.7.3 e 3.7.4 consideramos, respectivamente, os
modelos Loǵıstico-T, Loǵıstico-SL e Loǵıstico-NC na geração dos bancos dados. Por fim,
na Subseção 3.7.5, apresentamos nossas conclusões finais sobre o estudo de simulação
Monte Carlo.

3.7.1 Dados simulados do modelo Loǵıstico-N

Nesta Subseção, os dados são gerados sob o modelo Loǵıstico-N. Nosso objetivo é com-
parar a implementação do modelo Loǵıstico-N via algoritmo EMMC com a implementação
do mesmo modelo via métodos numéricos de integração. Comparamos as implementações
do modelo com respeito a aspectos relacionados a qualidade das estimativas pontuais e
intervalares dos parâmetros de interesse. O modelo Loǵıstico-N via métodos de inte-
gração numérica está implementado no pacote estat́ıstico “lme4” do software gratuito R.
Ajustamos o modelo utilizando quadratura de Gauss-Hermite adaptativa, avaliando em
9 pontos, para obtermos a função de log-verossimilhança marginal.

Na Tabela 3.5, apresentamos as particularidades dos cenários que analisaremos, os
quais são denotados por A1 a A8, quando V (γi) = 0,5, e por B1 a B8 quando V (γi) = 1.
Além da variância dos efeitos aleatórios, os cenários também diferem quanto ao número
k de clusters, ao número ni de observações dentro de cada clusters e ao número nij de
experimentos Bernoulli para pada observação.

Tabela 3.5: Organização dos cenários gerados sob modelo Loǵıstico-N
ni = 5 ni = 10

k nij = 2 nij = 4 nij = 2 nij = 4

γi
iid∼ N(0; 0,5)

50 A1 A2 A3 A4
100 A5 A6 A7 A8

γi
iid∼ N(0, 1)

50 B1 B2 B3 B4
100 B5 B6 B7 B8

Os valores de k, ni e nij escolhidos permitem realizar comparações que atendem a
diversos objetivos. Entre eles, podemos avaliar o impacto do número de clusters na qua-
lidade das estimativas dos parâmetros de interesse e o efeito de aumentarmos o tamanho
da amostra através de ni ou nij. Para isto, basta compararmos os cenários aumentando
uma das quantidades e mantendo as demais fixas. No entanto, para avaliarmos se uma
das quantidades k, ni ou nij têm maior influência na qualidade das estimativas fornecidas
pelos modelos, isto é, se existe uma melhor estratégia quanto a escolha de qual quan-
tidade seria melhor aumentarmos, podemos comparar cenários com igual número total
k× ni × nij de observações de experimentos Bernoulli. A comparação pode ser realizada
de três maneiras distintas:

• Cenários com igual número k de clusters, mas com diferentes valores de ni e nij
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como, por exemplo, a comparação entre os cenários A2 e A3 ou entre os cenários
A6 e A7;

• Cenários com igual número nij de experimentos Bernoulli para cada observação
dentro dos clusters, mas com diferentes valores de k e ni como ocorre, por exemplo,
na comparação entre os cenários A3 e A5 ou entre os cenários A4 e A6;

• Cenários com igual número ni de observações dentro de cada cluster, mas com
diferentes valores de k e nij. Essa é uma comparação posśıvel entre os cenários A2
e A5 ou cenários A4 e A7, por exemplo.

Em cada cenário, comparamos as implementações do modelo Loǵıstico-N através do
algoritmo EMMC-M e de integração numérica no que diz respeito a qualidade da es-
timação dos efeitos fixos β0 e β1 e, também, da variância dos efeitos aleatórios, que aqui é
igual ao parâmetro σ2. Como medidas de qualidade utilizamos o viés e o erro quadrático
médio (EQM) da estimativa pontual dos parâmetros de interesse e, também, a probabi-
lidade de cobertura do intervalo de confiança (IC). Consideramos duas alternativas para
obtermos os intervalos de 95% de confiança assintóticos para os efeitos fixos e para σ2, que
diferem somente quanto ao erro padrão obtido para as estimativas. Na primeira, a qual
denotamos a probabilidade de cobertura do intervalo de confiança por PCF , constrúımos
o intervalo de confiança assintótico usando o erro padrão das estimativas obtido a partir
da matriz de informação de Fisher observada. Na segunda alternativa, utilizamos o des-
vio padrão das estimativas obtidas no estudo Monte Carlo na construção do intervalo de
confiança. Neste caso, denotamos a probabilidade de cobertura do intervalo de confiança
por PCMC . Não foi posśıvel obtermos o intervalo de confiança para a variância dos efei-
tos aleatórios ao utilizarmos a quadratura de Gauss-Hermite e a matriz de informação de
Fisher observada, uma vez que o pacote estat́ıstico “lme4”, do software R, não fornece
estimativa para o erro padrão das estimativas de σ2.

Na Tabela 3.6, apresentamos viés, EQM e probabilidade de cobertura dos intervalos de
95% confiança para β0, β1 e σ2, ao ajustarmos o modelo Loǵıstico-N aos bancos de dados
dos Cenários A1 a A8, utilizando o algoritmo EMMC-M e quadratura de Gauss-Hermite
adaptativa. Nesta tabela, percebemos que as duas forma de implementação do modelo
Loǵıstico-N, EMMC-M e Quadratura de Gauss-Hermite, fornecem resultados iguais ou
muito próximos para todas as medidas consideradas e em todos os cenários analisados.
Isto confirma a boa implentação do modelo Loǵıstico-N com o algoritmo EMMC-M.

Ao analisarmos o comportamento do viés das estimativas, vemos que, em algumas
vezes, o viés das estimativas de um dos parâmetros aumenta ao aumentarmos o número
de observações do bancos de dados, tanto quando aumentamos ni quanto nij. Este fato
ocorre, por exemplo, para β0 nos Cenários A1 e A2, para β1 nos Cenários A3 e A4 e para
σ2 nos Cenários A1 e A3. Talvez a explicação para isto seja que o número de 200 réplicas
de bancos de dados não seja o suficientemente grande para o estudo Monte Carlo retratar
perfeitamente média da distribuição dos estimadores de máxima verossimilhança neste
modelo. Notamos também que, se fixarmos ni e nij, os cenários com maior número de
clusters k apresentam menor EQM para as estimativas de todos os parâmetros. Conclusão
idêntica é tirada ao compararmos cenários, com mesmo k, em que apenas ni ou nij muda.
Isto é esperado porque, se aumentamos uma das quantidades, k, ni ou nij, e mantivermos
as outras fixas, obtemos bancos de dados com um número maior de observações.
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Tabela 3.6: Viés, EQM e probabilidade de cobertura do IC (95%) para os efeitos fixos e
variância dos efeitos aleatórios, nos Cenários A1 a A8, sob o modelo Loǵıstico-N

Implementação
EMMC Gauss-Hermite

Cenário Viés EQM PCMC PCF Viés EQM PCMC PCF
A1 β0 0,004 0,084 0,945 0,920 0,004 0,085 0,945 0,920

β1 0,007 0,210 0,935 0,905 0,010 0,212 0,935 0,905
σ2 −0,001 0,061 0,925 0,930 0,007 0,057 0,935 −

A2 β0 0,012 0,038 0,940 0,955 0,012 0,038 0,940 0,955
β1 0,022 0,082 0,945 0,945 0,023 0,083 0,945 0,945
σ2 −0,008 0,031 0,955 0,945 −0,006 0,031 0,955 −

A3 β0 0,011 0,036 0,945 0,930 0,011 0,036 0,945 0,930
β1 −0,009 0,074 0,940 0,950 −0,009 0,074 0,940 0,950
σ2 −0,022 0,028 0,950 0,915 −0,021 0,029 0,950 −

A4 β0 −0,008 0,022 0,945 0,930 −0,008 0,022 0,945 0,930
β1 0,017 0,035 0,980 0,980 0,018 0,036 0,980 0,980
σ2 −0,010 0,020 0,960 0,920 −0,009 0,020 0,960 −

A5 β0 0,015 0,040 0,950 0,950 0,015 0,040 0,950 0,950
β1 −0,020 0,083 0,935 0,935 −0,020 0,083 0,935 0,935
σ2 −0,001 0,031 0,955 0,950 −0,001 0,032 0,955 −

A6 β0 −0,003 0,017 0,955 0,970 −0,003 0,017 0,955 0,970
β1 −0,003 0,041 0,950 0,945 −0,003 0,042 0,950 0,945
σ2 −0,025 0,015 0,950 0,915 −0,025 0,015 0,945 −

A7 β0 −0,015 0,017 0,935 0,945 −0,015 0,017 0,935 0,945
β1 0,016 0,035 0,960 0,975 0,016 0,035 0,960 0,975
σ2 −0,006 0,014 0,960 0,925 −0,006 0,014 0,955 −

A8 β0 0,003 0,010 0,955 0,965 0,003 0,010 0,955 0,970
β1 0,008 0,021 0,955 0,945 0,008 0,021 0,955 0,945
σ2 0,001 0,009 0,955 0,960 0,001 0,009 0,955 −

Em cenários cujos os dados são gerados assumindo um número total de observações
Bernoulli igual, se o mesmo número k de clusters é considerado, vemos que os cenários com
maior ni e menor nij fornecem EQM igual ou ligeiramente menor para todos os parâmetros
estimados. Ao compararmos cenários com valores iguais para nij, observamos um padrão
de comportamento no EQM apenas para o parâmetro β1. Neste caso, observamos que
em cenários com maior k e menor ni o EQM para β1 foi maior. Por fim, comparando
os cenários com valores de ni iguais, o EQM se comportou de forma diferente quando
mudamos de cenários com ni = 5 para cenários com ni = 10.

Ao compararmos a probabilidade de cobertura dos IC constrúıdos com o valor nominal
do IC, isto é, com 95%, vemos que as duas abordagens apresentam desempenho similar.
O IC com erro padrão das estimativas obtido nas amostras Monte Carlo apresenta leve
vantagem na estimação da σ2. Notamos também que não há melhoria na probabilidade
de cobertura do IC, para nenhum parâmetro, ao aumentarmos o tamanho da amostra.
Os histogramas das estimativas de σ2 nos Cenários A1 a A8, mostrados na Figura 48,
revelam uma grande assimetria. Isto pode explicar o fraco desempenho do intervalo de
confiança em alguns cenários, uma vez que, nas duas abordagens adotadas, os intervalos
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são constrúıdos com base no teorema Central do limite para as estimativas de máxima
verossimilhança, ou seja, assumindo normalidade para as estimativas.
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Figura 48: Histograma das estimativas de σ2 nos Cenários A1 a A8.

Na Tabela 3.7, apresentamos o viés, o EMQ e a probabilidade de cobertura dos in-
tervalos 95% de confiança para as estimativas dos parâmetros ao ajustarmos o modelo
Loǵıstico-N nos Cenários B1 a B8. Da Tabela 3.7, observamos que as conclusões para os
Cenários B1 a B8 com respeito a k, ni e nij são similares àquelas obtidas para os Cenários
A1 a A8. As duas implementações do modelo têm desempenho igual na estimação dos
parâmetros e ao aumentarmos qualquer uma destas quantidades, mantendo fixas as de-
mais, obtemos uma diminuição do EQM das estimativas de todos os parâmetros.

Comparando cenários que têm o mesmo total de observações Bernoulli e, inicialmente,
mesmo número k de clusters, vemos que os cenários com maior ni e menor nij tendem a
fornecer EQM menor para todos os parâmetros estimados. Ao compararmos cenários em
que nij é igual, observamos que similar ao que observamos na Tabela 3.6 para o parâmetro
β1, o EQM foi maior em cenários com maior k e menor ni. Para β0 e σ2, os cenários
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Tabela 3.7: Viés, EQM e probabilidade de cobertura do IC (95%) para os efeitos fixos e
variância dos efeitos aleatórios, nos Cenários B1 a B8, sob o modelo Loǵıstico-N

Implementação
EMMC Gauss-Hermite

Cenário Viés EQM PCMC PCF Viés EQM PCMC PCF
B1 β0 −0,010 0,083 0,940 0,935 −0,010 0,083 0,940 0,940

β1 0,062 0,179 0,940 0,940 0,062 0,180 0,940 0,940
σ2 0,034 0,157 0,945 0,950 0,035 0,158 0,945 −

B2 β0 −0,015 0,045 0,955 0,955 −0,015 0,045 0,955 0,955
β1 0,020 0,088 0,955 0,950 0,020 0,088 0,955 0,950
σ2 0,018 0,114 0,940 0,905 0,017 0,114 0,940 −

B3 β0 0,009 0,046 0,960 0,945 0,009 0,046 0,960 0,945
β1 0,013 0,080 0,940 0,945 0,013 0,080 0,940 0,945
σ2 −0,020 0,090 0,935 0,925 −0,019 0,091 0,935 −

B4 β0 0,001 0,033 0,955 0,950 0,001 0,033 0,950 0,950
β1 0,007 0,038 0,955 0,955 0,008 0,038 0,950 0,955
σ2 −0,015 0,052 0,955 0,940 −0,014 0,052 0,955 −

B5 β0 −0,015 0,041 0,950 0,960 −0,015 0,041 0,955 0,960
β1 0,023 0,090 0,965 0,955 0,023 0,090 0,965 0,955
σ2 −0,025 0,071 0,945 0,920 −0,025 0,071 0,945 −

B6 β0 −0,007 0,025 0,945 0,940 −0,007 0,025 0,945 0,945
β1 0,000 0,039 0,960 0,960 0,000 0,039 0,960 0,960
σ2 0,004 0,044 0,960 0,940 0,005 0,044 0,950 −

B7 β0 −0,017 0,020 0,965 0,975 −0,017 0,020 0,960 0,975
β1 0,026 0,043 0,955 0,945 0,026 0,044 0,955 0,945
σ2 −0,005 0,043 0,955 0,915 −0,004 0,043 0,955 −

B8 β0 0,010 0,019 0,945 0,945 0,010 0,019 0,945 0,940
β1 −0,004 0,022 0,935 0,920 −0,004 0,022 0,935 0,920
σ2 0,008 0,028 0,945 0,945 0,008 0,028 0,940 −

com maior k e menor ni apresentaram menor EQM. Conclusão similar ocorreu quando
comparamos os cenários com igual valor de ni. Neste caso, os cenários com maior k e
menor nij tiveram menor EQM para β0 e σ2, mas maior EQM para β1.

Comparando os Cenários A1-A8 e B1-B8, observamos que o EQM das estimativas dos
parâmetros de interesse é, em geral, maior nos Cenários B1 a B8, em que a variância real
dos efeitos aleatórios é maior. Isto ocorre, principalmente, para as estimativas de β0 e σ2.
Estas conclusões são corroboradas pelos boxplots (Figura 49) das estimativas de β0, β1

e σ2 fornecidas pela implementação do modelo Loǵıstico-N com o algoritmo EMMC-M.
Nesta figura notamos que existe maior variabilidade nas estimativas, principalmente para
σ2, nos Cenários em que o valor real de σ2 é 1, isto é, nos Cenários B1 a B8.
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Figura 49: Boxplots das estimativas fornecidas para os efeitos fixos e para a variância dos
efeitos aleatórios, e valores reais (linha horizontal), nos Cenários A1 a A8 e B1 a B8.

3.7.2 Dados simulados do modelo Loǵıstico-T

Nesta subseção temos como meta compararmos as estimativas fornecidas pelos mo-
delos Loǵıstico-N (Modelo M1), Loǵıstico-T estimando o grau de liberdade ν (Modelo
M2), Loǵıstico-T com ν fixado no valor real (Modelo M3) e Loǵıstico-SL (Modelo M4),
quando os dados são gerados assumindo uma distribuição de probabilidade t-Student
para os efeitos aleatórios. Para investigarmos o efeito do peso das caudas nas estimati-
vas, geramos os bancos de dados de tal forma que V (γi) = 1 e assumindo ν = 3, 6 e 20.
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As mesmas especificações utilizadas na Subseção 3.7.1 são consideradas para o número
k de clusters, ni de observações dentro de cada cluster e nij de experimentos Bernoulli
para cada observação dentro dos clusters. Na Tabela 3.8 apresentamos os cenários que
analisaremos.

Tabela 3.8: Organização dos cenários gerados sob modelo Loǵıstico-T
ni = 5 ni = 10

k nij = 2 nij = 4 nij = 2 nij = 4

γi
iid∼ T (0; 0,333; 3)

50 C1 C2 C3 C4
100 C5 C6 C7 C8

γi
iid∼ T (0; 0,667; 6)

50 D1 D2 D3 D4
100 D5 D6 D7 D8

γi
iid∼ T (0; 0,9; 20)

50 E1 E2 E3 E4
100 E5 E6 E7 E8

3.7.2.1 Qualidade das estimativas dos parâmetros

Iniciamos nossa análise considerando cenários em que os dados são gerados assumindo
uma distribuição com caudas muito pesadas para os efeitos aleatórios (ν = 3). Nestes
cenários, por causa da caracteŕıstica da distribuição Normal, esperamos que o modelo
Loǵıstico-N tenha um desempenho ruim se comparado aos demais modelos. Na Ta-
bela 3.9, apresentamos os resultados para viés e EQM obtidos para as estimativas dos
parâmetros de efeitos fixos e da distribuição dos efeitos aleatórios nos Cenários C1 a
C8. Apresentamos o viés e o EQM para σ2 apenas nos modelos M2 e M3 pois somente
nestes casos tal parâmetro possui a mesma interpretação do que no modelo considerado
na geração dos dados. O mesmo ocorre para ν, em que os resultados são apresentados
apenas para o modelo M2, visto que no modelo M3 o parâmetro ν é assumido conhecido.

Analisando a Tabela 3.9, vemos que os modelos ajustados não apresentam muita dife-
rença no que diz respeito a estimação dos efeitos fixos. Em todos os cenários analisados,
os modelos fornecem valores semelhantes para o viés e o EQM destes parâmetros. O EQM
para σ2 é menor no Modelo M3 do que o Modelo M2 em todos os cenários. Isto é espe-
rado, uma vez que os dois modelos assumem corretamente a distribuição t-Student para
os efeitos aleatórios, mas o Modelo M3 traz consigo a informação adicional quanto ao va-
lor correto para ν. Avaliando a estimação de V (γi), vemos que sob o Modelo Loǵıstico-N
(M1), as estimativas apresentam viés negativo alto em todos os cenários, mas têm EQM
baixo. Sob o modelo M1, a V (γi) tem menor EQM nos Cenários C1, C3 e C5, enquanto
que sob o Modelo M3, o EQM de V (γi) é menor nos demais cenários. O Modelo M2 é
o modelo que fornece as estimativas para V (γi) com maior EQM. Acreditamos que isto
se deve ao fato de, no Modelo M2, muitas vezes o parâmetro ν ser estimado em valores
muito pequenos (próximo a 2,5), o que pode levar a instabilidade no cálculo de V (γi).
De forma geral, os Modelos M2 e M3 são os que fornecem as estimativas menos viesadas
para V (γi).
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Tabela 3.9: Viés e EQM dos parâmetros de todos os modelos nos Cenários C1 a C8
Modelo

M1 M2 M3 M4
Cenário Viés EQM Viés EQM Viés EQM Viés EQM

C1 β0 0,021 0,075 0,024 0,075 0,017 0,072 0,027 0,075
β1 −0,027 0,196 − 0,022 0,197 −0,024 0,197 −0,016 0,197
σ2 − − 0,145 0,087 0,029 0,038 − −
ν − − 11,341 283,077 − − − −

V (γi) −0,259 0,199 0,057 0,632 0,087 0,345 −0,098 0,343

C2 β0 −0,011 0,043 0,001 0,041 −0,006 0,040 0,003 0,042
β1 0,016 0,095 0,022 0,096 0,021 0,096 0,027 0,097
σ2 − − 0,079 0,050 −0,008 0,020 − −
ν − − 9,044 218,650 − − − −

V (γi) −0,325 0,190 − 0,074 0,299 −0,024 0,179 −0,132 0,299

C3 β0 0,009 0,037 0,014 0,036 0,008 0,035 0,020 0,036
β1 −0,003 0,081 0,001 0,081 0,000 0,081 0,006 0,081
σ2 − − 0,128 0,068 0,030 0,024 − −
ν − − 9,065 216,027 − − − −

V (γi) −0,275 0,156 0,041 0,394 0,088 0,215 −0,083 0,251

C4 β0 −0,012 0,027 − 0,001 0,025 −0,004 0,024 0,002 0,025
β1 0,042 0,043 0,048 0,044 0,047 0,044 0,051 0,045
σ2 − − 0,053 0,025 −0,005 0,012 − −
ν − − 7,017 170,661 − − − −

V (γi) −0,333 0,167 − 0,004 0,304 −0,015 0,110 −0,101 0,225

C5 β0 −0,004 0,037 − 0,003 0,036 −0,009 0,036 −0,001 0,037
β1 0,019 0,086 0,023 0,087 0,022 0,087 0,030 0,089
σ2 − − 0,111 0,058 0,004 0,020 − −
ν − − 8,712 200,172 − − − −

V (γi) −0,302 0,159 − 0,034 0,292 0,010 0,184 −0,179 0,174

C6 β0 0,012 0,022 0,016 0,022 0,011 0,022 0,020 0,022
β1 −0,022 0,044 − 0,016 0,044 −0,017 0,044 −0,012 0,044
σ2 − − 0,053 0,025 −0,013 0,010 − −
ν − − 5,883 135,183 − − − −

V (γi) −0,350 0,156 − 0,068 0,195 −0,039 0,086 −0,202 0,132

C7 β0 0,012 0,019 0,012 0,018 0,008 0,018 0,018 0,019
β1 −0,003 0,040 0,001 0,040 0,000 0,040 0,006 0,040
σ2 − − 0,069 0,026 0,002 0,008 − −
ν − − 5,751 132,442 − − − −

V (γi) −0,326 0,133 − 0,020 0,180 0,004 0,071 −0,160 0,106

C8 β0 −0,006 0,013 0,009 0,013 0,007 0,012 0,013 0,013
β1 −0,019 0,023 − 0,013 0,022 −0,013 0,022 −0,009 0,022
σ2 − − 0,035 0,018 −0,005 0,007 − −
ν − − 3,878 86,586 − − − −

V (γi) −0,329 0,136 0,032 0,206 −0,015 0,059 −0,095 0,122

É posśıvel notar que, em todos os modelos, mantendo as demais caracteŕısticas fixas,
os cenários com maiores valores de ni ou nij apresentam menor valor de EQM para as
estimativas de todos os parâmetros, exceto para V (γi), no Modelo M2 para os Cenários C7
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e C8, por exemplo. Quando comparamos cenários com diferentes números k de clusters e
com valores iguais de ni e nij, observamos que os cenários com maior k tem menor EQM
para todos os parâmetros de interesse.

Se compararmos cenários em que os bancos de dados têm o mesmo número total
k×ni×nij de observações de experimentos Bernoulli e mesmo número de clusters, como
é o caso dos Cenários C2 e C3 ou dos Cenários C6 e C7, notamos que os cenários com
maior ni e menor nij tendem a apresentar menor EMQ para β0, β1 e ν e menor viés para
β1 em todos os modelos ajustados. Conclusão similar sobre o EQM pode ser feita para
V (γi) nos Modelos M1 e M4 apenas. Em geral, as estimativas para V (γi) foram menos
viciadas nos cenários com maior ni e menor nij. Fazendo uma comparação entre cenários
com mesmo total de observações de experimentos Bernoulli, mas divididos em números k
de clusters diferentes, notamos em cenários com igual especificação para nij (Cenários C3
e C5 e, Cenários C4 e C6) e sob os Modelos M2 e M3, os cenários com maior k tendem a
fornecer menor EQM para β0, σ2, ν e V (γi) e maior EMQ para β1. Comparando cenários
com valor igual para ni, isto é, os Cenários C2 e C5 ou os Cenários C4 e C7, observamos
que os cenários com maior k (C5 e C7) apresentam menor EQM para β0, β1, ν e V (γi),
sob todos os modelos.

Na Figura 50 apresentamos os boxplots da estimativas para ν sob os Modelos M2 e
M3, nos Cenários C1 a C8.
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Figura 50: Boxplots das estimativas fornecidas para ν e valor real (linha horizontal), sob
os Modelos M2 e M4, nos Cenários C1 a C8.

Da Figura 50 observamos que, sob o Modelo M2, as estimativas para ν se aproximam
do valor real 3 nos cenários com maior número de observações. Além disso, notamos
que a estimação deste parâmetro é bem melhor nos cenários em que k = 100. No
entanto, muitas vezes, estimativas altas para ν são obtidas em todos os cenários. Para o
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Modelo M4, notamos que nos cenários mais informativos, as estimativas de ν (que tem
mesma interpretação no Modelo M2) se concentram em valores menores, atestando que
a distribuição dos efeitos aleatórios tem caudas pesadas. Para aprofundar a análise das
estimativas fornecidas para o parâmetro ν apresentamos, na Figura 51, os histogramas das
estimativas para ν, nos Cenários C1 a C8, fornecidas pelo Modelo Loǵıstico-T (Modelo
M2). Notamos que a distribuição para as estimativas de ν é bimodal, uma das modas
se concentrando em valores próximos do valor real (ν = 3) e outra concentrada no valor
30. Provavelmente estas estimativas concentradas no valor 30 se espalhariam por valores
maiores se não tivéssemos colocado restrições na estimação do parâmetro ν. Isto significa
que em muitos bancos de dados o valor estimado para ν indica normalidade para os efeitos
aleatórios.
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Figura 51: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M2, nos Cenários
C1 a C8.
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A seguir, na Figura 52, exibimos os boxplots das estimativas da variância dos efeitos
aleatórios, sob todos os modelos, nos Cenários C1 a C8.
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Figura 52: Boxplots das estimativas fornecidas para a variância dos efeitos aleatórios e
valor real (linha horizontal), sob todos os modelos, nos Cenários C1 a C8.
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Avaliando a Figura 52, observamos que a má-especificação da distribuição para os
efeitos aleatórios, Modelos M1 e M4, conduz a estimativas muito viciadas para V (γi).
Além disso, sob o Modelo M1 (Loǵıstico-N), em geral, as estimativas da V (γi) têm me-
nor variabilidade. Apesar da distribuição das estimativas de V (γi) obtidas sob o Modelo
M2 estar centrada próxima ao valor real de V (γi) nos cenários com maior número de
observações, a variância desta distribuição é muito grande, indicando uma falta de con-
sistência do estimador. As melhores estimativas para V (γi) são obtidas sob o Modelo
M3. Neste caso, as estimativas estão centradas no valor real e têm pouca variabilidade.
Todos os modelos fornecem estimativas com menor variabilidade nos cenários com mais
clusters (k = 100) do que em cenários em que k = 50.

Na Tabela 3.10 são apresentados os viéses e EQM das estimativas dos efeitos fixos e
dos parâmetros da distribuição dos efeitos aleatórios nos Cenários D1 a D8. O objetivo
agora é avaliar a qualidade das estimativas fornecidas pelos modelos em cenários em
que ν assume um valor intermediário, isto é, quando a distribuição dos efeitos aleatórios
tem caudas mais pesadas do que a distribuição Normal, mas não tão pesadas quanto a
assumida no caso analisado anteriormente. Quando comparamos os modelos ajustados,
notamos que para os efeitos fixos, as estimativas obtidas em todos os modelos são muito
próximas, principalmente, no que refere ao EQM. Observamos que, sob o Modelo M3, as
estimativas para σ2 têm viés e EQM menores do que as obtidas sob o Modelo M2. Ao
analisarmos as estimativas para V (γi), notamos que as estimativas obtidas sob o Modelo
M1 apresentam viés negativo em todos os cenários e sob este modelo, o valor de EQM é o
menor em todos os cenário, exceto no Cenário D8. Os valores de EQM sob o Modelo M3
são bem próximos aos obtidos sob o Modelo M1. Além disso, sob o Modelo M3 obtemos
o menor viés nas estimativas nos Cenários D1 a D5. Sob o Modelo M4, as estimativas de
V (γi) têm menor viés nos Cenários D6 a D8, enquanto sob o Modelo M2 as estimativas
apresentam com maior EQM e alto valor de viés em todos dos cenários.

Em nossa análise vemos que, em todos os modelos, um maior valor para qualquer
uma das caracteŕısticas k, ni ou nij e demais variáveis iguais, conduz a estimativas com
menor EMQ para todos os parâmetros. Algumas poucas exceções a isto ocorreram para
as estimativas de ν no Modelo M2 e para as estimativas de V (γi) nos Modelos M2 e M4.

Ao compararmos apenas os cenários com a mesma quantidade total de observações
Bernoulli, vemos que as conclusões obtidas da Tabela 3.9 para os Cenários C1 a C8 não
são válidas para os cenários gerados com ν = 6 (Cenários D1 a D8). Na comparação
entre cenários com mesmo número k de clusters, notamos que os cenários com maior ni e
menor nij tiveram maior EQM para β1 em todos os modelos. Para os demais parâmetros
os resultados foram inconclusivos, visto que houve um comportamento nos cenários em
que k = 50 e outro comportamento para cenários em que k = 100. Comparando os
cenários com igual especificação de nij vemos que, sob todos os modelos, os cenários com
mais clusters e menor ni tiveram menor EQM para β0, β1, σ2 e V (γi). Por fim, fazendo
a comparação entre cenários com valor igual para ni, temos que os cenários com maior
valor de k e menor valor de nij apresentam menor EQM apenas para β0 e V (γi).

Quando comparamos os resultados obtidas nas Tabelas 3.9 e 3.10, percebemos que os
modelos forneceram estimativas com menor EQM para V (γi) e maior EQM para β0, σ2

e ν nos cenários em que os bancos de dados foram gerados com maior valor de ν.
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Tabela 3.10: Viés e EQM dos parâmetros de todos os modelos nos Cenários D1 a D8
Modelo

M1 M2 M3 M4
Cenário Viés EQM Viés EQM Viés EQM Viés EQM

D1 β0 0,006 0,086 0,006 0,086 0,003 0,085 0,008 0,086
β1 0,023 0,200 0,026 0,201 0,025 0,200 0,029 0,202
σ2 − − 0,056 0,146 0,013 0,085 − −
ν − − 12,282 295,258 − − − −

V (γi) −0,066 0,150 0,149 0,406 0,020 0,192 0,028 0,225

D2 β0 0,000 0,048 0,002 0,047 0,000 0,046 0,005 0,047
β1 −0,007 0,083 − 0,006 0,083 −0,006 0,083 −0,004 0,083
σ2 − − 0,035 0,084 0,006 0,056 − −
ν − − 11,466 281,555 − − − −

V (γi) −0,082 0,106 0,153 0,446 0,010 0,125 0,039 0,209

D3 β0 −0,008 0,043 − 0,006 0,043 −0,008 0,043 −0,003 0,043
β1 0,021 0,085 0,022 0,085 0,022 0,085 0,024 0,086
σ2 − − 0,022 0,076 0,003 0,055 − −
ν − − 10,516 259,908 − − − −

V (γi) −0,087 0,103 0,151 0,413 0,006 0,123 0,037 0,202

D4 β0 0,007 0,032 0,014 0,030 0,015 0,030 0,017 0,031
β1 −0,005 0,040 − 0,003 0,040 −0,003 0,040 −0,001 0,040
σ2 − − − 0,001 0,068 0,001 0,048 − −
ν − − 8,510 216,944 − − − −

V (γi) −0,079 0,097 0,183 0,491 0,002 0,107 0,107 0,279

D5 β0 −0,006 0,037 − 0,008 0,036 −0,010 0,037 −0,005 0,037
β1 0,013 0,079 0,015 0,079 0,014 0,079 0,017 0,079
σ2 − − 0,050 0,085 0,001 0,040 − −
ν − − 11,311 265,949 − − − −

V (γi) −0,082 0,073 0,110 0,260 0,003 0,090 −0,016 0,101

D6 β0 0,018 0,024 0,019 0,024 0,017 0,024 0,022 0,024
β1 −0,022 0,038 − 0,020 0,038 −0,020 0,038 −0,019 0,038
σ2 − − 0,019 0,049 −0,008 0,022 − −
ν − − 8,440 198,861 − − − −

V (γi) −0,097 0,049 0,070 0,142 −0,012 0,050 −0,004 0,075

D7 β0 0,025 0,024 0,026 0,025 0,025 0,025 0,029 0,025
β1 −0,032 0,049 − 0,031 0,049 −0,031 0,049 −0,029 0,049
σ2 − − 0,032 0,049 −0,003 0,028 − −
ν − − 10,059 242,847 − − − −

V (γi) −0,094 0,058 0,082 0,203 −0,003 0,062 0,002 0,099

D8 β0 −0,007 0,017 − 0,002 0,017 −0,003 0,016 −0,001 0,017
β1 0,007 0,021 0,009 0,021 0,009 0,021 0,010 0,021
σ2 − − 0,027 0,039 −0,009 0,017 − −
ν − − 8,822 208,426 − − − −

V (γi) −0,104 0,041 0,040 0,127 −0,014 0,038 0,001 0,071
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Apresentamos na Figura 53 os histogramas das estimativas de ν quando ajustamos
o Modelo M2, nos Cenários D1 a D8. Os bloxplots das estimativas de ν sob os modelos
M2 e M4, assim como os histogramas das estimativas de ν no Modelo M4 para todos os
cenários analisados nesta subseção, podem ser encontradas no Apêndice F.
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Figura 53: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M2, nos Cenários
D1 a D8.

Da Figura 53, percebemos que a estimação do parâmetro ν no Modelo M2 é ruim em
todos dos cenários. A maior parte das estimativas se concentra em valores muito baixos
ou muito altos se comparados ao valor real ν = 6. Aparentemente, no Cenário D8 existe
uma concentração um pouco maior de estimativas próximas de ν = 6.

Observamos na Figura 54 os boxplots das estimativas para a variância da distribuição
dos efeitos aleatórios V (γi), fornecidas por todos os modelos ajustados, nos Cenários D1
a D8. Assim como ocorreu para os Cenários C1 a C8, o Modelo M3 (Loǵıstico-T com
ν conhecido) faz bom papel na estimação de V (γi), fornecendo estimativas centradas no
valor real e com pouca variabilidade. O modelo Loǵıstico-N fornece estimativas com viés
negativo e com pouca variabilidade. O Modelo M2 fornece estimativas centradas no valor
correto de V (γi), no entanto, estas estimativas têm grande variabilidade. Isto ocorre
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provavelmente devido a pobre estimação dos graus de liberdade ν.
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Figura 54: Boxplots das estimativas fornecidas para a variância dos efeitos aleatórios e
valor real (linha horizontal), sob todos os modelos, nos Cenários D1 a D8.
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Na Tabela 3.11, apresentamos o viés e o EQM dos estimadores dos parâmetros de
efeitos fixos e da distribuição dos efeitos aleatórios nos Cenários E1 a E8.

Tabela 3.11: Viés e EQM dos parâmetros de todos os modelos nos Cenários E1 a E8
Modelo

M1 M2 M3 M4
Cenário Viés EQM Viés EQM Viés EQM Viés EQM

E1 β0 −0,044 0,088 −0,044 0,088 −0,045 0,088 −0,043 0,088
β1 0,048 0,161 0,049 0,162 0,048 0,161 0,051 0,163
σ2 − − −0,081 0,147 0,013 0,132 − −
ν − − 0,483 132,453 − − − −

V (γi) −0,003 0,153 0,183 0,494 0,015 0,163 0,052 0,206

E2 β0 0,016 0,042 0,016 0,042 0,016 0,042 0,018 0,042
β1 −0,002 0,067 −0,002 0,067 −0,002 0,067 −0,001 0,067
σ2 − − −0,068 0,110 −0,009 0,088 − −
ν − − 2,332 122,076 − − − −

V (γi) −0,030 0,102 0,076 0,227 −0,010 0,109 0,032 0,157

E3 β0 −0,017 0,042 −0,015 0,042 −0,016 0,042 −0,015 0,042
β1 0,011 0,072 0,012 0,072 0,012 0,072 0,012 0,072
σ2 − − −0,064 0,078 0,013 0,066 − −
ν − − 0,873 128,675 − − − −

V (γi) −0,004 0,079 0,113 0,179 0,015 0,082 0,057 0,115

E4 β0 −0,009 0,032 −0,010 0,032 −0,007 0,032 −0,008 0,032
β1 0,013 0,043 0,013 0,043 0,013 0,043 0,013 0,043
σ2 − − −0,072 0,068 −0,012 0,049 − −
ν − − 1,693 126,804 − − − −

V (γi) −0,032 0,059 0,070 0,147 −0,013 0,061 0,024 0,088

E5 β0 0,012 0,041 0,011 0,041 0,012 0,041 0,013 0,041
β1 −0,036 0,072 −0,035 0,072 −0,036 0,072 −0,034 0,072
σ2 − − −0,106 0,082 −0,019 0,057 − −
ν − − 0,473 129,399 − − − −

V (γi) −0,038 0,068 0,121 0,286 −0,021 0,071 0,008 0,108

E6 β0 −0,011 0,026 −0,011 0,026 −0,011 0,026 −0,010 0,026
β1 0,014 0,043 0,015 0,043 0,015 0,043 0,015 0,043
σ2 − − −0,067 0,057 −0,006 0,043 − −
ν − − −0,166 120,177 − − − −

V (γi) −0,025 0,051 0,032 0,071 −0,007 0,054 0,005 0,062

E7 β0 0,011 0,025 0,012 0,024 0,011 0,025 0,013 0,025
β1 −0,022 0,037 −0,022 0,037 −0,022 0,037 −0,022 0,037
σ2 − − −0,074 0,058 −0,017 0,032 − −
ν − − 0,982 120,013 − − − −

V (γi) −0,037 0,038 0,045 0,076 −0,019 0,040 0,004 0,050

E8 β0 −0,011 0,017 −0,010 0,017 −0,010 0,017 −0,008 0,017
β1 0,001 0,022 0,001 0,022 0,001 0,022 0,001 0,022
σ2 − − −0,056 0,044 −0,001 0,024 − −
ν − − 0,478 120,228 − − − −

V (γi) −0,018 0,028 0,045 0,046 −0,001 0,030 0,029 0,041
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Da Tabela 3.11, notamos que mais uma vez todos os modelos forneceram estimativas
muito próximas para os efeitos fixos. Para a variância dos efeitos aleatórios, os Modelos
M1 e M3 tiveram melhor desempenho, apresentado valores muito próximos para EQM.
Quanto ao viés, em geral, o modelo M3 leva pequena vantagem. Para o parâmetro σ2,
o Modelo M3 fornece estimativas um pouco melhores em viés e EQM do que aquelas
obtidas quando o Modelo M2 foi ajustado.

Comparando cenários com mesma quantidade de experimentos Bernoulli, vemos que
as conclusões não foram iguais as obtidas nos cenários anteriores. Observamos que sob
os Modelos M1, M3 e M4, quando comparamos cenários com mesmo número de clusters,
os cenários com maior valor de ni e menor valor de nij tendem a fornecer estimativas
com menor EQM para β0, σ2 e V (γi). Resultados similares são observados para os
mesmos parâmetros quando comparamos cenários com valor igual de nij, onde notamos
que os cenários com maior valor de k e menor valor de ni têm menor EQM ou quando
comparamos cenários com valor igual de ni, em que os cenários com maior k e menor nij
tendem a ter menor EQM.

Para avaliarmos melhor a qualidade da estimação de ν e V (γi), nas Figuras 55 e
56 apresentamos, respectivamente, os histogramas das estimativas de ν, fornecidas pelo
Modelo M2, e os boxplots das estimativas de V (γi) nos Cenários E1 a E8.
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Figura 55: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M2, nos Cenários
E1 a E8.
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Figura 56: Boxplots das estimativas fornecidas para a variância dos efeitos aleatórios e
valor real (linha horizontal), sob todos os modelos, nos Cenários E1 a E8.

Da Figura 55, observamos que o número ν de graus de liberdade da distribuição t-
Student, utilizada para representar o comportamento dos efeitos aleatórios, no Modelo
M2 é estimado, predominante, no valor 30, indicando que a cauda da distribuição é
mais leve do que a real (ν = 20). Isto indica que, na maior parte das vezes, o Modelo
M2 aponta normalidade para o comportamento dos efeitos aleatórios. Observamos que
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a maior concentração de estimativas em valores baixos ocorre nos cenários com menor
número de observações dentro de cada cluster como, por exemplo, nos Cenários E1 e E5.
Na Figura 56, notamos que todos os modelos fornecem estimativas centradas no valor real,
isto é, em V (γi) = 1. Além disto, sob os Modelos M2 e M4, as estimativas têm maior
variabilidade, enquanto sob os Modelos M1 e M3, a distribuição das estimativas é muito
parecida. Vemos, também, que a variabilidade das estimativas diminui ao aumentarmos
k. O mesmo ocorre se aumentarmos ni ou nij.

3.7.2.2 A qualidade das estimativas da razão de chances mediana

Passamos então para a análise das estimativas fornecida pelos modelos ajustados
para a razão de chances mediana MOR|12| nos cenários estudados nesta seção. Com
as especificações consideradas para os parâmetros da distribuição t-Student dos efeitos
aleatórios, temos que o valor real para MOR|12| é aproximadamente 1,999 nos Cenários
C1 a C8, 2,393 nos Cenários D1 a D8 e 2,548 nos Cenários E1 a E8. Na Tabela 3.12
apresentamos o Viés e o EQM das estimativas de MOR|12| obtidas sob os Modelos M1 a
M4 em todos os cenários.

Tabela 3.12: Viés e EQM para MOR|12| em todos os modelos nos cenários C1 a C8, D1
a D8 e E1 a E8

Modelo
M1 M2 M3 M4

Cenários Viés EQM Viés EQM Viés EQM Viés EQM

C1 0,261 0,289 0,105 0,179 0,055 0,176 0,226 0,261
C2 0,182 0,174 0,011 0,091 −0,018 0,090 0,110 0,129
C3 0,247 0,192 0,092 0,109 0,062 0,105 0,188 0,152
C4 0,174 0,121 0,007 0,053 −0,007 0,055 0,091 0,081
C5 0,213 0,159 0,062 0,099 0,007 0,093 0,179 0,136
C6 0,155 0,080 0,003 0,042 −0,023 0,042 0,094 0,057
C7 0,186 0,079 0,033 0,039 0,009 0,035 0,122 0,053
C8 0,182 0,078 0,004 0,030 −0,004 0,029 0,098 0,046

D1 0,116 0,250 0,005 0,232 0,021 0,220 0,094 0,242
D2 0,098 0,166 −0,003 0,138 0,012 0,140 0,051 0,150
D3 0,092 0,158 −0,009 0,135 0,008 0,139 0,047 0,147
D4 0,103 0,153 −0,021 0,115 0,005 0,120 0,030 0,124
D5 0,098 0,113 0,003 0,109 0,006 0,101 0,075 0,108
D6 0,081 0,068 −0,016 0,063 −0,008 0,056 0,033 0,061
D7 0,084 0,083 −0,003 0,071 0,001 0,070 0,046 0,073
D8 0,073 0,052 −0,012 0,046 −0,009 0,042 0,024 0,047

E1 0,042 0,246 −0,037 0,237 0,018 0,239 0,027 0,237
E2 0,010 0,159 −0,044 0,164 −0,010 0,160 −0,014 0,161
E3 0,041 0,124 −0,019 0,119 0,018 0,117 0,015 0,119
E4 0,007 0,090 −0,044 0,090 −0,014 0,088 −0,019 0,088
E5 0,000 0,104 −0,073 0,107 −0,022 0,104 −0,013 0,100
E6 0,016 0,079 −0,034 0,080 −0,006 0,077 −0,007 0,080
E7 0,001 0,057 −0,051 0,065 −0,022 0,057 −0,022 0,060
E8 0,025 0,043 −0,026 0,048 0,002 0,043 −0,003 0,046
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Nas Figuras 57, 58 e 59 apresentamos os boxplots das estimativas de MOR|12| obtidas,
sob cada um dos modelos, nos cenários C1 a C8, D1 a D8 e E1 a E8, respectivamente.
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Figura 57: Boxplots das estimativas de MOR|12| e valor real (linha horizontal), sob todos
os modelos, nos Cenários C1 a C8.
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Figura 58: Boxplots das estimativas de MOR|12| e valor real (linha horizontal), sob todos
os modelos, nos Cenários D1 a D8.
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Figura 59: Boxplots das estimativas de MOR|12| e valor real (linha horizontal), sob todos
os modelos, nos Cenários E1 a E8.
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Da Tabela 3.12, vemos que sob os Modelos M2 e M3, com ligeira vantagem para
M3, obtemos as melhores estimativas para MOR|12|, com menor viés e menor EQM, nos
cenários C1 a C8. Nos Cenários D1 a D8, os Modelos M2 e M3 novamente tendem a
fornecer as estimativas com menores viés e EQM. O EQM sob o Modelo M4 tem valores
próximos aos menores valores obtidos sob os cenários D5 a D8. Nos Cenários E1 a E2, os
resultados para viés e EQM foram muito similares para todos os modelos, mas o Modelo
M2, geralmente, tem desempenho um pouco pior que os demais. Independente do valor
real de ν, aumentar o valor de k (ou ni ou nij), mantendo fixas as demais quantidades,
leva a menores valores do EQM para as estimativas de MOR|12|.

Quando comparamos cenários que têm o mesmo total de observações de experimentos
Bernoulli, para cenários com mesma quantidade de clusters não é posśıvel tirar conclusões.
Se os cenários comparados tem mesmo valor de nij, notamos que os cenários com maior k e
menor ni têm menor EQM para MOR|12| em todos os modelos. Contudo, se a comparação
envolve cenários com igual valor para ni, existe uma tendência de que cenários com maior
k e menor nij tendem a ter menor EQM para MOR|12|, mas isso não é verdade quando
comparamos os cenários C2 e C5 para as estimativas fornecidas pelos Modelos M2 a M4.

Observamos da Figura 57, que nos Cenários C1 a C8, sob os Modelos M2 e M3, as
estimativas são mais próximas do valor real do que para os demais modelos. Nos cenários
D1 a D8, esse comportamento persiste, mas com menor intensidade, como podemos ver
na Figura 58. Já na Figura 59, vemos que para os Cenários E1 a E8, as estimativas
fornecidas por todos os modelos são muito similares, mas com pequena desvantagem
para o Modelo M2.

3.7.2.3 Comparação de modelos

Na Tabela 3.13, avaliamos qual dos modelos melhor se ajusta aos bancos de dados
segundo o AIC. Apresentamos a proporção de vezes em que cada modelo tem o menor
valor de AIC, isto é, apresentou o melhor ajuste aos banco de dados gerados. A com-
paração de modelos é conduzida de duas formas distintas. Na primeira, a qual denotamos
por Seleção 1, calculamos a proporção de escolha de cada modelos entre os 4 modelos
ajustados. Na segunda comparação (Seleção 2), a proporção de escolha de cada mo-
delo é calculada considerando apenas os modelos M1, M2 e M4, ou seja, exclúımos da
comparação o Modelo M3, modelo em que assumimos como conhecido o valor de ν. O
objetivo desta segunda comparação é avaliarmos, de acordo com o AIC, qual dos modelos
tem melhor comportamento quando não dispomos de informação sobre ν. Comparando
todos os modelos, conclúımos que o Modelo M3 é o melhor modelo seguido pelo Modelo
M2 nos Cenários C1 a C8 e D1 a D8, principalmente, quando k = 100. Em geral, nos
Cenários E1 a E4, o modelo M3 apresenta maior proporção de escolha, seguido pelo mo-
delo M2. O contrário ocorre nos Cenários E5 a E8, em que o Modelo M2 apresenta maior
proporção de escolha e o modelo M3 é o segundo melhor. Ao retirarmos o Modelo M3 da
seleção, vemos que o Modelo M2 apresenta maior proporção de escolha em quase todos
os cenários contemplados pela tabela, exceto no cenários C1.
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Tabela 3.13: Proporção de escolha de cada modelo, usando o critério AIC, nos cenários
gerados sob o modelo Loǵıstico-T

Seleção 1 Seleção 2
Cenário M1 M2 M3 M4 M1 M2 M4

C1 0,230 0,130 0,525 0,115 0,395 0,345 0,260
C2 0,110 0,210 0,450 0,230 0,230 0,400 0,370
C3 0,095 0,185 0,575 0,145 0,205 0,520 0,275
C4 0,065 0,225 0,515 0,195 0,140 0,520 0,340
C5 0,030 0,220 0,700 0,050 0,125 0,715 0,160
C6 0,005 0,280 0,660 0,055 0,045 0,835 0,120
C7 0,005 0,265 0,670 0,060 0,030 0,815 0,155
C8 0,000 0,350 0,600 0,050 0,015 0,895 0,090
D1 0,165 0,200 0,505 0,130 0,345 0,390 0,265
D2 0,100 0,265 0,505 0,130 0,225 0,520 0,255
D3 0,085 0,230 0,505 0,180 0,200 0,505 0,295
D4 0,070 0,260 0,490 0,180 0,135 0,540 0,325
D5 0,030 0,240 0,665 0,065 0,130 0,740 0,130
D6 0,010 0,345 0,615 0,030 0,070 0,795 0,135
D7 0,010 0,295 0,640 0,055 0,090 0,800 0,110
D8 0,000 0,310 0,650 0,040 0,040 0,865 0,095
E1 0,225 0,220 0,380 0,175 0,345 0,380 0,275
E2 0,170 0,255 0,405 0,170 0,260 0,485 0,255
E3 0,165 0,315 0,335 0,185 0,245 0,465 0,290
E4 0,145 0,300 0,340 0,215 0,195 0,475 0,330
E5 0,070 0,445 0,415 0,070 0,185 0,620 0,195
E6 0,040 0,450 0,445 0,065 0,105 0,765 0,130
E7 0,035 0,515 0,395 0,055 0,085 0,815 0,100
E8 0,035 0,520 0,385 0,060 0,055 0,840 0,105
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3.7.3 Dados simulados do modelo Loǵıstico-SL

Nesta subseção, consideramos cenários em que os dados são gerados sob o modelo
Loǵıstico-SL. Na geração dos bancos de dados, assumimos duas especificações para os

parâmetros da distribuição Slash dos efeitos aleatórios. Assumimos γi
iid∼ SL(0; 0,333; 1,5)

para os Cenários E1 a E8 e γi
iid∼ SL(0; 0,667; 3) para os Cenários F1 a F8. Em ambos

os casos temos que E(γi) = 0 e V (γi) = 1, mas as distribuições diferem quanto ao peso
de suas caudas. Isto pode ser visto na Figura 35 da Subseção 3.6.3. Os cenários também
diferem quanto aos valores escolhidos para k, ni e nij na geração dos dados. Os cenários
analisados estão descritos na Tabela 3.14.

Tabela 3.14: Organização dos cenários gerados sob modelo Loǵıstico-N
ni = 5 ni = 10

k nij = 2 nij = 4 nij = 2 nij = 4

γi
iid∼ SL(0; 0,333; 1,5)

50 F1 F2 F3 F4
100 F5 F6 F7 F8

γi
iid∼ SL(0; 0,667; 3)

50 G1 G2 G3 G4
100 G5 G6 G7 G8

Em cada cenário, ajustamos os modelos Loǵıstico-N (Modelo M1), Loǵıstico-T esti-
mando ν (Modelo M2), Loǵıstico-SL estimando ν (Modelo M3) e Loǵıstico-SL com ν
sendo conhecido (Modelo M4).

3.7.3.1 A qualidade das estimativas dos parâmetros

Apresentamos, na Tabela 3.19, os resultados de viés e EQM para β0, β1, σ, ν e V (γi)
ao ajustarmos os Modelos M1 a M4 a dados dos Cenários F1 a F8. Estes são os cenários
em que a distribuição dos efeitos aleatórios possui caudas mais pesadas e, por isso, é onde
esperamos os piores resultados do modelo Loǵıstico-N. Comparando os modelos quanto
a estimação dos efeitos fixos, notamos que todos os modelos fornecem estimativas com
valores muito próximos para EQM. Os modelos que assumem distribuição Slash para os
efeitos aleatórios, Modelos M3 e M4, fornecem estimativas menos viesadas para β1 do
que os demais modelos nos Cenários F3, F4 e F8, que são cenários em que ni = 10.
Ao compararmos os Modelos M3 e M4 quanto a estimação de σ2, temos que o Modelo
M4 fornece estimativas menos viesadas e com menor EQM. Observando os resultados
para V (γi), as estimativas com menor viés são obtidas quando o Modelo M2 é ajustado,
seguido pelo Modelo M4, enquanto que os menores valores de EQM são obtidos sob os
Modelos M1 (principalmente, quando k = 50) e M4 (quando k = 100). Como já hav́ıamos
notado, sob o modelo Loǵıstico-N (Modelo M1), as estimativas para V (γi) possuem viés
alto e negativo quando os efeitos aleatórios são gerados de distribuições com caudas bem
mais pesadas do que a distribuição Normal. O modelo Loǵıstico-T fornece estimativas
para V (γi) com valor alto de EQM quando estimamos o número de graus de liberdade ν.
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Tabela 3.15: Viés e EQM dos parâmetros de todos os modelos nos Cenários F1 a F8
Modelo

M1 M2 M3 M4
Cenário Viés EQM Viés EQM Viés EQM Viés EQM

F1 β0 −0,015 0,086 −0,014 0,085 −0,012 0,085 −0,021 0,086
β1 0,046 0,192 0,049 0,192 0,054 0,194 0,055 0,194
σ2 − − − − 0,249 0,139 0,042 0,031
ν − − − − 5,766 58,370 − −

V (γi) −0,201 0,169 0,023 0,470 −0,078 0,304 0,125 0,283

F2 β0 0,013 0,041 0,015 0,040 0,018 0,041 0,013 0,040
β1 0,011 0,083 0,015 0,084 0,017 0,085 0,017 0,084
σ2 − − − − 0,170 0,073 0,003 0,013
ν − − − − 5,633 62,119 − −

V (γi) −0,267 0,127 −0,064 0,228 −0,139 0,171 0,008 0,113

F3 β0 0,017 0,040 0,019 0,039 0,023 0,039 0,016 0,039
β1 −0,009 0,073 −0,007 0,073 −0,004 0,074 −0,004 0,074
σ2 − − − − 0,175 0,072 0,009 0,017
ν − − − − 5,843 64,538 − −

V (γi) −0,254 0,146 0,000 0,395 −0,101 0,273 0,025 0,149

F4 β0 −0,007 0,028 0,004 0,026 0,007 0,027 0,006 0,026
β1 −0,016 0,039 −0,012 0,039 −0,010 0,039 −0,010 0,039
σ2 − − − − 0,132 0,056 0,021 0,014
ν − − − − 3,623 40,603 − −

V (γi) −0,212 0,112 0,063 0,294 −0,013 0,186 0,062 0,130

F5 β0 −0,014 0,038 −0,007 0,035 −0,012 0,037 −0,017 0,037
β1 0,023 0,086 0,005 0,079 0,032 0,087 0,035 0,088
σ2 − − − − 0,173 0,068 0,022 0,016
ν − − − − 3,427 28,638 − −

V (γi) −0,236 0,124 0,015 0,320 −0,122 0,166 0,065 0,145

F6 β0 −0,012 0,021 −0,011 0,021 −0,008 0,021 −0,012 0,020
β1 0,008 0,036 0,011 0,036 0,014 0,037 0,015 0,037
σ2 − − − − 0,159 0,056 0,020 0,010
ν − − − − 3,546 34,176 − −

V (γi) −0,231 0,098 0,019 0,282 −0,102 0,134 0,058 0,090

F7 β0 −0,015 0,018 −0,012 0,018 −0,008 0,018 −0,013 0,018
β1 0,025 0,046 0,028 0,046 0,032 0,046 0,033 0,047
σ2 − − − − 0,143 0,049 0,019 0,009
ν − − − − 3,181 29,541 − −

V (γi) −0,233 0,091 0,047 0,240 −0,095 0,100 0,057 0,078

F8 β0 −0,011 0,016 −0,003 0,015 0,000 0,015 −0,003 0,016
β1 −0,005 0,026 −0,002 0,026 0,000 0,026 0,000 0,026
σ2 − − − − 0,124 0,039 0,018 0,006
ν − − − − 2,901 29,280 − −

V (γi) −0,227 0,083 0,012 0,175 −0,061 0,105 0,052 0,058
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Na Figura 60, apresentamos os boxplots das estimativas de ν, obtidas quando os
Modelos M2 e M3 são ajustados nos Cenários F1 a F8.

●

●

●

●

●●●
●

●

●
●
●●●●

●

●

●●●

●

●

M2

M3

10

20

30

4

8

12

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8

ν

Figura 60: Boxplots das estimativas fornecidas para ν e valor real (linha horizontal), sob
os Modelos M2 e M4, nos Cenários F1 a F8.

Observamos que, em todos os cenários, sob os dois modelos, o parâmetro ν tende a ser
superestimado em muitos bancos de dados. Estimativas mais baixas de ν, que indicam
que as caudas da distribuição dos efeitos aleatórios são pesadas, são observadas mais
frequentemente nos cenários em que k = 100 e no cenário com k = 50, ni = 10 e nij = 4,
isto é, no cenário mais informativo dentre os que possuem 50 clusters.

Na Figura 61, são apresentados os histogramas das estimativas de ν para o Modelo
M3, nos Cenários F1 a F8, com o objetivo de mostrar o comportamento da distribuição
do estimador de ν no modelo em que a distribuição do efeito aleatório é especificada
corretamente. Os histogramas das estimativas de ν no Modelo M2 podem ser encontrados
no Apêndice F. Da Figura 61, notamos que as estimativas mais altas de ν são obtidas nos
cenários com poucos clusters (k = 50). Nos cenários em que k = 100, há uma melhora na
estimação de ν e as estimativas se concentram em valores pequenos, próximos ao valor
real ν = 1,5.
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Figura 61: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M3, nos Cenários
F1 a F8.

A Figura 62 apresenta os boxplots das estimativas obtidas para a variância dos efeitos
aleatórios, sob os Modelos M1 a M4, nos Cenários F1 a F8. O Modelo M4 faz o melhor
papel na estimação de V (γi) pois é o único modelo em que a distribuição das estimativas
está centrada no valor real em todos os cenários. Além disto, as estimativas obtidas
para este modelo apresentam pouca variabilidade. No Modelo M1, vemos a V (γi) é
subestimada, pois as estimativas estão, em geral, concentradas em valores abaixo do
valor real e apresentam pequena variabilidade. Notamos da Tabela 3.15 que o Modelo
Loǵıstico-T (M2) foi aquele cujas estimativas apresentaram menor viés. Apesar disto,
os boxplots revelam que as distribuições das estimativas estão sempre centradas abaixo
do valor real e existe muita variabilidade nas estimativas, ocorrendo muitas estimativas
que podem ser consideradas outliers positivos. Aparentemente, o baixo viés no Modelo
M2 é consequência de um efeito de compensação entre as estimativas, em sua maioria,
abaixo do valor real e os valores at́ıpicos muito acima do valor real. Sob o Modelo M3,
que assume corretamente a distribuição Slash para os efeitos aleatórios e estima ν, temos
que a estimação de V (γi) é ruim, pois as estimativas apresentam grande variabilidade e
a distribuição das estimativas está centrada distante do valor real em todos os cenários.
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Figura 62: Boxplots das estimativas fornecidas para a variância dos efeitos aleatórios e
valor real (linha horizontal), sob todos os modelos, nos Cenários F1 a F8.

Analisamos agora as estimativas obtidas nos cenários em os efeitos aleatórios são
gerados de uma distribuição Slash com caudas mais pesadas do que a distribuição Normal,
mas não muito pesadas, isto é, assumindo ν = 3. Na Tabela 3.17, apresentamos o viés e
o EQM das estimativas obtidas para os parâmetros dos Modelos M1 a M4 nos Cenários
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G1 a G8.

Tabela 3.16: Viés e EQM dos parâmetros de todos os modelos nos Cenários G1 a G8
Modelo

M1 M2 M3 M4
Cenário Viés EQM Viés EQM Viés EQM Viés EQM

G1 β0 −0,019 0,094 −0,017 0,093 −0,016 0,093 −0,019 0,093
β1 0,025 0,180 0,027 0,180 0,030 0,181 0,026 0,180
σ2 − − − − 0,059 0,111 −0,019 0,074
ν − − − − 5,433 53,938 − −

V (γi) −0,058 0,157 0,199 0,698 0,049 0,293 −0,028 0,167

G2 β0 0,002 0,048 0,002 0,048 0,004 0,048 0,003 0,048
β1 −0,010 0,083 −0,009 0,083 −0,009 0,083 −0,010 0,083
σ2 − − − − 0,050 0,085 −0,022 0,042
ν − − − − 5,469 58,704 − −

V (γi) −0,064 0,091 0,077 0,241 0,012 0,127 −0,033 0,096

G3 β0 −0,016 0,048 −0,017 0,048 −0,014 0,048 −0,016 0,048
β1 0,033 0,080 0,033 0,080 0,035 0,080 0,033 0,080
σ2 − − − − 0,092 0,090 −0,004 0,038
ν − − − − 6,070 64,583 − −

V (γi) −0,041 0,080 0,117 0,271 0,045 0,143 −0,006 0,085

G4 β0 −0,020 0,030 −0,021 0,032 −0,019 0,031 −0,018 0,030
β1 0,008 0,037 0,009 0,037 0,010 0,037 0,009 0,037
σ2 − − − − 0,090 0,083 0,007 0,034
ν − − − − 6,044 67,777 − −

V (γi) −0,026 0,071 0,099 0,200 0,055 0,121 0,012 0,076

G5 β0 0,004 0,037 0,003 0,037 0,005 0,037 0,003 0,037
β1 0,008 0,074 0,009 0,074 0,010 0,074 0,008 0,074
σ2 − − − − 0,113 0,095 0,015 0,039
ν − − − − 4,768 45,277 − −

V (γi) −0,010 0,079 0,120 0,190 0,041 0,098 0,022 0,088

G6 β0 0,011 0,028 0,011 0,028 0,013 0,028 0,012 0,028
β1 −0,010 0,043 −0,010 0,043 −0,009 0,043 −0,010 0,043
σ2 − − − − 0,074 0,071 −0,003 0,026
ν − − − − 4,693 48,437 − −

V (γi) −0,035 0,055 0,060 0,118 0,023 0,078 −0,004 0,058

G7 β0 0,001 0,024 0,002 0,023 0,003 0,023 0,002 0,024
β1 0,004 0,036 0,004 0,036 0,005 0,036 0,004 0,036
σ2 − − − − 0,112 0,072 0,016 0,023
ν − − − − 5,641 59,210 − −

V (γi) −0,010 0,047 0,106 0,164 0,055 0,079 0,025 0,052

G8 β0 −0,001 0,018 0,000 0,018 0,001 0,018 0,001 0,018
β1 −0,001 0,021 −0,001 0,021 0,000 0,021 −0,001 0,021
σ2 − − − − 0,073 0,053 −0,002 0,016
ν − − − − 5,019 53,431 − −

V (γi) −0,036 0,035 0,033 0,060 0,024 0,056 −0,003 0,036
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Da Tabela 3.16, percebemos que não há diferenças entre os modelos ajustados no
que diz respeito à estimação dos efeitos fixos. As estimativas para β0 e β1 sob todos os
modelos são muito similares, com valores muito próximos de viés e EQM. Isto já havia sido
percebido anteriormente na Subseção 3.7.2 e, também, na Tabela 3.15 e esta em acordo
com trabalhos anteriormente publicados. Da mesma forma que ocorreu nos Cenários F1
a F8, nos Cenários G1 a G8, as melhores estimativas para σ2 são obtidas sob o Modelo
M4, e não sob o Modelo M3, tanto com relação ao viés quanto em relação ao EQM. Isto
é um resultado natural, uma vez que ambos os modelos assumem a distribuição Slash
para os efeitos aleatórios, mas o Modelo M4 tem o ganho adicional ao assumir como
conhecido o valor real do parâmetro ν. Quando avaliamos as estimativas para a variância
da distribuição assumida para os efeitos aleatórios, em geral, sob os Modelos M4 e M3
(nesta ordem) temos os melhores resultados para o viés das estimativas. Além disto, em
todos os cenários analisados na Tabela 3.16, sob o Modelo M1, as estimativas da V (γi)
apresentam menor EQM, seguidas por aquelas obtidas sob o Modelo M4. As estimativas
da V (γi) obtidas sob o Modelo M2 têm o maior EQM.

Observamos nas Tabelas 3.15 e 3.16, que quando comparamos cenários em que os
bancos de dados têm os valores iguais para ni e nij, os cenários com maior número k
de clusters têm menor EQM para todos os parâmetros e modelos. Comparando apenas
cenários com mesmos valores para k e ni, notamos que sob os Modelos M1, M2 e M4,
os cenários com maior valor de nij têm menor EQM para as estimativas de todos os
parâmetros. Sob o Modelo M3, este resultado também foi observado para β0, β1 e σ2

em todos os cenários avaliados nesta subseção. Ao avaliarmos as estimativas de V (γi)
percebemos que sob o Modelo M3 também existe esta tendência, mas ocorreu uma exceção
ao compararmos os Cenários F7 e F8. Se a comparação ocorre entre cenários com valores
iguais para k e nij, vemos que existe a tendência de cenários com maior valor para ni
terem menor EQM para as estimativa de todos os parâmetros sob os Modelos M1, M2 e
M4. Sob o Modelo M3, conclusão similar é tirada, exceto para o grau de liberdade ν da
distribuição Slash.

Agora, tentamos determinar se, para a estimação dos parâmetros, existe uma melhor
estratégia a ser seguida na definição do número k de clusters, do número ni de indiv́ıduos
dentro de cada cluster e do número nij de experimentos Bernoulli realizados para cada
indiv́ıduo. O objetivo é avaliarmos, por exemplo, se é melhor estratégia considerarmos
um número maior de clusters ou de indiv́ıduos dentro de cada cluster. Para isto, focamos
a comparação apenas entre cenários para os quais os bancos de dados gerados possuem
a mesma quantidade k × ni × nij de observações de experimentos Bernoulli e mesma
distribuição para os efeitos aleatórios. Inicialmente, considerando fixo o número k de
clusters, notamos que os cenários com maior valor de ni e menor valor de nij fornecem
estimativas para β0 com menor EQM, em todos os modelos e cenários. Esta tendência
parece também ocorrer na estimação de outros parâmetros como, por exemplo, na es-
timação de β1 em todos os modelos utilizados ou na estimação da V (γi) nos Modelos M1
e M4. No entanto, esta conclusão não é confirmada em todas as comparações realizadas.
Se comparamos apenas os cenários com valores iguais para nij, vemos que em todos os
modelos, geralmente, os cenários com maior valor de k e menor valor de ni fornecem esti-
mativas com menor EQM para β0, ν e V (γi). Por fim, se comparamos cenários com valor
igual de ni, observamos que em todos os modelos, os cenários com maior valor para k e
menor para nij têm as estimativas com menor EQM para β0, ν e V (γi). Para o parâmetro
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σ2, as comparações feitas não revelam um padrão de comportamento que possa ajudar
na determinação de quais quantidades são mais importantes na qualidade da estimação.
Além disso, se as comparações são avaliadas quanto ao viés das estimativas, os resultados
obtidos não se mostram conclusivos.

Para compreender melhor o comportamento das estimativas obtidas para os graus de
liberdade das distribuições t-Student e Slash consideramos os boxplots das estimativas de
ν, exibidos na Figura 63.
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G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8

ν

Figura 63: Boxplots das estimativas fornecidas para ν e valor real (linha horizontal), sob
os Modelos M2 e M4, nos Cenários G1 a G8.

Analisando a Figura 63, percebemos que a estimação de ν é muito ruim tanto sob o
Modelo M2 quanto sob o Modelo M3. No Modelo M2, temos que as estimativas de ν
tendem a ser muito maiores do que o valor real, como pode ser visto, por exemplo, na
mediana da distribuição das estimativas que está acima do valor 20 em todos os cenários
avaliados. Além disto, existe variabilidade muito grande nas estimavas para ν no Modelo
M2. Note que a cauda inferior do boxplots atinge o valor 2,5 e o primeiro quartil está
baixo do valor 4. O mesmo ocorre para o Modelo M3, onde vemos que as distribuições
das estimativas não se concentraram próximas ao valor real ν = 3 em nenhum cenário.

Os histogramas das estimativas de ν quando ajustamos o Modelo M3 são dados na
Figura 64 (ver Apêndice F para o caso do Modelo M2). No texto, nosso foco incide
sobre a análise das estimativas fornecidas pelo Modelo M3 pelo fato deste modelo ser
especificado corretamente segundo a geração dos bancos de dados. Notamos que nos
Cenários G1 a G8, em geral, a distribuição da estimativas de ν é bimodal. Existe uma
concentração de estimativas em valores pequenos, que apontam caudas muito pesadas
para a distribuição dos efeitos aleatórios e uma segunda moda das estimativas no valor no
valor 15, que é o maior valor permitido pelo algoritmo na estimação de ν. Provavelmente
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esta segunda moda é causada pela restrição do parâmetro imposta na implementação do
modelo. Para valores altos de ν a curva da f.d.p da distribuição Slash é praticamente
igual a da distribuição Normal. Nos cenários G5 a G8, em que os bancos de dados são
divididos em 100 clusters, a primeira moda da distribuição tende a ficar mais próxima do
valor real ν = 3.
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Figura 64: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M3, nos Cenários
G1 a G8.

Na Figura 65, apresentamos os boxplots das estimativas fornecidas para V (γi) sob os
Modelos M1 a M4 nos Cenários G1 a G8. Observamos que a distribuição das estimativas
da V (γi) obtidas em todos os modelos, para os Cenários G1 a G8, estão centradas no
valor real V (γi). No entanto, sob os Modelos M2 e M3, as estimativas apresentam maior
variabilidade do que os demais modelos, o que nos mostra que estimar o parâmetro ν
aumenta a variabilidade das estimativas de V (γi). Nos Cenários G1 a G8, mais uma vez
observamos que sob o Modelo Loǵıstico-T, muitas estimativas são at́ıpicas, sendo maiores
do que o valor real. Este comportamento foi observado em todos os cenários analisados.
Além disso, percebemos que a distribuições das estimativas para V (γi) obtidas sob os
Modelos M1 e M4 foram muito similares.
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Figura 65: Boxplots das estimativas fornecidas para a variância dos efeitos aleatórios e
valor real (linha horizontal), sob todos os modelos, nos Cenários G1 a G8.
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3.7.3.2 A qualidade das estimativas da razão de chances mediana

Na Tabela 3.17, apresentamos o viés e o EQM para as estimativas da MOR|12| quando
os Modelos M1 a M4 foram ajustados nos cenários abordados na nesta subseção. O valor
real para MOR|12| é de aproximadamente 2,197 nos Cenários F1 a F8, e 2,51, nos Cenários
G1 a G8. Notamos que, nos Cenários F1 a F8, sob o Modelo M2, melhores resultados
são obtidos no que diz respeito ao viés e ao EQM das estimativas da MOR|12|.

Em geral, para os mesmos cenários, o Modelo M4 é segundo melhor no que diz respeito
ao viés, enquanto o Modelo M3 é o segundo melhor quanto ao EQM. Nos Cenários G1 a
G8, o Modelo M2 continua fazendo bom papel ao avaliarmos o viés das estimativas, mas
perde para os demais modelo no EQM. O Modelo M4, geralmente, é o segundo melhor
modelo em termos de viés e o melhor em termos de EQM. Também nos chama a atenção
que nestes cenários, as estimativas para MOR|12| fornecidas por todos os modelos têm
valores muito próximo de EQM.

Tabela 3.17: Viés e EQM para MOR|12|, em todos os modelos, nos Cenários F1 a F8 e
G1 a G8

Modelo
M1 M2 M3 M4

Cenário Viés EQM Viés EQM Viés EQM Viés EQM
F1 0,141 0,229 0,031 0,172 0,118 0,210 0,095 0,211
F2 0,062 0,094 −0,048 0,077 0,014 0,082 0,001 0,085
F3 0,077 0,136 −0,037 0,092 0,027 0,110 0,014 0,112
F4 0,132 0,124 −0,006 0,085 0,054 0,094 0,046 0,095
F5 0,101 0,120 −0,032 0,095 0,068 0,108 0,047 0,108
F6 0,109 0,082 −0,009 0,058 0,057 0,065 0,044 0,066
F7 0,107 0,070 −0,019 0,052 0,054 0,058 0,045 0,058
F8 0,114 0,063 −0,007 0,038 0,047 0,042 0,040 0,043
G1 0,010 0,246 −0,085 0,228 −0,011 0,241 −0,021 0,239
G2 0,005 0,136 −0,065 0,141 −0,034 0,136 −0,022 0,135
G3 0,033 0,123 −0,036 0,122 0,005 0,122 0,009 0,119
G4 0,053 0,112 −0,002 0,102 0,023 0,105 0,030 0,106
G5 0,072 0,129 −0,001 0,129 0,048 0,127 0,042 0,124
G6 0,041 0,085 −0,020 0,083 0,008 0,082 0,013 0,081
G7 0,073 0,077 0,014 0,073 0,044 0,075 0,047 0,072
G8 0,041 0,053 −0,009 0,049 0,010 0,050 0,015 0,050

Comparando os cenários que são diferentes apenas quanto ao número k de clusters,
vemos que, em cenários com maior valor de k, as estimativas para MOR|12| têm menor
EQM em todos os modelos. Se a comparação ocorre entre cenários que diferem apenas
quanto ao valor de ni, percebemos que em cenários com maior valor de ni as estimativas
têm menor EQM apenas nos cenários em que k = 100. Conclusão similar é obtida ao
compararmos os cenários diferentes apenas quanto ao nij.

Se comparamos os cenários em que o mesmo total de experimentos Bernoulli foram
realizados, temos que os resultados são um pouco contraditórios, mas é posśıvel observar-
mos algumas tendências para todos os modelos. Por exemplo, se fixamos o valor de k, os
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cenários com maior valor de ni e menor de nij tendem a fornecer estimativas com menor
EQM para MOR|12|. Algo parecido é observado para comparações fixando o valor de ni.
Neste caso, os cenários com maior valor de k e menor de nij também tendem a fornecer
menores valores de EQM para as estimativas de MOR|12|.

Nas Figuras 66 e 67 apresentamos os boxplots das estimativas da MOR|12| nos Cenários
F1 a F8 e G1 a G8, respectivamente.
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Figura 66: Boxplots das estimativas de MOR|12| e valor real (linha horizontal), sob todos
os modelos, nos Cenários F1 a F8.
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Figura 67: Boxplots das estimativas de MOR|12| e valor real (linha horizontal), sob todos
os modelos, nos Cenários G1 a G8.

As Figuras 66 e 67, nos permitem fazer uma melhor análise das distribuições das
estimativas para MOR|12| obtidas quando os Modelos M1 a M4 foram ajustados, nos
cenários em que os dados são gerados do modelo Loǵıstico-SL. Observamos que, nos
cenários em que o valor real de ν é 1,5, sob o Modelo M1, as distribuições das estimativas
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estão centradas um pouco acima do valor real. Em geral, as distribuições das estimativas
da MOR|12| obtidas sob os Modelos M2 a M4 estão centradas muito próximas do valor
real, mas sob os Modelos M3 e M4 percebemos que as medianas das estimativas estão
mais próximas do valor real que aquelas obtidas sob o Modelo M2.

3.7.3.3 Comparação de modelos

Na Tabela 3.18, apresentamos a proporção de vezes em que cada modelo é escolhido
como sendo o que melhor se ajustou as dados, segundo o critério o AIC, nos Cenários
F1 a F8 e G1 a G8. Conduzimos a seleção dos modelos inicialmente comparando todos
os modelos (seleção 1) e depois comparando apenas os modelos em que não é passada
nenhuma informação sobre o parâmetro ν, ou seja, em que ν não é fixado no valor real.

Tabela 3.18: Proporção de escolha de cada modelo, usando o critério AIC, nos cenários
gerados sob o modelo Loǵıstico-SL

Seleção 1 Seleção 2
Cenário M1 M2 M3 M4 M1 M2 M3

F1 0,235 0,140 0,155 0,470 0,385 0,345 0,270
F2 0,140 0,230 0,195 0,435 0,265 0,415 0,320
F3 0,100 0,245 0,165 0,490 0,265 0,470 0,265
F4 0,085 0,315 0,180 0,420 0,145 0,550 0,305
F5 0,060 0,385 0,115 0,440 0,135 0,670 0,195
F6 0,020 0,480 0,085 0,415 0,055 0,760 0,185
F7 0,020 0,485 0,095 0,400 0,050 0,815 0,135
F8 0,015 0,625 0,035 0,325 0,015 0,895 0,090
G1 0,200 0,250 0,180 0,370 0,340 0,380 0,280
G2 0,120 0,380 0,190 0,310 0,210 0,515 0,275
G3 0,135 0,330 0,215 0,320 0,215 0,505 0,280
G4 0,060 0,360 0,225 0,355 0,125 0,505 0,370
G5 0,055 0,455 0,125 0,365 0,115 0,695 0,190
G6 0,050 0,630 0,110 0,210 0,055 0,820 0,125
G7 0,055 0,560 0,125 0,260 0,075 0,770 0,155
G8 0,030 0,630 0,105 0,235 0,055 0,825 0,120

Da Tabela 3.18 conclúımos que, ao compararmos todos os modelos ajustados, o Mo-
delo M4 foi escolhido como o melhor modelo mais frequentemente nos Cenários F1 a F5
e G1. Nos demais cenários, principalmente para os cenários F6 a F8, o Modelo M4 ainda
é selecionado como o melhor em uma grande proporção de vezes, mas nestes cenários, ele
não supera o Modelo M2. Ressaltamos que no cenário com maior informação (F8) M2 é
o melhor na maioria das vezes (62,5%). Os modelos M1 e M3 são, em geral, escolhidos
com frequências pequenas em todos os cenários. Isto é esperado para o Modelo M1 que
considera normalidade para os efeitos aleatórios, mas não é para o Modelo M3, visto
que este assume corretamente a distribuição Slash para modelar o comportamento dos
efeitos aleatórios. Quando retiramos o Modelo M4 da comparação, notamos a proporção
de escolha do Modelo M2 é sempre muito alta, mas é ainda maior nos cenários em que
k = 100.
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3.7.4 Dados simulados do modelo Loǵıstico-NC

Aqui consideramos cenários em que os dados são gerados do modelo Loǵıstico-NC. Na
geração dos bancos de dados, assumimos k = 100, ni = 10, nij = 4 e três especificações
para os parâmetros da distribuição Normal Contaminada, a saber,

Cenário H: γi
iid∼ NC(0; 0,714; 0,1; 0,2);

Cenário I: γi
iid∼ NC(0; 0,555; 0,2; 0,2);

Cenário J: γi
iid∼ NC(0; 0,385; 0,4; 0,2).

A comparação entre as f.d.p das distribuições assumidas para os efeitos aleatórios
pode ser vista na Figura 43 da Subseção 3.6.4. A variância teórica da distribuição dos
efeitos aleatórios V (γi) é igual a 1 nas três especificações consideradas. Para a razão de
chances mediana MOR|12|, o valor real é aproximadamente 2,421 no Cenário H, 2,352 no
Cenário I e 2,353 no Cenário J.

Em todos os cenários, ajustamos os modelos Loǵıstico-N (Modelo M1), Loǵıstico-
T (Modelo M2), Loǵıstico-SL (Modelo M3), Loǵıstico-NC com ν2 = 0,1 (Modelo M4),
Loǵıstico-NC com ν2 = 0,2 (Modelo M5) e Loǵıstico-NC com ν2 = 0,3 (Modelo M6).
Nos modelos Loǵıstico-T e Loǵıstico-SL, o valor do parâmetro ν é estimado uma vez que
não conhecemos o valor correto. Já no modelo Loǵıstico-NC, consideramos três valores
diferentes para ν2 para avaliar o efeito da especificação deste parâmetro. No Modelo M5
especificamos corretamente ν2 = 0,2, enquanto nos Modelos M4 e M5 especificamos um
valor um pouco acima ou abaixo do correto. Note que a distribuição Normal Contaminada
é a formada pela mistura de duas distribuições Normais com mesma locação. A escolha do
valor ν2 = 0,2 implica que uma das distribuições componentes da mistura tem variância
igual a 5 vezes variância da outra distribuição. Para as especificações ν2 = 0,1 e ν2 = 0,3,
este fator multiplicativo é alterado, respectivamente, para 10 e 3,333 vezes.

3.7.4.1 A qualidade das estimativas dos parâmetros e da razão de chances
mediana

Na Tabela 3.19 apresentamos os resultados de viés e EQM das estimativas obtidas
para β0, β1, σ2, ν1, V (γi) e MOR|12|, sob os Modelos M1 a M6, nos Cenários H, I e
J. Observando o viés das estimativas dos efeitos fixos, notamos que não existe padrão
de comportamento entre os modelos. Comparando entre os cenários, os cenários com
maior valor real de ν1 têm maior viés para β0 e menor para β1. Comparando apenas as
estimativas obtidas sob os modelos M4 a M6, vemos que sob o modelo correto (Modelo
M5) as estimativas são menos viesadas para σ2 nos cenários em que os efeitos aleatórios
foram gerados de distribuições com caudas mais pesadas, isto é, nos Cenários I e J. Para
o parâmetro ν1, sob o Modelo M6 obtivemos o menor viés em todos os cenários. Além
disso, vemos que da mesma forma que ocorreu em todos os cenários anteriores, quando os
efeitos aleatórios são gerados de distribuições com caudas pesadas, sob o Modelo Loǵıstico-
N temos estimativas com viés negativo para V (γi) e viés positivo para MOR|12|. Sob o
Modelo M4 as estimativas para V (γi) têm menor viés nos Cenários H e I, enquanto isto
ocorreu sob o Modelo M5 apenas no Cenário J. Para MOR|12|, observamos que sob o
Modelo M2, o viés das estimativas sempre foi o menor dentre os modelos comparados.
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Ao analisarmos o EQM das estimativas para σ2 e ν1 nos Modelos M4 a M6, temos que a
especificação correta do parâmetro ν2 não trouxe ganho na estimação destes parâmetros.
Analisando o EQM das estimativas de V (γi) vemos que, nos Cenários H, I e J, as melhores
estimativas são obtidas sob os Modelos M1, M5 e M6. Já para MOR|12|, sob o modelo
M2 sempre temos as estimativas com menor EQM.

Tabela 3.19: Viés e EQM dos parâmetros de todos os modelos nos Cenários H, I e J
Viés

Cenário M1 M2 M3 M4 M5 M6

H β0 0,000 0,004 0,007 0,003 0,003 0,002
β1 −0,013 −0,011 −0,010 −0,012 −0,012 −0,012
σ2 − − − 0,144 0,147 0,145
ν1 − − − −0,072 −0,055 −0,037

V (γi) −0,072 0,080 0,058 −0,030 −0,059 −0,064
MOR|12| 0,084 −0,007 0,022 0,051 0,063 0,069

I β0 −0,010 −0,003 −0,001 −0,005 −0,004 −0,004
β1 0,008 0,009 0,010 0,009 0,009 0,009
σ2 − − − 0,190 0,158 0,169
ν1 − − − −0,138 −0,088 −0,045

V (γi) −0,105 0,104 0,080 −0,036 −0,082 −0,097
MOR|12| 0,112 −0,008 0,028 0,037 0,045 0,065

J β0 −0,011 −0,005 −0,004 −0,009 −0,005 −0,003
β1 −0,005 −0,003 −0,002 −0,003 −0,003 −0,003
σ2 − − − 0,293 0,230 0,249
ν1 − − − −0,271 −0,171 −0,122

V (γi) −0,063 0,202 0,152 0,030 −0,028 −0,051
MOR|12| 0,164 0,027 0,077 0,053 0,063 0,089

EQM

H β0 0,015 0,013 0,014 0,014 0,015 0,014
β1 0,021 0,021 0,021 0,021 0,020 0,021
σ2 − − − 0,080 0,087 0,081
ν1 − − − 0,011 0,016 0,020

V (γi) 0,045 0,142 0,096 0,056 0,046 0,045
MOR|12| 0,070 0,053 0,055 0,067 0,070 0,068

I β0 0,017 0,016 0,016 0,016 0,016 0,016
β1 0,018 0,018 0,018 0,018 0,018 0,018
σ2 − − − 0,102 0,082 0,088
ν1 − − − 0,032 0,032 0,039

V (γi) 0,044 0,195 0,134 0,056 0,045 0,044
MOR|12| 0,064 0,041 0,045 0,053 0,047 0,054

J β0 0,014 0,013 0,013 0,014 0,013 0,013
β1 0,018 0,018 0,018 0,018 0,018 0,018
σ2 − − − 0,192 0,137 0,122
ν1 − − − 0,107 0,078 0,064

V (γi) 0,049 0,285 0,173 0,068 0,051 0,048
MOR|12| 0,098 0,062 0,068 0,072 0,067 0,070
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A Figura 68 apresenta os boxplots das estimativas de ν sob os Modelos M2 e M3.
Vemos que em ambos os modelos as estimativas se concentram em torno de valores
pequenos para os cenários onde as caudas da distribuição dos efeitos aleatórios são mais
pesadas. No entanto, em todos os casos, muitas estimativas altas para ν são obtidas e,
em alguns casos, há muitas estimativas at́ıpicas que podem aumentar o viés.
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Figura 68: Boxplots das estimativas fornecidas para ν e valor real (linha horizontal), sob
os Modelos M2 e M3, nos Cenários H, I e J.

Da Figura 69, observamos que ν1 é mal estimado, principalmente, sob o modelo es-
pecificado corretamente (Modelo M5). Notamos que, sob os Modelos M4, M5 e M6,
estimativas maiores para ν1 são obtidas nos cenários com maior valor real para ν1, mas
as estimativas permanecem muito distantes do valor real.
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Figura 69: Boxplots das estimativas fornecidas para ν1 e valor real (linha horizontal), sob
os Modelos M4, M5 e M6 nos Cenários H, I e J.

Os histogramas das estimativas de ν1 (Figura 70) fornecidas pelo Modelo M5 nos
Cenários H, I e J mostram que nos três cenários avaliados, na maior parte das vezes
o parâmetros ν1 é estimado como sendo zero, indicando que a distribuição Normal é a
distribuição apropriada para descrever o comportamento dos efeitos aleatórios. Poucas
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estimativas se concentram em torno do valor real de ν, isto é, em 0,1 no Cenário H, 0,2
no Cenário I e 0,3 no Cenário J. Os histogramas de ν ou ν1 com os demais modelos, nos
Cenários H, I e J, são apresentados no Apêndice F.
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Figura 70: Histogramas das estimativas fornecidas para ν1, sob o Modelo M5, nos
Cenários H, I e J.

Passamos então para a análise mais detalhada das estimativas para as medidas de
heterogeneidade entre os clusters. Na Figura 71, apresentamos os boxplots das estimativas
fornecidas para V (γi) pelos Modelos M1 a M6 nos Cenários H, I e J.
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Figura 71: Boxplots das estimativas da variância dos efeitos aleatórios e valor real (linha
horizontal), sob todos os modelos, nos Cenários H, I e J.

Da Figura 71, vemos que ao utilizarmos os Modelos M2 e M3, a distribuição das
estimativas da V (γi) está centrada no valor real nos cenários H e I e próximo do valor real
no Cenário J. No entanto, com estes modelos, as estimativas possuem grande variabilidade
e, frequentemente, estimativas consideradas outliers são obtidas. Sob os demais modelos,
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as estimativas possuem variabilidade muito menor, sendo que no Cenários J, quando os
Modelos M4 a M6 são ajustados, obtemos melhores estimativas para V (γi).

Na Figura 72, apresentamos os boxplots das estimativas fornecidas para MOR|12|, sob
os Modelos M1 a M6, nos Cenários H, I e J.
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Figura 72: Boxplots das estimativas de MOR|12| e valor real (linha horizontal), sob todos
os modelos, nos Cenários H, I e J.

Observando os boxplots das estimativas da MOR|12| na Figura 72, percebemos que nos
cenários H, I e J, as melhores estimativas para MOR|12| foram obtidas quando o modelo
Loǵıstico-T foi ajustado, para o qual a distribuição das estimativas está centrada no
valor real. As piores estimativas foram obtidas sob o modelo Loǵıstico-N. Sob os modelos
M4 a M6, que assumem distribuição Normal Contaminada para os efeitos aleatórios,
observamos o melhor desempenho nas estimativas da MOR|12| nos Cenários I e J.

3.7.4.2 Comparação de modelos

Observamos da Tabela 3.20 que o modelo Loǵıstico-T é mais frequentemente sele-
cionado como melhor modelo, segundo o AIC (80% das vezes no Cenário H, 66,5% no
Cenário I e 61% no Cenário J). Observando os resultados para os modelos que assumem a
distribuição Normal Contaminada para os efeitos aleatórios, notamos que a proporção de
escolha é maior nos cenários em que a distribuição dos efeitos aleatórios tem caudas mais
pesadas. Nos resultados do Modelo M5, percebemos, mais uma vez, que a especificação
correta do valor de ν2 não conduziu a um melhor ajuste do modelo.

Tabela 3.20: Proporção de escolha de cada modelo, usando o critério AIC, nos cenários
gerados sob o modelo Loǵıstico-NC

1 2 3 4 5 6
H 0,020 0,800 0,100 0,035 0,025 0,020
I 0,020 0,665 0,100 0,065 0,070 0,080
J 0,025 0,610 0,095 0,130 0,105 0,035
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3.7.5 Discussão sobre o estudo Monte Carlo

Nesta subseção apresentamos as principais conclusões obtidas com o estudo de si-
mulação Monte Carlo realizado na Seção 3.7. Inicialmente, na Subseção 3.7.1, vimos que
nossa implementação do modelo Loǵıstico-N com o algoritmo EMMC-M forneceu estima-
tivas com a mesma qualidade daquelas obtidas via o modelo implementado no software
R considerando métodos de integração numérica. Também sob o Modelo Loǵıstico-N,
percebemos que as estimativas de todos os parâmetros apresentam maior variabilidade
quando aumentamos o valor assumido para a variância dos efeitos aleatórios V (γi) na
geração dos dados.

Apesar de, na Subseção 3.5.2, apresentarmos as expressões para a matriz de In-
formação de Fisher observada nos modelos implementados, constrúımos intervalos de
confiança apenas nos cenários em que os bancos de dados são gerados sob o modelo
Loǵıstico-N. A razão disto é que, em nossa implementação, o cálculo da matriz de In-
formação de Fisher observada frequentemente retorna valores negativos, ou leva a algum
erro numérico, para o erro padrão das estimativas dos parâmetro dos modelos Loǵıstico-T,
Loǵıstico-SL e Loǵıstico-NC.

Nas demais subseções, analisamos, entre outras coisas, o efeito da má-especificação da
distribuição dos efeitos aleatórios na estimação dos parâmetros de interesse. Observamos
um resultado já mencionado na literatura para a estimação dos efeitos fixos. Em todos
os cenários, notamos que a má-especificação da distribuição dos efeitos aleatórios não
tem grande influência nas estimativas dos efeitos fixos, isto é, para estes parâmetros não
existe problema de utilizarmos o modelo Loǵıstico-N quando os dados são gerados sob
um modelo com caudas pesadas para a distribuição dos efeitos aleatórios. No entanto,
se nosso interesse está em medir a heterogeneidade entre os clusters, temos um grande
problema ao utilizar indevidamente o modelo Loǵıstico-N. Quando os bancos de dados
são gerados assumindo uma distribuição com caudas pesadas para os efeitos aleatórios,
vimos que o Modelo Loǵıstico-N subestima a V (γi) e superestima a MOR|12|.

Ao longo deste trabalho, mostramos que para medir a heterogeneidade entre os clus-
ters, podemos utilizar tanto a V (γi) quanto a MOR|12|. Comparando essas duas medidas,
vemos que a MOR|12| apresenta algumas vantagens. Uma delas é que a MOR|12| tem
uma interpretação mais intuitiva, como foi visto na Seção 1.1. Outra vantagem é que
a MOR|12| sempre existe, ao contrário do que ocorre para a V (γi) quando assumimos
as distribuições t-Student ou Slash para os efeitos aleatório. Se utilizamos o modelo
Loǵıstico-T, então a V (γi) existe apenas quando ν > 2, enquanto no modelo Loǵıstico-SL
a V (γi) existe se ν > 1. Além disso, observamos no estudo de simulação Monte Carlo
que, em muitos bancos de dados, estimativas discrepantes para V (γi) são obtidas ao ajus-
tarmos os modelos Loǵıstico-T e Loǵıstico-SL quando não conhecemos o valor real de ν.
A MOR|12| apresenta como desvantagem o fato de que em alguns casos não foi posśıvel
obter forma anaĺıtica o seu cálculo e, por isso, é necessário utilizar simulações para obter
suas estimativas.

Tanto no modelo Loǵıstico-T, quanto no modelo Loǵıstico-SL, melhores resultados na
estimação de σ2 são obtidos ao assumirmos conhecido o valor de ν. Nos dois modelos,
resultados ruins são obtidos para as estimativas do número de graus de liberdade ν. No
modelo Loǵıstico-NC a estimação do parâmetro ν1 também é ruim. Além disso, a espe-
cificação correta do valor de ν2 não melhorou as estimativas para σ2 e ν1. Apesar destas
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dificuldades na estimação, quando os efeitos aleatórios são gerados de distribuições com
caudas pesadas, os modelos Loǵıstico-T, Loǵıstico-SL e Loǵıstico-NC fornecem estima-
tivas para V (γi) e MOR|12| muito melhores do que as obtidas se o modelo Loǵıstico-N
é ajustado. Se as caudas da distribuição dos efeitos aleatórios não são muito pesadas,
todos os modelos apresentam resultados similares.

Na Subseção 3.7.2, em que geramos dados sob o modelo Loǵıstico-T, as melhores es-
timativas de V (γi) e da MOR|12| foram obtidas quando ajustamos os modelos corretos.
Nestes casos, o melhor modelo foi o modelo Loǵıstico-T em que assumimos que ν é co-
nhecido e fixado no valor real de ν, seguido do modelo Loǵıstico-T em que ν é estimado.
Quando geramos os bancos de dados sob o modelo Loǵıstico-SL (subseção 3.7.3), os me-
lhores resultados para as medidas de variabilidade dos efeitos aleatórios foram obtidos,
respectivamente, sob os modelos Loǵıstico-SL com ν conhecido e Loǵıstico-T com ν esti-
mado. Por fim, na Subseção 3.7.4, vemos que quando os bancos de dados foram gerados
sob o modelo Loǵıstico-NC, o modelo Loǵıstico-T fornece bons resultados na estimação
da V (γi) e da MOR|12|. De forma geral, quando comparamos os modelos implementados
segundo o AIC, os modelos apontados como sendo os melhores são aqueles que tiveram
melhor desempenho na estimação de V (γi) e de MOR|12|.

Em geral, aumentar apenas um dos valores, k, ni ou nij, mantendo fixos os de-
mais, quase sempre leva a estimativas com menores valores de EQM para todos os
parâmetros. Exceções a isto ocorrem na estimação de ν e V (γi) quando utilizamos os
modelos Loǵıstico-T e Loǵıstico-SL, mas estas exceções só ocorrem se ν não é fixado.
Comparamos os cenários em que os bancos de dados possuem a mesma quantidade de
observações Bernoulli. Ao avaliarmos todas as subseções, algumas vezes os resultados
foram um pouco contraditórios, mas algumas conclusões foram tiradas. Quando a com-
paração envolve cenários com valor igual de k, os cenários com maior valor de ni e menor
de nij tendem a fornecer estimativas com menor EQM para β0, β1 e V (γi) em todos os
modelos. Por outro lado, se o valor nij é que está fixado, em todos os modelos, geralmente
os cenários com maior k e menor ni fornecem estimativas com menor EQM para β0, σ2

e V (γi). Se ni está fixado na comparação, os cenários com maior k e menor nij tem as
estimativas com menores valores de EQM para β0 e V (γi).

3.8 Estudo de caso: Ascaris suum

Nesta seção, vamos reanalisar o banco de dados estudado na Seção 2.7, agora ajus-
tando um modelo loǵıstico misto eĺıptico. Estes dados, originalmente apresentados em
Larsen et al. (2000), são oriundos de um estudo com súınos na Dinamarca, cujo o objetivo
é investigar a ocorrência de Ascaris suum em súınos criados em dois tipos diferentes de
chiqueiros, a saber, chiqueiros convencional e SPF (Specific Pathogen Free). O banco de
dados, que consiste de 1016 súınos divididos em 72 chiqueiros convencionais e 36 chiquei-
ros do tipo SPF, é apresentado na Tabela 2.12 com as informação do número total de
súınos e do número de súınos contaminados por Ascaris suum em cada chiqueiro.

Na Seção 2.7, sob o paradigma bayesiano, ajustamos o modelo loǵıstico considerando
as distribuições Normal e Skew -Normal para representar o comportamento dos efeitos
aleatórios. Naquela seção, apesar dos critérios de seleção de modelos não apresenta-
rem resultados totalmente consistentes, existem ind́ıcios de que a distribuição dos efeitos
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aleatórios seja assimétrica. Nesta seção, a análise será feita sob o paradigma clássico e
serão ajustados os modelos Loǵıstico-N, Loǵıstico-T e Loǵıstico-SL ao banco de dados.
Duas abordagens serão adotadas para fazermos inferência no modelo Loǵıstico-T. Ini-
cialmente ajustamos o modelo assumindo que o número de graus de liberdade ν é um
parâmetro a ser estimado. Em um segundo momento, utilizamos uma estratégia que é
muito usada na análise de modelos t-Student, assumimos que ν é fixo e consideramos
uma grade de valores de ν (aqui indo de 3 a 25 para contemplar desde f.d.p com caudas
muito pesadas até f.d.p bem similares a da distribuição Normal).

Utilizamos o algoritmo EMMC-M em todos os modelos ajustados, para os quais assu-
mimos 2400 iterações e especificamos o número de réplicas Monte Carlo L tal que L = 50
para as iterações 1-400, L = 200 para as iterações 401-1000, L = 500 para as iterações
1001-1500, L = 1000 para as iterações 1501-1800, L = 2000 para as iterações 1801-2100
e L = 5000 para as iterações 2101-2400. Os gráficos das estimativas dos parâmetros de
interesse versus iterações, sob os modelos Loǵıstico-N, Loǵıstico-T e Loǵıstico-SL, podem
ser encontrados no Apêndice G. No caso do modelo Loǵıstico-T omitimos os gráficos nos
casos em que o parâmetro ν é fixado.

Na Tabela 3.21, apresentamos as estimativas dos parâmetros dos modelos e o erros
padrão das estimativas sob todos os modelos, exceto sob o modelo Loǵıstico-SL, para o
qual houve algum erro numérico no cálculo da aproximação para a matriz de informação
de Fisher observada. Apresentamos, também, as estimativas para a variância dos efeitos
aleatórios e para as medidas de razão de chances MOR12 e MOR|12|. Nesta aplicação,
a única covariável inclúıda no modelo é o tipo de chiqueiro, assumindo o valor 0 para
chiqueiro convencional e o valor 1 para chiqueiro do tipo SPF. Por isso, calculamos a
razão de chances MOR12 = exp {−β1}, a qual representa o quanto a chance relativa de
contaminação por Ascaris suum é maior nos chiqueiros do tipo convencional do que no
tipo SPF. A razão de chances MOR|12|, calculada como na Proposição 3.5, nos mostra o
quanto a chance relativa de contaminação por Ascaris suum pode ser diferente em súınos
criados em chiqueiros diferentes e do mesmo tipo, isto é, quantifica o impacto do chiqueiro
na chance relativa de contaminação, independentemente do tipo convencional ou SPF.
Além disto, na Tabela 3.21, Tν e SLν representam os modelos Loǵıstico-T e Loǵıstico-
SL com o parâmetro ν sendo estimado, enquanto T3, por exemplo, representa o modelo
Loǵıstico-T com ν fixado no valor 3. Para efeito de comparação, também apresentamos
as estimativas obtidas para o modelo Loǵıstico-N implementado no pacote estat́ıstico
“lme4” do software gratuito R, qual representamos por NR.

Da Tabela 3.21, inicialmente avaliando apenas o modelo Loǵıstico-N, observamos que
as estimativas obtidas com o Algoritmo EMMC-M são próximas daquelas obtidas com a
implementação do modelo, no software R, através de métodos numéricos de integração.
Ao ajustarmos o modelo Loǵıstico-T, vemos que o parâmetro ν foi estimado em 2,87,
indicando que os efeitos aleatórios possuem uma distribuição com caudas muito mais
pesadas do que a distribuição Normal. O mesmo ocorre sob o modelo Loǵıstico-SL, sob
o qual o ν é estimado em 1,629. Na análise realizada na Seção 2.7, existem ind́ıcios
de que a distribuição dos efeitos aleatórios seja assimétrica e, por isso, acreditamos que
distribuições com caudas pesadas se ajustem melhor aos efeitos aleatórios do que a distri-
buição Normal. Analisando as estimativas obtidas para os efeitos fixos, vemos que apesar
das estimativas para β0 e β1 estarem próximas sob os modelos ajustados, elas não são
tão similares quanto aquelas obtidas no estudo de simulação Monte Carlo da Seção 3.7.
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Quando analisamos as estimativas para a variância V (γi) dos efeitos aleatórios, notamos
que as maiores estimativas são obtidas sob o modelo Loǵıstico-T quando ν é estimado ou
fixado no valor ν = 3. O contrário ocorre para MOR|12|, quando as estimativas obtidas
sob o modelo Loǵıstico-T com ν pequeno são as menores entre os modelos ajustados. As
estimativas obtidas para MOR12 são similares sob todos os modelos, o que é esperado
uma vez que dependem apenas das estimativas de β1. Ao compararmos os resultados
obtidos nesta seção com aqueles obtidos na Seção 2.7, percebemos que as estimativas
de máxima verossimilhança obtidas para β0, β1 e V (γi) sob o modelo Loǵıstico-N se as-
semelham às obtidas sob o enfoque bayesiano quando assumimos normalidade para os
efeitos aleatórios e distribuições a priori vagas para os parâmetros. Também observamos
que as estimativas de máxima verossimilhança obtidas para β0, β1 e V (γi) sob o modelo
Loǵıstico-T com ν = 5 são bem próximas das médias a posteriori obtidas sob o Modelo 4,
o qual considera a distribuição Skew -Normal para os efeitos aleatórios com distribuições
a priori pouco informativas para os parâmetros de escala e assimetria.

Tabela 3.21: Estimativas dos parâmetros (erro padrão das estimativas), da variância dos
efeitos aleatórios e da razão de chances sob todos os modelos

Modelo
NR N Tν T3 T5 T7 T9

β0 -2,529 -2,525 -2,395 -2,401 -2,449 -2,472 -2,485
(0,24) (0,27) (0,25) (0,23) (0,24) (0,25) (0,26)

β1 -1,062 -1,063 -1,085 -1,084 -1,080 -1,072 -1,072
(0,47) (0,46) (0,43) (0,44) (0,46) (0,45) (0,45)

σ2 2,197 2,182 0,868 0,904 1,274 1,486 1,625
(0,70) (0,79) (0,36) (0,50) (0,56) (0,61)

ν − − 2,870 − − − −
(2,46)

V (γi) 2,197 2,182 2,863 2,712 2,124 2,080 2,089

MOR12 2,892 2,959 2,956 2,945 2,921 2,921 2,912

MOR|12| 4,112 4,092 3,145 3,171 3,444 3,600 3,732

Modelo
T11 T13 T15 T17 T20 T25 SLν

β0 -2,493 -2,500 -2,503 -2,505 -2,510 -2,513 -2,485
(0,26) (0,25) (0,26) (0,27) (0,26) (0,26)

β1 -1,069 -1,067 -1,070 -1,069 -1,067 -1,066 -1,078
(0,46) (0,46) (0,46) (0,46) (0,46) (0,46)

σ2 1,715 1,783 1,836 1,873 1,921 1,973 0,962
(0,60) (0,59) (0,66) (0,66) (0,66) (0,65)

ν − − − − − − 1,629

V (γi) 2,096 2,108 2,119 2,122 2,134 2,144 2,492

MOR12 2,907 2,915 2,912 2,907 2,904 2,895 2,939

MOR|12| 3,759 3,832 3,845 3,925 3,959 4,007 3,678
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Observação: Apesar das estimativas para o modelo Loǵıstico-N obtidas pelo método
que implementamos coincidirem com aquelas fornecidas pelo método implementados no
software R, se comparados àquelas obtidas em Larsen et al. (2000), vemos que existe
muita diferença, principalmente para a variância dos efeitos aleatórios. Não há uma
justificativa para tal diferença. Suspeitamos que possa haver algum erro de transcrição
dos dados reais ou dos resultados obtidos em Larsen et al. (2000).

Apresentamos, na Figura 73, os gráficos das estimativas dos efeitos fixos β0 e β1, da
variância dos efeitos aleatórios V (γi) e das medidas razão de chances mediana MOR12 e
MOR|12|. Nestes gráficos, para facilitar a análise do comportamento das estimativas, in-
terligamos por linhas as estimativas obtidas sob o modelo Loǵıstico-T quando assumimos
ν como conhecido.
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Figura 73: Estimativas, sob todos os modelos ajustados, dos efeitos fixos β0 e β1 e da
variância V (γi) dos efeitos aleatórios, das medidas de razão de chances mediana MOR12

e MOR|12| e do AIC, para dados de Ascaris suum.

Da Figura 73, observamos que as estimativas para β0 obtidas sob o modelo Loǵıstico-
T com ν fixado possuem um comportamento monótono decrescente com respeito ao valor
assumido para ν. Quando assumimos que ν = 3, a estimativa obtida está próxima daquela
obtida sob o modelo Loǵıstico-T em que ν é estimado (ν = 2,870). A medida em que
fixamos ν em valores maiores, as estimativas para β0 decrescem e se aproximam do valor
estimado sob o modelo Loǵıstico-N. Isto é esperado, uma vez que o modelo Loǵıstico-N
pode ser visto como um caso limite do modelo Loǵıstico-T. Sob modelo Loǵıstico-SL,
a estimativa para β0 assume um valor intermediário entre os observados nos demais
modelos e é similar à obtida sob o modelo Loǵıstico-T com ν = 9. Para β1, observamos
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que as estimativas possuem uma tendência de comportamento monótono crescente com
respeito ao valor de ν. Acreditamos que esse comportamento só não é perfeito devido ao
erro Monte Carlo contido nas estimativas. Mais uma vez, sob modelo o Loǵıstico-SL a
estimativa obtida foi um valor intermediário entre os obtidos sob os modelos Loǵıstico-N
e Loǵıstico-T com ν pequeno. Comportamento similar ao observado para as estimativas
dos efeitos fixos ocorre para as estimativas de MOR12 e MOR|12|, principalmente porque
MOR12 é função apenas de β1. Do gráfico das estimativas de V (γi), observamos que
sob o modelo Loǵıstico-T, quando o parâmetro ν é estimado ou fixado em ν = 3, as
estimativas obtidas para V (γi) são altas e bem maiores que aquela obtida sob o modelo
Loǵıstico-N. No entanto, vemos que quando fixamos ν em um valor maior ou igual a 5, as
estimativas sob o Loǵıstico-T são menores do que sob o Loǵıstico-N. Da Figura 73 também
notamos que, segundo o AIC, o modelo Tν é o melhor modelo, seguido pelos modelos T20

e T11, nesta ordem. Este resultado parece ser um pouco contraditório, uma vez que as
estimativas obtidas ajustando-se o modelo T3 são mais próximas daquelas obtidas sob Tν
e os modelos T3, T11 e T20 têm o mesmo grau de complexidade. O modelo Loǵıstico-N
é o pior modelo seguido pelo modelo T25, o que é esperado uma vez que as estimativas
fornecidas por ambos os modelos são próximas e estes modelos têm grau de complexidade
similar. O comportamento do AIC para os demais modelos não é o esperado e, por isso,
tal critério não parece ser muito confiável.

Assumindo que o modelo Loǵıstico-T com ν estimado foi o que melhor ajustou-se
aos dados, com as medidas de razão de chances mediana podemos obter as seguintes
interpretações:

• Se estamos comparando súınos criados em chiqueiros de tipos diferentes, com pro-
babilidade de 50%, a chance relativa de contaminação por Ascaris suum de súınos
criados em chiqueiros do tipo convencional é maior ou igual a 2,956 vezes a chance
relativa de contaminação de súınos criados em chiqueiros do tipo SPF;

• Se compararmos dois súınos criados em chiqueiros diferentes do mesmo tipo, seja
convencional ou SPF, com probabilidade de 50%, a chance relativa de contaminação
por Ascaris suum de um dos súınos é pelo menos 3,145 vezes a chance relativa de
contaminação do outro súıno com menor risco de contaminação. Isto indica grande
heterogeneidade em chiqueiros do mesmo tipo.

3.9 Conclusões e trabalhos futuros

No Caṕıtulo 3, consideramos o modelo loǵıstico misto assumindo distribuições eĺıpticas
para os efeitos aleatórios. Estendemos resultados obtidos em trabalhos anteriores, for-
necendo resultados úteis para a interpretação dos efeitos fixos e quantificação da hete-
rogeneidade entre clusters a partir da razão de chances mediana. Para tal, em várias
circunstâncias, encontramos a distribuição de probabilidade da razão de chances e a
razão de chances mediana. Dentre os resultados obtidos, alguns deles podem ser utiliza-
dos sob o enfoque bayesiano para determinarmos distribuições a priori mais adequadas
para os efeitos fixos e aleatórios. Utilizando a abordagem clássica de Estat́ıstica, imple-
mentamos o modelo loǵıstico misto com intercepto aleatório assumindo distribuições na
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famı́lia Normal Independente (Subclasse da classe de distribuições eĺıpticas) para mode-
larmos o comportamento dos efeitos aleatórios. Implementamos os modelos propostos
utilizando o algoritmo EMMC para obtermos os estimadores de máxima verossimilhança
dos parâmetros de interesse. Discutimos algumas questões relacionadas a implementação
do algoritmo EMMC como, por exemplo, a geração de amostras das distribuições condi-
cionais completas das variáveis latentes do modelo, necessárias no passo E do algoritmo.
Neste sentido, implementamos três propostas de algoritmos Metropolis-Hastings para
gerarmos da distribuição condicional completa do vetor de efeitos aleatórios γ, o que
implica em três versões distintas do algoritmo EMMC. Além disto, avaliamos aspectos
como a escolha, em cada iteração, do tamanho das amostras Monte Carlo utilizadas no
passo E do algoritmo, a maximização da função de log-verossimilhança com respeito aos
parâmetros de interesse e posśıveis critérios de parada para algoritmos do tipo EM. Ob-
temos uma aproximação para a matriz de informação de Fisher observada nos modelos
propostos. Por fim, realizamos um estudo com dados simulados para avaliarmos os algo-
ritmos EMMC implementados e visando definir a configuração do algoritmo e dos dados
utizados no estudo Monte Carlo. Neste estudo Monte Carlo avaliamos a qualidade da
inferência feita nos modelos ajustados. Em seguida, aplicamos os modelos propostos a
dados reais referentes a contaminação de súınos por Ascaris suum na Dinamarca.

Em resumo, conclúımos que o três algoritmos Metropolis-Hastings para gerarmos da
distribuição de γ (EMMC-M, EMMC-PA e EMMC-Q) conduzem a estimativas pontuais
iguais para os parâmetros de interesse nos modelos Loǵıstico-N e Loǵıstico-T. No entanto,
os algoritmos apresentam diferença de comportamento na velocidade de convergência das
estimativas, em que os algoritmos EMMC-M e EMMC-Q têm melhor desempenho. De
forma geral, o algoritmo EMMC-M se mostrou a melhor opção entre as avaliadas, pois
os resultados obtidos com o algoritmo EMMC-Q mostraram grande sensibilidade a espe-
cificação ad hoc da constante c. Quando comparamos os modelos implementados, vemos
que o modelo Loǵıstico-N é o que apresenta melhor comportamento na convergência das
estimativas. Nos modelos Loǵıstico-T e Loǵıstico-SL, encontramos maior dificuldade na
estimação do parâmetro ν, para o qual as estimativas demoram a convergir e apresentam
comportamento instável quando valores altos para ν são estimados. Este problema é
resolvido quando assumimos que ν é conhecido. No modelo Loǵıstico-NC, observamos
bom comportamento de convergência das estimativas dos parâmetros, exceto em alguns
casos, para o parâmetro ν1. Em todos os modelos implementados, observamos bom com-
portamento, no que tange a convergência do algoritmo, das estimativas dos efeitos fixos e
da variância dos efeitos aleatórios. Notamos que ao aumentarmos o tamanho dos bancos
de dados, aumentando ni e nij, melhoramos a convergência das estimativa, mas o mesmo
não é observado se aumentamos o número k de clusters.

No estudo de simulação Monte Carlo, vimos que a má-especificação da distribuição
dos efeitos aleatórios não influenciou na estimação dos efeitos fixos, no entanto influen-
ciou nas estimativas das medidas de heterogeneidade entre os clusters. Observamos que,
se os efeitos aleatórios são gerados a partir de distribuições com caudas pesadas, o mo-
delo Loǵıstico-N subestima a V (γi) e superestima a MOR|12|. Melhores resultados são
observados quando ajustamos os modelos Loǵıstico-SL, Loǵıstico-NC e, principalmente,
Loǵıstico-T. Nos modelos Loǵıstico-T e Loǵıstico-SL, os resultados são ainda melhores
quando assumimos que ν é fixo e igual ao valor real, o que não é muito realista. Quando
comparamos as duas medidas de heterogeneidade V (γi) e MOR|12|, apesar da MOR|12|
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ser obtida numericamente em alguns casos, ela apresenta duas vantagens. A primeira
diz respeito a simplicidade da interpretação do valor obtido. A segunda se refere ao fato
de que a MOR|12| sempre existe nos modelos Loǵıstico-T e Loǵıstico-SL, ao contrário da
V (γi) que existe apenas se ν > 2, no modelo Loǵıstico-T, e ν > 1, no modelo Loǵıstico-SL.
Quando comparamos os modelos com o AIC, vimos que os resultados relativos a escolha
dos melhores modelos são similares aos obtidos para as melhores estimativas das medidas
de heterogeneidade. Isto é, o modelo Loǵıstico-T geralmente é o melhor modelo, princi-
palmente quando ν é conhecido. O modelo Loǵıstico-SL com ν conhecido também tem
desempenho razoável. Quando comparamos a estimação em bancos de mesmo tamanho,
avaliando o efeito dos valores de k, ni e nij, a conclusão obtida é que, principalmente para
β0 e V (γi), o número k de clusters parece ter maior impacto na qualidade das estimativas,
seguido pelo número ni de indiv́ıduos dentro de cada cluster.

Na análise dos dados reais referentes a contaminação de súınos por Ascaris suum,
observamos que as estimativas dos efeitos fixos não são tão similares sob os modelos
propostos quanto o que foi observado no estudo de simulação Monte Carlo. As estimativas
obtidas para β0 são bem diferentes sob os modelos Loǵıstico-N e Loǵıstico-T com ν
estimado ou fixado em um valor pequeno. Em geral, as estimativas dos parâmetros
de interesse e da razão de chances mediana apresentam comportamento monótono com
respeito ao valor fixado para ν no modelo Loǵıstico-T.

Nosso projeto para trabalhos futuros é, inicialmente, ajustarmos os modelos imple-
mentados neste caṕıtulo a outros conjuntos de dados reais e explorar a interpretação
obtida com a razão de chances mediana para os efeitos fixos e para a variabilidade entre
os clusters. Nos estudos de simulação, em geral, assumimos que V (γi) = 1 na geração dos
dados. Um ponto importante é avaliarmos como os modelos Loǵısticos-NI se comportam
quando esta condição não é utilizada. Também em estudos de simulação, pretendemos
avaliar o comportamento dos modelos propostos quando os dados são gerados assumindo
uma distribuição de probabilidade assimétrica para os efeitos aleatórios. Outro caminho
a ser seguido é a otimização de aspectos computacionais do algoritmo EMMC implemen-
tado, para obtermos melhor desempenho quanto ao tempo de simulação. Neste caso, a
determinação automática do tamanho das amostras Monte Carlo nos passo de esperança
do algoritmo EMMC e a utilização de critérios de parada eficientes podem diminuir dras-
ticamente o tempo de execução do algoritmo implementado. Na comparação dos modelos,
buscamos melhorar os critérios utilizados para medir a qualidade de ajuste dos modelos.
No que diz respeito a inferência realizada, pretendemos obter melhores resultados para o
processo de estimação intervalar, principalmente ao obtermos a matriz de informação de
Fisher observada. Outra alternativa é consideramos métodos bootstrap para a obtenção
dos intervalos de confiança para os parâmetros de interesse. Uma extensão natural dos
modelos implementados neste trabalho é considerarmos, para os efeitos aleatórios, distri-
buições que pertencem a classe de distribuições Skew -Normal Independente. Esta classe
tem a vantagem de incluir distribuições que possuem assimetria e caudas pesadas simulta-
neamente, como ocorre, por exemplo, com as distribuições Skew -t-Student e Skew -Slash.
Por último, podemos estender os modelos Loǵısticos-NI implementados ao considerarmos
efeitos aleatórios também associados a covariáveis, como ocorre frequentemente com o
tempo em estudos longitudinais.
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Apêndice A

Proposições Auxiliares

Neste apêndice introduzimos alguns resultados e suas respectivas demonstrações, os
quais foram utilizados ao longo do texto para obtermos os resultados de interesse neste
trabalho.

LEMA A.1. Sejam X e Y variáveis aleatórias reais, absolutamente cont́ınuas, e tais

que X
d
= Y e fX,Y (x,y) = fX,Y (y,x), ∀x ∈ R e ∀y ∈ R. Então,

E(X2Y ) = E(XY 2).

DEMONSTRAÇÃO.

Como X e Y são identicamente distribúıdos temos que

E(X2Y ) =

∫ ∫
x2yfX,Y (x,y)dydx

=

∫
x2

[∫
yfY |X=x(y)dy

]
fX(x)dx

=

∫
x2E(Y | X = x)fX(x)dx.

Analogamente,

E(XY 2) =

∫
y2E(X | Y = y)fY (y)dy.

Agora,

E(X | Y = y) =

∫
x
fX,Y (x,y)

fY (y)
dx

=

∫
x
fX,Y (x,y)

fX(y)
dx

=

∫
xfY |X=y(x)dx = E(Y | X = y),

o que conclui a prova.

176



É importante salientar que se X e Y são variáveis aleatórias i.i.d o resultado apresen-
tado no Lema A.1 segue para qualquer tipo de variáveis aleatórias.

PROPOSIÇÃO A.1. Seja Wlj = γl−γj, com l,j ∈ {1, · · · ,k}. Se γj e γl são variáveis
aleatórias independentes e identicamente distribúıdas então a f.d.p de Wlj é simétrica em
torno de zero.

DEMONSTRAÇÃO.

Sem perda de generalidade, assuma que γi e γj são absolutamente cont́ınuos. Inicial-
mente, considerando que γl e γj são i.i.d, segue que a média da variável aleatória Wlj é
dada por

E[Wlj] = E[γl − γj] = E[γl]− E[γj] = 0.

Além disto, através do terceiro momento padronizado, calculamos o grau de assimetria
da distribuição da variável aleatória Wlj. A medida de assimetria de tal densidade é dada

por E

[(
Wlj−µ
σ

)3
]
, em que µ e σ são a média e o desvio padrão de Wlj, respectivamente.

Como µ = E[Wlj] = 0, utilizando o Lema A.1, segue que

E

[(
Wlj − µ

σ

)3
]

= E

[(
Wlj

σ

)3
]

=
E [(γl − γj)3]

σ3

=
E[γ3

l ]− 3E[γ2
l γj] + 3E[γlγ

2
j ]− E[γ3

j ]

σ3

= 0.

Desta forma, como a medida de assimetria da distribuição de Wlj e E[Wlj] são iguais
a zero, conclúımos que a f.d.p de Wlj é simétrica em torno de zero.

O resultado da Proposição A.1 também segue para as variáveis aleatórias que satis-
fazem as condições do Lema A.1 e que tem esperança igual a zero.

PROPOSIÇÃO A.2. Se W é uma variável aleatória com f.d.p absolutamente cont́ınua
então

med {exp {W}} = exp {med{W}}.

DEMONSTRAÇÃO. Temos, por definição, que med{W} = F−1
W (0,5). Em con-

sequência disto, segue que exp {med{W}} = exp {F−1
W (0,5)}.

Além disto, se md = med {exp {W}}, então

P (exp {W} ≤ md) = 0,5

FW (lnmd) = 0,5

md = exp {F−1
W (0,5)}.

Portanto, temos que med {exp {W}} = exp {med{W}} = exp {F−1
W (0,5)}, concluindo

a demonstração.
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Apêndice B

Distribuições de Probabilidade

Neste apêndice apresentamos algumas distribuições de probabilidades com algumas
de suas caracteŕısticas as quais serão utilizadas ao longo do texto. Para cada uma das
distribuições apresentaremos a f.d.p, expressões para média e variância, e em alguns casos,
quando for necessário, a expressão da f.g.m. e gráficos que ilustrem o comportamento da
f.d.p. B

Distribuição Beta

Dizemos que uma variável aleatória Y tem distribuição de probabilidade Beta com
parâmetros de forma a > 0 e b > 0, com notação Y ∼ Beta(a, b), se sua f.d.p é

f(y) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
ya−1(1− y)b−1 y > 0,

em que Γ(·) é a função Gama.
A esperança e variância de Y são dadas, respectivamente, por

E(Y ) =
a

a+ b
e V (Y ) =

ab

(a+ b)2(a+ b+ 1)
.

Distribuição Gama

Dizemos que uma variável aleatória Y tem distribuição de probabilidade Gama com
parâmetros de forma a > 0 e de taxa b > 0, com notação Y ∼ Gama(a, b), se sua f.d.p é

f(y) =
ba

Γ(a)
ya−1 exp {−by}, y > 0.

Neste caso, esperança e variância de Y são dadas, respectivamente, por

E(Y ) =
a

b
e V (Y ) =

a

b2
.
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Distribuição Gama Inversa

Dizemos que uma variável aleatória Y tem distribuição de probabilidade Gama Inversa
com parâmetros de forma a > 0 e de escala b > 0, com notação Y ∼ GI(a, b), se sua f.d.p
é

f(y) =
ba

Γ(a)
y−(a+1) exp

{
− b
y

}
y > 0.

Neste caso, esperança e variância de Y são dadas, respectivamente, por

E(Y ) =
b

a− 1
, para a > 1,

V (Y ) =
b2

(a− 1)2(a− 2)
, para a > 2.

Distribuição Skew-Normal univariada

A distribuição Skew -normal no caso univariado foi introduzida por Azzalini (1985).
Dizemos que uma variável aleatória Y tem distribuição Skew -normal com parâmetros de
locação ξ ∈ R, de escala σ2 ∈ R+ e de assimetria λ ∈ R, com notação Y ∼ SN(ξ, σ2, λ),
se sua f.d.p é escrita como

f(y) =
2

σ
φ

(
y − ξ
σ

)
Φ

(
λ

(
y − ξ
σ

))
, −∞ < y <∞.

Se os parâmetros de locação ξ e escala σ2 são iguais a zero e a um, respectivamente,
dizemos que Y tem distribuição Skew -Normal padrão denotada por Y ∼ SN(λ).

De forma geral, a média e a variância de Y são, respectivamente, dadas por

E(Y ) = ξ + σ

(
2

π

) 1
2

δ e V (Y ) = σ2

(
1− 2

π
δ2

)
,

em que δ = λ(1 + λ2)−1/2.
Henze (1986) introduziu uma representação estocástica para a distribuição Skew -

Normal que é um resultado importante tanto do ponto de vista teórico quanto prático.
Apresentamos este resultado no lema a seguir.

LEMA B.1. (Representação Estocástica de Henze) Se Y0 e Y1 são variáveis aleatórias
independentes e identicamente distribúıdas com distribuição N(0,1) e δ ∈ (−1,1), então

Z = δ|Y0|+ (1− δ2)
1
2Y1

tem distribuição Normal assimétrica padrão com parâmetro de assimetria λ = δ√
1−δ2 .

A Figura 74 mostra as densidades para algumas distribuições Skew -normais padrão
com diferentes valores de λ.
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Figura 74: Densidade da distribuição Skew -Normal padrão com diferentes valores para o
parâmetro λ. A esquerda a densidade de SN(λ) com λ igual a -10 (linha sólida), -2 (•) e
0 (linha tracejada) e a direita com λ igual a 10 (linha sólida), 2 (•) e 0 (linha tracejada).

A Figura 75 ilustra o comportamento da f.d.p Skew -Normal para vários valores dos
parâmetros de locação e escala.

−2 0 2 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

x

D
en

si
da

de

● ● ● ● ● ● ● ● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
● ● ● ● ● ● ● ● ●

0 2 4 6 8

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

x

D
en

si
da

de

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●

Figura 75: Densidade da distribuição Skew -Normal para diferentes valores de ξ e σ2.
A esquerda a densidade de SN(ξ, 1, 5) com ξ igual a -2 (linha sólida), 0 (•) e 2 (linha
tracejada). A direita a densidade de SN(0, σ2, 5) com σ2 igual a 1 (linha sólida), 4 (•) e
9 (linha tracejada).

Distribuição Skew-Normal multivariada

A distribuição Normal assimétrica multivariada é uma extensão para o caso multi-
variado da distribuição Normal assimétrica apresentada anteriormente. Proposta por
Azzalini e Dalla-Valle (1996), esta classe de distribuições tem a propriedade de que cada
uma de suas distribuições marginais univariadas tem distribuição Normal assimétrica
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univariada, da mesma forma que ocorre com a distribuição Normal. Dizemos que um
vetor aleatório Y tem distribuição Skew -Normal n-variada com parâmetros de locação
ξ = (ξ1, . . . , ξn)t ∈ Rk, matriz de escala SΩS positiva definida e vetor de assimetria
α ∈ Rn, com notação SNn(ξ,SΩS,α), se sua f.d.p é dada por

fY |ξ,Ω,S,α(y) = 2φn (y|ξ,SΩS) Φ
(
αtS−1(y − ξ)

)
, (B.1)

em que S = diag{σ1, . . . , σn} é uma matriz n× n e Ω é uma matriz com caracteŕısticas
de matriz de correlação.

O vetor de médias e a matriz de variância-covariância da distribuição com densidade
em (B.1) são dados, respectivamente, por

E[Y ] = ξ +

(
2

π

) 1
2

∆ e V [Y ] = SΩS − 2

π
S∆∆tS,

em que ∆ = 1

(1+αtΩα)1/2
Ωα.

Se Z ∼ SNn(0,Ω,α), então a correlação entre dois componentes genéricos do vetor
aleatório Z é dada por

ρij = Corr(Zi,Zj) =
ωij − 2

π
∆i∆j[

(1− 2
π
∆2
i )(1− 2

π
∆2
j)
]1/2 , i,j = 1, . . . , n,

em que ∆i é o i-ésimo componente do vetor ∆ e ωij é o componente da i-ésima linha e
j-ésima coluna da matriz Ω.

Azzalini e Capitanio (1999) apresentam o resultado sobre as distribuições marginais
da distribuição Skew -Normal multivariada. Este resultado diz que se Y ∼ SNn(0,Ω,α),
em que os parâmetros são particionados como segue

Y =

(
Y 1

Y 2

)
,Ω =

(
Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)
e α =

(
α1

α2

)
,

em que Ω é uma matriz de correlação e Y 1 tem é um vetor n1 × 1, então

Y 1 ∼ SNn1(0,Ω11,α
∗
1),

em que α∗1 =
α1+Ω−1

11 Ω12α2

(1+αt2Ω22·1α2)1/2
e Ω22·1 = Ω22 −Ω21Ω

−1
11 Ω12.

O Lema B.2 a seguir é uma forma útil de representarmos a distribuição Normal as-
simétrica multivariada. Tal representação também pode ser utilizada para gerar amostras
da distribuição em (B.1).

LEMA B.2. (Representação Estocástica da distribuição Skew-Normal multivariada)
Se a variável aleatória Y0 e o vetor aleatório Y 1 são independentes de forma que Y0 ∼
N(0, 1) e Y 1 ∼ Nn(0k,Ψ), em que Ψ = Ω− c2ΩααtΩ, c = (1 +αtΩα)−

1
2 e ∆ = cΩα,

então
Y = ξ + S (∆|Y0|+ Y 1)

é um vetor aleatório com distribuição SNn(ξ,SΩS,α).

A Figura 76 mostra curvas de ńıveis das f.d.p de duas distribuições Skew -normais
bivariadas diferentes.
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Figura 76: Curvas de ńıvel da f.d.p da distribuição Skew -Normal bivariada SN2(ξ,Σ,α)
com vetor de locação x = (0, 0)t, vetor de assimetria α = (2, 2)t e matriz de escala Σ,
em que Σ = I2 (à esquerda) ou Σ é uma matriz com diagonal principal com valor 1 e
diagonal secundária com valor 0,3 (à direita).

Skew-Normal Unificada (SUN)

A famı́lia de distribuições Skew -Normal Unificada (SUN) foi introduzida por Arellano-
Valle e Azzalini (2006). Ao assumirmos que Y ∈ Rd tem comportamento probabiĺıstico
descrito por uma distribuição pertencente a esta famı́lia SUN, isto é, ao considerarmos

que Y ∼ SUNd,m(ξ,γ, ω̄,Ω∗), em que ω̄ = ω1d, Ω = ωΩ̄ω e Ω∗ =

(
∆ Γt

Γ Ω̄

)
, sua f.d.p

e função geradora de momentos (f.g.m.) são, respectivamente, dadas por

f(y) = φd(y − ξ; Ω)
Φm(γ + ΓtΩ̄

−1
ω−1(y − ξ); ∆− ΓtΩ̄Γ)

Φm(γ |∆)
, y ∈ Rd,

MY (r) = exp

{
ξtr +

1

2
rtΩr

}
Φm(γ + Γtωr |∆)[Φm(γ |∆)]−1, r ∈ Rd. (B.2)

A média e a variância da distribuição SUN podem ser obtidas utilizando a expressão
da f.g.m. em (B.2). Para mais detalhes ver Arellano-Valle e Azzalini (2006), em que as
expressões para média e variância são apresentadas para casos particulares da distribuição
SUN.
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Apêndice C

Distribuições condicionais completas
no modelo loǵıstico misto com
efeitos aleatórios com distribuição
Skew-Normal multivariada

Neste apêndice apresentamos as distribuições condicionais completas (d.c.c.) para
o modelo loǵıstico com intercepto aleatório quando consideramos efeitos aleatórios cor-
relacionados tal que, dados σ2 e α, γ ∼ SN(−∆σ

√
2/π1k, σ

2Ik, α1k) em que ∆ =
α[1 + kα2]−1/2, o qual foi abordado no Caṕıtulo 2 deste trabalho. As distribuições a
priori assumidas são β ∼ Np+1(m, b2Ip+1), σ2 ∼ GI(a, d) e α ∼ N(h, τ 2), em que
m ∈ Rp+1, h, θ ∈ R, e τ 2, b2, a e d são números reais positivos.

Para ϑ = (β,γ, σ2, α), a distribuição a posteriori é dada por

f(ϑ|D) ∝

[
k∏
i=1

ni∏
j=1

(πij)
yij (1− πij)1−yij

](
1

σ2

) k+2a+2
2

Φ

(
α

σ

k∑
i=1

(
γi + ∆σ

√
2

π

))

× exp

−
p∑
i=0

(βi −mi)
2

2b2
−

k∑
i=1

(
γi + ∆σ

√
2
π

)2

2σ2
− (α− h)2

2τ 2
− d

σ2

.
Para obtermos as d.c.c. a posteriori, consideramos a representação estocástica para

a distribuição multivariada SN obtida em Azzalini e Dalla-Valle (1996)(ver Apêndice B),

que estabelece o seguinte resultado: se γ ∼ SNk(0k, Ik, α1k) então γ
d
= ∆|U | + V ,

onde U ∼ N(0, 1) e V ∼ Nk(0k, Ik − (1 + kα2)
−1
α21k1

t
k). Assumimos que T = |U |.

Consequentemente, se γ ∼ SNk(−∆σ
√

2/π, σ2Ik, 1kα), então γ
d
= ∆σ

(
T −

√
2/π
)

+

σV . Seja F = σ
(
T −

√
2/π
)

e defina ϑ∗ = (β,γ, σ2, α,T ). Consequentemente, as d.c.c.
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a posteriori para γ, σ2, α e T são dadas respectivamente por

f(γ|D, ϑ∗−γ) ∝

[
k∏
i=1

ni∏
j=1

[
exp {ηij}

1 + exp {ηij}

]yij [ 1

1 + exp {ηij}

]1−yij
]

× exp

{
− 1

2σ2
[γ −∆F ]t

[
Ik +

∆2

1− k∆2
1k1

t
k

]
[γ −∆F ]

}
,

f(T |D, ϑ∗−T ) ∝ exp

{
− 1

2(1− k∆2)

[
T 2 − 2T

(
∆

σ

k∑
i=1

γi + k∆2
√

2/π

)]}
1(0,∞)(T ),

f(α|D, ϑ∗−α) ∝ (1 + kα2)
1
2 exp

{
−(α− h)2

2τ 2

}
× exp

{
− 1

2σ2

[
γ − αF√

1 + kα2
1k

]t [
Ik + α21k1

t
k

] [
γ − αF√

1 + kα2
1k

]}
,

f(σ2|D, ϑ∗−σ2) ∝
(

1

σ2

) k
2

+a+1

exp

{
− d

σ2

}
× exp

{
− 1

2σ2
[γ −∆F ]t

[
Ik +

∆2

1− k∆2
1k1

t
k

]
[γ −∆F ]

}
.

A d.c.c a posteriori para β é a mesma obtida no caso i.i.d e pode ser encontrada no
Caṕıtulo 2, Seção 2.3.
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Apêndice D

Gráficos de viés e erro quadrático
médio: Seção 2.5

No Apêndice D apresentamos gráficos referentes a Seção 2.5. São apresentados os
gráficos de MSE e v́ıcio das estimativas dos parâmetros de efeitos fixos e variância dos
efeitos aleatórios ao utilizarmos mediana e moda a posteriori como estimadores.
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Figura 77: Erro quadrático médio (MSE) para as medianas a posteriori para os efeitos
fixos e variância dos efeitos aleatórios, para os cenários com k = 25 (acima) e k = 100
(abaixo) e verdadeiros valores λ = 0 (◦), λ = 5 ( ) e λ = 30 (∗).
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Figura 78: Vı́cio para as medianas a posteriori para os efeitos fixos e variância dos efeitos
aleatórios, para os cenários com k = 25 (esquerda) e k = 100 (direita) e verdadeiros
valores λ = 0 (◦), λ = 5 ( ) e λ = 30 (∗).

186



O

O

O
O

O

O O
0.

00
0.

02
0.

04
0.

06
0.

08
0.

10
0.

12

Modelo

E
Q

M
(β

0)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O
O O O O O O

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

0.
12

Modelo

E
Q

M
(β

0)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O

O

O

O
O

O O

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

Modelo

E
Q

M
(β

1)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O O O O O
O O

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

Modelo

E
Q

M
(β

1)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O

O
O

O

O

O O

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

Modelo

E
Q

M
(β

2)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O O O O O
O O

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

Modelo

E
Q

M
(β

2)

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O

O
O O

O O O

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

0.
7

Modelo

E
Q

M
(V

(γ
i))

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

O

O
O

O
O

O O

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

0.
7

Modelo

E
Q

M
(V

(γ
i))

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7

Figura 79: Erro quadrático médio (MSE) para as modas a posteriori para os efeitos fixos
e variância dos efeitos aleatórios, para os cenários com k = 25 (esquerda) e k = 100
(direita) e verdadeiros valores λ = 0 (◦), λ = 5 ( ) e λ = 30 (∗).
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Figura 80: Vı́cio para as modas a posteriori para os efeitos fixos e variância dos efeitos
aleatórios, para os cenários com k = 25 (esquerda) e k = 100 (direita) e verdadeiros
valores λ = 0 (◦), λ = 5 ( ) e λ = 30 (∗).
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Apêndice E

Gráficos dos Estudos com dados
simulados da Seção 3.6

No Apêndice E apresentamos gráficos referentes a Seção 3.6. São apresentados os
histogramas dos efeitos aleatórios gerados em alguns cenários e os gráficos das estimativas
dos parâmetros de interesse versus iteração nos bancos de dados analisados nas Subseções
3.6.1, 3.6.2 e 3.6.3.
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Figura 81: Histograma e f.d.p teórica dos efeitos aleatórios gerados no Cenário 1 para
Dados 1 a 8 (da esquerda para direita).
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Figura 82: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações, e média das estima-
tivas nas últimas 100 iterações (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 3 e Cenário 1.
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Figura 83: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações, e média das estima-
tivas nas últimas 100 iterações (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 4 e Cenário 1.
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Figura 84: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações, e média das estima-
tivas nas últimas 100 iterações (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 6 e Cenário 1.
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Figura 85: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações, e média das estima-
tivas nas últimas 100 iterações (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 8 e Cenário 1.
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Figura 86: Histograma e f.d.p teórica dos efeitos aleatórios gerados no Cenário 2 para
Dados 13 a 28 (da esquerda para direita).
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Gráficos referentes a Subseção 3.6.3
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Figura 87: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 1 no Cenário 3.
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Figura 88: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMM-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 2 no Cenário 3.
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Figura 89: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 3 no Cenário 3.
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Figura 90: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 6 no Cenário 3.
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Figura 91: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 7 no Cenário 3.
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Figura 92: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 8 no Cenário 3.
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Figura 93: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 10 no Cenário 3.
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Figura 94: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 11 no Cenário 3.
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Figura 95: Gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-
Q com constante c = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas últimas 100 iterações (linha tracejada)
com Dados 12 no Cenário 3.

203



Apêndice F

Gráficos do Estudo Monte Carlo da
Seção 3.7

No Apêndice F apresentamos gráficos referentes a Seção 3.7. São apresentados alguns
boxplots e histogramas para as estimativas de ν, obtidas sob os modelos Loǵıstico-T
e Loǵıstico-SL, nos cenários em que os bancos de dados são gerados sob os modelos
Loǵıstico-T (Subseção 3.7.2), Loǵıstico-SL (Subseção 3.7.3) e Loǵıstico-NC (Subseção
3.7.4). São apresentados também os histogramas para as estimativas de ν1 obtidas sob o
modelo Loǵıstico-NC nos cenários em que os dados são gerados sob este modelo (Subseção
3.7.4).

Gráficos referentes a Subseção 3.7.2
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Figura 96: Boxplots das estimativas de ν e valor real (linha horizontal), sob os Modelos
M2 e M4, nos Cenários D1 a D8.
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Figura 97: Boxplots das estimativas de ν e valor real (linha horizontal), sob os Modelos
M2 e M4, nos Cenários E1 a E8.
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Figura 98: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M4, nos Cenários
C1 a C8.
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Figura 99: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M4, nos Cenários
D1 a D8.
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Figura 100: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M4, nos
Cenários E1 a E8.
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Gráficos referentes a Subseção 3.7.3
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Figura 101: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M2, nos
Cenários F1 a F8.
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Figura 102: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M2, nos
Cenários G1 a G8.
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Gráficos referentes a Subseção 3.7.4
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Figura 103: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M2, nos
Cenários H, I e J.

H I J

0.0

0.2

0.4

0.6

0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
ν

D
en

si
da

de

Figura 104: Histogramas das estimativas fornecidas para ν, sob o Modelo M3, nos
Cenários H, I e J.
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Figura 105: Histogramas das estimativas fornecidas para ν1, sob o Modelo M4, nos
Cenários H, I e J.
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Figura 106: Histogramas das estimativas fornecidas para ν1, sob o Modelo M6, nos
Cenários H, I e J.
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Apêndice G

Gráficos da análise de dados reais da
Seção 3.8

Apresentamos no Apêndice G os gráficos referentes a Seção 3.8. São apresentados
os gráficos das estimativas dos parâmetros versus iterações do algoritmo EMMC-Q para
dados de Ascaris suum sob os modelos Loǵıstico-N, Loǵıstico-T e Loǵıstico-SL, sendo
que para os dois últimos o parâmetro ν é estimado.
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Figura 107: Gráficos das estimativas dos parâmetros sob o modelo Loǵıstico-N versus
iterações do algoritmo EMMC-Q e média das estimativas nas últimas 300 iterações (linha
tracejada) com para dados de Ascaris suum.
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Figura 108: Gráficos das estimativas dos parâmetros sob o modelo Loǵıstico-T versus
iterações do algoritmo EMMC-Q e média das estimativas nas últimas 300 iterações (linha
tracejada) com para dados de Ascaris suum.
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Figura 109: Gráficos das estimativas dos parâmetros sob o modelo Loǵıstico-SL versus
iterações do algoritmo EMMC-Q e média das estimativas nas últimas 300 iterações (linha
tracejada) com para dados de Ascaris suum.
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para os efeitos aleatórios, Dissertação de mestrado, Universidade Federal de Minas
Gerais.

Santos, C. C. e Loschi, R. H. (2015). Current Trends in Bayesian Methodology with
Applications, Chapman and Hall/CRC Press, chapter Aspects of Bayesian Inference in
Skewed Mixed Logistic Regression Models, pp. 569–590.

217



Santos, C. C., Loschi, R. H. e Arellano-Valle, R. B. (2013). Parameters interpretation in
skewed logistic regression with random intercept, Bayesian Analysis 8: 381–410.

Souza, A. D. P. e Migon, H. S. (2010). Bayesian outlier analysis in binary regression,
Journal of Applied Statistics 37: 1355–1368.

Vaida, F. e Blanchard, S. (2005). Conditional akaike information for mixed-effects models,
Biometrika 92(2): 351–370.

Wei, G. C. e Tanner, M. A. (1990). A Monte Carlo implementation of the EM algorithm
and the poor man’s data augmentation algorithms, Journal of the American Statistical
Association 85(411): 699–704.

Yu, D. e Yau, K. K. (2012). Conditional akaike information criterion for generalized
linear mixed models, Computational Statistics & Data Analysis 56(3): 629–644.

218


