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Resumo

Nesta tese apresentamos extensoes do modelo logistico com efeitos mistos ao conside-
rarmos distribuicoes Normais Assimétricas e Elipticas para modelarmos o comportamento
dos efeitos aleatérios. Em ambos os casos, o modelo logistico com efeitos aleatérios nor-
malmente distribuidos é um caso particular. Consideramos o modelo logistico com efeitos
aleatorios para representar o efeito de clusters previamente conhecidos. Focamos na in-
terpretacao dos efeitos fixos e na medicao da heterogeneidade entre os clusters utilizando
a razdo de chances. Como mostrado por Larsen et al. (2000), no modelo logistico com
efeitos mistos a razao de chances é aleatoria. Estendemos os resultados obtidos por Larsen
et al. (2000), sob normalidade para os efeitos aleatérios, para os modelos propostos neste
trabalho. Implementamos, através da abordagem bayesiana, o modelo logistico misto con-
siderando as distribui¢bes Normal Assimétrica Univariada e Multivariada para os efeitos
aleatorios. Em um estudo com dados simulados, avaliamos o efeito da mé-especificacao
da distribuicao dos efeitos aleatorios na estimacgao dos parametros e da razao de chances,
concluindo que o parametro de assimetria é mal estimado e o maior impacto da ma-
especificagao ocorre nas estimativas dos efeitos aleatérios e, consequentemente, da razao
de chances. Em um estudo Monte Carlo, investigamos o efeito de fixarmos o parametro
de assimetria da distribuicao Normal Assimétrica dos efeitos aleatérios e constatamos que
a melhor estratégia ¢é estimar tal parametro. Também aplicamos os modelos propostos
a dois conjuntos de dados reais referentes a atividade teratogénica em ovos de galinha e
a contaminagao de suinos por Ascaris Suum. Construimos o modelo logistico misto em
que os efeitos aleatorios tém distribuicao na familia Normal Independente. Neste caso,
implementamos trés tipos de algoritmos EM Monte Carlo para obtermos as estimativas
de maxima verossimilhanca. Discutimos aspectos referentes a geragao de valores das
variaveis latentes, nimero de amostras geradas e convergéncia nos algoritmos propostos.
Realizamos um estudo com dados simulados para avaliar a implementagao do algoritmo
EM Monte Carlo e um estudo Monte Carlo para avaliarmos a qualidade da inferéncia
dos modelos propostos, no qual concluimos que o principal ganho em especificar correta-
mente a distribuicao dos efeitos aleatdrios esta na estimagao da heterogeneidade entre os
clusters. Reanalisamos os dados reais sobre a contaminacao de suinos por Ascaris Suum.

Palavras-chave: Algoritmo EM Monte Carlo, cluster, distribuicoes Elipticas, distri-
buicoes Normais Independentes, distribuicao Skew-Normal, métodos Monte Carlo via
Cadeias de Markov, regressao Logistica com efeitos mistos, razao de chances aleatéria.
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Abstract

In this dissertation we present some extensions of the logistic model with mixed effects
by considering Skew-Normal and Elliptic Normal distributions to model the random
effects behavior. In both cases, the normal mixed logistic model arises as a particular
model. We consider the logistic model with random effects to represent the effect of
previously known clusters. We mainly focus on the interpretation of fixed effects and
the measure of heterogeneity among the clusters. For that proposal we consider the
odds ratio, which is a random quantity, under the mixed logistic model. We extend the
results obtained by Larsen et al. (2000) under normality for models proposed in this work.
We implement, through of the Bayesian approach, the mixed logistic model considering
both the univariate and multivariate Skew-Normal distributions for the random effects.
Considering simulated datasets, we evaluated the effect of misspecifying the distribution
of the random effects in the estimation of the parameters and the odds ratio, concluding
that the skewness parameter is usually poorly estimated. Moreover, the biggest impact
of such misspecification occurs in the estimation of the random effects and, consequently,
of the odds ratio. A Monte Carlo study is performed to investigate the effect of fixing the
skewness parameter in the Skew-Normal distribution of random effects. We concluded
that the best strategy is to estimate this parameter. We also apply the proposed models
in two case studies: teratogenic activity in chicken eggs and contamination of pigs by
Ascaris Suum. We also introduced the mixed logistic model with random effects being
distributed acording to the Normal Independent family of distributions. We implemented
three Monte Carlo EM algorithm in order to obtain the maximum likelihood estimates.
We discuss aspects regarding the generation of the latent variable values, number of
samples generated and convergence of the algorithms. We conducted a study considering
simulated datasets to avaluate the efficiency of the Monte Carlo EM algorithms. A Monte
Carlo simulation study is also performed to evaluate the quality of the estimates under the
proposed models. We concluded that the main gain in correctly specify the distribution
of the random effects is in the estimating the heterogeneity among the clusters. We
reanalyzed the real data about the contamination of pigs by Ascaris Suum.

Keywords: Cluster, Elliptical distributions, Logistic regression with mixed effects, Mar-
kov chain Monte Carlo methods, Monte Carlo EM algorithm, Normal Independent dis-
tributions, random odds ratio, Skew-Normal distribution.
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Introducao

O modelo de regressao logistica é frequentemente utilizado para modelar dados que
sao binarios ou binomiais. Nestes casos, em geral, o objetivo da modelagem estatistica
é explicar a probabilidade de ocorréncia de um evento de interesse. A ocorréncia de um
evento de interesse é usualmente denominada por sucesso. O modelo de regressao logistica
¢é obtido ao descrevermos a relacao entre a probabilidade de sucesso e as covariaveis obser-
vadas através da funcgao de distribuicao acumulada da distribuicao logistica. Esta relagao
pode ser modelada de outras formas como, por exemplo, através da funcao distribuicao
acumulada da distribuicao Normal. Contudo, o modelo logistico tornou-se popular por
apresentar uma forma simples de interpretar os efeitos fixos utilizando a razao de chances.

Os modelos logisticos assumem independéncia entre as observagoes e, por isso, nao
sao apropriados para a andlise de dados binarios que apresentam estrutura de correlacao.
Dados correlacionados ocorrem, por exemplo, em estudos onde os individuos estao se-
parados em clusters e também em estudos longitudinais. Em estudos com clusters, os
individuos sao observados dentro de grandes unidades, por exemplo, escolas, familias,
hospitais ou o local de trabalho. Em geral, as observacoes dentro de um cluster tendem
a ser correlacionadas devido a varias caracteristicas em comum. Exemplificando, se es-
colas sao consideradas como clusters, observacoes de individuos dentro de uma mesma
escola podem estar correlacionadas devido a caracteristicas da pratica de ensino que sao
particulares aquela escola. J4 em estudos longitudinais, sao feitas observacoes repetidas
para cada individuo e, consequentemente, as observagoes para um mesmo individuo sao
correlacionadas. Estes modelos sao conhecidos como modelos multiniveis ou hierarquicos.

Os modelos com efeitos mistos, frequentemente denominados por modelos mistos,
surgiram como uma estratégia util para modelarmos dados correlacionados. Nestes mo-
delos, efeitos aleatérios sao incluidos para introduzir a estrutura de correlacao entre as
observagoes. Com isso, ao condicionarmos no conhecimento dos efeitos aleatérios, as
observacoes amostrais podem ser consideradas independentes. A adicao dos termos de
efeitos aleatérios no modelo também pode ser utilizada como alternativa para levarmos
em consideragao a ocorréncia de superdispersao nos dados. Em geral, a superdispersao
¢é causada pelo efeito de varidveis que nao foram medidas, mas sao importantes para
explicar parte da variabilidade presente na variavel resposta. Souza e Migon (2010) uti-
lizaram um termo de efeito aleatorio no intercepto do modelo de regressao logistica para
acomodar e detectar outliers. Em Gibbons et al. (1994), o efeito aleatério é usado para
representar as caracteristicas ndo observaveis e/ou nao medidas que levam um médico a
ter maior risco de sofrer um processo judicial por erro médico.

Em geral, os artigos cientificos sobre modelos de regressao logistica com efeitos mis-
tos (ou modelo logistico misto, por simplicidade) assumem normalidade para os efei-
tos aleatérios. Por exemplo, Paulino et al. (2005) supéem normalidade para os efeitos



aleatorios ao abordar a andlise de dados binarios com erro de classificagao sob o enfoque
bayesiano. Todavia, a distribuicao Normal pode ser muito restritiva por nao ser capaz
de representar comportamentos assimétricos ou com caudas pesadas. Liu e Dey (2008)
comparam o ajuste do modelo logistico misto a dados reais ao considerar métodos nao
paramétricos e distribuicoes assimétricas para os efeitos aleatorios.

A interpretacdo dos parametros de efeitos fixos no modelo misto logistico nao é tao
simples quanto no modelo logistico usual pois a razao de chances (OR) é fungao tanto
dos efeitos fixos quanto dos efeitos aleatérios (Larsen et al. (2000)). Sendo assim, a razao
de chances é um objeto aleatério em ambas abordagens, Cléssica e Bayesiana. Além
disso, se os efeitos aleatorios forem estimados, a interpretacao usual dos efeitos fixos
através da razao de chances fica restrita apenas a comparacao de individuos que possuem
aqueles efeitos aleatérios considerados, isto €, a interpretagao dos efeitos fixos é alterada
ao mudarmos os efeitos aleatérios presentes na comparacao. Supondo normalidade para
os efeitos aleatérios, a razao de chances mediana foi introduzida por Larsen et al. (2000)
como uma medida eficiente para interpretar os efeitos fixos e para medir a heterogeneidade
causada devido aos efeitos aleatérios. Esta medida, em algumas comparacoes, tem a
simples e conveniente interpretacao em termos da razao de chances usual.

Neste trabalho consideramos distribuicoes mais flexiveis para representar o compor-
tamento dos efeitos aleatérios. As distribuicoes consideradas sao mais flexiveis no sentido
de permitirem assimetria ou terem caudas mais pesadas do que a distribuicao Normal.
Para as distribuigoes assumidas estendemos os resultados propostos por Larsen et al.
(2000) para interpretar os efeitos fixos e medir a heterogeneidade causada pelos efeitos
aleatérios. No Apéndice B apresentamos a funcao de densidade de probabilidade e pro-
priedades de algumas familias de distribuicoes de probabilidade que sao utilizadas ao
longo deste trabalho, entre as quais estao as familias de distribui¢coes Normal Assimétrica
(denotada ao longo do texto por distribui¢do Skew-Normal) univariada (Azzalini, 1985)
e multivariada (Azzalini e Dalla-Valle, 1996) e a distribuigdo Skew-Normal Unificada
introduzida por Arellano-Valle e Azzalini (2006). Os métodos estatisticos descritos sdo
implementados no software gratuito OxEdit (Doornik, 2007) e os resultados obtidos sdo
analisados utilizando o software gratuito R (R Development Core Team, 2012).

Este trabalho esté organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 apresentamos o mo-
delo logistico com intercepto aleatério e os resultados propostos por Larsen et al. (2000)
para interpretacao dos parametros no modelo logistico misto e para medir a heterogenei-
dade resultando dos efeitos aleatorios.

No Capitulo 2 consideramos o modelo logistico com intercepto aleatério ao assumir
a distribuigao Skew-Normal para os efeitos aleatorios. A distribuicao Skew-Normal é
mais flexivel do que a distribuicao Normal no sentido de permitir assimetria para os
efeitos aleatorios e, além disso, possui a distribuicao Normal como um caso particular.
Consideramos que os efeitos aleatorios sao independentes e também correlacionados ao
utilizarmos, respectivamente, a distribuicao Skew-Normal univariada e multivariada. Ao
estendermos os resultados propostos por Larsen et al. (2000) nestes modelos, obtivemos,
como sub-produto, um resultado relacionado a distribuicao de combinacoes lineares de
variaveis aleatérias com distribuicao Skew-Normal. Este resultado, até onde sabemos, é
inédito na Literatura estatistica. Os modelos propostos sao implementados sob o enfo-
que bayesiano e aplicados tanto a dados simulados quanto a dados reais. O estudo com
dados simulados nos permitira avaliar, entre outras coisas, o efeito da mé-especificacao



do modelo nas estimativas dos parametros e na razao de chances. A extensao dos re-
sultados propostos por Larsen et al. (2000) ja havia sido tratada em Santos (2011) ao
assumir a distribuicao Skew-Normal para os efeitos aleatérios. No entanto, os resultados
apresentados aqui sdo mais gerais do que os resultados em Santos (2011).

No Capitulo 3 assumimos que os efeitos aleatorios possuem uma distribuicao da classe
das distribuicoes elipticas. A classe de distribuigoes elipticas inclui a distribuicao Nor-
mal e algumas com caudas mais pesadas do que a distribui¢ao Normal, por exemplo, as
distribuicoes t-Student, Slash e Normal contaminada. Neste capitulo consideramos um
modelo logistico misto de forma mais geral do que no Capitulo 2, por assumir que os efei-
tos aleatorios também podem estar associados a covariaveis e nao apenas ao intercepto.
Apresentamos uma breve descricao da classe de distribuicoes elipticas e resultados gerais
sobre a distribuicao da razao de chances e sua mediana sem especificar a distribuicao dos
efeitos aleatérios. Obtemos resultados sobre a razao de chances para os casos particulares
em que o comportamento dos efeitos aleatérios é modelado por alguma distribuicao per-
tencente a classe das elipticas. Discutimos a implementacao deste modelo sob o paradigma
classico utilizando o algoritmo EM Monte Carlo e avaliando a convergéncia do algoritmo
em um estudo com dados simulados. Realizamos um estudo de simulagao Monte Carlo
para avaliar aspectos relacionados a qualidade de estimagao dos parametros de interesse
e ma-especificacao da distribuicao dos efeitos aleatérios. Aplicamos os modelos propostos
a um conjunto de dados reais considerados em Larsen et al. (2000), comparando-os com
a analise realizada no Capitulo 2.



Capitulo 1

Modelo Logistico com Intercepto
Aleatodrio

Neste capitulo, definimos o modelo logistico com intercepto aleatério e revisamos os
resultados encontrados por Larsen et al. (2000) sobre a interpretagdo dos parametros
deste modelo sob normalidade para os efeitos aleatorios.

Suponha que a populagao seja dividida em k clusters e que uma amostra de tamanho
n; seja selecionada dentro do i-ésimo cluster. Seja y;; uma varidvel resposta bindria que
assume o valor 1 se ocorre um sucesso para o individuo j do cluster i, ¢ = 1,...,k e
Jj =1,...,n; e assume 0 caso contrario. Seja ;; = (1,xij1,x¢j2, o ,xijp)t o vetor de
covariaveis (p + 1) x 1 associado ao individuo j dentro do i-ésimo cluster. Denote por
X = (@11, s @1ngy - - s Tk, - - -, iy, )" @ matriz N X (p+1) com a informagao relacionada
as covaridveis para todos os N = Zle n; individuos observados.

Defina v = (71,...,7%)" € R¥ como o vetor de efeitos aleatdrios, em que v; denota
o efeito aleatério para o i-ésimo cluster. Seja B = (Bo, b1, B2, - -, Bp)" € RPT o vetor
de efeitos fixos. Denote por 7;; = azﬁjﬁ + v; o preditor linear. Consequentemente, no
modelo logistico misto com intercepto aleatério, m;; = P(y;; = 1|8,7, X) = exp {n;; }[1+
exp {n;; }] 7.

Para uma amostra de N individuos, assuma que dados 3, v e X, a variavel resposta
y;; tem distribui¢ao Bernoulli com probabilidade de sucesso 7;; . Como consequéncia, a
funcao de verossimilhanga é

f<y\mx>=f[ﬁ[ e } (11)

1+ exp {n;;} 1+ exp {n;;}

i=1j=1

— t
em que Y = (Y11, -+, Yings -« s Ykly - - > Ykny,) -
Do ponto de vista classico, fazer inferéncia em modelos mistos nao é trivial na mai-

oria dos casos. Para fazermos inferéncia sobre os efeitos fixos B que, em geral, sao os
parametros de interesse, assumimos para os efeitos aleatérios 4 uma distribuicao f(+|0),
indexada pelo vetor de hiperparametros 8, e integramos a funcao de verossimilhanca
conjunta para os dados e efeitos aleatorios de forma a obtermos uma fungao de verossi-
milhanca livre dos efeitos aleatérios. A funcao de verossimilhanca marginal é dada por

f(ylB, X) = / F(1B. . X) f(718)dn.
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Apoés o procedimento de integracao, adotamos os métodos usuais de estimacao, como
por exemplo, o método de maxima verossimilhanca. Neste modelo, a inferéncia torna-se
factivel apenas em casos mais simples, em que a integral nos efeitos aleatorios pode ser
analiticamente obtida ou em casos onde o gasto computacional para aproxima-la nao é
muito alto. Esta dificuldade no tratamento de modelos mistos nos conduz ao uso de
distribuigcoes nem sempre razodveis para os efeitos aleatérios. Em geral, assumimos que
os efeitos aleatorios 7 sao normalmente distribuidos. Esta suposigao foi considerada, por
exemplo, em Larsen et al. (2000), Larsen e Merlo (2005), Gibbons et al. (1994), entre
outros. Supondo normalidade, este problema de integracao é resolvido através do uso
de técnicas de integracao numeérica, como por exemplo, a quadratura de Gauss-Hermite
(McCulloch e Searle, 2001) ou a aproximagcao de Laplace. O caso nao Normal requer um
pouco mais de trabalho. De acordo com Nelson et al. (2006) e Liu e Yu (2008), uma
transformacao na verossimilhanca conjunta é necessaria para utilizar-se as aproximagoes
numéricas usuais. Entre as possiveis alternativas para evitar o passo de integragao estao os
algoritmos EM (proposto por Dempster et al., 1977), EM estocéstico (Celeux e Diebolt,
1985), EM Monte Carlo (Wei e Tanner, 1990), ou alguma de suas variagoes, que sao
procedimentos muito utilizados para obtermos os estimadores de maxima verossimilhanca,
como pode ser visto em Kuhn e Lavielle (2005), em Chen et al. (2002) ou em Levine e
Casella (2001).

No enfoque Bayesiano, como sao desconhecidos, os efeitos aleatérios recebem o status
de parametros a serem estimados e, com isso, utilizamos a funcao de verossimilhanca
em (1.1). Da mesma forma que na abordagem cldssica, assumimos uma distribuigao
f(~]@) para v e, para completar a modelagem Bayesiana, faz-se necessario especificar as
distribuicoes a priori para os efeitos fixos 3 e para o vetor de parametros 8 que indexam
a distribuic@o dos efeitos aleatérios. Considerando a fungao de verossimilhanga em (1.1) e
as distribuigoes a priori eliciadas para os parametros de interesse, temos que a distribuicao
a posteriori para (3,7,0) é dada por

B, X)F(B)F(118)£(6)
T8, 818X 0) = T 5018~ X) 1(5) f(+10) f(0)dBd0dr (12

Em geral, a distribui¢ao a posteriori em (1.2) nao possui forma fechada, assim, os
métodos Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) podem facilitar o processo de
inferéncia. Esta facilidade computacional viabiliza o uso de distribui¢coes mais apropri-
adas para descrever o comportamento dos efeitos aleatorios, possibilitando a utilizacao
de distribuigdes que levam em conta assimetria e/ou caudas pesadas, entre outras ca-
racteristicas. Por exemplo, no modelo logistico misto com intercepto aleatério, Souza
e Migon (2010) utilizam as distribui¢oes ¢-Student e mistura de distribui¢goes Normais
independentes, para este fim, e Liu e Dey (2008), além de métodos nao paramétricos,
consideram as distribuicoes Skew-Normal e Skew-t.

1.1 Interpretacao dos parametros

No modelo regressao logistica ordinario, os efeitos fixos tém uma interpretacao em ter-
mos da razao de chances entre individuos. Esta interpretacao facilita a comunicacao com
pesquisadores de outra areas e, na abordagem bayesiana, pode ajudar na construcao de



distribuigoes a priori mais apropriadas para os efeitos fixos, uma vez que, é mais comum
que o pesquisador tenha informacao a prior: sobre a razao de chances. A interpretacao
dos efeitos fixos no modelo logistico de regressao com efeitos aleatérios (MLREA) foi
discutida pela primeira vez em Larsen et al. (2000). Larsen et al. (2000) mostram que
a razao de chances depende tanto dos efeitos fixos quanto dos efeitos aleatorios e, con-
sequentemente, varias interpretacgoes uteis resultam desta quantidade. Reescrevendo os
resultados introduzidos em Larsen et al. (2000), considere j; e jo dois individuos em
diferentes clusters i, e 19, respectivamente. A razao de chances entre estes individuos é

_ t t o
ORi1j17i2j2 - eXp {(miljl - wigjg)/ﬁ + 7’51 712}’ (13)
Se a comparacao ocorre entre individuos no mesmo cluster ¢, ou seja, tal que i; =

i = 1 e que tenham covaridveis diferentes, a razao de chances torna-se OR;j, ij,

exp {(x!, —x!;,)B}. Neste caso, a razao de chances depende somente dos efeitos fi-

x0s e é exatamente a mesma que temos para o modelo de regressao logistica ordindrio.
Para quantificar o impacto dos efeitos aleatérios, a comparacao é feita assumindo dois
individuos, j; e j2, com o mesmo vetor de covariaveis e que estao em diferentes clusters
11 € ip. Neste caso, a razao de chances depende somente dos efeitos aleatérios e é dada
por ORi1j1,i2j2 = eXp {%’1 - ’Yiz}'

Quando a razao de chances entre dois individuos é uma quantidade dependente dos
efeitos aleatdrios surgem algumas dificuldades adicionais na interpretacao dos parametros
quando utilizamos a abordagem classica. Usualmente, cada efeito fixo é interpretado
avaliando o impacto na razao de chances quando comparamos individuos com valores
distintos em apenas uma covariavel. No entanto, quando a razao de chances depende dos
efeitos aleatdrios, para obtermos uma estimativa para a razao de chances é necessario
obtermos estimativas também para os efeitos aleatorios. Estas estimativas para -, em
geral, nao sao fornecidas diretamente pelos métodos classicos de inferéncia, pois estes
métodos consideram a funcao de verossimilhanga marginal e nesta abordagem -~ é uma
variavel aleatéria. Além disto, note que mesmo se dispusermos de estimativas para =
e, consequentemente, para OR, a interpretacao usual para os efeitos fixos através da
razao de chances podera ser utilizada apenas se fixarmos os clusters aos quais pertencem
os individuos envolvidos na comparacao. Isto ¢, quando usamos a razao de chances
para interpretar os efeitos fixos, queremos obter uma medida que retrate a alteragao
na chance relativa de experimentar o evento de interesse devido a alteracao do valor de
uma covariavel. No entanto, devido aos efeitos aleatérios, no modelo logistico misto nao
existird uma interpretagao unica para os efeitos fixos através da razao de chances. Por
exemplo, suponha que estejamos interessados em interpretar o efeito da idade na chance
relativa de um paciente ter 6bito apds sofrer um infarto e, para isto, calculamos a razao
de chances para individuos com todas as covariaveis iguais exceto a idade. Note que
teremos uma estimativa para a razao de chances se os individuos pertencem ao mesmo
cluster e outra estimativa diferente se os individuos sao de clusters diferentes, a qual
ainda dependerda de quais clusters estao envolvidos na comparacao.

Na abordagem classica, a OR é uma quantidade aleatéria somente quando a com-
paragao depender dos efeitos aleatérios. Como é aleatdria, Larsen et al. (2000) propoe
interpretar a OR através da mediana de sua distribuicao. A entao chamada razao de
chances mediana é aqui nomeada por MOR. De acordo com Larsen et al. (2000), a
MOR fornece uma interpretacao sempre valida para os efeitos fixos, ou seja, ela nao



se modifica ao trocarmos os clusters que estao envolvidos na comparacao e, também,
quantifica apropriadamente a heterogeneidade existente entre os diferentes clusters.

Para o caso geral, quando comparamos individuos com diferentes covariaveis em di-
ferentes clusters a razao de chances mediana é definida como sendo

MORileizjz = med {eXp {<w§1j1 - wEQjQ)ﬁ + (711 - 722)} ’ /67 X} . (14)

E importante observar que a distribui¢ao de 7;, — 7;, ¢ simétrica em torno de zero
sob a suposicao de efeitos aleatérios independentes e identicamente distribuidos (i.i.d)
(ver Proposigao A.1 no Apéndice A para situagoes mais gerais onde isto também ocorre).
Nestes casos, independente dos clusters que sao comparados, a MOR, definida em (1.4),
assume sempre valor igual a 1 quando os individuos tem os mesmos valores observados
para as covariaveis. Para quantificarmos apropriadamente o efeitos dos clusters nestes
casos, Larsen et al. (2000) considera a mediana de exp {|v;, — 7i,|}, ou seja, a razao de
chances mediana é dada por

MOR|7;1J'171'2]'2\ = med {exp {l%l - %’2|} ‘ Ba X} )

em que |A| denota o valor absoluto de A. Para simplificarmos a notagdo, vamos deno-
tar OR1p = ORyj, ivjn, MOR12 = MOR; j, inj, € MORj19) = MORY;,;, inj,- Definimos
também k1 = (], ;, — },;,)8 ¢ Wiz = i, — %,

Larsen et al. (2000) mostra que se v ~ Ni(0,X), entdo Wias ~ N(0,0%,), em que
0%y = (2, — 2i,)'3(2i, — 2;,) denota a variancia de Wiy e z; é um vetor de dimensao k
com valor 1 na ¢-ésima posicao e 0 nas demais posicoes. Consequentemente, a razao de
chances em (1.3) pode ser reescrita como ORyo = exp {k12 + Wia}. A partir dai, Larsen
et al. (2000) obtém os resultados apresentados no Teorema 1.1 a seguir.

TEOREMA 1.1. Se v é um vetor aleatorio com distribuicao Normal com vetor de
médias 0 e matriz de covariancia 3 entao, dados X, 3 e X, seque que

a) A quantidade aleatoria O Ry tem distribuicdo Log-Normal com parametros de locagdo
Kio € escala 0%, cuja funcio de densidade de probabilidade (f.d.p) é dada por

1 1
fORu\ﬁ,E,X(r) = WGXP {—2—2(1I17“ — 1{12)2}, r e R+, (15)
12

)

b) Para a mediana da distribuicao em (1.5) seque que
(1) MORpo = med {exp {|Wis|} | B, %, X} = exp {med{|W1,| | 8,3, X}}
= exp {o12®71(0,75)},
(11) med {exp {—|Wi|} | B,%, X} = med{exp {|W2| | B, 2, X}} 1,
(11i)) MORy = med {exp{ri2 + Wi} | 8,3, X} = exp {k12}.

Note do item (i) que os termos ®~1(0,75) ~ 0,674 e o1 > 0, logo temos que a
MORp5 > 1. Note que quanto maior o valor de o7, maior serd MOR);5, indicando
que maior variabilidade entre os efeitos aleatorios resulta em um aumento do valor de
MOR)12. A MOR)12 nos mostra o quanto a chance relativa do evento de interesse de um
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dos individuos é maior do que a chance relativa do outro individuo. O resultado do item
(77) do Teorema 1.1 é 1itil quando houver interesse em trocarmos a ordem dos individuos
sob comparacao, isto é, se houver o interesse de obtermos a razao de chances mediana
entre a unidade de baixo risco e a unidade de alto risco, comparando os individuos
exatamente nesta ordem. O item (7i7) fornece uma medida para interpretarmos os efeitos
fixos, a qual é independente dos clusters envolvidos na comparagao, pois depende apenas
das covariaveis e dos efeitos fixos 3.

Do ponto de vista classico, para exemplificarmos numericamente a interpretacao
através da M OR, suponha que em determinado estudo temos a estimativa MOR =
exp {512®71(0,75)} = 3,06. Isto significa que para individuos com valores iguais das
covariaveis e que pertencem a clusters distintos, em termos medianos, o individuo de
maior risco tem chance de experimentar o evento de interesse igual 3,06 vezes a chance
do individuo com menor risco. Isto indicaria uma heterogeneidade substancial entre os
clusters em estudo, pois este valor, relativamente distante de 1, é consequéncia apenas
da diferenca de efeito entre os clusters. Note que a interpretacao feita desta forma é mais
simples e intuitiva do que se avalidssemos a variancia da distribuicao dos efeitos aleatérios
concluindo por grande heterogeneidade entre os clusters se esta variancia fosse grande.
Por outro lado, suponha que, em um outro estudo, estamos comparando um homem e
uma mulher que pertencem a diferentes clusters e tais que as demais covariaveis do estudo
tenham valores idénticos para ambos. Se a estimativa para M OR entre este homem e
esta mulher for igual a 2,44, isto significa dizer que, em termos medianos, o homem tem
chance de experimentar o evento de interesse igual a 2,44 vezes a chance da mulher, ou
seja, com probabilidade de 50% esta razao de chances é maior do que 2,44.

Essa interpretagao de OR foi considerada do ponto de vista classico e também fornece
uma boa interpretacao a priori condicional para OR, dados a matriz X, os efeitos fixos
B e os hiperparametros da distribuicao a priori de . Do ponto de vista bayesiano,
contudo, a OR é uma quantidade aleatéria que depende de ambos, os efeitos fixos 3 e/ou
os efeitos aleatérios «. Neste caso, os resultados obtidos por Larsen et al. (2000) podem
ser utilizados apenas para descrever o conhecimento prévio do pesquisador ao eliciar a
distribuicao dos efeitos aleatérios. No processo de inferéncia consideramos a distribuicao
a posteriori da razao de chances e, também neste caso, a interpretacao a OR podera ser
utilizada apenas se fixarmos os clusters aos quais pertencem os individuos envolvidos na
comparacao.



Capitulo 2

Modelo Logistico Misto
Skew-Normal

2.1 Introducao

Neste capitulo, vamos considerar o modelo logistico misto apresentado no Capitulo
1 e consideraremos diferentes distribui¢oes Skew-Normal (SN) para modelar o compor-
tamento do efeito aleatério. Como em Santos (2011), o foco principal deste trabalho
estd na interpretacao dos parametros. O uso da distribuicao SN para modelar o com-
portamento dos efeitos aleatérios foi, anteriormente, considerado em Liu e Dey (2008)
e Santos (2011). Através da abordagem bayesiana, Liu e Dey (2008) assumem que os
efeitos aleatdrios sao independentes e identicamente distribuidos (i.i.d) com distribuigao
SN e também assume uma distribuicao a priori discreta para o parametro de assimetria.
Santos (2011), por sua vez, considera um modelo mais flexivel do que o assumido em
Liu e Dey (2008) e foca na interpretagdo dos parametros considerando que os efeitos
aleatérios s@o i.i.d com distribuigdo Skew-Normal definida em Azzalini (1986) e, no caso
correlacionado, assumindo o comportamento dos efeitos aleatérios pode ser descrito pela
distribuicdo SN multivariada, proposta em Azzalini e Dalla-Valle (1996), com matriz de
escala diagonal.

Dados biolégicos, ambientais e financeiros sao frequentemente assimétricos e/ou com
caudas pesadas. Por terem esse tipo de comportamento, dados deste tipo nao sao, em
geral, bem ajustados pela distribuicao Normal. Pensando nesses exemplos, o atrativo
de usar a familia de distribuicoes SN esta na flexibilidade em ajustar densidades de
diferentes formas, entre elas uma distribuicdo perfeitamente simétrica (a distribuigao
Normal quando o pardmetro de assimetria é zero) ou uma distribuigao com forte grau
de assimetria (como a distribui¢ao half-Normal). Além disso, as familias de distribui¢oes
SN preservam algumas das boas propriedades da familia Normal.

Neste capitulo assumiremos distribuigoes Skew-Normais independentes e correlaciona-
das mais gerais e flexiveis do que aquelas assumidas em Santos (2011) e Liu e Dey (2008)
para representarmos o comportamento dos efeitos aleatorios. A f.d.p destas distribuigoes
e algumas propriedades sao apresentadas no Apéndice B. Na Secao 2.2, os resultados ob-
tidos por Larsen et al. (2000) e Santos (2011) para distribui¢ao da OR e sobre M OR sao
estendidos ao considerarmos estas classes de distribuicoes SN para os efeitos aleatorios.
Em Santos (2011), no caso Skew-Normal independente, os resultados sobre OR e MOR



foram obtidos assumindo que efeitos aleatorios sao independentes e identicamente dis-
tribuidos. Tais resultados sao estendidos ao considerarmos apenas independéncia para
os efeitos aleatérios. Sob tal suposicao obtemos, como subproduto, um resultado forne-
cendo a distribuicao de combinagoes lineares dos efeitos aleatérios. Ao reconhecermos que
a distribuigao para tais combinagoes lineares pertence a familia Skew-Normal Unificada
(SUN) proposta por Arellano-Valle e Azzalini (2006), os resultados em Santos (2011)
para o caso i.i.d também foram melhorados e seguem como corolarios dos casos mais ge-
rais obtidos neste trabalho. Mesmo no caso i.i.d, resultados novos sao obtidos a respeito
da MOR proposta para quantificar a heterogeneidade entre os clusters (itens (2)(i) e
(2)(it) do Corolario 2.2). Apresentamos resultados para combinagoes lineares dos efeitos
aleatorios, OR e MOR ao assumirmos a distribuicao Skew-Normal multivariada para os
efeitos aleatdrios. Estes resultados sdo mais gerais que os apresentados em Santos (2011),
uma vez que sao obtidos sem assumirmos restricoes para os parametros da distribuicao
Skew-Normal consideradas para modelarmos o comportamento dos efeitos aleatérios. Em
Santos (2011) os resultados sao obtidos considerando que a matriz de escala é uma matriz
diagonal.

Na Secgao 2.3 sao apresentados detalhes sobre o processo de inferéncia bayesiana nos
dois modelos logisticos mistos Skew-Normal utilizados. No primeiro caso, em que assu-
mimos efeitos aleatérios Skew-Normais i.i.d, o modelo é um pouco mais geral do que o
apresentado em Santos (2011), visto que consideramos também uma distribui¢ao a priori
Skew-Normal para representarmos a incerteza sobre o parametro de assimetria. Essa
modificacao permite eliciar uma distribuigao a priori que favorega valores positivos (ou
negativos) para A, tornando o modelo um pouco mais flexivel. No segundo caso, as-
sumimos a distribuicao SN multivariada para representar o comportamento dos efeitos
aleatorios. Sao usadas estruturas mais simples para a matriz de escala e para o vetor de
assimetria da distribuicao dos efeitos aleatorios, tornando o modelo mais parcimonioso.
Este modelo é exatamente o utilizado em Santos (2011). Ainda na mesma sec¢do, sdo
apresentados detalhes de como ¢ feito o processo de inferéncia a posterior: para a razao
de chances, como descrito em Santos (2011), e sdo descritos os critérios de selecao de
modelos utilizados nas se¢oes posteriores.

Na Sec¢ao 2.4 realizamos um estudo com dados simulados para avaliarmos o impacto
da ma-especificacao da distribuicao dos efeitos aleatérios. Para isso, sao considerados
bancos de dados simulados em que os efeitos aleatorios sao i.i.d e gerados de distribuicoes
Normal e Skew-Normal. Os bancos de dados diferem nao somente neste aspecto, mas
também por considerarmos diferentes valores para a variancia da distribuicao dos efeitos
aleatérios. Para a andlise, ajustamos modelos que consideram efeitos aleatérios i.i.d tanto
normalmente distribuidos quanto distribuidos segundo uma distribuicao Skew-Normal.
Na Secao 2.5 apresentamos um estudo de simulagao Monte Carlo com o objetivo de
avaliarmos a influéncia da distribuicao a priori do parametro de assimetria na inferéncia
a posteriori. Para tal, consideramos cenarios com diferentes niimeros de clusters e efeitos
aleatérios com diferentes niveis de assimetria. Para cada cenario ajustamos modelos
assumindo distribuicoes a prior: degeneradas, Normal e Skew-Normal para o parametro
de assimetria.

Nas Secoes 2.6 e 2.7 os modelos propostos sao aplicados a dados reais. Na primeira,
reanalisamos o conjunto de dados apresentado em Liu e Dey (2008) sobre um experimento
realizado para estudar a interacao entre atividade teratogénica de dois analogos de nia-
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cina 6-aminonicotinamide (6AN) e 3-acetylpyridine (3AP). Liu e Dey (2008) assumiu o
modelo logistico misto com diferentes especificagoes para os efeitos aleatérios. Eles con-
cluiram que o modelo logistico misto Skew-Normal é melhor que aquele que assume uma
distribuicao Normal para os efeitos aleatérios ou mesmo quando os efeitos aleatérios sao
tratados ndo parametricamente. Contudo, Liu e Dey (2008) consideram uma distribuigao
a priori com massa pontual para o parametro de assimetria A\, em que A assumir um valor
alto positivo ou alto negativo. Ao fazerem isto, eles assumem que os efeitos aleatorios
sao, necessariamente, todos positivos ou todos negativos. Na Secao 2.7, o banco de dados
usado em Larsen et al. (2000), que trata da contaminagao de suinos por Ascaris Suum, é
reanalisado considerando tanto a distribui¢ao Normal quanto a distribuicao Skew-Normal
para representar o comportamento dos efeitos aleatorios. A diferenca entre a andlise que
aqui realizamos para aquela apresentada em Larsen et al. (2000) reside no fato de que
esta tltima utiliza a abordagem classica para o processo de inferéncia dos parametros dos
modelo e assume apenas a distribuicao Normal para os efeitos aleatérios.

Finalizando este capitulo, a Secao 2.8 discorre sobre as principais conclusoes tiradas
ao considerarmos os modelos mais flexiveis introduzidos aqui.

2.2 Interpretacao dos parametros

Para simplificarmos o processo de inferéncia no modelo logistico misto, os efeitos
aleatorios sao, usualmente, assumidos como sendo independentes com distribuicao Nor-
mal. Tal suposicao, no entanto, é questionavel em alguns contextos como, por exemplo,
no estudo com dados bioldgicos discutido em Liu e Dey (2008). Nesta se¢ao, assumiremos
distribuicoes mais flexiveis para modelar o comportamento dos efeitos aleatorios. Consi-
deramos que tais efeitos aleatérios tém distribuicao Skew-Normal e também assumiremos
que sao independentes (Azzalini, 1985) ou correlacionados (multivariados) (Azzalini e
Dalla-Valle, 1996). Ambas familias SN consideradas aqui incluem a Normal como caso
particular. No entanto, diferentemente do que é observado para a distribuicao Normal,
o caso independente nao segue diretamente do caso multivariado ao assumirmos uma
matriz de escala diagonal. A independéncia na familia SN decorre do caso multivariado
se a matriz de escala é diagonal e se existe somente um componente nao nulo no vetor
de parametros de assimetria.

Ao longo deste trabalho denotamos por ¢,(y | @, 3) a fungao densidade de proba-
bilidade (f.d.p) associada com a distribui¢do multivariada N, (u, %), e por ®,(y | p, X)
a correspondente funcao de distribuicao acumulada (f.d.a). Se p = 0 (respectivamente,
p=0e3X =1,) estas fungdes serao denotadas por ¢,(y | ) e ®,(y | X) (respectiva-
mente, ¢,(y) e ®,(y)). Por simplicidade, ¢(y) e ®(y) serdo usadas no caso univariado.

2.2.1 Resultados a prior:i para a razao de chances: Caso inde-
pendente

ind. .
Assuma que, dados 0? € Ry e &, \; € R, 7 '~ SN(&,02,\;) parai = 1,...,k, em
que &, o? e \; sdo, respectivamente, os parametros de locagdo, escala e assimetria da

districao SN. Isto é, f(vi | &, 02, \) = U%¢ (7’0_—:&> o ()\1%0—_15’> , v €R
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Note que assumimos os efeitos aleatérios independentes, mas nao necessariamente
identicamente distribuidos e, por isso, os resultados obtidos aqui sao mais gerais do que
os obtidos em Santos (2011), onde se considera que os efeitos aleatérios sao i.i.d com
distribuicao Skew-Normal.

Como apontado em (1.3), a O R depende dos efeitos aleatdrios através Wis = v, — i, -
Por isso, para obtermos a distribuicao de OR;5, necessitamos encontrar a distribuicao
da combinacao linear de variaveis aleatérias independentes SN. Exibimos este resultado
na Proposicao 2.1 a seguir. Para apresenta-lo necessitamos conhecer a familia Skew-
Normal unificada (SUN) introduzida em Arellano-Valle e Azzalini (2006). Sua definicao
e algumas de suas caracteristicas sao indicadas no Apéndice B. Como antes, seja OR15 =
exp{r12 + Wiz}, em que kyp = (! ; — !, )3. Também considere §; = A;[1 + A 71/2,
PROPOSICAO 2.1. Se v % SN(&, 02, M), Vi = 1,....k, ect = (c1,...,c5) € um
vetor de constantes reais de ordem 1 x k, entdo c'y ~ SUN;,(c'€,0,[c'A'Ac]'/?, %),

t
em que & = (&,...,&), A = diag{oy,...,op}, Q* = ({f 11), I'" = (c!'A'Ac)"'2AAc,

A = diag{6y,..., 0}, 6 = N[1+ X2]7Y2 e sua f.d.p é

AAc AAcctATA!
fevienns (1) =28¢(x | '€, ' A'Ac) Py, ( —) . (2.1)

t
i SV I, —
tAc (z =€) [ Ly ctAtAce

DEMONSTRACAO.

Usando resultados conhecidos do calculo de probabilidades segue que, a fungao geradora
de momentos (f.g.m) de ¢y é dada por

Mct‘y<7n) = HM%‘(TC@')

k 2.2 2 ,
= H2exp {Tcifi 4 i }CD Llaicir
, 2 (14 X2)2
— eXp{Zcm&jL Z?‘Q 2 2}Hq>< 1+)\2)§alcir>

= exp {rc ¢ —|— ¢ AtAc} dp(rAAc | I;)[®1(0 | I;)] 7,

que de acordo com Arellano-Valle e Azzalini (2006) (ver Apéndice B) é a f.gm. da
distribuigao SUN citada em (2.1).
[l

Segue diretamente da Proposicao 2.1 que Wiy, tem distribuicao Skew-Normal Unifi-
cada, o que é dado no seguinte corolério.
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COROLARIO 2.1. Se Vi, nd SN(&,,02,N,), | = 1,2, entdo, dados os hiperparametros

1)
1
012 = (€i17 Ui217 >\i17§i27 0-1'227 )\i2>7 Seque que W12 ~ SUNLQ (521 - §i27 07 [Ui21 + 01'22] 2 7QT2)7
cuja f.d.p no ponto w € R € dada por

_ 2 9 w—&, +& €€t
Jwislon (W) = 40(w | & — &, 05, + 07,) P2 <W€ | Iy — m ,  (2.2)

em que € = (0;,0;,, — 0i25i2)t’ h, = (Fu 1

) el = (o2 + 0222)_% €.

DEMONSTRAGCAO.
Por simplicidade e sem perda de generalidade, o resultado sera provado considerando que
11 = 1 e iy = 2, ou seja, vamos considerar Wiy = v, — 2. Note que Wiy pode ser escrito
como ¢y, em que ¥' = (y1,--+ %) e ¢ = (1,—1,0,---,0). Assim, da Proposigao 2.1
temos que

Wiy ~ SUN, ('€, 0, [c'ATAc)'/?, QF),

em que

ctg = ct<§17"'?£k) :él _527
c'N'Ac = cddiag*{oi,...,op}c= 0%+ 03,
It = (cdiag*{o1,...,on}e) Vdiag{oy, ..., on}diag{d:,..., o }e

1

= (U%‘FU%)_E (0'1(51,—0'252,0,"' ,O)t.

Neste caso, uma vez que Ij é uma matriz diagonal de ordem k x k e T tem k — 2
entradas nulas, a funcao geradora de momentos de Wis, no ponto r € R, é dada por

tr 2 2\1
My, (r) = exp {(51 —&)r + %7“2(0% + 03)}%@ (g,t(J(; fﬁ)r =
1 Do (Tt, (02 + 02)2r | T
= exp {(51 - fQ)T + 57“2(0-% + U;)} 2( 125;-21((_)‘_|0-12—2)) : | 2)7

1
com I, = (6?2 4 02) 2 € e €= (0,01, — 0202)". t
1
Portanto, Wig ~ SUNj o (51 —&,04, (0% +02)2 ,Q’{2> , com Q}, = (I{Q F112), con-
12
cluindo a demonstracao.

O

Note que ao assumirmos &, = &, = 0, 07, = 0, = 0 e A\j;, = A\, = X em (2.2)
obtemos o resultado apresentado em Santos (2011).

A préxima proposicao fornece a distribuicao a priori para ORjs e a sua mediana,
dados os hiperparametros @5, = (&;1,0@-21, Aiys Eigs 0122, Ai,)' e os efeitos fixos B3, quando os
efeitos aleatdrios sao independentes (ind.) com distribuigao SN.

13



PROPOSICAO 2.2. Se Vi, g SN(&,,02, M), 1 = 1,2, entao, dados X, os efeitos

7

fizos B e os hiperpardmetros 012 = (&, 0%, My, iy, 05, Niy ), SEGUE quE

(1) a distribui¢ao de ORyo € a distribui¢io Log-SUN, proposta por de Queiroz et al.
(2015), com f.d.p

4
fOR12|ﬁ,912,X (T) = ;Qb(lnr”‘iw + gil - 5@'2) 01'21 + 01'22) (2'3)
Inr ki + &, — & et
x @ € L e, Iy — ——— |, parar € R;
2 <a§1 e s e B LR e R +

(i1) a razao de chances mediana € dada por
MORs, = exp {riz} exp { @ghy, , 0.5/, — &, 0,103 + 022, Q1) }.

em que Psun, ,(-) denota a f.d.a da distribuicio SUN dada em (2.2).

DEMONSTRACAO.

(i) Utilizando o resultado da proposigao anterior temos que, uma vez que ORjy =

exp {K12 + Wiz}, segue que Wiy = In (OR;5) — k12. Usando resultados do célculo de
probabilidades segue que

AW
dr

fOR12|579127X(T) = fW12|612(1n7’—/€12)

4
- ;gzﬁ(lnr - ’i12|§i1 - &27 02'21 + 01'22)

% (DQ (IHT — K12 — (5“ — €i2)6|12 B eet )

2 2 2 2
o; +oj, o; +oj,

4
= ;¢(1HT|I€12 + g’il - §i270-i21 + 0-1'22)
1 i — S !
XCDQ( nr €|K312+§1 626,I2—L>-

2 2 2 2 2 2
oy + 05, o; + 05, i

(ii) Seja md a mediana da distribuigdo de OR;5. Considerando o resultado em (i) e

denotando &* = k12 + (&, —&;,) e * = 07, + 07, segue da defini¢do de mediana que

md
Fori|p.6:.,x (md) = forpig.o2 A (1)dr = 0,5
0
md
4 1 _ £* Q)
- / Fo(nr =&, 57) <MGII2 - i) dr = 0,5,
0 r S 3

Aplicando a transformagao de variavel z = Inr — £*, temos que dz = dt/t e que

Inmd—£* O
/ 4z, 5%) Py (§6|I2 - 12) dz = 0,5
0

E*
A q)SUNl,z (ln md — F‘:12|€7;1 - fiw 07 [01'21 + 052]1/27 QIZ) = 0757
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de onde segue que
Inmd — k1 = CI)EIIJNLQ (075|§i1 — &, 0, [Uizl + 01‘22]1/27 QTQ)

omd = exp{rn+®5hy,, (0506, — €002 + 02]2,01,) .

Entdo, md = exp {k12} exp { @by, , (0516 — &, 0, [0 + 02]'/2,20) },
concluindo a demonstracao.

O

Para reduzirmos o ntimero de parametros as serem estimados, uma pratica comum
em modelos mistos é assumir efeitos aleatérios i.i.d. No proximo corolario apresentamos
alguns resultados a respeito da distribui¢ao de ORi5 e das medidas MORy; e MOR),
os quais foram discutidos em Larsen et al. (2000) sob suposi¢ao de normalidade para os
efeitos aleatorios.

itd

COROLARIO 2.2. Se v, ~ SN(&,0% N), 1 = 1,2, entdo, dados X, os efeitos fizos 3
e os hiperparametros 0 = (£,02,\), seque que

(1) a distribuicio de ORy5 € a distribuicao Log-SUN com f.d.p

4
forw|gex(r) = ;¢(IDT|I€12,202)
olnr 1\ dK12 1 52 1 —1

(2) a razao de chances mediana MOR1s € dada por

para r € RT;

(Z) MOR12 = med {eXp {/ﬁ)lg =+ ng} ’ ﬁ, )(7 0} = eXp {/‘ilg},’
(ii) MORp9 = med {exp {|Wis|} | B, X, 0} = exp {med {|W15| | B8, X,0}}
) ) ) I, 5(1,—1)t
= exp {CI)S}]NLQ(O,% | 0,0, (202)"/2, 912)}, em que Qyy = | 54 "1 V2o,
7 1
(iii) med {exp {—|Wis|} | B, X, 0} = med {exp {|[Wi|} | B, X, 6} "

DEMONSTRACAO.

(1) O resultado segue diretamente do item (i) da Proposicao 2.2 ao assumirmos §;, =
&'2 :f, 0'1-21 :0'222 = 02 € )\il = )\ig =\

(2) Os préximos resultados a respeito da M OR;5 decorrem do fato que, ao assumir-
mos efeitos aleatoérios i.i.d, a distribuicao de Wi é simétrica em torno de zero (Ver
Proposigao A.1, Apéndice A).
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(i) Utilizando o resultado em (ii) da Proposigao 2.2, temos que

(i)

MORU = med{exp {H12+W12} | B,X,O}
= exp {"i12}exp {(I)EIIJNLQ (075 | 0,0, (202>1/27 QTQ)}? (25)

1, Sa-u
em que Q7, = (5(17_1) V2 )

7 1
Como Wiy ~ SUN» (0,0, (20%)/2,€2},) a qual é uma distribui¢ao simétrica
em torno de zero, segue que gy, (0,5 | 0,0, (20%)"/2,Q7,) = 0. Logo, temos
a simplificacao da expressao em (2.5) e segue que MOR15 = exp {k12}-
Seja a; = med{exp {|W1a|} | B, X,0}. Assim, como a distribui¢ao de Wy, é
simétrica em torno de zero,

Plexp {|Wi2|} < a1 [ B, X,0) =0,5;
P(—Ina; < Wiy <Ilnay | B,X,0) =0,5;
2P (Wiy <lna; | B,X,0) —1=0,5;
P(Wiy <lna; | B,X,0) =0,75;
Dsyn,,(Ina; | 0,0, (2042 Q3,) = 0,75.

Desta forma, a; = @5y, (0,75 | 0,0, (20?)'/2,€2},). Usando a Proposigao A.2
no Apéndice A temos também que

med{|Wys| | 3, X,0} = exp{®g(y, (0,75 | 0,0, (20°)"/%, ©2},)}

Seja med{exp{—|Wy2|} | B, X,0} = h. Assim,

Plexp{—|Wp|} <h|B,X,0)=05;
P([Wio| = —=Inh | 8, X,0) = 0,5;

P(Wy, > —Inh|B,X,0)+ P(Wi, <Inh|B,X,0)=0,5;
2P (Wi, <Inh|B,X,0)=0,5;

Dsyn,,(Inh | 0,0, (2042 Q1) = 0,25.

Desta forma,

Inh =g}y, ,(025]0,0,(20%)", Q3,);
Inh = —Pghy, ,(0,75]0,0,(20%)"/2, Q1,);

-1
h = |exp{®5hn, (0,75 ] 0,0,(20%)"%, Q5,)} |
h = [med{exp{|Wy|} | 3, X,0}] "

Logo, med{exp {—|Wis|} | B,X,0} = [med{exp {|Wi|} | B,X,0}]", con-

cluindo a demonstracao.
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]

Parte do resultado apresentado no Corolério 2.2 foi obtido por Santos (2011), a saber,
a parte referente a distribuicao de OR;5 e sua mediana M OR proposta para quantificar
os efeitos fixos. No entanto, em Santos (2011) a distribuicdo de Wy nao havia sido
reconhecida como membro da familia de distribuicées SUN e nao haviamos provado que,
no caso i.i.d, a distribuicao de Wiy se tratava de uma distribuicao simétrica em torno de
zero. Estes novos avancgos permitiram melhorarmos também os resultados ja apresentados
no caso i.i.d e acrescentar novos itens referentes a M OR proposta para avaliar os efeitos
aleatérios.

A Figura 1 apresenta a f.d.p de Wiy e OR no caso i.i.d para diferentes valores de
A e assumindo 02 = 1 e k12 = 0. Valores de \ iguais em médulo fornecem a mesma
densidade. Notamos também que ao eliciarmos valores altos para |A|, a OR tende a ser
maior do que a assumida no modelo de Larsen et al. (2000).

0.5

0.4
0.6

0.3
I

0.4

0.2

Densidade-OR

0.2
I

Densidade-W 12

0.1

0.0
0.0

Figura 1: Distribuiges a priori de Wiy (esquerda) e OR (direita) para o caso indepen-
dente com £ = 0, 02 = 1, k13 = 0 e A = —8,5 (linha sélida), —2 (+), —1 (linha tracejada),
—0,5 (linha tracejada com pontos), 0 (e, modelo do Larsen et al. (2000)).

O primeiro grafico da Figura 1 nos revela que quanto maior a assimetria assumida
para a distribuicao dos efeitos aleatérios mais leves serao as caudas da distribuicao de
Wis. Além disso percebemos que a f.d.p de Wiy é simétrica em torno de zero. Em
consequencia disto, temos que a MOR;5 é igual a 1 para qualquer valor de A assumido, o
que ilustra a necessidade de utilizarmos a M OR);2; quando o interesse estd em interpretar
o efeito dos clusters. O segundo grafico da Figura 1 mostra que se considerarmos a
distribui¢do Normal (A = 0) para os efeitos aleatorios esta revela que, mais provavelmente,
ao compararmos dois individuos com as mesmas caracteristicas e que estao em clusters
diferentes, a razao de chances serd menor que 1. No entanto, se considerarmos valores
A distantes de 0, a f.d.p da OR;3 concentra maior massa de probabilidade em valores
préximos de 1, isto é, retrata menor heterogeneidade entre os clusters. Para valores de
A menores do que -8,5 a f.d.p da varidvel aleatoria OR;5 é muito similar a obtida com
A= —8,5.

E importante notarmos (Coroldrio 2.2) que ao assumir efeitos aleatérios SN ii.d a
interpretacao a priori dos efeitos fixos através da MOR nao dependera dos clusters
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em que os individuos estao. Isto nao é observado se os efeitos aleatérios nao forem
identicamente distribuidos. Um resultado similar foi obtido por Larsen et al. (2000) sob
normalidade em um cendrio mais geral, onde os efeitos aleatorios nao sao necessariamente
identicamente distribuidos.

As distribui¢oes de OR;5 dadas em (2.3) e (2.4) pertencem a uma classe de distri-
buigoes Log-Skew-Normais diferentes da classe log-Skew-Normal introduzida por Mar-
chenko e Genton (2010). Na classe de distribuigoes definida em Marchenko e Genton
(2010), a funcdo assimetrizadora é a f.d.a de uma distribuicdo Normal univariada en-
quanto que na familia de distribui¢oes definidas em (2.4) a fungao assimetrizadora é a
f.d.a de uma distribui¢ao Normal bivariada. A distribui¢ao em (2.4) é obtida ao introdu-
zirmos assimetria na distribui¢do em (1.5) e retornamos aos resultados de Larsen et al.
(2000) se fizermos A = 0 em (2.4).

2.2.2 Resultados a prior: para a razao de chances: Caso corre-
lacionado

Assuma que, dados &€, Q e a, v ~ SNi(&,Q, ) com densidade
Fy 1€ a) =20 (7] €Q) @ (@'w (v - §)), v R, (2.6)

em que & = (&,...,&)" € RF é o vetor de locacdo, a = (aq,...,a;)" € RF é o vetor
de parametros de assimetria, {2 é uma k X k matriz de covariancia positiva definida e
w = diag{oy,...,0r} é uma matriz diagonal formada pela raiz quadrada dos elementos
na diagonal de €2 e é tal que 2 = wWQw em que Q é uma matriz de correlacio.

Para obtermos a distribuicao da quantidade aleatéria O R;5, inicialmente encontramos
a distribuicao de combinagoes lineares dos efeitos aleatorios. A distribuicao de probabi-
lidade de qualquer combinacao linear dos efeitos aleatorios ao assumirmos a distribuicao
SN multivariada é apresentada na Proposigao 2.3.

PROPOSIQAO 2.3. Considere a combinacao linear c'vy em que ¢ = (cy,...,c;)t € um
vetor de constantes de ordem k x 1. Se vy ~ SNi(€,Q, ), entdo cty ~ SN(&'e, c!Qe, \),
1

em que A = [a'Quwc] [(1 + a'Qa)(c'S2e) — (a'Quwe)?] 2.

DEMONSTRACAO.

A funcao geradora de momentos do vetor aleatério «y aplicada no ponto r = (r1,...,7%)
obtida por Azzalini (2005), é dada por

t
)

at)

M —7
(1+ a'Qa)?

1
~(r) =2exp {§tr + §rt9r}<b

wTr |,

em que w = diag{oy,...,0} e 2 =w 1 Qw L.
Além disso, a funcao geradora de momentos de c'4 pode ser escrita como

Mo (r) = My(rc)
') (c'Q2c)

wcer
(1+aiQa)?  (€Q0)

[SIE ST

1
= 2exp {r&tc + §r20tﬂc}q>
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Fazendo 02 = ¢'Q2¢, podemos reescrever como

a'Quwe

(1 + a'Qa)(c'c)) 3

1
Meiy(r) = 2exp{r£tc+ 57“202}@ ro

A fungao acima ¢é igual a funcao geradora de momentos da distribuigao SN (&, 0, ),
em que £ = €'¢c, 0? = c'Qc e

A _ a'Quwe
V1+ A ((1 + atﬂa)(Cth))%
=\ = (afkoc) (2.7)

((1 + atﬂa)(ctQC) _ (athC>2>%

Logo, ¢ty ~ SN(¢'c, ¢'Qc, \), concluindo a demonstracao.

Como na secao anterior, é nosso interesse encontrarmos a distribuicao de Wi, =
Vi, — Viy- Apresentamos este resultado no Corolério 2.3.

COROLARIO 2.3. Se v ~ SNy(&,9Q, ) entio Wiy ~ SN (&, — &,,0*2 \y), em que
i11— 0% ol 1—o 91 —-1/2
= [k el (14 58, emtmm) g — (5, oot ))

%2 _ 2 2 -
o =o0;, +0;, — 204,

DEMONSTRACAO.

Considerando o vetor ¢ de forma que assuma valor 1 na posicao i1, valor -1 na posicao
19 e zero nas demais posicoes. Utilizando os resultados obtidos na Proposi¢ao 2.3 temos
que

c'v =W ~ SN(¢&'e, c'Qc, \),

e resolvendo as contas matriciais, obtemos que

t 2 2 .
cQc = o; +0;, —013;
t., .
5 c = £i1 - giw
b o o b (e
* i1l ial l
a'Que = g a [Lail — LUZ-Q] = g — o0 — 0iy) 5
=1 Ji1 o) O-izo-l =1 1
r Ay, O
= mVim
atﬂa = E E——
O10m
I,m=1

Substituindo os resultados na expressao de A em (2.7), segue que Wiy ~ SN(§;, —

*2 *
&i,, 0%, 05,), em que b

2
. ko afoii—oiy] k m ooy \ 42 k  auloigi—oiyl
12 — Zl:l o] 1 + Zl,m:l o10m o - Zl:l oy €

¥2 _ 2 2 : =
0% = 0; + 0}, — 2044, 0 que conclui a demonstragao.
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Estruturas mais simples para a matriz {2 podem ser assumidas e assim modelos mais
parcimoniosos sao construidos. Também, dependendo da estrutura assumida para 2,
preserva-se a interpretacao da razao de chances obtida sob normalidade. Esta invariancia
ocorre quando no Corolario 2.3 a distribuigao de Wi, é Normal, ou seja, para A}, = 0.

Como discutido em Santos (2011), considere por exemplo que Q = diag(c?,...,07) e
0?2 € R, em (2.6). Para algum vetor ¢ € R* que é ortogonal ao vetor Qw e, digo, tal
que Zle a;o;¢; = 0, temos que

k
Ct’Y ~ N (Z &ici,
i=1

que ¢ equivalente ao resultado obtido sob a suposicao de efeitos aleatorios independentes
e normalmente distribuidos.

Uma escolha naturalmente feita é considerarmos o7 = o2 para todo i. Se Zle a;c; # 0
e Q = 021, a distribuicdo para cl~y é

k k
c'y ~ SN (Z &iciy 0 Zcf, A*) :
i=1 i=1

em que A = [YF o] [(1+ 35, 028, &) — (8, cuei)? /2. Sob esta particular
estrutura para €2, o Corolario 2.4 apresenta dois resultados interessantes relacionados a
distribuicao de Wiy, que foram obtidos em Santos (2011).

COROLARIO 2.4.
(i) Se v ~ SNi(&, 021, a) entio

k
§ 2 2
G 0; )

(2.8)

=1

W12 ~ SN 51’1 - €i27 2027 [ah - aiz]

X ~1/2
2 (1 + Za?) — (g, — ai2)2] :
1=1

(ii) Se vy ~ SNi(€, 021}, aly,) entao Wiy ~ N (&, — &,,202).

DEMONSTRACAO.

(i) A demonstracao segue diretamente da Proposicao 2.3 ao considerarmos 2 = oI},
e o vetor ¢ assumindo os valores 1 na posicao i, -1 na posicao i5 e zero nas de-
mais posicoes. Neste caso, basta notarmos que € = I,. Resolvendo as operacoes
matriciais temos que

Qe = 20%
t
€ c = gil - 6127
a'Quwe = o'lole = o(a;, — ay,);
tQ _
a'Qa =

Entao W12 ~ SN(SH - 61’27 2027

 _ 0'(011'1 —Qy
)\12 -

k
a'la= E aj.
I=1

*
1), em que

Qi — Qg

[0+ o) 202)~ (oo, -0) ]

/2"

[2(1+Zf:1 a%)*(ail iy )2]
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(ii) A demonstragao segue diretamente de (7). Note que se a;, = o, = a entdo A}, = 0.
Logo, temos que Wiy ~ N(&, — &;,,20?), concluindo a demonstracao.

]

Entéao os resultados estabelecidos em Larsen et al. (2000) para OR15 e MOR;5 também
seguem se v ~ SN (&, 021, aly) e sob aquelas condigoes que levam ao resultado em (2.8).
Em todos estes casos, a ORj2 tem a mesma distribui¢ao Log-Normal obtida em (1.5). Na
Proposigao 2.4, fornecemos a distribuicao da O Ry, e sua mediana para o caso geral.

PROPOSICAO 2.4. Se os efeitos aleatdrios sao tais que v ~ SNi(€,Q, ) com f.d.p
dada em (2.6) entao, dados B, X e 0 = (§,9Q, o), seque que:

(1) a varidvel aleatoria ORyy = exp{ki2 + Wi} tem f.d.p

Jorwgxe(r) = §¢ (Inr | k1o + &, — &y, 0™)
D <Xf2 Inr — (k12 + &, — fz‘z)]) 7

0-*

(2.9)

2

*2 __ 2 2 * . . , .
r€ Ry, em que 0™ =0 + 0}, — 2044, € A}y € definido como no Corolario 2.3, e

(i1) a mediana da distribuicao em (2.9) é
MOR1z = exp{ria} exp{ @55 (0,5 | A[p)0" + &, — &, },

em que Pgn(- | Aiy) denota a f.d.a da distribuicao SN padrao com pardametro de
assimetria \j, dado no Coroldrio 2.5.
(111) se &, — &, =0 seque que
(1) MOR5 = med{exp{|Wi2|} | B, X,0} = exp{med{|Wy,| | 8, X,0}}
= exp {o*®71(0,75)};
(2) med{exp{—|Wul} [ 8, X, 0} = [med{exp{|Wi[} | B, X, 6}]7".

DEMONSTRACAO.

(i) Utilizando a Proposicao 2.3 temos que Wiy ~ SN (£*, 0% \},), em que £ = &, —&,,
eoc?e Al5 s@0 como no Corolédrio 2.3. Defina a variavel aleatoria 11 = k19 + Wia.
Assim, segue que Tip ~ SN(E* + k12,02 A},). Consequentemente, a distribuicao

de ORy9 = exp {712} é dada por

ar
dOR

fOR12\,3,X79(T) = fT12|B7X,9 (IDT)

2 . . L Inr— (& + K
= mqﬁ(lnﬂf —1—1{12,02)(1)()\12 (€ 12));7“>0.

O—*
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(ii) Seja a = med{OR;2}. Logo, temos que

For,8,x.6( / Jor.,(r)dr =0,5;
Inr — Inr — (&*
_/ ¢<m (€*+m))q>(x;2m (€*+“m))dr_o,5.
g TO* o o
~ _ Inr—(£*+k12)
Usando a transformagao z = ——>—%, segue que
lnaf(EiJer)
Fonuaxe@ = [ 20(2)B(N2)dz = 05
1 _ *
= ®SN < = (5* i Kjlz) | /\12) = 0757

em que Pgn(- | \jy) denota a f.d.a da distribuigdo SN padrao com parametro de
assimetria A}, dado no Coroléario 2.3. Disto, segue que

Ina — (f* + :‘ilg) _ *
o = (I)Sjl\f(0>5 | AT2);

a = exp{®gn (0,5 | Nip)o™ + & + K1a}.

Portanto, temos que med{ORs} = exp {12} exp{Pgy(0,5 | Aip)o™ + £*}.

(iii) Considerando &;, — &, = 0, segue que Wiy ~ SN(0,0%, \%,), onde 0*? e A}, sao
definidos como em (i).

(1) Inicialmente vamos encontrar o valor de med{exp{|Wis|} | 3, X,0}. Para isso
defina OR}, = exp{|W12|}. Desta forma, temos que a f.d.a de OR;, é

Forspxe(r) = P([Wi|<knr|B,X,0)

= Fwypxe(nr)— Fy,sxe(—Inr).

Como consequéncia temos que a f.d.p de ORj, é

1
fors,i3.x6(r) = . [fwiais.x.o (Inr) + fwisx.e (—Inr)]

_ 2 {Qs(lnr)q)(/\mlnr)+¢(—lnr)q)<—)\121nr>}
ro* o* o* o* o*
2 Inr
- (5
ro o
_216_11n7~2_1<<
= AP 5 | ;1 <r<oo.
Sendo assim, se a = med{OR}, | 3, X, 0}, temos que

/a L L(r\*L o (2.10)
X —_— e . .
, ro* \/27re P 2\ o* " ’
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Usando a transformagao z = Inr/c*, segue de (2.10) que

Ina

/”* L { L 2}d 0,25
exp 4 —=2" > dz = 0,25;

0 \/27T P 2

o (ma) — ®(0) = 0,25;

0-*

i (1”—“) — 0,75,
0-*

de onde decorre que a = med{OR}, | 3, X,0} = exp{c*®~1(0,75)}.

A outra parte da igualdade em (1) segue ao usarmos a Proposi¢ao A.2. Desta
forma,

med{exp{|Wi|} | B, X, 0} = exp{med{|Wy| | B, X,0}} = exp{c*® 1(0,75)}.

(2) Seja Y = exp{—|Wiz|}. Assim, af.d.adeY é
Fyigxe(y) = Plexp{—|[Wp[} <y[B,X,0)
= 1- FW12|9 (_ lny) + FW12|9 (lny)
Assim, temos que a f.d.p de Y é

frisxely) = 5 [fwate (—Iny) + fwaje (Iny)]

- L p()o() o 222
Yo o o o o

2 /1
= ¢(ny),0<y§1.

Yyo* o*

Desta forma, se ¢ = med{exp{—|Wi2|} | B, X, 0}, temos que

c 2 1 1 /Iny\>
——exp{ —= dy = 0,5; 2.11
/oo*y /—27TXP{ 2<U*>}y (2.11)

Usando a transformacao t = Iny/c* em (2.11), segue que

Inc
G| 1

exp{ —=t% b dt = 0,25;
/_w o p{ 2 }

) (1n_c> —0,25.
O—*
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Consequentemente, temos que

c = exp{oc*®1(0,25)};
exp{—c*®71(0,75)};
= [med{exp{[Wwl} | 8. X, 6}] ",

o que conclui a prova.

[]

O Corolério 2.5 que apresentamos a seguir mostra o resultado quando assumimos um
caso mais parcimonioso, isto é, quando assumimos que o efeitos aleatorios sao tais que
sua distribuicao tem matriz de escala oI},

COROLARIO 2.5. Se~y ~ SNy(&, 0%, ), em que & = (€,... . &) ea= (o, ..., a;)

entdo, dados B3, 0 e o, seque que

(1) a varidvel aleatoria ORyy = exp {k12 + Wi} tem f.d.p
V2 1

fOR12|ﬁ,a,o’2,X (T)

V20

P (\/;20_ [III’I“ - (Iilg +§Zl - 512)]) , T E R+, (212)

or

[Inr— (k12 + &, — fw)])

(11) a mediana da distribuicao em (2.12) é
MOR;; = exp{ria} exp{®5L (0,5 | Ni,)V20 + &, — &, }, (2.13)
em que A, = [ail - ai2”2(1 + Zf:l azQ) - (ail - ai2>2]_1/2'

DEMONSTRACAO.

(i) Segue da Proposigao 2.4 que a varidvel aleatéria OR;5 tem distribuicdo dada em
(2.9). Ao assumirmos Q = 021} em (2.9) temos que
*2

o2 = 20°
k
/\IZ = [ail - ai2][2<1 + Z 0%2) - (ail - ai2)2]71/27 (214)
i=1
o que fornece a distribuigao em (2.12).

(ii)) A demonstragao deste resultado segue diretamente de (i) na Proposi¢ao 2.4 ao
considerar 0*% e A}, dados em (2.14).

]

Os resultados obtidos em Santos (2011) sao casos particulares do Corolario 2.5, onde
foram somente mostrados resultados nos quais as suposicoes feitas sobre a distribuicao
dos efeitos aleatorios conduzem a uma distribuicao Normal para Wis.

A Figura 2 mostra a f.d.p de Wi5 e OR15 quando comparamos os dois individuos com
mesmos valores para as covariaveis (k15 = 0) e quando &, = &,, 0> =1e a;, =0e —5.
Diferentes valores de «;, sao considerados.
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Figura 2: Distribuigoes a priori de Wi, (esquerda) e OR (direita) para o caso dependente,
a;, = 0 (topo) e —5 (em baixo), 6 = 1, k19 = 0 e o;; = 0 (linha sélida), —5 (+), —2
(linha tracejada), 2 (linha tracejada com pontos), 5 (e).

Se a opiniao prévia de uma especialista revela que O Ry é, provavelmente, maior do
que um, da Figura 2 percebemos que a distribuicdo Normal (¢, = a4, = 0) pode nao
ser uma escolha apropriada para descrever a incerteza sobre os efeitos aleatérios. Neste
caso, a distribuicao multivariada SN com «;, = 5 e a;, = —5 pode produzir uma melhor
descricao da incerteza dele.

As distribui¢oes em (2.9) e (2.12) pertencem a classe de distribui¢oes Log-Skew-
Eliptica introduzida por Marchenko e Genton (2010). Como para o caso independente, a
MOR;5 depende dos efeitos fixos através do termo exp{ris}, termo este que é a razao de
chances quando os efeitos aleatorios nao sao incluidos no modelo. Contudo, em ambos os
casos, exp{ki2} é multiplicado por um termo que depende da f.d.a de alguma distribuigao
SN. Se, para o caso em (2.13), o parametro de assimetria do cluster iy é a;, = 0 e para
o cluster i; temos um forte grau de assimetria (a;, — 00), entdao M OR;5 é maior do que
a observada para os efeitos aleatorios Normais. Por outro lado, se a;; = 0 e a, — 00,
entao a MOR15 é menor que a observada para o caso Normal. A Figura 3 mostra o
comportamento de MOR;5 versus a;, para k12 = 0 e 0 = 1 assumindo diferentes valores
para o parametro de assimetria no cluster 75. Vemos que ao alterar os valores de «;, e a;,
diversos comportamentos para MO R, sao obtidos, sendo eles muito diferentes do que
seria obtido sob normalidade em que teriamos MOR;s = 1 para o caso exemplificado.
Por simplicidade, nas Figuras 2 e 3 assumimos «;; = 0 para todo j exceto para j = 1,2.
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MOR

Figura 3: MOR;s versus o, para a;, = —5 (+), a;, = —2 (linha tracejada), a;, = 0
(linha solida), a;, = 2 (linha tracejada com pontos), a;, =5 (e).

2.3 Inferéncia bayesiana no modelo logistico misto
Skew-Normal

Do ponto de vista bayesiano, a inferéncia para os modelos mistos é mais simples
dado que os efeitos aleatérios v = (71,...,7), ¥ € R¥, sdo consideradas como quan-
tidades desconhecidas a serem estimadas. Assuma a verossimilhanga em (1.1). Para
completar a especificacao do modelo, devemos eliciar a distribuicao a priori para os
parametros 3 e ~. Consideraremos dois modelos hierarquicos diferentes. Primeira-
mente, assumimos que os efeitos aleatérios sao i.i.d com distribuicao Skew-Normal uni-
variada, isto é, v; - SN(—d0+/2/m,02,X), dados o2 e A\, em que § = A[l + \2]71/2,
Também consideraremos efeitos aleatérios correlacionados tal que, dados o2 e a, v ~
SNy(=Ac+\/2/71y, 0%, aly) em que A = afl + ka?]""/2. Em ambos os modelos,
centramos as distribuicoes SN em zero para evitar problemas de falta de identificabi-
lidade do modelo, isto é, assumimos E(vy) = 0. Para os efeitos fixos, assumimos a
distribuigdo a priori B8 ~ Np.1(m,b*I,.1), e para os hiperparametros consideramos
02 ~ GI(a,d), A ~ SN(h,7%,0) e a« ~ N(h,7?), em que m € RP*L 1 6 € R, e 7%
b%, a e d sdo nimeros reais positivos. Consequentemente, segue que E(c?) = d(a — 1)7!
e V(0?) = d[(a — 1)*(a — 2)]7'. A estratégia de considerar uma distribuicao a prior:
Skew-Normal para A ja foi considerada, por exemplo, em Arellano-Valle et al. (2009) e

Arellano-Valle et al. (2013).
Seja D = (y, X ). Como consequéncia das suposi¢oes anteriores, para o caso i.i.d a

distribuigao a posteriori conjunta para ¥ = (3,7, 02, \) é

f0ID) [ﬁH@r) <1—mj>1y“] (2)7 () en o)

i=1j=1

X exp {_ B-m)(B-m) (v+ 50\/2/T1) (v + 60 /2]7 1) }
2b2 252

con{ BN, Ao+ 1oy 2) (1), o1

272 o T
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A distribuigao a posteriori em (2.15) nao possui forma fechada conhecida, assim de-
vemos considerar um esquema MCMC para gerarmos amostras desta distribuicao. Para
obtermos as distribuigdes condicionais completas a posteriori (d.c.c) dos efeitos aleatorios,
consideramos a representacao estocastica de Henze (Henze, 1986) para a distribuicao SN

univariada. Este resultado estabelece que, se T} ~ SN(A) entdo T; < 5|U;| + (1 — 62)V/2V,
em que U; e V; sao variaveis aleatérias i.i.d com distribuicao Normal padrao. Por sim-
plicidade, seja v; = |U;|. Visto que v; ~ SN(—=do+/2/7,02,)\), dados 02 e \, segue

que v; < 5o (wi — \/2/7T> +o(1- (52)% V;. Similarmente, se A\ ~ SN(h, 72, 60) obtemos
que, dados h, 72 e 0, A L ht mMg + mMg, em que M; e M sao i.i.d tal que

My L My ~ N(0,1) e Mz = |M].
Para simplificar a notagao, definimos ¥* = (83,~,02, A\, ¢, M3) e U*., representa o
vetor ¥* sem o componente «y. Assim, as d.c.c a posteriori sao

ooy [ 20 ] ] ]

i=1j=1

o { BB,

fID9Z,) o [ﬁ ﬁ {1 ixgxinii(]}ij}} yij {1 + GX; {WJ l_yij]

5 (- it - VE)
202%(1 — 6?) ’

X exp

¢ i — (i + 053/27m)8)
D) x o |-t e I

=1

202(1 — 52) o2 [’

f(0'2|D, 194;0.2

O e LS (o, el VB )

X exp —(1+92><>\ (%+h>>2 )

272

f(M3]|D, 9% ,,,) o GXP{—(lJ;Q)(M:%—\/liiQQO\;h)) }1[0,00){M3},
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em que 14{z} é a funcdo indicadora assumindo 1 se z € A. Note que a distribui¢ao
condicional completa a posteriori para cada componente 1; de 1 é uma distribuicao
Normal truncada abaixo em zero, com locacao (y; + 0d+/2/m)0c ™! e escala 1 — 62

Para o caso dependente, também temos que a distribuicao a posteriori nao tem forma
fechada conhecida. As condicionais completas, neste caso, foram obtidas em Santos (2011)
e podem ser encontradas no Apéndice C.

Tanto no caso i.i.d como no caso correlacionado, as d.c.c para 3 e =y sao log-concavas
e o algoritmo da amostragem adaptativa (ARS) pode ser usado para gerar das duas dis-
tribuicoes. O método da Rejeicao e o algoritmo da amostragem adaptativa com passo
de Metropolis (ARMS) também sao usados para gerar das demais distribuigoes a poste-
riori. Para detalhes destes algoritmos veja Gilks et al. (1995) e Gilks e Wild (1992) por
exemplo.

Observagao: Se v ~ SNi(0,0%I},aly), entdao qualquer sub-vetor de + de ordem
r x 1 tem a seguinte distribuigao r-variada SN,(0,0%I,,a*1,), em que a* = ac [l +
o?(k — r)]7'/2. Consequentemente, a distribuicio marginal de 7;, Vi = 1,...,k, tende a
uma distribuicao Normal se existir um ntimero grande de clusters. Podemos notar que, o
grau de assimetria na distribuicio marginal pertence ao intervalo (—o ' [k—r] /%0 [k—
7]~Y/2). Para quaisquer dois componentes 7; e 7; de v, segue também que Corr(y;,v;) =
—2(a*)?[7 + 2(a*)?(m — 2)] 7!, em que o* = ac 1 + a?(k — 7)]7/2. Veja detalhes em
Azzalini e Dalla-Valle (1996).

2.3.1 Razao de chances a posteriori

A OR é uma quantidade aleatéria que depende dos parametros 3 e dos efeitos
aleatérios «v. Devido a complexidade da distribuicao a posteriori no MLREA, é invidvel
obtermos analiticamente a distribuicao a posteriori de OR. Por outro lado, abordagens
computacionais tais como métodos MCMC fornecem boas aproximacoes para as distri-
buigoes a posteriori. Assim, como foi descrito em Santos (2011), podemos obter amostras
aproximada da distribuicao a posteriori de O R15 como se segue:

Passo 1: Gerar uma amostra (3',~') da distribuicio a posteriori;
Passo 2: Calcular ORyo' = exp{(zi,j, — i)' 0" + %, — 7L}

Os passos 1 e 2 devem ser repetidos até obtermos a convergéncia para todos os
parametros e amostras a posteriori de tamanhos razoaveis. A expressao no Passo 2 deve
ser mudada convenientemente de acordo com o interesse especifico do pesquisador. Uma
vantagem desta abordagem é que resumos a posterior: de OR, como mediana, moda e
média, assim como intervalos de credibilidade HPD, sao facilmente obtidos (ver Martins-
Filho et al. (2010)). A razao de chances modal a posteriori é um estimador atraente para
OR, uma vez que esta na regiao de mais alta densidade a posteriori. Informalmente fa-
lando, podemos concluir, quando comparamos dois individuos de clusters aleatoriamente
selecionados, que a razao de chances pode ser, mais provavelmente, a razao de chances
modal. A mediana e os intervalos de credibilidade HPD também tem interpretacoes na-
turais em termos de probabilidade e sao similares as propostas por Larsen et al. (2000)
para MOR e IOR (interval odds ratio), respectivamente. Contudo, usando a distribui¢ao
a posteriori de O R podemos concluir sobre a significancia de valores especificos para OR
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usando, por exemplo, os intervalos HPD. Neste caso, o principal interesse estd em testar-
mos a hipdtese nula Hy : OR15 = 1, que pode ser aceita se 1 pertencer ao intervalo HPD.
Realizar este tipo de teste traz um ganho na analise de dados visto que podemos levar
em consideracao apenas comparagoes que se mostrem significativas.

2.3.2 Métodos de selegcao de modelos

Para comparagao de modelos consideramos a ordenada preditiva condicional (CPO),
duas abordagens para o DIC (Deviance Information Criterion) e o fator de Bayes (BF).

A CPO é uma ferramenta usual para selecao de modelo que nos permite avaliar a qua-
lidade do ajuste, bem como para realizar comparagcoes entre modelos. Para a observacao
1, ¢ definida como sendo a distribuicao preditiva de y; dado as outras observacoes da
amostra, isto é, CPO; = f(y; | y_;)). Uma aproximagao para a C'PO; é dada por

1< 1 ]

emque 0V [ =1,..., L, éaamostra da distribuicdo a posteriori de . Apesar de fornecer
boas aproximagoes este critério, proposto por Newton e Raftery (1994), pode apresentar
instabilidades numéricas. Para detalhes sobre outras aproximagcoes ver por exemplo, Dey
et al. (1997); Gelfand (1996); Gelfand e Dey (1994).

A informagao que o C'PO; traz sobre o ajuste do modelo pode ser resumida usando a
estatistica B=n"1Y""  log (CPO;), em que n ¢ o tamanho amostral. Valores altos para
B indicam um bom ajuste. Para uma discussao mais detalhada sobre CPO indicamos a
leitura de Dey et al. (1997) e suas referéncias. Além disso, por simplicidade, a estatistica
B sera chamada de CPO no restante do texto.

O Critério DIC usualmente falha na selecao de modelos que incluem variaveis latentes.
Algumas abordagens para calcular o DIC nestes casos podem ser encontrados em Celeux
et al. (2006). Consideramos duas abordagens para calcular o DIC que sdo descritas
abaixo.

Seja D = —2log (f(y|@)) a deviance e denote por D a média a posteriori de D.
Assuma que D = —2log (f(y]0)), em que 8 é alguma estimativa a posteriori de 6. Secja
pD =D — D. Disto o DIC é dado por

DIC =D +pD =D +2pD =2D — D. (2.17)

Um valor pequeno para o DIC indica o melhor ajuste. Consideramos duas estimativas
a posteriori de @ e denotamos por DIC1 e DIC2 o DIC calculado assumindo que 0 é,
respectivamente, a média a posteriori da distribuicao conjunta e as modas a posterior:
das distribui¢oes marginais.

O Fator de Bayes (BF) mede a evidéncia em favor do modelo M; se comparado a outro
modelo M,. Um alto valor do fator de Bayes traz evidéncia em favor de M;. O BF é a
razao entre as distribuicoes preditivas a priori obtidas para os modelos sob comparacao,
isto é, BF = f1(y)/f2(y). As distribuigdes preditivas podem ser estimadas por

L

— |1 1]
fily) = [z > W] ; (2.18)

=1
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onde ) é como definido anteriormente. A aproximacdo em (2.18), proposta por Newton
e Raftery (1994), pode produzir estimativas instaveis dado que f (y|9(l)) pode assumir
valores muito pequenos. Uma abordagem alternativa para obter a distribuicao preditiva
a priori pode ser encontrada em Gelfand e Dey (1994).

Em nosso caso, f(y|@) é a funcao de verossimilhanga dada em (1.1) e @ é o vetor em
que os componentes sao os efeitos fixos e aleatérios. Por simplicidade, nas Secoes 2.4,
2.6 e 2.7 utilizamos apenas a primeira abordagem (DIC1) e entdo denotamos apenas por
DIC.

2.4 Estudo de dados simulados: O efeito da ma-

especificacao da distribuicao dos efeitos aleatorios

Nesta secao, o principal objetivo é avaliarmos o impacto da ma-especificacao das dis-
tribuicoes dos efeitos aleatérios na razao de chances a posteriori. Para isso, foram gerados
quatro conjuntos de dados partindo do modelo de regressao logistica misto. Considera-
mos 25 clusters, duas covariaveis e sua interagdo. Os conjuntos de dados (Dados 1, Dados
2, Dados 3 e Dados 4) s@o apresentados a seguir.

Tabela 2.1: Conjuntos de dados simulados
Ntmero de sucessos

X1 X9 n; Dados 1 Dados 2 Dados 3 Dados 4

1 -0,429 -1,519 110 6 0 15 43
2 -0429 0,261 108 30 35 24 90
3 -1,194 0,261 107 8 89 12 5

4 -0,429 0,854 107 14 0 76 56
5 -1,194 0,854 103 17 32 37 68
6 0,031 -1,519 98 41 3 18 24
7 0,031 0,261 102 87 5 64 64
8 0,031 0,854 106 37 82 41 20
9 1,868 -1,519 203 195 201 194 148
10 1,868 0,854 175 137 151 152 160
11 -1,194 0,854 180 87 157 36 115
12 0,337 -1,519 156 122 43 67 131
13 0,337 0,261 152 27 131 132 79
14 -1,194 0,261 148 21 134 21 27
15 0,337 0,854 151 90 53 143 42
16 -1,194 0,854 148 63 88 66 54
17 1,868 0,261 110 92 100 94 91
18 0,031 -1,519 108 27 47 53 6

19 0,337 0,854 107 68 79 43 36
20 -0,429 0,261 103 68 23 60 6

21 -1,194 -1,519 98 3 1 0 1

22 -0,429 0,854 102 90 42 70 102
23 0,031 0,261 106 81 104 96 42
24 0,337 -1,519 203 142 69 51 21
25 1868 0,854 175 144 83 156 171

A diferenca entre os conjuntos de dados apresentados na Tabela 2.1 reside na dis-
tribuicao usada para gerarmos os efeitos aleatérios. Para Dados 1 e Dados 2, os efeitos
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aleatorios foram gerados de distribui¢oes Normais i.i.d, centradas em zero e com variancias
1 e 4, respectivamente. Para Dados 3 e Dados 4, assumimos distribuicoes Skew-Normal
i.i.d que colocam maior massa em valores positivos, isto é, em que os efeitos aleatérios
sao positivos com probabilidade muito alta. Assumimos ~; w SN(—1,32;2,75;35) e
Vi w SN(—2,64;10,99; 35), respectivamente, para Dados 3 e 4. Visando uma comparacao,
ambas distribuigoes Skew-Normais tém média zero, enquanto a que variancia € igual a 1
para Dados 3 e igual a 4 para Dados 4.

Na Figura 4 sao apresentados alguns gréaficos visando avaliar o comportamento dos

efeitos aleatdrios gerados em cada um dos bancos de dados.
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Figura 4: Histogramas e distribui¢ao teérica (1° coluna), Q@Q-plot (2° coluna) e Fungoes
de distribui¢ao acumulada tedrica e empirica (3° coluna) para os efeitos aleatérios gerados
nos Dados 1 (1° linha), 2 (2° linha), 3 (3° linha) e 4 (4° linha).
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Ao observarmos a Figura 4 notamos que, em cada um dos bancos de dados, os efeitos
aleatorios gerados seguem corretamente o formato das distribuicoes tedricas propostas,
mostrando que os efeitos aleatérios de fato tem as caracteristicas de simetria (Dados 1 e
2) e assimetria (Dados 3 e 4) que desejdvamos considerar neste estudo.

Em todos os bancos de dados gerados, ajustamos quatro modelos que diferem entre si
por especificarmos diferentes distribuigoes a prior: para os efeitos aleatorios. Por simpli-
cidade, assumimos somente distribuigoes i.i.d para os efeitos aleatérios. No Modelo 1 con-
sideramos que ; ~ N(0,0?). Nos Modelos 2, 3 e 4 temos que ; P SN(—=do+/2/m, 02 N).
Contudo, assumimos diferentes especificacoes a priori para o parametro de assimetria:
A ~ N(0,1000), no Modelo 2, A ~ SN(0;2578,21;5), no Modelo 3, e no Modelo 4
consideramos A\ ~ SN(0;2751,46;100). Em todos os casos a variancia a priori para a
distribuicao de A é 1000.

As distribuicoes a priori para A nos Modelos 3 e 4 colocam maior parte de sua massa
em valores positivos. A moda e a média a priori para A no Modelo 3 (Modelo 4) sao
18,81 (1,96) e 39,73 (41,85), respectivamente. A Figura 5 apresenta as densidades da
distribuicoes a priori que assumimos para A nos Modelos 2, 3 e 4.

Densidade

0.000 0.005 0.010 0.015

-100 0 50 150

Lambda

Figura 5: Distribui¢oes a priori para A nos Modelos 2 (linha tracejada), 3 (linha tracejada
com pontos) e 4 (linha sélida).

Em nossa analise, também assumimos distribuicoes a priori pouco informativas para
os efeitos fixos (3; ~ N(0,10),i = 0,...,3) e para 0 (02 ~ GI(2,001;1)). A distribuigao
a priori para o foi escolhida de forma a garantir a existéncia da média e da variancia a
priori, as quais sdo, respectivamente, E(0?) =1 e V(0?) = 1000.

Para o MCMC, geramos uma cadeia de tamanho 30.000 (50.000) para o caso Normal
(Skew-Normal), descartamos as primeiras 20.000 amostras como o periodo de burn-in
e usamos um lag de 10 (30) passos para diminuirmos a autocorrela¢do, obtendo uma
amostra com tamanho final de 1.000. O algoritmo foi implementado utilizando o software
OzEdit (Doornik, 2007).
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Embora o DIC (deviance information criterion) e o CPO (conditional predictive ordi-
nate) exibidos na Tabela 2.2 mostrem que o Modelo 1 é preferivel para Dados 1 e Dados
2, e os Modelos 2 e 3 sao os melhores para Dados 4 e Dados 3, respectivamente, estas me-
didas nao fornecem evidéncias substanciais a favor de qualquer destes modelos, uma vez
que todos os modelos fornecem valores similares. Além disto, observamos da Tabela 2.3
que os modelos também nao fornecem estimativas pontuais substancialmente diferentes
para os efeitos fixos e para V(v;).

Por outro lado, os intervalos HPD a posteriori mostram ser uma boa ferramenta
auxiliar na selecao do modelo. Para todos os parametros, os intervalos HPD de 95%
a posteriori nos mostram que a incerteza a posteriori sobre os parametros é menor do
que tinhamos a priori. No entanto, se a distribuicao dos efeitos aleatorios nao é bem
especificada, as magnitudes dos intervalos HPD a posteriori para os efeitos fixos e para
o? tendem a ser altas.

O parametro de assimetria é em geral pobremente estimado, principalmente se existe
grande assimetria nos efeitos aleatorios. Os intervalos HPD com probabilidade a poste-
riori de 95% revelam que a incerteza a posteriori sobre A é ainda muito alta. Notamos
também que, na maioria dos casos, A nao é significativamente diferente de zero, com
excecao ocorrendo para Dados 3, sob os Modelos 3 e 4, e para Dados 4 sob o Modelo 4.

A Tabela 2.2 mostra o erro quadrético médio (EQM) associado as estimativas dos
efeitos aleatdérios em todos os casos, ao utilizarmos média, mediana e moda a posteriori
para estimar os efeitos aleatorios.

Tabela 2.2: Comparacao dos modelos

EQM para ~
Modelo Média  Mediana Moda [ CPO DIC
Dados 1
1 3,05 2,95 2,98 -1631,84 3263,18
2 2,78 2,93 3,73 -1632,14 3263,91
3 3,61 3,85 4,86 -1632,17 3263,89
4 3,83 3,83 4,09 -1631,82 3263,21
Dados 2
1 12,69 12,30 12,456 | -1402,09 2803,93
2 20,13 19,66 19,12 -1402,46 2804,41
3 14,22 14,67 15,72 -1402,57 2804,86
4 13,35 13,26 14,43 -1402,77 2804,98
Dados 3
1 5,03 5,12 5,30 -1568,09 3136,27
2 3,53 3,41 3,37 -1567,46 3135,01
3 3,17 3,01 3,12 -1566,81 3133,63
4 3,35 3,33 3,56 -1567,81 3135,63
Dados 4
1 16,30 16,76 18,79 -1527,95 3056,05
2 12,01 11,40 11,30 -1526,32 3052,88
3 9,92 9,77 9,38 -1526,37 3053,15
4 10,26 10,68 11,74 -1526,61 3053,60

Notamos da Tabela 2.2, que o EQM mostra-nos que a mé-especificagao da distribuicao
dos efeitos aleatorios resulta em estimativas a posteriori pobres para os efeitos aleatérios
(veja também a Figura 6). Este fato fica evidente, principalmente, para Dados 3 e 4 em
que as estimativas sob o Modelo 1 tém o maior EQM. Consequentemente, pelo fato da
OR depender de ~, obtemos estimativas a posteriori pobres também para a razao de
chances (ver Tabela 2.5).
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Tabela 2.3: Estimativas a posteriori para 3, V(v) e A, todos os modelos e conjuntos de

dados

Real Média Mediana Moda HPD Real Média Mediana Moda HPD
Dados 1 Dados 2
Modelo 1 Modelo 1
Bo -0,10 -0,15 -0,15 -0,17 [-0,52;0,35] -0,10 -0,12 -0,12 -0,06 [-0,87;0,68]
B1 1,16 1,32 1,32 1,36 [0,86;1,73] 1,16 1,17 1,17 1,10 [0,26;2,00]
B2 0,48 0,32 0,32 0,34 [-0,14;0,76] 0,48 0,96 0,96 0,94 [-0,05;2,09]
B3 -0,78 -0,76 -0,77 -0,80 [-1,26;-0,32] -0,78 -1,29 -1,27 -1,25 [-2,27;-0,49]
V() 1 1,11 1,04 0,95 [0,54;1,76] 4 4,31 4,01 3,60 (1,79;7,38]
Modelo 2 Modelo 2
Bo -0,10 -0,17 -0,18 -0,19 [-0,58;0,29] -0,10 -0,24 -0,23 -0,22 [-1,11;0,58]
B1 1,16 1,32 1,33 1,34 [0,84;1,83] 1,16 1,02 1,00 0,90 [0,15;1,82]
B2 0,48 0,36 0,36 0,39 [-0,10;0,82] 0,48 1,06 1,04 0,99 [0,14;2,11]
B3  -0,78  -0,74 0,74 0,77 [-1,31;-0,28] 0,78  -1,34 1,34 117 [-2,38;-0,40]
A 0 0,48 0,33 0,19 [-52,41;39,83] 0 -9,95 -2,26 -0,70 [-43,10;3,08]
V() 1 1,22 1,15 1,06 [0,55;2,07] 4 4,87 4,50 3,62 (2,35;8,79]
Modelo 3 Modelo 3
Bo -0,10 -0,22 -0,23 -0,22 [-0,72;0,24] -0,10 -0,26 -0,27 -0,21 [-1,07;0,46]
B 1,16 1,30 1,30 1,25 [0,84;1,71] 1,16 1,11 1,10 1,04 [0,33;2,15]
B2 0,48 0,28 0,26 0,19 [-0,08;0,73] 0,48 1,00 0,99 0,94 [0,18;1,86]
B3  -0,78  -0,70 -0,69 0,67 [-1,23;-0,21] 0,78  -1,28 1,27 117 [-2,15;-0,32]
A 0 16,97 4,03 1,12 [-7,25;74,12] 0 -0,53 -0,54 -0,06 [-12,80;3,35]
V() 1 1,23 1,14 1,01 [0,50;2,07] 4 4,59 4,28 3,75 [1,93;8,05]
Modelo 4 Modelo 4
Bo -0,10 -0,20 -0,20 -0,19 [-0,68;0,22] -0,10 -0,28 -0,28 -0,43 [-1,11;0,48]
B 1,16 1,32 1,33 1,33 [0,84;1,78] 1,16 1,16 1,14 1,17 [0,36;2,01]
B2 0,48 0,28 0,27 0,24 [-0,12;0,79] 0,48 0,95 0,94 0,86 [0,10;1,78]
B3 -0,78 -0,69 -0,68 -0,68 [-1,13;-0,18] -0,78 -1,39 -1,35 -1,28 [-2,42;-0,55]
A 0 3,37 1,70 0,84 [-0,94;14,21] 0 0,74 0,57 0,45 [-0,76;2,63]
V(v) 1 1,17 1,09 0,98 [0,52;1,99) 4 4,37 4,08 3,62 [2,08;7,34]
Dados 3 Dados 4
Modelo 1 Modelo 1
Bo -0,10 -0,04 -0,04 -0,04 [-0,42;0,37] -0,10 -0,22 -0,24 -0,26 [-0,88;0,42]
B1 1,16 1,50 1,50 1,53 [1,10;1,94] 1,16 1,03 1,04 1,00 [0,34;1,79]
B2 0,48 0,82 0,82 0,86 [0,40;1,29] 0,48 0,92 0,92 0,96 [0,25;1,68]
B3 -0,78 -0,72 -0,71 -0,69 [-1,20;-0,22] -0,78 -0,35 -0,38 -0,53 [-1,29;0,59]
V(7) 1 0,91 0,85 0,79 [0,39;1,55) 4 2,81 2,61 2,24 [1,34;4,95]
Modelo 2 Modelo 2
Bo -0,10 -0,06 -0,07 -0,13 [-0,39;0,39] -0,10 -0,25 -0,26 -0,25 [-0,94;0,42]
B 1,16 1,45 1,44 1,38 [1,10;1,83] 1,16 1,23 1,24 1,12 [0,64;1,95]
B2 0,48 0,68 0,66 0,64 [0,32;1,07] 0,48 0,84 0,83 0,76 [0,29;1,48]
B3 -0,78 -0,69 -0,69 -0,69 [-1,05;-0,27] -0,78 -0,33 -0,37 -0,40 [-0,98;0,50]
A 35 22,45 19,9 8,59 [-2,03;64,28] 35 24,63 20,81 5,78 [-1,15;64,28]
V(7) 1 0,83 0,78 0,70 [0,41;1,38) 4 2,90 2,71 2,37 [1,30:4,96]
Modelo 3 Modelo 3
Bo  -0,10 — -0,05 20,06 0,10 [-0,35;0,36] -0,10 ~ -0,26 20,27 0,37 [0,74;0,34]
B 1,16 1,40 1,40 1,39 [1,10;1,72] 1,16 1,18 1,20 1,34 [0,56;1,84]
B2 0,48 0,64 0,63 0,60 [0,36;0,98] 0,48 0,82 0,79 0,73 (0,29;1,46]
B3 -0,78 -0,65 -0,66 -0,70 [-1,03;-0,28] -0,78 -0,36 -0,35 -0,34 [-0,93;0,32]
A 35 48,63 42,63 21,22 [1,48;113,22] 35 43,08 38,14 23,00 [-0,51;102,06]
V(y) 1 0,84 0,79 0,74 [0,40;1,41] 4 2,84 2,73 2,80 [1,28:4,71]
Modelo 4 Modelo 4
Bo  -0,10 — -0,05 20,07 0,08 [0,42;0,29] -0,10 ~ -0,20 20,23 0,23 [0,82;0,57]
B 1,16 1,42 1,42 1,42 [1,10;1,77] 1,16 1,27 1,27 1,25 [0,52;1,94]
B2 0,48 0,68 0,66 0,66 [0,34;1,02] 0,48 0,82 0,80 0,77 (0,22;1,43]
B3 -0,78 -0,69 -0,69 -0,70 [-1,07;-0,28] -0,78 -0,35 -0,36 -0,32 [-0,98;0,32]
A 35 12,62 12,96 20,33 [1,64;21,43] 35 15,25 16,86 21,39 [2,80;21,82]
V() 1 0,83 0,78 0,66 [0,41;1,50] 4 3,02 2,78 2,49 [1,28;5,10]

A Figura 6 mostra a f.d.p dos efeitos aleatérios estimada usando os valores estimados
dos parametros através da média (coluna 1), mediana (coluna 2) e moda (coluna 3) a
posteriori para todos os modelos e conjuntos de dados utilizados. Os graficos na linha [
correspondem as estimativas para Dados [, [ =1,...,4.
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Figura 6: Histogramas dos efeitos aleatérios gerados, f.d.p real dos efeitos aleatérios (linha
sélida) e f.d.p plug-in usando, a posteriori, média (1° coluna), mediana (2° coluna) e moda
(3° coluna), sob Modelo 1 (linha tracejada com pontos), Modelo 2 (linha tracejada),
Modelo 3 (o) e Modelo 4 (+), para Dados [, I = 1,...,4 (linha [).

Através da Figura 6, podemos notar da coluna 3 que, usando a moda a posteriori,
todos os modelos geram boas aproximacoes da densidade real para Dados 1 e Dados
2. Este resultado é esperado dado que a familia de distribuicoes Skew-Normal inclui a
distribuicao Normal como um caso particular. Entretanto, isto nao é necessariamente
observado quando usamos como plug-in as estimativas obtidas a partir da média e da
mediana a posteriori. Considerando a média a posteriori, por exemplo, os Modelos 3 e 4
para Dados 1 e o Modelo 2 para Dados 2 apontam grandes graus de assimetria para as
distribuicoes dos efeitos aleatérios. Para Dados 3 e Dados 4, o Modelo 1 fornece estima-
tivas ruins para a distribuicao dos efeitos aleatorios, o que é esperado pois a distribuicao
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Normal nao captura a assimetria existente. As estimativas plug-in obtidas sob os Mode-
los 2, 3 e 4 usando a média e a mediana, a posteriori, tendem a ser mais proximas da
densidade real do que quando usamos a moda a posteriori.

A Tabela 2.5 apresenta alguns resumos a posteriori para razoes de chances que compa-
ram individuos em diferentes clusters com mesmas covaridveis (OR;, ORy e OR3) e com
diferentes covariaveis (ORy, ORs e ORg). A descricao completa sobre as comparagoes
realizadas esta disponivel na Tabela 2.4 a seguir.

Tabela 2.4: Clusters selecionados para célculo da OR

Dados 1 Dados 2
OR 1° Cluster 2° Cluster 1° Cluster 2° Cluster Descricao da comparagao
1 22 4 2 20 diferentes clusters e mesmas covariaveis
2 16 5 11 5 diferentes clusters e mesmas covaridveis
3 6 18 19 15 diferentes clusters e mesmas covaridveis
4 9 17 4 1 diferentes clusters e covariaveis
5 12 21 23 2 diferentes clusters e covariaveis
6 10 24 8 21 diferentes clusters e covaridveis
Dados 3 Dados 4
OR 1° Cluster 2° Cluster 1° Cluster 2° Cluster Descricao da comparagao
1 18 6 5 11 diferentes clusters e mesmas covaridveis
2 12 24 2 20 diferentes clusters e mesmas covariaveis
3 25 10 22 4 diferentes clusters e mesmas covariaveis
4 23 2 17 9 diferentes clusters e covariaveis
5 4 1 20 3 diferentes clusters e covaridveis
6 10 24 14 24 diferentes clusters e covaridveis

Analisando a Tabela 2.5, notamos que as estimativas a posteriori para OR podem
ser realmente diferentes de um modelo para o outro. A distribuicao a posterior: para
OR pode revelar forte assimetria, como é o caso da ORg em Dados 2, uma vez que
resumos a posteriori desta distribuicao sao muito distantes um dos outros. Ao contrario
do que foi sugerido em Larsen et al. (2000), a mediana a posteriori da distribuigao de
OR nao necessariamente fornece a melhor estimativa a posteriori para OR. Notamos,
por exemplo, que se existir grande variagao entre os clusters, a média a posteriori tende
a fornecer melhores estimativas para OR quando houver forte assimetria na distribuigao
dos efeitos aleatérios (Dados 4). Contudo, se existir simetria para a distribuigao dos
efeitos aleatérios (Dados 2), a média (mediana) a posteriori fornece melhores estimativas
para individuos com mesmas (diferentes) covaridveis. Para conjuntos de dados onde ha
pequena variagao entre os clusters (Dados 1 e 3), a mediana a posteriori nao é o melhor
estimador para OR. Nestes casos, as médias e modas a posteriori tendem a fornecer
melhores estimativas. Se nao existir assimetria entre os clusters, a moda a posteriori de
OR tende a ser melhor se a comparacao ocorre entre individuos com mesmas covariaveis.
Nestes casos, se houver forte assimetria entre os clusters a média a posteriori revela-se
melhor estimador de OR.
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Tabela 2.5: Estimativas a posterior: para a razao de chances

ORg

ORg

ORg

ORy
OR2
OR3
ORy4
ORs
ORg

ORy
OR2
OR3
ORy4
ORs
ORg

ORy
OR2
OR3
ORy4
ORs
ORg

OR1
OR2
OR3
ORy4
ORs5
ORg

Real Média Mediana Moda HPD Real Média Mediana Moda HPD
Dados 1 Dados 2
Modelo 1 Modelo 1
68,05 43,77 39,96 36,78 [15,06;79,95] 1,75 1,75 1,65 1,51 [0,91;3,00]
2,91 3,69 3,53 3,35 [1,73;5,72] 14,41 15,94 15,20 13,10 [7,34;25,70]
1,66 2,18 2,06 1,90 [1,13;3,60] 6,09 5,34 5,11 4,83 [2,91;8,46]
5,69 5,97 5,22 4,26 [1,92;11,93] 1,60 9,61 2,51 0,66 [0;34,18]
108,77 150,72 120,06 92,63  [34,77;338,70] 244,40 109,84 81,31 61,50 [19,73;282,15]
1,58 1,63 1,57 1,49 [0,97;2,40] 538,73 1233,35 480,02 203,35 [54,56;4986,74]
Modelo 2 Modelo 2
68,05 39,61 36,87 31,00 [15,67;69,72] 1,75 1,79 1,67 1,47 [0,78;2,88]
2,91 3,79 3,58 3,34 [1,82;6,32] 14,41 16,16 15,36 13,39 [7,44;26,32]
1,66 2,24 2,15 1,88 [1,00;3,53] 6,09 5,51 5,37 5,43 [2,92;8,41]
5,69 5,70 5,08 4,43 [1,50;11,06] 1,60 136,09 2,04 0,35 [0,00;101,42]
108,77 160,26 126,26 90,71  [28,89;386,59] 244,40 82,20 61,73 44,89 [14,12;200,95]
1,58 1,60 1,55 1,45 [0,90;2,34] 538,73 1937,18 529,76 223,08 [27,57;5203,58]
Modelo 3 Modelo 3
68,05 39,49 36,64 31,40 [14,96;69,86] 1,75 1,79 1,69 1,60 [0,87;3,04]
2,91 3,74 3,55 3,37 [1,71;5,96] 14,41 15,82 15,01 13,48 [7,79;26,24]
1,66 2,20 2,09 1,96 [1,08;3,68] 6,09 5,50 5,27 4,81 [2,69;8,45]
5,69 5,80 5,17 4,40 [1,50;11,88] 1,60 21,43 2,49 0,56 [0,00;38,13]
108,77 164,98 131,58 92,36 [21,66;395,93] 244,40 100,73 74,16 42,66 [15,25;266,41]
1,58 1,61 1,55 1,45 [0,92;2,34] 538,73 1457,14 514,93 220,62 [40,66;4162,15]
Modelo 4 Modelo 4
68,05 42,13 39,13 32,71  [17,05;75,78] 1,75 1,75 1,65 1,50 [0,79;2,38]
2,91 3,73 3,57 3,39 [1,69;5,97] 14,41 15,89 15,09 13,24 [7,67;26,82]
1,66 2,18 2,08 1,87 [1,07;3,65] 6,09 5,36 5,17 5,22 [2,96;8,50]
5,69 5,92 5,14 4,27 [1,71;12,16] 1,60 24,91 3,03 0,79 [0,02;42,67]
108,77 152,70 122,66 103,22 [24,92;358,69] 244,40 110,21 82,40 62,18 [15,17;265,10]
1,58 1,61 1,56 1,40 [0,92;2,34] 538,73 1449,51 511,03 202,53 [39,81;4308,76]
Dados 3 Dados 4
Modelo 1 Modelo 1
4,03 4,29 4,05 3,68 [1,86;7,05] 1,98 1,13 1,09 1,00 [0,63;1,71]
2,34 2,26 2,22 2,11 [1,28;3,24] 59,34 81,02 71,50 52,95 [24,99;166,57]
1,85 1,31 1,23 1,09 [0,59;2,14] 1160,22 133,73 68,14 43,64 [9,58;439,28]
53,48 28,57 26,29 21,42 [12,12;52,84] 2,10 1,88 1,77 1,72 [0,85;3,01]
9,30 17,17 16,12 14,80 [7,18;30,10] 2,21 1,55 1,28 0,96 [0,16;3,51]
15,77 21,12 20,28 19,75 [11,62;32,39] 1,82 1,96 1,85 1,66 [0,89;3,38]
Modelo 2 Modelo 2
4,03 ~ 4,33 113 1,00 [1,08;7,24] 1,98 1,14 111 T,11 [0,64,1,78]
2,34 2,20 2,16 2,00 [1,38;3,26] 59,34 64,75 58,72 52,84 [26,77;123,12]
1,85 1,32 1,24 1,12 [0,60;2,22] 1160,22 331,00 115,55 55,39  [10,30;1194,05]
53,48 30,93 28,10 25,10 [11,95;57,29] 2,10 1,87 1,79 1,70 [0,93;3,01]
9,30 17,45 16,00 14,14 (6,32;29,29] 2,21 1,73 1,54 1,28 [0,52;3,37]
15,77 19,63 18,76 17,20 [10,59;30,35] 1,82 1,97 1,91 1,89 [1,00;3,19]
Modelo 3 Modelo 3
4,03 ~ 4,44 1,24 1,00 [2,21;7,19] 1,98 1,14 1,09 0,98 [0,61;1,72]
2,34 2,17 2,13 2,11 [1,27;3,12] 59,34 60,24 54,93 4556  [24,14;110,90]
1,85 1,32 1,26 1,15 [0,65;2,18] 1160,22 1179,08 133,44 53,33 [13,74;3093,65]
53,48 31,27 29,32 27,41 [13,73;57,79] 2,10 1,88 1,81 1,66 [0,86;2,98]
9,30 17,48 16,49 14,18 [7,71;30,54] 2,21 1,79 1,65 1,50 [0,47;3,32]
15,77 19,26 18,58 16,64 [10,31;29,25] 1,82 2,01 1,92 1,62 [0,96;3,30]
Modelo 4 Modelo 4
4,03 4,31 4,14 3,58 [2,01;7,10] 1,98 1,11 1,09 1,08 [0,61;1,68]
2,34 2,17 2,13 2,16 [1,34;3,20] 59,34 64,34 58,40 48,15  [22,01;117,00]
1,85 1,32 1,24 1,07 [0,54;2,15] 1160,22 979,37 132,36 50,01  [13,28;3209,89]
53,48 31,02 28,21 25,50 [12,98;59,37] 2,10 1,86 1,77 1,58 [0,89;3,03]
9,30 17,36 16,23 13,36 [7,46;30,70] 2,21 1,74 1,55 1,32 [0,46;3,60]
15,77 19,52 18,57 16,81 [10,66;30,74] 1,82 2,03 1,93 1,80 [0,96;3,46]
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2.5 Estudo Monte Carlo: O efeito da distribuicao a
priort de A

Na Secao 2.4 concluimos que usualmente o parametro de assimetria A nao é bem
estimado no modelo de regressao logistica com efeitos aleatérios Skew-Normais. Visto
que a distribuicao a priori dos efeitos aleatérios influencia a interpretacao dos efeitos
fixos, nesta secao, o nosso objetivo é considerarmos diferentes especificacoes a priori
para o parametro de assimetria e avaliarmos se existe algum ganho em fixar o parametro
de assimetria como ¢é feito em Liu e Dey (2008).

Nesta secao, realizamos um estudo Monte Carlo em que consideramos 100 replicacoes
do modelo logistico misto dado em (1.1), assumindo como efeitos fixos os valores 3 =
(Bo, B1, B2)" = (—0,1;1,2;0,5)". Consideramos 6 cendrios que se diferenciam no ntmero
de clusters (k = 25 para os Cendrios la, 2a e 3a e k = 100 para os Cendrios 1b, 2b
e 3b) e na distribuigdo usada para gerar os efeitos aleatérios. Em todos os cenérios
sao gerados efeitos aleatérios ~; i.i.d com distribuicao Skew-Normal tal que V() = 2.
Para os Cenérios la e 1b assumimos v; ~ SN (0,2,0). Os efeitos aleatdrios nos Cendarios
2a e 2b sao gerados de SN(—1,777;5,156;5) e, nos Cendrios 3a e 3b, assumimos que
vi ~ SN(—1,869;5,493;30). As covaridveis consideradas no estudo estdao na Tabela 2.6.
Para os conjuntos de dados com k = 100 clusters consideramos as mesmas covariaveis,
mas o nimero de observagoes em cada cluster é assumido ser aproximadamente n; /4, isto
é, dividimos cada cluster na Tabela 2.6 em quatro clusters.

Tabela 2.6: Covaridveis e nimero de observacoes em cada cluster
Cluster — n; X X, Cluster — n; X X5

1 110 -0,429 -1,519 14 148 -1,194 0,261
108 -0,429 0,261 15 151 0,337 0,854
107 -1,194 0,261 16 148 -1,194 0,854
107 -0,429 0,854 17 110 1,868 0,261
103 -1,194 0,854 18 108 0,031 -1,519
98 0,031 -1,519 19 107 0,337 0,854
102 0,031 0,261 20 103 -0,429 0,261
106 0,031 0,854 21 98 -1,194 -1,519
9 203 1,868 -1,519 22 102 -0,429 0,854
10 175 1,868 0,854 23 106 0,031 0,261
11 180 -1,194 0,854 24 203 0,337 -1,519
12 156 0,337 -1,519 25 175 1,868 0,854
13 152 0,337 0,261

00 3 O Ul = W I

Em cada um destes cenarios ajustamos sete diferentes modelos. Em todos eles as-
sumimos distribui¢ées a priori pouco informativas para os efeitos fixos (5; ~ N(0, 10),
i=0,...,2) e para o2 por eliciarmos 02 ~ IG(2,001;1). Consequentemente, a priori, te-
mos que E(02) = 1 e V(02) = 1.000. Assumimos também que v; & SN (—do+/2/7, 0%, \).
Os modelos diferem nas distribuicoes a priori para o parametro de assimetria. Os mode-
los My a My assumem distribuigoes a prior: degeneradas para A, isto é, o parametro de
assimetria é fixado em A = —30, -5, 0, 5 e 30, respectivamente. Nos modelos Mg e M,
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assumimos distribuicoes a priori Skew-Normal nao-degeneradas, com médias e variancias
iguais. Especificamente, consideramos A ~ N(0,100) e A ~ SN(0;257,821;821,5) para
os modelos Mg e My, respectivamente. As densidades destas distribuicoes a priori sao
apresentadas na Figura 7.

0.04
1

0.03
I

Densidade

0.01
1

0.00
|

Figura 7: Distribuigdo a priori de A, distribuigoes Normal (linha pontilhada) e Skew-
Normal (linhas sélida).

Para o MCMC, geramos uma cadeia de tamanho 30.000 (45.000) para os modelos
M a Ms (modelos Mg e Mz), descartamos as primeiras 5.000 (20.000) amostras como o
periodo de burn-in e usamos um lag de 50 passos para diminuir a autocorrelacao, obtendo
uma amostra da distribuicao a posterior: de tamanho 500. O algoritmo foi implementado
usando o software OxEdit.

2.5.1 Estimativas dos parametros

Nesta subsecao analisamos o efeito da especificacao a priori para A na média a pos-
teriori para os efeitos fixos, na variancia de 7; e no parametro de assimetria \.

A Figura 8 mostra o erro quadrédtico médio (EQM) para as médias a posteriori sob
todos os modelos e para todos os cenarios. Como esperado, o EQM tende a ser menor
quando o numero de clusters é alto e tende a ser maior quando o valor para A no modelo
esta longe do valor verdadeiro. O modelo M3 é usualmente o melhor modelo se os efeitos
aleatorios sao gerados de uma distribuicao Normal e também é um modelo razoavelmente
bom nos outros dois casos. Os modelos M, a M7 sao modelos comparaveis se os efeitos
aleatérios vem de distribuigoes Skew-Normal com A = 5 e 30. Nestes dois casos, os EQMs
sao muito proximos e tendem a ser menores para todos os parametros.

Em conclusao, se os efeitos aleatérios sao normalmente distribuidos, usualmente ob-
temos estimativas ruins se especificamos incorretamente o valor a priori de X\. Contudo,
se os efeitos aleatérios sao gerados de distribuicoes na familia Skew-Normal, o modelo
que assume efeitos aleatorios normalmente distribuidos tem bom desempenho. Também
concluimos que, embora o parametro de assimetria nao seja muito bem estimado, assu-
mir uma distribuicao a priori nao-degenerada para ele pode nao ser uma boa estratégia.
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Notamos que o EQM para os efeitos fixos e variancia dos efeitos aleatérios sao, em geral,
menores sob os modelos Mg e M.
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Figura 8: Erro quadrético médio (EQM) com as médias a posteriori para os efeitos fixos
e variancia dos efeitos aleatérios, nos cenarios com k = 25 (esquerda) e k = 100 (direita)
e verdadeiros valores A =0 (o), A =5 (m) e A =30 (x).
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Na Figura 9 apresentamos o vicio obtido empiricamente para as estimativas dos
parametros, sob todos os modelos e para todos os cenarios, quando usamos as médias a
posterior, como estimador.
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Da Figura 9 observamos que, em geral, os modelos em que se estima o parametro de
assimetria A, ou seja, os modelos Mg e M7, estao entre os modelos com menor vicio para
todos os parametros. Para os cendrios com assimetria positiva na distribuicoes dos efeitos
aleatérios e k = 100 (Cendrios 2b e 3b) notamos que, como seria esperado, os modelos
M e M, tem maior vicio para quase todos os parametros. A excecao ocorre apenas para
5o no modelo M,. Ainda para [y percebemos que para todos os modelos e valores de A,
o vicio tende a diminuir quando o nimero de clusters aumenta de k = 25 para k = 100.
Quando analisamos V'(;), vemos que o modelo M3 apresenta o menor vicio em quase
todos os cendrios. Quando A = 0, ou seja, nos cendrios la e 1b, o vicio de V(7;) aumenta
quando fixamos valores de A mais distantes do valor real. Além disso, os modelos Mg e
M tendem a fornecer bons resultados nestes cenarios.

Conclusoes similares podem ser obtidas tanto se consideramos EQM quanto o vicio
se a mediana ou a moda a posteriori sao utilizadas para estimarem os efeitos fixos e a
variancia dos efeitos aleatérios (ver gréficos no Apéndice D).

As conclusoes anteriores sao corroboradas pelos graficos nas Figuras 10 e 11 que
apresentam o Bozplot das médias a posterior: de todos os parametros, sob todos os
modelos e para todos os cendrios. A Figura 10 mostra que as estimativas a posteriori
para 3y sao verdadeiramente influenciadas pela especificacao a prior: para o parametro
de assimetria. Frequentemente, nos trés cendrios, 5y é melhor estimado sob o modelo M3,
que assume A = 0, e sob os modelos Mg e M7, que assumem distribuicoes a priori mais
flexiveis para A. Se os efeitos aleatorios sao normalmente distribuidos, os modelos My, M,
M, e M5 tendem a superestimar a variancia dos efeitos aleatérios, o mesmo é observado
para efeitos aleatorios Skew-Normais sob os modelos M; e M,. Também notamos que se
a distribuigao dos efeitos aleatdrios possui forte assimetria (Cendrio 3a), o parametro \ é
subestimado nos modelos Mg e M7 e, sob o modelo M7, A tende a ser superestimado nos
Cenarios la e 2a. Na Figura 11 observamos a diminui¢ao na variabilidade das estimativas
dos parametros quando o nimero de clusters aumenta de k = 25 para k = 100 e isto
faz com que as estimativas obtidas sob os diferentes modelos se tornem bem préximas
em varios casos. Para [y, ao contrario do que ocorreu quando k£ = 25, para os cenarios
com k = 100 temos que nem sempre o modelo M3 é o melhor. Entre os modelos que
consideram fixo o valor de A, o modelo M, parece ser o melhor no Cenério 2b. Os modelos
Mg e M, estimam bem Sy em todos os cenarios. Ao avaliarmos as estimativas de 3; e
B2 na Figura 11, vemos resultados muito similares aos observados quando k = 25. Em
todos os cendrios os modelos que fixam o valor de \ igual ao valor correto (M3 quando A
real igual a 0, My quando A\ = 5 e My quando A = 30) apresentam melhores estimativas,
mas estes modelos sao seguidos de perto pelos modelos que fixam A\ em valores préximos
do valor real e pelos modelos em que distribuigoes a prior: mais flexiveis para A sao
assumidas (Mg e My). Para as estimativas de V(v;) e A, observamos comportamento
similar ao observado para os cenarios com k = 25.

De forma geral, notamos melhores estimativas nos modelos em que o valor de A\ é
especificado corretamente e nos modelos em que A é estimado. Visto que existe grande
dificuldade em saber o valor correto de A, estimar A parece ser a melhor alternativa.
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Figura 11: Boxplots das médias a posteriori, com valor real (linha pontilhada), para os
cendrios com k = 100 clusters, Cenério 1b (A = 0, esquerda), Cendrio 2b (A = 5, centro)

e Cendrio 3b (A = 30, direita).
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2.5.2 Estimativas dos efeitos aleatdrios

Como ja foi mostrado anteriormente, os efeitos aleatérios tem importante papel na
interpretacao dos parametros. Agora buscamos avaliar o efeito da especificagao a priori
para A nas estimativas dos efeitos aleatorios. Resumimos a informacao sobre a qualidade
destas estimativas através do erro quadratico médio EQM, = (v —4)" (v —4)/k, em que
4 ¢é a média a posteriori do vetor .

A Tabela 2.7 mostra a porcentagem de vezes que cada modelo fornece o menor EQM,.
Para todos os cenarios, os efeitos aleatérios tendem a ser melhor estimados com o modelo
correto mas, em geral, os modelos em que fixamos A\ préximo de seu valor real também
apresentam o menor F()M. em uma alta porcentagem de vezes. E importante notar que
os modelos Mg e M7, onde \ é estimado, frequentemente estimam os efeitos aleatorios
bem, principalmente, se o nimero de clusters é alto.

Tabela 2.7: Porcentagem de vezes que cada modelo fornece o menor EQM,,
Modelo
Cenaério Ml MQ M3 M4 M5 M(; M7
la 1 22 31 13 5) 13 15

1b 0 7 37 12 3 25 16
2a 1 6 21 24 24 11 13
2b 0 0 15 33 21 9 22
3a 0 3 16 20 30 16 15
3b 0 1 1 17 39 19 23

A Figura 12 fornece a frequéncia em que cada modelo tem o menor EFQM,, ou seja, é
o melhor modelo. Dado o melhor modelo, ela também apresenta a frequéncia em que cada
modelo tem o segundo melhor desempenho. Para o Cenario la, por exemplo, notamos que
M3 apresenta o menor EQM., em 31% das vezes e, nestas ocasioes, em aproximadamente
metade das vezes (15% dos bancos de dados) o modelo Mg foi o segundo melhor modelo.
Para os Cenarios 1a e 1b, notamos que das vezes em que o modelo M3 é selecionado como
o melhor modelo, o segundo melhor modelo é, em geral, um dos modelos que, a prior,
nao fixa A\. Além disso, quando Mg e M7 apresentam o menor EQM,, Ms é geralmente
o segundo melhor modelo. Conclusao similar pode ser obtida quando comparamos os
modelos My, Mg e M7 nos Cenarios 2a e 2b, e os modelos My, Mg e M; nos Cendrios
3a e 3b. Se, a priori, fixamos corretamente o valor de A, entao o EQ M., para os efeitos
aleatérios tende a ser o menor, principalmente, se o nimero de clusters é alto.
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Figura 12: Porcentagem de vezes que cada modelo apresenta o menor e o segundo menor
EQM.,, cenarios com k = 25 (esquerda) e k = 100 (direita) clusters, para A = 0 (acima),
A =5 (centro) e A = 30 (abaixo).

A Figura 13 apresenta os boxplots para EQ M., para todos os casos sob consideragao.
E notdvel que o comportamento do EFQM, é similar se comparamos cendrios com 25 e
100 clusters. Contudo, o EQM, tem menor variabilidade se o nimero de clusters ¢ alto.
Também notamos que o comportamento observado para o EQ M, nos modelos Mg ¢ My
é similar ao que é observado no modelo em que A é corretamente especificado.

Em resumo, se o objetivo é estimar os efeitos aleatérios, ou algumas quantidades
que dependem deles, é melhor assumir distribuicoes a prior: para A se nao podemos
pré-especificar com precisao o seu valor.
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Figura 13: Boxplot do EQM., para os cendarios com k = 25 (esquerda) e k = 100 (direita)
clusters, para A = 0 (acima), A = 5 (centro) e A = 30 (abaixo).

2.5.3 Comparacao de modelos

A importancia de se especificar corretamente o modelo esta principalmente associada
com qualidade das estimativas dos efeitos aleatérios e, consequentemente, com todas as
quantidades que dependem deles, como ocorre com a razao de chances. Por esta razao,
na Tabela 2.8, apresentamos a porcentagem de vezes que cada modelo foi selecionado
como o melhor usando CPO, DIC1, DIC2 e o Fator de Bayes.
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Tabela 2.8: Porcentagem de sele¢ao de cada modelo

Modelo
Cenario M1 MQ M3 M4 M5 M6 M7
CPO
la 7 10 26 15 13 17 12
1b 2 7 30 6 3 30 22
2a 8§ 16 18 15 11 17 15
2b 0 1 34 20 10 15 20
3a 8 2 16 26 14 15 19
3b 0 0 15 24 14 27 20
DIC1
la 15 14 23 12 12 10 14
1b 5 10 38 8 8 17 14
2a 9 8§ 15 15 26 11 16
2b 1 2 10 36 31 13 7
3a 3 2 8 27 34 9 17
3b 0 0 4 13 47 15 21

DIC2
la 9 17 13 8 23 16 14
1b 0 8 27 3 1 32 29
2a 27 19 11 8 12 9 14
2b 0 2 27 31 3 24 13
3a 32 14 6 7T 14 12 15
3b 0 1 13 29 9 25 23
Fator de Bayes

la 16 17 12 13 8 22 12
1b 1 10 37 5 4 21 22
2a 9 6 18 11 16 19 21
2b 0 4 28 26 4 17 21
3a 3 4 13 28 10 23 19
3b 0 0 22 21 18 22 17

Comparando somente os modelos M; a M; (aqueles que assumem valor fixo para
A) notamos que, para os cenarios la e 1b, a CPO geralmente seleciona o modelo certo.
Contudo, para os outros cenarios, ele tende a selecionar os modelos que consideram menor
assimetria que a verdadeira.

O DIC1 usualmente fornece bons resultados selecionando, mais frequentemente, o
modelo correto em todos os cenarios, exceto para o Cenario 2b. Nos cenarios que con-
sideramos efeitos aleatorios Skew-Normais esta medida também tende a selecionar os
modelos que consideram assimetria. O DIC2 se mostrou ineficiente selecionando, em
muitos casos, modelos em que o parametro de assimetria é muito maior do que o valor
verdadeiro.

O fator de Bayes seleciona mais frequentemente o modelo correto somente no Cenéario
1b. Nos cenarios 2a, 2b, 3a e 3b ele tende a selecionar mais frequentemente o modelo
com menor assimetria.

Em todos os casos, os modelos que assumem distribuicoes a prior: nao-degeneradas
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para A sao selecionados uma alta porcentagem de vezes. Assim, se nao pudermos definir,
com precisao, o valor de A no modelo, é uma boa estratégia estima-lo. Note que as
distribuicoes a prior: assumidas aqui colocam pouca massa de probabilidade em valores
préximos de A = 30, o valor verdadeiro para o parametro de assimetria nos cenarios 3a
e 3b. Apesar disso, a porcentagem de vezes que os modelos Mg e M; sao selecionados
como melhores nestes cenarios é, relativamente, alta.

2.6 Estudo de caso 1: Atividade teratogénica

Nesta secao analisamos o conjunto de dados previamente considerado em Liu e Dey
(2008). O objetivo do estudo é avaliarmos a interacao entre atividade teratogénica de
dois andlogos de niacina 6-aminonicotinamide (6AN) e & acetylpyridine (3AP). Neste
estudo, ovos foram incubados e, apds 96 horas de incubacao, ambas as substancias foram
dissolvidas juntas e injetadas em cada ovo. O experimento foi realizado em quatro meses
de forma independente.

Consideramos um modelo Bernoulli em que a variavel resposta assume o valor 1 se o
ovo gera um frango anormal apés o experimento. As covaridveis, padronizadas, sao 6AN,
3AP e sua interagao. Consideramos duas definigdes para os clusters, os meses (Dados 1)
como em Liu e Dey (2008) e os slots (Dados 2). O nimero total de clusters nos Dados 1
e Dados 2 sao 4 e 16, respectivamente.

Na Tabela 2.9 apresentamos os dados obtidos do experimento teratogénico. Os dados
consistem de 2154 observagoes separadas em slots. As observagoes feitas em ovos alocados
dentro de um mesmo slot possuem valores idénticos para as covariaveis. Isto ocorre pois os
ovos alocados dentro de um mesmo slot receberam doses iguais, em microgramas (mcg),
das substancias 6AN e 3AP. Na Tabela 2.9, denotamos por n o nimero de observagoes e
r o numero observado de frangos anormais dentro de cada slot.

Tabela 2.9: Dados Experimentais - Atividade teratogénica

Datas Slot  Dosagem de 6AN  Dosagem de 3AP  Sobreviventes (n)  Frangos anormais (r) r/n
Nov. 1961 (1) 25 0 110 17 0,155
(2) 2,5 375 108 28 0,259

(3) 0 375 107 25 0,234

(4) 2,5 500 107 43 0,402

(5) 0 500 103 36 0,350

Dez. 1961 (1) 4 0 98 22 0,224
(2) 4 375 102 39 0,382

(3) 4 500 106 80 0,755

Jan. 1962 (1) 10 0 203 198 0,975
(2) 10 500 175 153 0,875

(3) 0 500 180 90 0,500

Abr. 1962 (1) 5 0 156 93 0,596
(2) 5 375 152 41 0,270

(3) 0 375 148 32 0,216

(4) 5 500 151 106 0,702

(5) 0 500 148 70 0,473

Ajustamos cinco modelos que diferem entre si em termos das distribui¢oes assumidas
para os efeitos aleatdérios e também pelas distribuicoes a priori consideradas para os
parametros de assimetria nos modelos SN. Estes modelos sao descritos a seguir.

Modelo 1: ~; u N(0,0?);
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Modelo 2: ~; % SN

do\/2/m, 0%, ) e A ~ N(—8,5;100);
do\/2/m, 0%, ) e A ~ N(0,100);
Ac+/2/m1y, 021, aly) e a ~ N(—85;100);

—Ac+\/2/m1y,, 0%, aly) e a ~ N(0,100).

Modelo 4: v ~ SNy

(
Modelo 3: v; s SN(
(

Modelo 5: 4 ~ SN (

Note que sob tais especificagoes para os Modelos 1, 3 e 5, como as distribuigoes para
A e « sdo centradas em zero as distribuicoes da OR dados k12 e 02, sob estes modelos
teriam um comportamento similar a priori, colocando massa de probabilidade substancial
em valores inferiores a 1,5 (ver Figura 1, caso A = 0). Assim, tais especifica¢oes seriam
razoaveis se a crenga inicial sobre OR estivesse compativel com isto.

Para fins de comparacao, consideramos a informacao a posteriori fornecida em Liu
e Dey (2008) para construir as distribui¢oes a priori do parametro de assimetria nos
Modelos 2 e 4. Nestes casos, assumimos a prior: que A e « sao negativos com alta
probabilidade e, consequentemente, temos uma forte evidéncia em favor de uma assi-
metria negativa para os efeitos aleatorios. Em todos os casos, contudo, consideramos
distribuigoes a priori vagas para 3; e o2, isto é, assumimos 3; ~ N(0,10), para todo
i=0,...,3,e0?~GI(2,001;1).

No método MCMC, geramos cadeias de tamanhos 30.000, 50.000 e 70.000, respectiva-
mente, para os casos Normal, Skew-Normal independente e Skew-Normal correlacionada.
Descartamos as primeiras 20.000 (casos Normal e Skew-Normal independente) e 40.000
(Skew-Normal correlacionada) amostras como periodo de burn-in e usamos lag de 10
(caso Normal) e 30 (casos Skew-Normal independente e correlacionado) passos para evi-
tarmos amostras da distribuicao a posteriori autocorrelacionadas. Com isto, obtivemos
amostras da distribuicao a posteriori de tamanho 1.000 em todos os modelos.

A Tabela 2.10 apresenta as estimativas pontuais a posteriori e os intervalos de cre-
dibilidade HPD com 95% de probabilidade para os efeitos fixos, variancia dos efeitos
aleatorios e o parametro de assimetria. Comparando os modelos, para ambos os conjun-
tos de dados, as estimativas pontuais a posteriori dos efeitos fixos sob os modelos SN
sao similares as obtidas com o modelo Normal, mas as estimativas para a variancia da
distribuic@o dos efeitos aleatorios V' (;) diferem. As estimativas a posteriori indicam que
os dois andlogos de niacina, 6AN e 3AP, tem efeitos positivos na atividade teratogénica
e sua interacao tem efeito negativo. Além disso, o intercepto nao é relevante para a
explicacao da atividade teratogénica. As variancias da distribuicao dos efeitos aleatérios
V' (7;) sdo menores que 1, com alta probabilidade a posteriori, em todos os casos. Para
facilitar a comparacao, consideremos apenas os modelos em que a informagao a posterior:
fornecida por Liu e Dey (2008) nao é utilizada. Neste casos, a posteriori, os intervalos
de credibilidade HPD com 95% de probabilidade para os efeitos fixos e para V' (;) sob
os Modelos 3 e 5 sao mais curtos para ambos os bancos de dados, fornecendo evidéncias
contra a suposicao de normalidade para os efeitos aleatorios. A distribuicao adotada para
descrever a incerteza a priori sobre o parametros de assimetria nao exerce forte influéncia
sobre a inferéncia a poteriori da variancia dos efeitos aleatérios (por exemplo, a moda
a posteriori de V(v;) é 0,14 para o Modelo 2, e é 0,13 sob Modelo 3). Entretanto, as
estimativas de V(;) tendem a aumentar com o nimero de clusters. Sob o Modelo 2, a
moda a posteriori para V(;) nos Dados 1 e Dados 2 sdo 0,14 e 0,25, respectivamente.
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Comportamentos similares sao observados para os efeitos fixos e o parametro de assime-
tria. Uma grande reducao na incerteza sobre os parametros de assimetria A e o foram
observados a posteriori em ambos os conjuntos de dados e todos os modelos.

Tabela 2.10: Resumos a posteriori para os parametros no experimento sobre atividade
teratogéenica

Média  Mediana Moda HPD Média  Mediana  Moda HPD
Dados 1 Dados 2
Modelo 1 Modelo 1
DIC=2453,353; CPO= -1226,711 DIC=2361,254; CPO= -1180,818
Bo -0,22 -0,22 -0,29 [-0,78;0,37] -0,30 -0,30 -0,32 [-0,64;0,06]
51 1,07 1,07 1,07 [0,91;1,23] 1,26 1,26 1,30 [0,86;1,67]
B2 0,56 0,56 0,56 [0,42;0,70] 0,67 0,67 0,67 [0,30;1,05]
B3 -0,71 -0,70 -0,69 [-0,93;-0,53] -0,78 -0,78 -0,76 [-1,15;-0,38]
V() 0,44 0,37 0,27 [0,10;0,97] 0,44 0,40 0,38 [0,17;0,79]
Modelo 2 Modelo 2
DIC=2453,154; CPO= -1226,613 DIC=2360,162; CPO= -1180,198
Bo -0,28 -0,28 -0,29 [-0,83;0,16] -0,29 -0,28 -0,24 [-0,60;-0,01]
51 1,08 1,07 1,07 [0,92;1,24] 1,32 1,32 1,34 [1,02;1,65]
B2 0,57 0,57 0,55 [0,44;0,71] 0,68 0,68 0,69 [0,41;0,99]
B3 -0,72 -0,72 -0,72 [-0,93;-0,56] -0,77 -0,77 -0,84 [-1,10;-0,41]
A -7,88 -7,57 -6,61 [-27,89;11,58] -11,83 -11,02 -11,84 [-27,55;3,19]
V(i) 0,24 0,19 0,14 [0,04;0,54] 0,32 0,28 0,25 [0,12;0,60]
Modelo 3 Modelo 3
DIC=2453,725; CPO= -1226,914 DIC=2360,621; CPO= -1180,419
Bo 20,22 20,22 20,29 [-0,68;0,18] 20,29 20,29 0,27 [-0,59;0,06]
51 1,07 1,07 1,04 [0,90;1,23] 1,27 1,28 1,28 [0,82;1,63]
B2 0,56 0,56 0,57 [0,42;0,69] 0,65 0,66 0,66 [0,26;0,96]
B3 -0,72 -0,71 -0,71 [-0,93;-0,53] -0,77 -0,76 -0,79 [-1,12;-0,41]
A 1,14 2,03 5,68 [-19,11;20,06] -6,26 -5,54 -3,78 [-22,07;9,34]
V() 0,22 0,18 0,13 [0,05;0,50] 0,35 0,31 0,24 [0,11;0,70]
Modelo 4 Modelo 4
DIC=2453,436; CPO= -1226,778 DIC=2361,036; CPO= -1180,699
Bo -0,26 -0,27 -0,30 [-0,58;0,18] -0,30 -0,31 -0,34 [-0,59;-0,04]
51 1,07 1,07 1,09 [0,92;1,23] 1,26 1,26 1,24 [0,87;1,66]
B2 0,57 0,56 0,55 [0,44;0,71] 0,64 0,65 0,68 [0,25;1,07]
B3 -0,72 -0,71 -0,68 [-0,90;-0,51] -0,76 -0,76 -0,74 [-1,14;-0,36]
« -8,28 -8,61 -12,07 [-28,67;9,69] -8,78 -8,75 -8,98 [-29,46;10,41]
V(i) 0,38 0,31 0,24 [0,09;0,85] 0,43 0,39 0,33 [0,17;0,82]
Modelo 5 Modelo 5
DIC=2453,095; CPO= -1226,604 DIC=2360,549; CPO= -1180,454
Bo 20,23 20,24 20,27 [-0,72;0,21] 20,30 20,30 0,20 [-0,55;-0,00]
B1 1,07 1,07 1,09 [0,92;1,24] 1,23 1,24 1,25 [0,84;1,59]
B2 0,56 0,56 0,55 [0,42;0,69] 0,66 0,66 0,64 [0,19;1,04]
B3 -0,72 -0,71 -0,73 [-0,89;-0,51] -0,77 -0,76 -0,71 [-1,15;-0,35]
« 0,05 -0,07 2,14 [-17,9;20,76] 0,26 0,22 -0,85 [-18,43;20,28]
V(v:) 0,40 0,32 0,23 [0,08;0,91] 0,42 0,38 0,33 [0,16;0,76]

Considerando os intervalos HPD com 95% de probabilidade a posteriori e as estimati-
vas pontuais de A e «, temos forte evidéncia em favor de um grau de assimetria negativo
para a distribuigao dos efeitos aleatérios em Dados 1 (Modelos 2 e 4) e para Dados 2
(Modelos 2, 3 e 4). Isto vai de encontro com as conclusoes apresentadas em Liu e Dey
(2008). Para Dados 2 e todos os modelos notamos que a assimetria é forte, na andlise
a posteriori. Todavia, os intervalos HPD revelam que A e a nao sao significativamente
diferentes de zero, apontando para a distribuicao Normal dos efeitos aleatérios. Apesar
disto, levando em consideracao o DIC e a CPO, os modelos Skew-Normal sao selecionados
como os melhores modelos (Modelo 2 para Dados 2 ¢ Modelo 5 para Dados 1). A CPO e
o DIC também indicam uma melhora no ajuste do modelo ao assumirmos os slots como
clusters.
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A Tabela 2.11 fornece os resumos das distribui¢oes a posteriori da razao de chances
para algumas comparagoes particulares, as quais estao descritas a seguir:

OR; compara os ovos dos slots 4 e 5, Novembro de 1961;

ORy compara os ovos dos slots 2 e 3, Abril de 1962;

OR3 compara os ovos do slot 3, Janeiro de 1962, e do slot 5, Novembro de 1961;
OR, compara os ovos do slot 3, Abril de 1962, e do slot 5, Novembro de 1961;

OR5 compara os ovos do slot 1, Janeiro de 1962, e do slot 1, Dezembro de 1961;
ORg compara os ovos do slot 2, Dezembro de 1961, e do slot 5, Abril de 1962.

Tabela 2.11: Resumos a posteriori para algumas OR no experimento sobre atividade

teratogénica
Média  Mediana Moda HPD Média  Mediana  Moda HPD
Dados 1 Dados 2
Modelo 1 Modelo 1
OR; 1,48 1,48 1,48 [1,34;1,63] 1,32 1,27 1,15 [0,70;2,03]
OR> 4,28 4,26 4,22 [3,51;5,34] 1,55 1,49 1,42 [0,79;2,33]
OR3 2,15 2,12 2,15 [1,46;2,87] 1,85 1,78 1,53 [1,01;2,72]
ORy 1,29 1,28 1,25 [0,95;1,57] 0,97 0,93 0,86 [0,50;1,55]
ORs 109,18 98,4 79,89  [38,59;206,49] 170,55 143,00 103,94  [45,99;367,00]
ORg 1,50 1,48 1,48 [1,09;1,97] 0,77 0,75 0,74 [0,43;1,17]
Modelo 2 Modelo 2
OR; 1,48 1,48 1,48 [1,33;1,61] 1,34 1,28 1,13 [0,69;2,07]
OR2 4,32 4,30 4,30 [3,39;5,27] 1,51 1,46 1,37 [0,78;2,22]
OR3 2,04 2,01 1,97 [1,37;2,69] 1,78 1,73 1,59 [1,04;2,62]
ORy 1,28 1,28 1,25 [0,97;1,59] 0,97 0,94 0,89 [0,51;1,53]
ORs 109,31 99,08 79,19  [34,48;197,56] 171,77 148,71 108,70  [36,37;354,32]
ORg 1,49 1,47 1,41 [1,09;1,98] 0,79 0,77 0,69 [0,44;1,17)
Modelo 3 Modelo 3
OR;y 1,48 1,48 1,48 [1,33;1,63] 1,34 1,27 1,17 [0,72;2,10]
OR2 4,29 4,24 4,11 [3,38;5,26] 1,52 1,49 1,54 [0,80;2,37]
OR3 2,07 2,04 2,00 [1,39;2,72] 1,80 1,73 1,60 [1,08;2,69]
ORy 1,28 1,26 1,24 [1,01;1,66] 0,96 0,94 0,84 [0,50;1,51]
ORs 108,93 97,99 86,50  [36,48;198,44] 168,80 146,97 122,37 [42,14;348,33]
ORg 1,49 1,48 1,39 [1,05;1,96] 0,77 0,75 0,75 [0,43;1,19]
Modelo 4 Modelo 4
ORy 1,48 1,48 1,48 [1,34;1,61] 1,34 1,31 1,28 [0,73;2,14]
OR2 4,27 4,26 4,32 [3,42;5,14] 1,53 1,50 1,52 [0,80;2,35]
OR3 2,14 2,10 1,96 [1,51;2,84] 1,86 1,76 1,69 [1,12;2,94]
ORy 1,29 1,28 1,26 [0,98;1,63] 0,97 0,93 0,90 [0,45;1,54]
ORs 110,91 98,41 85,80  [36,59;211,24] 164,35 141,74 113,97  [44,90;344,45]
ORg 1,49 1,48 1,45 [1,05;1,95] 0,77 0,74 0,72 [0,41;1,16]
Modelo 5 Modelo 5
OR; 1,48 1,48 1,46 [1,34;1,62] 1,31 1,26 1,08 [0,72;2,02]
OR2 4,28 4,25 4,00 [3,33;5,17] 1,57 1,51 1,31 [0,82;2,38]
OR3 2,14 2,11 1,99 [1,41;2,82] 1,85 1,80 1,78 [1,04;2,71]
ORy 1,29 1,28 1,25 [0,95;1,58] 0,96 0,93 0,84 [0,48;1,54]
ORs 108,75 98,66 85,25  [42,09;202,69] 168,96 142,91 108,15  [45,51;371,59]
ORg 1,51 1,48 1,44 [1,13;1,96] 0,76 0,73 0,70 [0,43;1,16]

Da Tabela 2.11 percebemos que a média, a mediana e a moda a posteriori para todas
as razoes de chance (exceto para ORs), em cada um dos modelos e para os dois conjuntos
de dados tendem a ser similares, indicando somente um grau suave de assimetria na sua
distribuicao a posteriori. Tal similaridade é mais forte em Dados 2. Para Dados 1, sob
quase todos os modelos (exceto Modelo 3), podemos concluir que os ovos no slot 3, Abril
de 1962, sao comparaveis aos do slot 5, Novembro de 1961 (veja ORy). Neste caso, o
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valor 1 pertence ao intervalo HPD, indicando que a O R nao é significativamente diferente
de um, ou seja, os ovos no slot 3, incubados em Abril de 1962, e no slot 5, incubados em
Novembro de 1961, tém a mesma chance de gerar frangos anormais. Conclusao similar
pode ser obtida de OR;, ORy, OR, e ORg, para Dados 2, sob todos os modelos.

Considere Dados 1 e o melhor modelo (Modelo 5). Levando em conta a moda da
distribuicao a posteriori de ORj3, por exemplo, concluimos que, para os ovos incubados
em janeiro de 1962, que nao receberam qualquer dose de 6AN e uma dose de 500 mcg de
3AP, a chance de gerarem aves anormais é provavelmente 1,99 vezes a chance para os ovos
incubados em novembro de 1961. Se considerarmos a OR3 mediana, a conclusao é que a
chance é maior que 2,11 com probabilidade a posteriori de 50%. Para ORjs, as estimativas
a posteriori diferem substancialmente. Investigando os ovos que nao receberam qualquer
dosagem de 3AP, em média e mais provavelmente, as chances daqueles incubados em
Janeiro de 1962, que receberam a dosagem de 10 mcg de 6AN, gerarem um frango anormal
sao, respectivamente, 108,8 e 85,3 a chance dos ovos que foram incubados em Dezembro
de 1961 e que receberam a dosagem de 4 de 6AN. A outras comparagoes possiveis ocorrem
de forma semelhante.

2.7 Estudo de caso 2: Ascaris suum

Nesta se¢ao analisamos os dados apresentados em Larsen et al. (2000), oriundos de
um estudo para investigar a ocorréncia de Ascaris suum (lombriga) em suinos. Amostras
de fezes foram retiradas de 1016 porcos de abate e leitoas na Dinamarca. Dois tipos
diferentes de chiqueiros foram incluidos no estudo, denotados por chiqueiros convencional
e SPF (Specific Pathogen Free). A Tabela 2.12 apresenta os dados de 72 chiqueiros
convencionais e 36 chiqueiros do tipo SPF, sendo que o simbolo 1/15, por exemplo, é
usado para indicar que determinado chiqueiro tinha 15 suinos dos quais apenas 1 foi
detectado como contaminado por Ascaris suum.

Tabela 2.12: Dados dos Chiqueiros

SPF
0/16 0/15 0/15 0/15 0/15 0/15 0/15 1/15 2/15
0/14 0/14 0/12 0/10 0/10 0/10 0/10 0/10 0/10
0/10 0/10 1/10 1/10 2/10 2/10 0/9 1/7  1/7
o/5 0/5 0/5 0/5 1/5 1/5 4/5 1/3  0/1

Convencional
0/15 0/15 0/15 o0/15 0/15 1/15 1/15 1/15 1/15
2/15 3/15 3/15 3/15 4/15 4/15 6/15 2/11 0/10
0/10 o/i0 o0/10 0/10 0/10 0/10 0/10 0/10 0/10
o/i0 1/10 1/10 1/10 1/10 3/10 3/10 4/10 0/9
0/9 0/9 0/9 1/9 2/9 5/9 9/9 0/8 0/8
2/8 3/8 0/7 1/7 1/7 1/7 1/7 2/7 3/7
0/6 0/6 0/6 0/5 0/5 0/5 1/5 1/5 1/5
1/5 0/4 0/4 3/4 0/3 0/2 0/2 0/1 1/1

O principal objetivo deste estudo é investigar se suinos criados em chiqueiro SPF tem
menor risco de serem infectados com Ascaris Suum do que suinos criados nos chiqueiros
convencionais e, caso isso ocorra, quantificar a diferenca.

Ao observarmos o banco de dados, notamos que é necessario considerar algum artificio
no modelo para representar a influéncia de cada chiqueiro particular na probabilidade de
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contaminacgao por Ascaris suum. Isto se faz necessario visto que chiqueiros de mesmo
tipo, seja SPF ou convencional, apresentam grande variabilidade quanto a proporc¢ao de
contaminagao. Para tal, assim como em Larsen et al. (2000), aqui também considera-
mos cada chiqueiro como um cluster. Desta forma, assumimos um ntmero k de clusters
igual a 108. Quanto as covaridveis incluidas no modelo, utilizamos apenas o tipo de chi-
queiro, sendo que tal covariavel recebeu o valor 1 para chiqueiros SPF e 0 para chiqueiros
convencionais.

Ajustamos 4 modelos, que diferem entre si tanto na distribuicao assumida para os
efeitos aleatérios quanto na distribuicdo a priori do parametro de escala o?. Os modelos
ajustados foram:

itd

Modelo 1: v; ~ N(0,0?) e 02 ~ GI(2,001;1);

Modelo 2: v; % N(0,02) e 02 ~ GI(0,01;0,01);
Modelo 3: y; % SN(—do+/2/m,0% ) e 0% ~ GI(2,001;1);
Modelo 4: ~; w SN(=do+/2/7,0% \) e 0% ~ GI(0,01;0,01).

Nos Modelos 3 e 4 assumimos a priori que A ~ N(0,100), uma distribuigao pouco
informativa para A pois tem um valor relativamente alto para a variancia. Como visto
anteriormente, para o2 utilizamos duas distribuicées a priori que diferem quanto aos
valores escolhidos para os hiperparametros da distribuicao Gama Inversa. Ambas sao
distribuicoes que trazem pouca informacao sobre o2?. No primeiro caso, em que o2 ~
GI1(2,001;1), os valores dos hiperparametros foram escolhidos de forma que a esperanca
e a variancia da distribuicao existissem e fossem aproximadamente iguais a 1 e 1.000,
respectivamente. Na segunda opcao, buscamos uma distribuicao a priori mais vaga,
com a qual o modelo pudesse fornecer estimativas mais proximas da abordagem classica,
permitindo fazer algum tipo de comparagao com os resultados obtidos em Larsen et
al. (2000). Nesta segunda escolha, a distribui¢ao a priori Gama(0,01; 0,01) para o nao
possui esperancga e variancia. A Figura 14 ilustra a f.d.p das duas escolhas de distribuicoes

a priori para o>.

10 1.2
1

0.8
1

0.6

Densidade

0.0

Figura 14: Distribuigoes a priori para o?, 0® ~ GI(2,001;1) (linha tracejada) e 0% ~
G1(0,01;0,01) (linha sélida).
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Em todos os modelos, para os efeitos fixos 5y e $; assumimos distribuicoes a priori
independentes e pouco informativas, a saber, distribuicao Normal com média 0 e variancia
1.000 para cada um dos parametros.

Para o MCMC, geramos uma cadeia de tamanho 35.000 para os Modelos 1 e 2, 250.000
para o Modelo 3 e 350.000 para o Modelo 4. Como periodo de burn-in, descartamos as
primeiras 20.000 amostras nos Modelos 1 e 2, 50.000 no Modelo 3 e 150.000 no Modelo
4. Por fim, usamos um lag de 15 (200) nos Modelos 1 e 2 (3 e 4) obtendo uma amostra
da distribuicao a posteriori de tamanho 1.000.

Na Tabela 2.13, apresentamos as estimativas pontuais a posterior: e os intervalos de
credibilidade HPD com 95% de probabilidade a posteriori dos efeitos fixos, da variancia
dos efeitos aleatérios e do parametro de assimetria. Ao compararmos o ajuste dos mo-
delos, observamos um comportamento semelhante ao registrado na Secao 2.6. Notamos
que as estimativas pontuais a posteriori obtidas com os modelos SN (Modelos 3 e 4) sao
relativamente proximas das obtidas com os modelos normais (Modelos 1 e 2). Contudo,
as estimativas para a variancia dos efeitos aleatérios V'(;) tem maior discrepancia ao
mudarmos a distribuicao dos efeitos aleatérios. Vemos também, como ja era esperado,
que as estimativas pontuais a posteriori e o comprimento do intervalo HPD para V' (~;)
sao maiores no Modelo 2 do que as obtidas no Modelo 1, e sao maiores no Modelo 4 que
no Modelo 3. Isto se justifica pelo fato dos Modelos 2 e 4 considerarem uma distribuicao a
priori para o2 menos informativa do que os Modelos 1 e 3. Ao compararmos os modelos,
fixando a distribuicdo a priori para o2, notamos que os modelos SN fornecem estimativas
menores para V (7;) do que os modelos Normais. As estimativas a posteriori para 3 indi-
cam que chiqueiros do tipo SPF tem menor probabilidade de contaminacao por Ascaris
Suum do que os chiqueiros convencionais, uma vez que obtivemos estimativas negativas
para ;. Além disto, em todos os modelos, os intervalos HPD para (; nao contém o
valor zero, apontando que o tipo de chiqueiro é uma covariavel significativa para explicar
a probabilidade de contaminacao por Ascaris Suum. Conclusao similar é tirada sobre o
intercepto em todos os casos.

Tabela 2.13: Resumos a posteriori dos parametros no experimento dos chiqueiros

Média Mediana Moda HPD Média Mediana Moda HPD
Modelo 1 Modelo 2
DIC=565,851; CPO=-285,140 DIC=562,469; CPO=-284,436
5o -2,50 -2,49 -2,52  [-3,05;-2,02] -2,57 -2,56 -2,57  [-3,19;-2,07]
51 -1,08 -1,06 -1,02  [-2,08;-0,28] -1,13 -1,10 -1,09  [-2,15;-0,21]
Viy) 2,12 1,99 1,86 [0,87;3,50] 2,51 2,37 2,16 [1,11;4,31]
Modelo 3 Modelo 4
DIC=563,397; CPO=-283,862 DIC=563,177; CPO=-284,429
Bo -2,42 -2,40 -2,38  [-2,86;-1,90] -2,46 -2,44 -2,46  [-3,14;-1,95]
51 -1,08 -1,08 -1,07  [-1,87;-0,11] -1,10 -1,08 -1,00  [-2,10;-0,25]
A 5,53 3,86 0,66  [-2,39;18,31] 6,19 5,37 484  [-5,42;21,19]
V() 1,67 1,53 1,44 [0,64;3,24] 2,09 1,86 1,54 [0,74;4,10]

Ao analisarmos as estimativas para o parametro de assimetria A nos Modelos 3 e 4,
observamos que estimativas pontuais a posteriori revelam assimetria positiva para a dis-
tribuicao dos efeitos aleatérios, o que é uma indicacao contra a suposicao de normalidade
para estes efeitos. Observando os intervalos HPD, notamos que houve grande reducao na
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incerteza sobre A a posteriori e que, apesar dos intervalos HPD revelarem que A nao é
significativamente diferente de zero, pois contém o valor zero, as distribuicoes a posteri-
ort revelam que existe grande evidéncia em favor de assimetria positiva para os efeitos
aleatorios. Note da Figura 15 que as distribuicoes a posteriori de A nos Modelos 3 e 4
colocam grande massa de probabilidade em valores positivos. Ao compararmos as curvas
de densidades na Figura 15 e os intervalos HPD para A percebemos que a distribuicao a
priori exerce influéncia sobre a inferéncia de A. Utilizando DIC, o melhor modelo seria
o Modelo 2, seguido pelos Modelos 4 e 3, nesta ordem. Quanto a CPO, a indicagao
seria favoravel a assimetria para a distribuicao dos efeitos aleatérios, sendo que o critério
seleciona o Modelo 3 como o melhor e depois viriam os Modelos 4 e 2.

Densidade
0.04 0.06 0.08
Il Il
Il Il

0.02
I

Densidade
000 001 0.2 0.03 004 005 0.06
Il

0.00
I
|
|

—:;.0 [o] 10 20 30 -20 -10 [o] 10 20 30 40
Figura 15: Densidade a posteriori de A nos Modelos 3 (esquerda) e 4 (direita).

Como vimos, neste modelo, intimeras comparagoes sao possiveis. Entre estas varias
possibilidades, optamos por algumas em particular que sao descritas na Tabela 2.14,
que também traz informacoes sobre o tipo de chiqueiro e proporcao de contaminacao
do cluster ao qual cada suino sob comparacao pertence. Em alguns casos, como por
exemplo ORy, OR3 e ORs5, os efeitos aleatérios parecem desempenhar papel importante,
uma vez que essas comparacoes envolvem suinos em tipos de chiqueiros idénticos, mas
que aparentam ter grandes diferencas quanto a chance de contaminacao.

Tabela 2.14: Casos abordados para Razao de Chances
OR  1° Cluster 2° Cluster Covariavel para os suinos comparados
79 (9/9) 34 (4/5)  Convencional e SPF
79 (9/9) 76 (1/9)  Convencional e Convencional
79 (9/9) 78 (5/9)  Convencional e Convencional
37 (0/15) 1(0/16)  Convencional e SPF
)
)

34 (4/5) 33 (1/5) SPF e SPF
9(2/15)  7(0/15)  SPF e SPF

S T W N =

A Tabela 2.15 fornece os resumos das distribuicoes a posteriori da razao de chances
para tais comparacoes. E importante estarmos atentos para o fato de que, em todos
os casos, a comparagao ¢ feita com individuos de clusters diferentes, pois os individuos
dentro do mesmo cluster sempre tem o mesmo valor para a covariavel. Ao contrario
do que foi visto na Secao 2.6, notamos que as estimativas obtidas via média, mediana e
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moda a posterior: sao muito diferentes para todas as razoes de chances e sob todos os
modelos. Isto indica um grau elevado de assimetria nas distribuigoes a posteriori das OR.
Além disto, em todos os modelos e em quase todas as OR, excecao OR,, os intervalos
de credibilidade HPD com 95% de probabilidade a posteriori contém o valor 1. Assim,
usando o HPD, nao podemos concluir que os individuos sob comparacao tenham chances
de contaminacao por Ascaris suum significativamente diferentes. Notamos também que os
intervalos HPD apresentam grande comprimento, revelando grande incerteza a posterior:
quanto aos valores das razoes de chance.

Tabela 2.15: Resumos a posteriori para algumas OR no experimento dos chiqueiros

Média Mediana Moda HPD Média  Mediana  Moda HPD
Modelo 1 Modelo 2
OR;y 9,87 5,08 1,83 [0,12;33,45] 9,43 5,01 1,93 [0,11;33,27]
ORy 120,44 40,91 17,87  [1,38;384,17] 128,64 50,15 16,75 [2,08;422,15]
ORs3 10,37 5,57 1,85 [0,32;34,59] 11,07 5,76 2,92 [0,47;38,30]
ORy 6,76 1,94 0,50 (0,01;25,12] 7,70 1,85 0,37 [0,01;29,27]
ORs 37,83 10,63 2,59 [0,18;131,74] 39,12 11,86 3,77 [0,21;124,90]
ORg 23,20 6,55 1,62 [0,02;96,46] 36,22 6,73 1,76 [0,08;113,59]
Modelo 3 Modelo 4
OR;y 11,88 4,87 1,73 [0,04;36,95] 11,85 4,84 2,11 [0,24;44,48]
OR2 150,45 56,32 20,12 [2,76;580,26] 212,98 67,18 21,63 [1,33;685,79]
OR3 14,42 6,08 2,34 [0,33;46,36] 17,09 6,92 2,54 [0,33;61,74]
ORy 4,73 2,09 0,55 (0,00;15,53] 24,86 2,31 0,77 [0,00;20,72]
ORs 34,79 11,83 5,53 [0,23;151,04] 45,80 14,64 3,85 [0,31;180,02]
ORg 14,44 4,55 1,60 [0,10;39,57] 62,31 5,69 1,72 [0,11;55,14]

Vamos considerar apenas o Modelo 3 que foi o melhor modelo segundo a CPO. Levando
em consideracao a estimativa via moda a posteriori para O Ry, por exemplo, concluimos
que suinos do chiqueiro referente ao cluster 79 tem chance de contaminacao por Ascaris
suum, muito provavelmente, 20,12 maior que a chance de contaminagao de um suino
no chiqueiro que forma o cluster 76. Se considerarmos a OR, mediana, a conclusao é
que esta chance de contaminagao no chiqueiro 79 é pelo menos 56,32 vezes a chance do
chiqueiro 76, com probabilidade a posteriori de 50%. Consideramos agora a O Ry, caso em
que se compara dois chiqueiros de tipos diferentes e que nao tiveram suino contaminado.
Para a comparagao dada em OR,, segundo a moda da distribuicao a posteriori, mais
provavelmente a chance de contaminacao de um suino do cluster 37 é 0,55 vezes a chance
de contaminacao de um suino do primeiro cluster. Se usamos a mediana a posteriori,
por sua vez, concluimos que com probabilidade de 50%, esta chance é maior do que 2,09
vezes. As demais comparacoes sao feitas da mesma forma.

2.8 Conclusao

Neste capitulo estendemos trabalhos anteriores que fornecem uma interpretacao para
efeitos fixos em termos da razao de chances no modelo de regressao logistica com in-
tercepto aleatério. Implementamos os modelos propostos sob o paradigma Bayesiano.
Assumimos distribuicoes Skew-Normal para os efeitos aleatérios. Consideramos efeitos
aleatorios tanto independentes quanto dependentes e, dados os efeitos fixos, obtivemos
analiticamente as distribuicoes a prior: para a razao de chances e suas medianas. Como
um subproduto, também obtivemos resultados relacionados a combinacoes lineares de
variaveis aleatorias Skew-Normal que, até onde sabemos, nao haviam sido consideradas
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na literatura. As distribuicoes a posteriori das razoes de chance foram aproximadas
usando métodos MCMC. Uma vantagem da interpretacao da razao de chances a posteri-
ori é que ela também fornece ferramentas para decidir sobre sua significancia. Realizamos
um estudo Monte Carlo para avaliar a influéncia da distribuicao a prior: do parametro
de assimetria na inferéncia a posteriori. Analisamos conjuntos de dados simulados, um
conjunto de dados reais apresentado em Liu e Dey (2008) de um experimento sobre ati-
vidade teratogénica e também um conjunto de dados reais apresentado em Larsen et al.
(2000) sobre contaminagdo por Ascaris suum em suinos.

Em resumo, embora as estimativas pontuais para os efeitos fixos nao sejam muito in-
fluenciadas pelas distribuigoes dos efeitos aleatorios, tais distribuigoes influenciam as esti-
mativas para a razao de chances, bem como a magnitude dos intervalos HPD. Concluimos
que a ma especificagao das distribuigoes de efeitos aleatorios pode levar a estimativas po-
bres para a razao de chances e a intervalos HPD com maior comprimento. Observamos
também que, a posteriori, a razao de chances mediana nao é necessariamente a melhor
medida para estimar a razao de chances, como foi sugerido por Larsen et al. (2000). Em
varios casos, a média e a moda a posteriori mostraram ser melhores estimadores. Além
disso, a moda a posteriori para OR também tem uma atraente interpretacao em termos
de probabilidade. No estudo Monte Carlo concluimos que o uso de distribuicoes a priori
degeneradas para o parametro de assimetria podem levar a estimativas pobres se tais
distribuigoes sao estabelecidas erroneamente. Se nao temos informacao precisa sobre o
parametro de assimetria uma boa estratégia é estiméa-lo. Para o experimento a respeito
de atividade teratogénica consideramos modelos Skew-Normal mais flexiveis do que o
considerado em Liu e Dey (2008). As estimativas a posteriori para o parametro de assi-
metria foram negativas na maioria dos modelos, levando as mesmas conclusoes obtidas em
Liu e Dey (2008). No estudo sobre contaminagao por Ascaris suum, ajustamos modelos
mais flexiveis que os adotados em Larsen et al. (2000), visto que em Larsen et al. (2000)
considera-se apenas a distribuicao Normal para representar comportamento dos efeitos
aleatérios. Para os efeitos fixos, as conclusoes foram similares as obtidas em Larsen et al.
(2000), no entanto, os modelos Skew-Normal ajustados indicaram assimetria positiva na
distribuicao dos efeitos aleatorios.

Os resultados apresentados neste capitulo originaram o artigo intitulado “Parameters
Interpretation in Skewed Logistic Regression with random intercept” (Santos et al., 2013)
e artigo “Aspects of Bayesian Inference in Skewed Mixed Logistic Regression Models”
(Santos e Loschi, 2015) aceito para publicagdo como capitulo do livro “Current Trends
in Bayesian Methodology with Applications”.

o8



Capitulo 3

Modelo Logistico Misto Eliptico

3.1 Introducao

Neste capitulo consideraremos um modelo logistico misto mais geral do que o apre-
sentado no Capitulo 1. A primeira generalizacao decorre do fato de que a partir de
agora assumiremos que a variavel resposta possui distribuicao Binomial. Assim, o mo-
delo Bernoulli discutido no Capitulo 1 pode ser visto como um caso particular deste que
veremos aqui. Além disto, vamos considerar um modelo em que, além do intercepto
aleatério, também considera efeitos aleatérios associados a algumas covariaveis. Isto é
usualmente assumido na modelagem de dados longitudinais, nos quais observamos que
os individuos, semelhantes em termos de covariaveis, possuem diferentes trajetorias para
variavel resposta ao longo do tempo (ver Laird e Ware, 1982, por exemplo). Desta forma,
nos modelos longitudinais utilizamos efeitos aleatérios associados a covariavel tempo para
explicarmos a diferenca de comportamento da variavel resposta entre os individuos seme-
lhantes. Esta estratégia é também utilizada fora do contexto longitudinal. Larsen et al.
(2000), por exemplo, considera um banco de dados relacionado a um experimento sobre
o acasalamento de salamandras (McCullagh e Nelder, 1989) onde o interesse esta em
modelarmos o resultado do acasalamento e os efeitos aleatérios sao associados as espécies
dos machos e das fémeas em cada tentativa de acasalamento. Também em Larsen et al.
(2000), outra aplicagao apresenta um estudo sobre a prescrigao de morfina em pacientes
de um hospital da Dinamarca. Em tal andlise, os sintomas apresentados por cada pa-
ciente sao considerados tanto como efeitos fixos como também sao associados a efeitos
aleatorios.

Para modelarmos o comportamento dos efeitos aleatérios consideraremos distribuicoes
na classe de distribuicoes elipticas. O principal atrativo desta classe é o fato de que inclui
algumas distribuigoes com caudas mais pesadas do que a distribuicao Normal, entre as
quais estao as distribuicoes Normal Contaminada, Slash e t-Student. Distribui¢oes com
caudas mais pesadas sao frequentemente utilizadas para modelar dados onde hé a presenca
de valores atipicos como visto em Souza e Migon (2010). Sob o enfoque bayesiano,
estes autores consideram o modelo logistico com intercepto aleatério visando acomodar
e identificar valores atipicos na andlise. Em Souza e Migon (2010), os efeitos aleatérios
sao considerados objetivando-se acomodar a variabilidade extra ocasionada pela presenca
de valores atipicos. Para os efeitos aleatérios, Souza e Migon (2010) consideraram como
distribuicoes a priori, as distribui¢coes Normal, Normal Contaminada e ¢-Student. Prates
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et al. (2014) consideram o algoritmo EM para implementar um modelo misto para dados
correlacionados binarios em que os efeitos aleatérios possuem distribuicao t-Student e a
funcao de ligagao ¢é a f.d.a da distribuigao ¢-Student.

Neste capitulo, consideraremos a classe de modelos logisticos mistos Binomial e assu-
miremos distribuicoes na classe eliptica para modelarmos o comportamento dos efeitos
aleatorios. O foco principal esta na interpretagao dos parametros. Desta forma, esten-
deremos alguns resultados apresentados em Larsen et al. (2000) e Santos et al. (2013)
relacionados a distribuicao da OR. A inferéncia sobre o modelo é feita sob o paradigma
classico. Introduzimos um algoritmo tipo EM para obter os estimadores de Maxima Ve-
rossimilhanga para o modelo, a saber, utilizamos o algoritmo EM Monte Carlo. Algumas
alternativas de implementacao do algoritmo proposto (McCulloch (1997); Quintana et
al. (1999)), diferentes quanto ao passo de geragao dos efeitos aleatdrios, sdo comparadas.
Faremos um estudo com dados simulados para avaliarmos a convergéncia das estimati-
vas obtidas com o algoritmo e um estudo Monte Carlo para avaliarmos a qualidade das
estimativas dos parametros e da razao de chances mediana. O modelos propostos sao
implementandos no software OxEdit.

Este capitulo estd organizado como segue. Na Secao 3.2 apresentamos uma revisao
sobre a classe de distribuicoes elipticas e algumas de suas propriedades, as quais sao de
maior interesse para o trabalho. Na Secao 3.3 apresentamos o modelo logistico misto
considerado ao longo do Capitulo 3. Na Secao 3.4 exibimos resultados para a razao de
chances e para a razao de chances mediana sob suposi¢oes mais gerais para a distribuicao
dos efeitos aleatérios e, também, ao assumirmos distribuigoes elipticas para os efeitos
aleatdrios. Estes resultados sao extensoes dos resultados obtidos por Larsen et al. (2000)
e englobam estes ultimos como casos particulares. Na Secao 3.5 discutimos o processo de
inferéncia no modelo logistico com intercepto aleatério, propondo uma implementacao do
algoritmo EM Monte Carlo, ao assumirmos uma distribuigao na classe de distribuigoes
Normal Independente para representar o comportamento dos efeitos aleatorios. Na Secao
3.6 apresentamos um estudo com dados simulados para avaliarmos o comportamento do
algoritmo EM Monte Carlo proposto no que diz respeito a convergéncia das estimativas
obtidas. Na Secao 3.7 avaliamos a qualidade das estimativas dos modelos propostos
através de um estudo Monte Carlo. Na Secao 3.8, considerando os modelos propostos
neste capitulo, reanalisamos o banco de dados usado em Larsen et al. (2000), que trata
a respeito de contaminagao de suinos por Ascaris Suum e que também foi analisado na
Secao 2.7. Por fim, na Secao 3.9 apresentamos nossas conclusoes finais sobre os resultados
obtidos ao longo do capitulo.

3.2 Distribuicoes Elipticas

No decorrer deste capitulo vamos assumir distribuicoes elipticas para representar o
comportamento dos efeitos aleatérios. Resultados importantes sobre as distribuicoes
elipticas podem ser encontradas em Fang et al. (1990). Apresentamos uma breve in-
troducao sobre tal familia de distribuicoes e, para tal, iniciamos definindo a classe de
distribuicoes esféricas.

Seja O,, o grupo das matrizes I' de ordem n x n que sao ortogonais, isto é, sao matrizes
tais que I''I' = I,,. O grupo O,, é chamado grupo ortogonal e, aqui, é usado para definir
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a classe de distribuicoes esféricas.

DEFINIQAO 3.1. O vetor aleatério Z de ordem n x 1 tem distribui¢ao esférica (n-
variada) se para cada matriz T em O,,, temos que

zZirz.

Como consequéncia da Definicao 3.1, temos que um vetor Z tem distribuicao esférica
se, e somente se, a fungao caracteristica de X é da forma

pz(r) = (r'r), r €R",

para alguma fungao ¢ tal que ¢(u) € R para v > 0. Também segue da Definigao 3.1 que,
quando a f.d.p de Z existir, esta é da forma

fz(z) = h(z'2), z € R", (3.)

para alguma funcao h tal que h(u) > 0 para u > 0. Kelker (1970) mostra que uma fungao
nao-negativa h pode ser usada para definir a densidade de alguma distribuicao esférica
n-dimensional se, e somente se, [~ " 'h(r?)dr < co. Ao longo deste trabalho somente
distribuicoes esféricas que possuem f.d.p serao consideradas.

Na Definicao 3.2 apresentamos a classe de distribuigoes elipticas a qual também pode
ser construida a partir de uma transformacao linear de uma variavel aleatoria esférica,
como formalizaremos mais adiante. A classe de distribuigoes elipticas contém a classe de
distribuicoes esféricas como caso particular.

DEFINIQAO 3.2. O wvetor aleatorio X, n x 1, € dito ter distribuicdao eliptica com
vetor de locacdo p € R™ e matriz de dispersao 3 € R™™ positiva definida, denotada por
X ~ El, (@, X;9), se sua fung¢ao caracteristica € da forma

ox(r) =exp (ir'u)e(r'Sr), r e R", (3.2)
para alguma fungao ¢ tal que p(u) € R para u > 0.

De forma equivalente, podemos definir a distribuicao de X com funcao caracteristica
dada em (3.2) considerando a transformagao linear

XLut+Az

em que A é uma matriz n X k tal que rank(A) =k, AA" = ¥ e Z é um vetor aleatério
k x 1 com distribuigao esférica k-variada cuja fun¢ao caracteristica é ¢ z(s's), s € R™.
Se a distribuicao de X possui f.d.p, entao ¥ é uma matriz positiva definida e a f.d.p
associada a distribuicao de X é dada por

Fxips(@) =270 (@ — p)2 (- p), z R,

para alguma fungao h tal que h(u) > 0 para u > 0. Neste caso, a notagao serd X ~
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Note que, se p = 0 e X = I, isto é, X ~ El,(0,I,;h), a distribuicao de X é
dita ser esférica. A Tabela 3.1 apresenta algumas subclasses de distribuicoes esféricas
n-dimensionais e suas respectivas fungoes de densidade h(x'z), £ € R". Em tal tabela
Fyu(u) representa a f.d.a de uma variavel aleatéria U.

Tabela 3.1: Subclasses de distribuigoes esféricas n-variadas
Tipo h(z'x) (x € R™)
Normal padrao h(z'z) o< exp {—x'x/2}
(1+ziz/s)~ ™2 s m >0
(14 xtx/s)~ /2 5 >0
o exp (—z'x)[1 + exp {—z'x}] 2
J7 u’? exp {—a'wu/2}dFy), (u)
(1—z'z)", m>0,0<u<l

t generalizada padrao h
Cauchy generalizada h
Logistica h
Normal Independente h

)
) o
) o
)
) o
Pearson 11 h )

Um resultado que serd bastante tutil ao longo deste trabalho é dado no Teorema
3.1 a seguir onde apresentamos a distribuicao de probabilidade de combinacoes lineares
de um vetor aleatério com distribuicao conjuntamente eliptica. Este resultado e sua
demonstracao podem ser encontrados em Fang et al. (1990).

TEOREMA 3.1. S@ja Y = E + AX} em que 5 CcR™ ¢ A é uma matriz m x n. Se
X ~ Eln(/iaz;@), entao'Y ~ Elm(€+Au, AEAt;gD).

Outro resultado importante sobre distribuicoes multivariadas, cuja prova também
pode ser encontrada em Fang et al. (1990), diz respeito as suas distribui¢oes marginais.
Para as distribuicoes elipticas, abordamos esta questao no préximo teorema.

TEOREMA 3.2. Se X ~ El,,(u,3;9), e

X1 My 211 212
X - e E s
o) () e == (30 52)

definem uma particao de X, pu e X, respectivamente, em que X1 e p, sao vetores m x 1
e 311 € uma matrizm X m, 1 <m <n, entao X1 ~ El,(uy, X11; ).

Na Figura 16 apresentamos as curvas de nivel da f.d.p de casos particulares da distri-
buigao Normal bivariada. O primeiro grafico é um exemplo de uma distribuigao esférica,
isto é, representa a distribuigao de X ~ Ny(0, I5), enquanto o segundo gréfico ilustra uma

U e~ 1 05
distribuigao eliptica que, neste caso, serd a distribuigao N»(0, ) em que ¥ = (0 51 ) .

Uma subclasse das distribuicoes elipticas bastante conhecida e que vem sido muito
considerada na construcao de modelos estatisticos mais flexiveis é a classe de distribuicoes
chamadas de distribuigbes Normais Independentes (NI) (ver Rogers e Tukey, 1972; An-
drews e Mallows, 1974; Lange e Sinsheimer, 1993, entre outros). Esta classe é formada
pelas distribuicoes elipticas originadas de misturas na escala da distribuicao Normal. Esta
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Figura 16: Curvas de nivel da f.d.p das distribui¢bes Normais bivariadas esférica (es-
querda) e eliptica (direita).

mistura é realizada assumindo que a escala original da distribuicao Normal é modificada
pela multiplicacao de uma varidvel aleatéria positiva U, com f.d.p fy(u) e f.d.a Fyj(u)
indexadas pelo vetor de parametros v. Esta subclasse de distribuicoes elipticas assumira
diferentes formas ao mudarmos a distribuicao de probabilidades da variavel misturadora
U. Fazem parte deste familia, entre outras, as distribuicoes ¢t-Student, Slash, Normal
Contaminada e Normal. As distribuigoes t-Student, Slash e Normal Contaminada sao
amplamente utilizadas na literatura para modelar dados com presenca de valores atipicos,
pois sao distribuicoes que possuem caudas mais pesadas do que a distribuicao Normal
(ver Souza e Migon, 2010; Lange e Sinsheimer, 1993, entre outros).

Formalmente, definimos a classe de distribuicoes Normal Independente da seguinte
forma. Um vetor aleatério X tem distribuicao na classe distribui¢oes NI, com parametros
de locagao u, de escala ¥ e de forma v, X ~ NI(pu, pIRE Fy)), se sua distribuicdo tem
f.d.p dada por

u™/?

Y U ty—1
fxipze(®) = /0 W exp {_E(w —p)'E (z— N)}dFU|u(U)- (3.3)
A média e a variancia de distribuicoes na classe NI sao dadas, respectivamente, por
EX)=p e V(X)=E(U )=

Um resultado importante relacionado a familia de distribuigoes NI é sua representagao
estocastica. Este resultado pode tanto ser tutil na implementacao computacional dos
modelos para fazermos inferéncias quanto na geragao de amostras de distribuicoes desta
familia. Lange e Sinsheimer (1993) definem a familia de distribuigdes NI através do
resultado a seguir.

PROPOSICAO 3.1. Se o vetor X possui distribuicio Normal Independente n-variada
com parametros de locacao p e escala 3 temos que

X Lyt

em que T ~ N,(0,1,) e U é uma varidvel positiva com f.d.p fun(u).
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Diferentes escolhas de distribuicoes para U levam a diferentes distribuigoes para X,
por exemplo,

(i)

(i)

Se U ~ Gama(r/2,v/2) entdao X tem distribuigdo ¢-Student multivariada com
parametros de locacao p € R"™ e de escala 3 € R™ "™ e com graus de liberdade
v > 0, a qual serd denotada por X ~ T,,(u, X, v) e cuja f.d.p é dada por
_ —(v+n)/2
__ Dvdnwf2) [ E-pwE(@-p
| 2|12/ 2T (v ) 2) /2 v ’

fXIu,E,V(m)

onde a matriz de covariancia de X é dada por

VI[X] = Vz2§], para v > 2;

Se U ~ Beta(v, 1) entdao X tem distribuigao Slash multivariada com parametros de

locacao p € R™, de escala 3 € R™" e de forma v > 0, a qual serd denotada por
X ~ SL,(p,X,v) e cuja a f.d.p dada por

1
Fxuma(x) = v / (@ | ') du,
0

onde a matriz de covariancia de X é dada por

V[X] = Vilz, para v > 1;

Se fupnw () = ilg=py + (1 —v1)lpu=1y, com 0 < vy < 1e0 < vy <1, entdo
X tem distribuicao Normal Contaminada multivariada com parametros de locagao
pn € R™ de escala 3 € R™" e onde 14 e vy sao parametros de forma, denotada por
X ~NC, (0, X, v1,15) e cujaa f.dp é

IXluBne(®) = 1on(@ | p, 1y B) + (1= v1)én(x | 1, 3),

onde a matriz de covariancia de X é dada por

V(X) = (ﬂﬂ —yl) 5.

1)

A distribuicao Normal também pertence a classe de distribuicoes NI e é obtida ao
considerarmos uma distribuicao degenerada em 1 para U.

Com o objetivo de ilustrarmos o comportamento das distribui¢coes pertencentes a
classe NI apresentamos graficos da f.d.p das distribuigoes citadas anteriormente, no caso
univariado e para alguns casos particulares. A escolha pelos graficos no caso univariado,
apesar das distribui¢oes serem multivariadas, foi feita com a intencao de simplificar a
comparacao entre as distribuicoes. Na Figura 17 apresentamos graficos das f.d.p das
distribuicoes t-Student e Slash para alguns valores diferentes dos parametros.
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Figura 17: Densidade das distribuigoes ¢-Student (esquerda) e Slash (direita). No grafico
a esquerda as distribuigdes Normal padrao (linha sélida), 77(0,1,1) (e) e 77(0,1,4) (linha
tracejada). No gréfico a direita as distribui¢des Normal padrao (linha sélida), SL;(0,1, 1)
(¢) e SL1(0,1,4) (linha tracejada).

Da Figura 17 vemos que as distribuigoes ¢-Student e Slash possuem caudas mais
pesadas que distribuicao Normal. Mais especificamente, quanto menor o valor para v,
que denota o numero de graus de liberdade na distribuicao ¢-Student e é o parametro
de forma na distribuicao Slash, mais pesadas sao as caudas destas distribuicoes. Em
ambos os casos, a distribuicao Normal é o caso limite quando v tende a infinito. O
caso particular da distribuicao ¢-Student em que v = 1 equivale a distribuicao Cauchy.
Note que é possivel obtermos distribuicoes ¢-Student com caudas mais pesadas do que a
distribuicao Cauchy bastando, para isto, considerarmos valores para v menores do que 1.

Na Figura 18 apresentamos os graficos das f.d.p da distribuicao Normal Contaminada
para diferentes valores dos parametros v; e vs.

0.4
0.4
I

Densidade
0.2 0.3
Il Il

Densidade
0.2

0.1
0.1

0.0
!
0.0
!

Figura 18: Densidade da distribuicao Normal Contaminada. No gréfico a esquerda as
distribui¢goes Normal padrao (linha sélida), NC1(0;1;0,7;0,3) (e) e NC;(0;1;0,3;0,3)
(linha tracejada). No grafico a direita as distribui¢oes Normal padrao (linha sélida),

NC1(0;1;0,5;0,05) (8) e NC1(0;1;0,5;0,3) (linha tracejada).
Observamos na Figura 18 que esta distribuicao também possui caudas mais pesadas
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do que a distribuicao Normal. Nesta distribuicao, o parametro 4, pode ser interpretado
como a probabilidade de obtermos valores atipicos e o parametro v, como um fator de
aumento na variabilidade da distribuicao dos valores atipicos. Distribui¢coes com caudas
mais pesadas podem ser obtidas assumindo ou valores maiores para v, ou valores menores
para vy. A distribuicao Normal é obtida nos casos particulares em que 14 = 0 ou 15 = 1.

Visto que tanto a distribuicao ¢-Student quanto as distribuicoes Slash e Normal Con-
taminada possuem caudas mais pesadas do que a distribuicao Normal, uma pergunta
natural é qual entre elas tem caudas mais pesadas. Isso equivale a questionar qual delas
¢ mais flexivel para o ajuste de dados com presenca de valores atipicos. Nao podemos
responder esta questao com precisao uma vez que esta comparacao dependerd dos valores
atribuidos aos parametros das distribuicoes (ver Figuras 17 e 18) e diferentes combinagoes
destes valores podem levar a conclusoes conflitantes. Mais detalhes sobre a classe de dis-
tribuicao obtida da mistura na escala da distribuicao Normal podem ser encontrados, por
exemplo, em Lange e Sinsheimer (1993).

3.3 Modelo proposto

Suponha que a populagao esteja dividida em clusters, dentre os quais k deles sao
selecionados independentemente. Para cada cluster ¢ selecionado, em que ¢ = 1,...,k,
obtemos uma amostra de n; individuos. Faca N = Zle n;. Suponha que cada individuo
J do cluster i seja submetido a n;; experimentos Bernoulli independentes, com probabili-
dade de sucesso constante para o individuo, a qual ¢ denotada por m;;. Seja y;; o nimero
de sucessos observados para tal individuo. Assim y;; | m; ~ Binomial(n;;, m;;). Sejam,
xij = (1,251, Tijo, - ., Tigp)t € 245 = (1, 2451, 2ij2, - - -, 2ijq)" vetores coluna de covaridveis de
ordem p+1 e g+ 1, respectivamente, em que x;; estd associado aos efeitos fixos e z;; aos
aleatérios para o j-ésimo individuo do cluster i. Assuma que X e Z sao as matrizes de
ordens N x (p+1) e N x (¢+ 1) contendo, respectivamente, as informagoes relacionadas
as covariaveis para os efeitos fixos e aleatdrios, para todos os N individuos observados.
Assuma também que 1 = (N11, ..., Nipyy -y Nkl - -+ Nk, )t € D = (X, Z ).

Defina v; = (Vio, Vi1, - --,%iq)" € RI™ como sendo o vetor de efeitos aleatérios as-
sociados ao i-ésimo cluster e B = (By, 81, B2, - - -, B3p)" € RPT! um vetor de efeitos fixos.
Defina também v = (v%,...,v%)" o vetor coluna de ordem k(g + 1) composto pelos
efeitos aleatorios associados a todos os clusters. Ao utilizarmos a funcao de ligacao
logito para modelarmos 7;; e o preditor linear n;; = :I:%,B + zﬁj'yi, temos que m;; =
exp{n;;} [1 +exp {mj}]_l. Como consequéncia, condicional em 3, v e D, a funcao de
verossimilhanca é

i=1 j=1

em que Yy = (Y11, .-, Yingy -« s Ykls - - - » Ykn,, )" € um vetor com valor observado para varidvel
resposta para todos os individuos de todos os clusters.

Este modelo é mais geral do que o modelo que apresentamos em (1.1) no Capitulo
1. Para ser mais especifico, retornamos a func¢ao de verossimilhanga em (1.1) quando
assumimos n;; = 1 em (3.4), ou seja, quando y;; é uma varidvel bindria para todo i =
1,...,ketodo j=1,...,n; e quando 7; = ;0 € um escalar.
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3.4 Resultados para a razao de chances

Assim como no Capitulo 1, aqui também temos o interesse em comparar dois in-
dividuos 7; e jo em diferentes clusters i; e i, respectivamente, através da razao de
chances. Considerando o modelo descrito em (3.4) temos que a razao de chances entre
estes individuos é

OR15 = exp {k12 + Wia}, (3.5)

i~ Tiog)B e Wiz = 235 %0, — 20,5, Y,

Estendendo os resultados propostos em Larsen et al. (2000) especificamos uma distri-
buicao de probabilidade para o vetor v que seja mais geral do que a distribuicao Normal.
Em um contexto geral, se W15 é uma variavel aleatéria continua com f.d.p e f.d.a conheci-
das, dado 3, a Proposicao 3.2 nos fornece a distribuicao de O Ry, e resultados relacionados
a MOR, condicional nos efeitos fixos.

em que Kip = (x

PROPOSIQAO 3.2. Se Wiy € uma varidavel aleatoria continua tal que, dados Z e os
hiperpardmetros 61a, tem f.d.p fw, z.0,,(") € f-d.a Fw,z0,,(") entdo

(i) A quantidade aleatoria OR1s = exp{ki12 + Wia}, dados D = (X, Z,n), B e 01,
tem f.d.p dada por

1
fOR12\D,912ﬁ(T) = ;fW12|Z,912 (1117“ - "112) T € R-i-; (36)

(11) a mediana da distribuicao em (3.6) € tal que

(a) MOR,y = med {exp {k12 + Wiz} | D, 015, 8} = exp {/-612 + F\7v112|z,912 (0,5)};
(b) MOR|12| = med{exp{|W12|} | D70127ﬁ} = eXp {med{|W12| | D7912,5}}

= exp {F|;V112| |27912(0,5)}, em que Flw,,| z,0,,(*) € a f.d.a da varidvel aleatoria

|Wia| condicional em Z e 015;

(iii) Se fwi,z.00.() € uma f.d.p simétrica em torno de p entdo

MOR;3 = med{exp {k12 + W12} | D, 015, 8} = exp{ri2 + u};

() Se fwi,z,60..(-) € uma f.d.p simétrica em torno de zero entdo

(a) MOR 15 = med{exp{|Wiz|} | D, 02,8} = exp{med{|Wiz| | D, 02,8}}
= oxp { Fil, 20, (0.75) }:

(b) med{exp{—|Wis|} | D,612,8} = [med{exp{|Wi|} | D, 015, 8}]".
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DEMONSTRACAO.

(i) Como ORjy = exp{ki2 + Wiz}, segue que Wi, = InORy5 — K19. Dai, usando o
método do Jacobiano, segue que a f.d.p de OR;5 no ponto r € Ry, dados D, B e
0127 é

dWia
dr

fOR12|D,012,ﬁ(T) = fW12|Z7912 (hl?” — /{/12)

1
= ;fW12|Z,912 (11’17‘ - Kl?) .

(i) (a) Seja a = med{exp {k12 + W12} | D, 015, B}. Assim, temos que

FORl2|D7912ﬁ(a’) =05
P(exp{ri2 + Wiz} <a| D,012,8) =0,5
P (W12 S Ina — K12 | D, 0127,6) == 0,5

Logo, a = exp {Klg + FVT,;‘Zﬂm (0,5)}.
(b) Seja a; = med{exp{|Wiz|} | D, 012, 8}. Assim,

P(exp{|Wi2|} <a; | D,012,8) =0,5
P(|Wis| <Ina | D,042,3) =0,5
F|W12\ \Zﬂm(lnal) =0,5.

Logo, a; = exp {}7';[,112' \2012(075)}' A outra parte da igualdade, segue do uso
direto da Proposicao A.2 no Apéndice A.

(iii) Segue de (i) que med{exp{ri2 + Wi} | D, 612,38} = exp {F§v112|z,012(075) + /ﬁg}.
Como, condicional em Z e 015, W15 é uma variavel aleatéria com densidade simétrica

em torno de p, temos que FI;/L‘ZGIQ(O,@ = p. Desta forma, med{exp {r12 + Wia} |

D,0,y,8} = exp {r12 + p}.

(iv) (a) Seja a = F|;V112| 2.6,,(0,5). Como Wiy, dados Z e 613, tem f.d.p simétrica em
torno de zero, temos que

P(’W12’ S a | D7912718) = 075
P(—a <Wyiy <a|D,0,8) =05
FW12|Z,912 (a> - FW12|Z7912(_G> = 075
FW12|Z,912 (a) = 0,75
Logo, a = FI;,}Q \2.0,,(0,75). Substituindo este resultado no item (izi) segue que

med{exp{[Ws|} | D, 012, 8} = exp {FV—V112‘Z,912(0,75)}.
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(b) Seja h = med{exp{—|Wis|} | D, 012,3}. Assim,

P(exp{—|Wi|} <h|D,65,8) =0,5

PWy2> —Inh | D,61,8) + P(Wis <Inh | D,0:,3) =0,5
2P(Wiy <Inh | D,8y,,8) = 0,5

Fw,, 12,6, (Inh) = 0,25.

Desta forma, segue que

h=exp{Fil, 176,(025)}
h=exp{=Fi, 170,075 }
h = [med{exp{|Wy|} | D, 01,8} ",
portanto, med{exp{—|Wis|} | D, 013, 8} = [med{exp{|W,|} | D,015, 3} "
O

Perceba de (iv) que sempre que a distribuicao de Wis for simétrica ao redor de zero
a mediana da razao de chances serd exp {k12}. Assim, a comparacao dos individuos nao
dependera dos clusters a que pertencem.

Do ponto de vista bayesiano, a construcao da distribuicao a priori sobre 8 nao é uma
tarefa facil. Em muitos dos casos, a informacao sobre 3 que esta disponivel é de forma
indireta através da razao de chances. Para ajudar a determinar distribuicoes a prior:
para 3 e -y, pode ser ttil conhecermos caracteristicas da distribuicao de OR15 dados D
e 615. Para facilitar a notagao, a expressao para ORj5 em (3.5) serd escrita como

ORyp = exp {W,}, (3.7)
em que Wiy = ko + Wiz = (2], — @i,;,)8 + 20,5, %, — 5 Yin-

Apoés especificarmos as distribuicoes de probabilidade conjunta para os vetores «y e 3,
podemos obter a f.d.p para a variavel aleatéria W7,. Na Proposicao 3.3, alguns resultados
relacionados a distribuicao da razao de chances e sua mediana sao obtidos.

PROPOSICAO 3.3. Se WY, € uma varidvel aleatoria continua que, condicional em D
e nos hiperparametros 012, possui f.d.p fw D6, (-) € f.d-a Fw: pe,,(-) entio

(i) ORyy = exp{W},}, dados D e 015, tem f.d.p dada por

1
fORlz\D,Bm (T> = ;foQ\D,Bm (ln T) T € R-I—; (38)

(i1) A mediana da f.d.p em (3.8) é dada por

MORys = med {exp {W5,} | D, 615} = exp {F§V112|D7912(0,5)};
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(i) Se fwz,D,6.,(") € uma f.d.p simétrica em torno de yi entao
MOR;; = med{exp{Wi,} | D,012} = exp{u}.

A demonstracao desta proposicao é similar a demonstracao da Proposicao 3.2 e, por
isso, sera omitida do texto.

3.4.1 Razao de chances no modelo logistico eliptico

Considere 0o modelo em (3.4) e assuma que, condicional na matriz de escala 3, o
vetor de efeitos aleatdrios tem distribuigao eliptica tal que v ~ FEl,(0,%;h), cuja f.d.p
¢ dada em (3.1). Do resultado em (3.5) temos que OR1s = exp {k12 + Wia}, sendo que

— t t _ t t * 4 L3
Ky = (miljl — %2]‘2)5 e Wia = zi,Yi, — Zi,5Yi,- A varidvel aleatéria Wy, pode ser
: _ St _ t t t _ t t \t
reescrita como Wi = 21,719, em que 21 = (27,5, —25,;,)" € Y12 = (7i,,7i,)"- Decorre do

Teorema 3.2 que 7,5 ~ Ely(0,X12; k), em que 35 denota a matriz de escala que define
a covariancia entre os vetores 7, e 7,,. Consequentemente, aplicando o Teorema 3.1,
obtemos que Wiy ~ Ely(0,035; h), com 03y = 2{,315215. Desta forma, uma vez que a
distribuicao de Wi, é simétrica em torno de zero, segue diretamente da Proposicao 3.2 o

seguinte resultado. Por simplicidade, como em (3.4), D = (X, Z,n).

PROPOSICAO 3.4. Se v é um vetor aleatério com distribuicio ~ ~ Eli(g+1)(0,3;h)
entao, dados D, B e 3, seque que

a) avaridvel aleatoria O Ryy tem distribuicdo log-eliptica com parametros de loca¢ao K1y €
R e escala 03y € Ry, denotada por LEl(k1a,0%; h), cuja f.d.p é

fOR12|D,ﬁ,E (T) -

1 h ((IHT — l€12)2

2

>7TGR+;

b) a razdo de chances mediana € tal que
(i) MOR12 = med{exp {|Wi|} | D, 3, X} = exp {med {|W1| | D,B,3}}
= exp { F.,(0,75)}, em que Fy,n(-) € a f.d.a da distribuicio El, (0, 0%y; h);
(i) med{exp{—|W[} | D, 8,3} = med{exp {|[Wi2| | D, B, Z}}7;
(i) MORy = med{exp {x12 + Wiz} | D, 3,X} = exp {K12}.

O modelo logistico com intercepto aleatério eliptico segue como caso particular do
modelo em (3.4) quando assumimos z12 = (1, — 1)" e v15 = (7i;,7,)". Além disto, os
resultados apresentados em Larsen et al. (2000) s@o casos particulares do Teorema 3.4,
caso para o qual a distribuicao Normal é a distribuicao eliptica utilizada. Outros casos
particulares do Teorema 3.4 sao apresentados no Corolario 3.1.

COROLARIO 3.1. Condicional em D, 3 eX (eemv, vy e vy quando for o caso),
seque que
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(i) Se v ~ Tig+1)(0,%,v) entao ORyy tem distribui¢do log-t-Student com parametros
k12 €ER, 0%, € Ry ev € Ry, denotada por LTy (K12, 0%, V), cuja f.d.p é dada por

Y

U Inr — k)] Y2
Jonsioas) = s [ e

(ii) Se v ~ SLyg+1)(0,%,v) entao ORyy tem distribuicao log-Slash com parametros
k12 €ER, 0%, € Ry ev € Ry, denotada por LSLi(k12,0%,v), com f.d.p dada por

1
1% _
forwnppx(r) = ;/ o(lnr | Kiz,u~'o%,)du;
0

(iii) Se~y ~ NCyg+1)(0,2,v1,15) entdo ORy5 tem distribuicao log-Normal-contaminada
com parametros ks € R, cer eR, 0< 1y <1el < v <1, denotada por
LNC\(K12,0%,v1,1), com f.d.p dada por

1
fORmID,B,E(T) = - [Vlﬁb(lnr | K12, V2_10'§2> + (1 - Vl)éb(h”” | ’11270'%2)} .

Note que neste capitulo, em geral, a distribuicao assumida para = impoe dependéncia
entre os efeitos aleatérios 7y; e 7,,. A excegao a este fato ocorre no caso em que a
distribuicao eliptica usada ¢ a distribuicao Normal com matriz de escala bloco-diagonal.
Neste caso obtemos independéncia entre os efeitos aleatorios para os clusters. Nos demais
casos, a independéncia entre 7, e v, nao decorre da estrutura bloco diagonal para a
matriz de escala mas, apesar da relacao de dependéncia, podemos definir 3 de tal forma
que 7v;, € 7,;, sejam nao correlacionados.

Se considerarmos o caso particular do modelo em que apenas o intercepto é aleatorio,
isto é, v = (71,...,7)", e se assumirmos efeitos aleatérios ;s independentes e com
distribuicao na classe de distribuicoes elipticas, muitas vezes nao conseguimos obter a
distribuicao de probabilidades de combinagoes lineares do vetor de efeitos aleatoérios v de
forma analitica. Excecoes ocorrem para as distribuicoes Normal e Normal Contaminada.
Sendo assim, uma vez que nosso interesse recai sobre a combinacao linear Wiy = ~;, —
Viy, NA0 € possivel encontrarmos a f.d.p da razao de chances OR;, analiticamente. No
entanto, podemos facilmente obter uma amostra da distribuicao de probabilidades de
Wiy gerando amostras de v;, e 7;,. Através desta amostra gerada podemos estimar
quantidades relacionadas a f.d.p de Wi,. Entao, neste caso particular, podemos usar a
Proposicao 3.5, apresentada a seguir, para calcular MOR;3 ¢ MOR)19).

PROPOSIQAO 3.5. Em um modelo com intercepto aleatorio, se~y é um vetor aleatorio
tal que ~; i El(0,0% h) entdo, dados D, B3 e 0%, seque que

MOR12 = exp{/ﬁg} € MOR|12| = exp {Fv;/iﬂz,elg <0,75)},

em que Fyy,, 2.0, (") € a f.d.a da varidvel aleatdria Wiy dado Z e 015 = (02, v)".
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A demonstragao da Proposigao 3.5 segue diretamente da Proposicao A.1 de onde segue
que Wiy = 75, — i, é uma varidvel aleatéria simétrica em torno de zero e dos itens (7i7)
e (iv) da Proposigao 3.2.

Particularmente, se assumimos que 7; YN C(0,0% v1, 1), podemos mostrar que a
variavel aleatoria Wi, tem f.d.p e f.d.a dadas por

(1 +V2)02>

Vo

20
fW12|02,1/1,u2(w> - V12¢1 <U) | 0, l/_2> + 2V1(1 — I/1>QZ51 (U) ‘ 0,
+ (1—11)%p1 (w]0,20%) e
9 202
FW12|02,V17V2(w) = qu)l w | 07 — | + 2’/1(1 - Vl)q)l w | 07

Vo
+ (1=11)*® (w]0,20%),

(1 +u2)02)

Vo

respectivamente. Neste caso, a quantidade FI;,I (0,75) na Proposicao 3.5 pode ser

12]Z,012
calculada resolvendo numericamente a igualdade Ileﬂaz,ylﬂ,2 (w) = 0,75.

Outro resultado importante desta secao, utilizado apenas sob o enfoque bayesiano,
diz respeito a obtermos a distribuicao a priori de OR15 sem condicionarmos nos efeitos
fixos 3. Para isto, é necessario adotarmos uma distribuicao a priori conjunta para 3 e
.

Defina o vetor coluna ¢ = (3", 4?)* de dimensao m; = (p+ 1) + k(g +1). Assuma que
¢~ Ely, (pu,X;h), em que

Etﬁ o o g
TR, ... ®
B81 11 1k
ll’t: (l‘l’tﬂ?p’fylv 7/‘1’tyk) e XM= : : . . ) (39)
X X o Xk
Mg € RPFL e K, € R™! sao vetores de locagao relacionados a B e v,, 1 = 1,...,k,

respectivamente, 3 é uma matriz de escala simétrica positiva definida, 33 é uma matriz
quadrada de ordem (p-+1) trazendo informagao sobre covariancia entre os elementos de (3,
34 ¢ uma matriz (p+1) X (¢+ 1) com informacao sobre covariancia entre 8 e 7, e 3;;, ¢
uma matriz quadrada de ordem (¢ + 1) com informagao sobre covariancia entre v; e ,,.
E importante ressaltar que, por exemplo, 3z nao ¢ exatamente a matriz de covariancias
assumida a prior: para (3 pois, em geral, a matriz de covariancia nas distribuicoes elipticas
também ¢ funcao dos parametros de forma. Isto ocorre, por exemplo, nas distribuicoes
t-Student e Slash. O mesmo segue para Xg; € 3;,;,.
De (3.7) segue que a razao de chances é

OR12 = exXp {W1*2}7 (310)

* * * t
€ que W12 - 331%@27 Ly = ((miljl - $i2j2)t7 z;jlv —Z§2j2) € §12 = (Bt>7§177§2>t'
Como W7, é uma transformacao linear de (13 se 12 ~ Elyy, (f19, 2155 h), onde mqs =
p+2q+ 3,
P . t Etﬁ Eﬁil Eﬁiz
Hi2 = (“’ﬁ7y’% y Ky, ) € E12 - E,Bil Eilil Eiliz )
1 2 Zt Et
Bi2 )
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entao, como consequéncia, segue do Teorema 3.1 que
* * *2 .

em que pi, = Tibpy,, 073 = LY}, e xt, é definido como em (3.10). Como con-
sequéncia e considerando a Proposicao 3.3 pode-se diretamente obter a distribuicao de
OR;5, condicional em p, 3 e D, neste caso. Este resultado é apresentado na Proposicao
3.6.

PROPOSICAO 3.6. Se 3 e~ sio varidveis aleatdrias tais que (8,4t ~ Bl (@, ; h),
com D, p e X definidos como em (3.9), entdo, dados p, ¥ e D, seque que

a) a varidvel aleatdria ORyo tem distribui¢ao log-eliptica com parametros de locagdo |3y
e escala 033, denotada por LEl (1}, 053; h), cuja f.d.p é dada por

1 ((Inr — i)
. h (( nr *2,u12) > T c R+7 (312)
019 012

foruDus(r) =

em que |15, € oi5 sao definidos em (3.11);
b) A mediana da distribuicao em (3.12) € dada por

MOR; = med{exp {W},} | D, u, 3} = exp {7, }.

Na maior parte das vezes, artigos disponiveis na literatura estatistica que abordam
assuntos sobre modelos mistos assumem independéncia entre 3 e ~ e, usualmente assume-
se distribuicao normal para 4. No enfoque bayesiano, usualmente também se considera
normalidade para 3. Este e alguns outros casos particulares da Proposicao 3.6 sao apre-
sentados no seguinte corolario.

COROLARIO 3.2. Condicional em D, peX (eemv, vy evy quando for o caso),
seque que

(v) Se B e~y = (¥5,...,7)" sdo independentes tal que B ~ Nyi1(pg, 3g) e v ~
Ni(g+1)(0,X%,), entdo ORyy ~ log-Normal(M, V'), em que

M = (X — Xip)'pg e
Vo= (Xi1j1 - Xizjz)tzﬁ(xilh - Xi2j2) + (Z?

t t t.
i1j17 _Zisz _Zi2j2> )

)%,(Z;
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(vi) Se B e ~ sao independentes tal que B ~ Nypii1(pg,Xg) e vy “ Ni(g+1)(0, %),

com X, = bloco-diagonal{%,,,..., X, } tal que 3, = 3, Vr,s =1,... k, entao
ORy5 ~ log-Normal(M, V'), em que

M = (Xiljl - Xi2j2>t/"’ﬂ €
Vo= (thl - Xizj2>t2/3’(Xi1j1 - Xizjz) + (Ziljl - Zi2j2)t2'7i(ziljl - Zi2j2)'
Para obtermos os resultados referentes a distribuicao de OR condicional em 3, e
sobre as medidas MOR propostas para interpretarmos os efeitos fixos e para quantifi-
carmos a heterogeneidade entre os clusters, é necessario conhecermos a distribuicao da
variavel aleatéria Wi,. Em outras palavras, é necessario conhecermos alguns resultados
sobre combinacoes lineares da distribuicao assumida para o vetor de efeitos aleatérios ~.
Nem sempre tais resultados sao conhecidos mas, nestes casos, ainda podemos interpretar
os efeito fixos e quantificar a heterogeneidade presente nos clusters no enfoque cldssico
usando aproximacoes computacionais para tais resultados. Isto é, apds estimarmos 3 e os
hiperparametros da distribuicao de =, podemos simular valores da distribui¢ao assumida
para « e obtermos numericamente, tanto a distribuicao para a razao de chances quanto
para outras quantidades relacionadas a ela, como por exemplo, a mediana.

3.5 Métodos de maxima verossimilhanca no modelo
logistico misto NI

Nesta secao, discutimos os procedimentos de inferéncia, considerando apenas o caso
particular do modelo apresentado em (3.4) em que apenas o intercepto é aleatdrio, isto
é, consideramos o modelo assumido em (1.1). Para os efeitos aleatérios assumiremos que
Yi “ El1(0,0%h),i=1,...,k, em que h é a fungao geradora de densidade de alguma das
distribuigoes pertencentes a subclasse de distribuicoes NI. Estas distribuicoes possuem
f.d.p como a apresentada em (3.3). Ao longo deste texto, este modelo serd genericamente
chamado de modelo Logistico-NI.

Utilizando a Proposicao 3.1, o efeito aleatorio 7; pode ser estocasticamente represen-

tado por

v LU V2oT, (3.13)

)

em que T~ N(0,1) e U; é uma varidvel positiva com f.d.p fy,.(u;). Assim, segue que
Yi|Us = u; ~ N(0,u; *0?). Diferentes escolhas de distribui¢des para U; levam a diferentes
distribuicoes para 7; e, consequentemente, a diferentes modelos. Por exemplo,

i) Modelo Logistico-N: se fy. (u;) = 1y, —13, entdo v; ~ N(0,0?);
k3 { g }

)
(i) Modelo Logistico-T: se U; ~ Gama(v/2,v/2), entao v; ~ T1(0, 02, v);
(iii) Modelo Logistico-SL: se U; ~ Beta(v, 1), entao v; ~ SL;(0, 0% v);

)

(iv) Modelo Logistico-NC: se fy, v, v, (1) = V1 1{u,=e} + (1 — v1)1qy,=13, com 0 < vy <1
e 0 <wvy <1, entao v ~ NC (0,02 vy, 10).
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Para realizarmos inferéncia sob o ponto de vista classico, mais precisamente para
obtermos os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) para 3 e os parametros da
distribuicao de +;, inicialmente é necessario encontramos a fungao de verossimilhanca para
os dados completos e, em seguida, a funcao de verossimilhanca marginal para os dados
observados. Por dados completos entendemos a variavel resposta, os efeitos aleatorios e
as demais variaveis latentes presentes no modelo.

Seja U = (Uy,...,U)! o vetor de varidveis misturadoras latentes, U’ = (v, U")
o vetor com todas as varidveis latentes do modelo, y! = (y*,~v!,U") o vetor de dados
completos e 8" = (B, 0%, v) o vetor de parametros. A funcdo de verossimilhanca para os
dados completos y, é

L(0:y.) = [yps~Y)fyo2u(Y)fon(u)
B k  n nz’j exp {nij} Yij 1 Nij—Yij
a HH( Yij ) {Hexp{mj}} LJreXp{mj}}

=1 j=1

[HQWQWI{ %}”thmr (3.14)

em que 7;; = ;3 + i

Para continuarmos o processo de inferéncia é necessario obtermos a funcao de verossi-
milhang¢a marginal para os dados observados e maximizarmos com respeito aos parametros
de interesse. Para isto é necessario integrarmos a fungao em (3.14) com respeito a y e U.
No entanto, tal integral multidimensional nao possui forma analitica conhecida. O algo-
ritmo EM (do acrénimo Ezpectation-Maximization), proposto por Dempster et al. (1977),
é uma alternativa para obtermos os estimadores de méxima verossimilhanga (EMV) neste
tipo de situacao. No que segue apresentamos o algoritmo EM em sua forma geral e algu-
mas de suas variagoes para obtermos os estimadores de maxima verossimilhanca para o
modelo Logistico-NI.

3.5.1 Algoritmo EM Monte Carlo no modelo Logistico-NI

O algoritmo EM é construido considerando-se a funcao de verossimilhanca completa
visando obtermos os EMV para a fungao de verossimilhanca marginal. Cada iteragao
do algoritmo EM é composta por dois passos denotados, respectivamente, por passo E
(expectation) e M (mazximization). Para a iteragdo m + 1 do algoritmo, no passo E
calculamos o valor esperado do logaritmo da funcao de verossimilhancga para os dados
completos com respeito a f.d.p do vetor de variaveis latentes U ., condicional em y, D e
no vetor de estimativas ™). Esta esperanca ¢ expressa por

QO 10™) = By 1(6:.) | 9] = [ 106 ooy plwddues (315)

em que .(6;y,) denota a funcao de log-verossimilhanga para y.., 0™ denota o argumento
que maximizou a funcdo Q(6 | 8™ V) no passo m e fu.jetm 4 p(uc) representa a f.d.p

do vetor aleatério U, condicional em y, D ¢ @ = 8. O passo M do algoritmo EM
corresponde & maximizacio de Q(6 | 8"™) com respeito a 6.
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No caso do modelo Logistico-NI a funcao de log-verossimilhanca para y,. decorre de
(3.14) e é dada por

k. n; k
- k 1
(9. o | D yigmig — i In {1 +exp {n;}}| — §1H02 ~ 5,2 > uin;
=1

i=1 j=1
k

+ > I fuu(u),
i=1

em que o termo Zle In fu,1,(u;) assume uma forma diferente para cada distribuicao da
subclasse NI. Para as distribuicoes consideradas neste trabalho temos que Zle In fu,p(u;)
¢é igual a

(

0 se 7 ~ N(0,07%);
k[4¥In{v/2} —InT(v/2)] + (¥ — 1) Inu — %u se v ~T(0,0% v); (3.16)
3.16
klnv+ (v—1)Inu, se v ~ SL(0,0%,v);
\ 1_1V2 [(k—wu)Inv + (u, — kve) In{1 — 11 }] se v ~ NC(0,0% v1,15),

k k
emqueu =y . _u elnu =" Inu,.

Note que se os efeitos aleatérios tiverem distribuicao Normal Contaminada, a ex-

pressao em (3.16) é obtida porque podemos escrever
_ (l=uy)/(1—w2) u;—v2)/(1—v
Joio e (ui) = vy (1 — py) L)),

Em alguns casos nao é possivel obtermos as expressoes analiticas fechadas para o valor
esperado dado em (3.15). Isto, por exemplo, é o que ocorre com os casos apresentados
aqui. Quando isto ocorre, uma possivel solucao é utilizarmos um estimador Monte Carlo
para estimarmos (0 | O(m)). Se na iteragao m+1 do algoritmo obtivermos uma amostra

(m+1,1) (m+1,L) S R .
U e, U da distribuicao fy; jgm p(u.), podemos estimar a esperanca em
(3.15) através da aproximagao

ll

L
Qu(O67) = L5 1, (89, 1) (3.17)
=1

Considerando-se esta aproximacao, o algoritmo passa a ser denominado por algoritmo
EM Monte Carlo (EMMC) e foi proposto por Wei e Tanner (1990). Como mencionado
em Levine e Casella (2001), pela Lei dos Grandes Nimeros, o estimador em (3.17) fornece
uma boa aproximagao para a esperanga tedrica dada em (3.15) se o tamanho da amostra
Monte Carlo é grande.

Um aspecto importante da implementacao do algoritmo EMMC é a escolha do ta-
manho da amostra Monte Carlo L. Quando L = 1 o algoritmo EMMC ¢é equivalente ao
algoritmo EM estocéstico proposto por Celeux e Diebolt (1985). No entanto, maiores
valores para L aumentam a precisao nas estimativas fornecidas pelo algoritmo. Wei e
Tanner (1990) afirmam que ¢é ineficiente iniciarmos o algoritmo EMMC assumindo um

76



valor inicial para L grande, uma vez que as estimativas para os parametros de interesse
nos passos iniciais podem estar distantes dos valores verdadeiros. Eles sugerem que L
deve ser aumentado com o nimero de iteragoes. Em funcao da aproximagao Monte Carlo
considerada no passo E e do erro Monte Carlo introduzido decorrente disto, no algoritmo
EMMC nao hé garantias de que a cada iteracao as estimativas fiquem mais préximas
das estimativas de maxima verossimilhanca. Por isso, nas iteracoes finais é necessario
considerarmos valores mais altos de L para que o erro Monte Carlo nao seja dominante
no comportamento das estimativas dos parametros. Booth e Hobert (1999) dizem que
na escolha do valor L vive-se o dilema de decidirmos entre a acuracia da aproximacao
da funcao @ e a velocidade de convergéncia do algoritmo. Alguns trabalhos como, por
exemplo, McCulloch (1994), McCulloch (1997) e Chan e Kuk (1997), sugerem o uso de
métodos ad hoc para aumentar L. Em McCulloch (1994), aumenta-se o valor de L line-
armente com o nimero de iteragdes. McCulloch (1997) assume L = 50 para iteragoes de
1 a 19, L = 200 para iteracoes de 20 a 39 e L = 5000 a partir da iteracao 40. Em Chan
e Kuk (1997) usa-se L = 1000 para cada uma de suas 300 iteragoes.

Outros trabalhos consideram estratégias, baseadas na avaliagao do erro Monte Carlo,
para aumentar automaticamente o nimero L de réplicas Monte Carlo ao longo do al-
goritmo. Considerando que as amostras das variaveis latentes sao geradas de forma
independente, Booth e Hobert (1999) propéem um método para aumentar L a partir da
construcio de um elipsoide de confianca para 8™V, Levine e Casella (2001) generalizam
o trabalho de Booth e Hobert (1999) considerando amostras dependentes, geradas por
rotinas MCMC, das varidveis latentes, mas assumem que os componentes do vetor ™+
sao independentes. Levine e Fan (2004), também considerando amostras dependentes,
implementam uma estratégia para aumentar L, diferente da estratégia sugerida por Le-
vine e Casella (2001). Estes autores constroem através de um elipsoide de confianca para
6"V em que estimam a correlacéio entre os componentes de 8™, Chen et al. (2002)
consideram a estratégia proposta em Booth e Hobert (1999) para modelos generalizados
mistos utilizando uma abordagem semi-paramétrica para aproximar a densidade dos efei-
tos aleatdrios. Caffo et al. (2005) propoe um método denominado “Ascent-based MCEM”
para aumentar o numero de réplicas Monte Carlo em que baseiam-se na propriedade de
incremento da funcao de log-verossimilhanca do algoritmo EM. Este método é comparado
ao proposto por Booth e Hobert (1999). Neath (2006), entre outras coisas, implementa
e compara os métodos automaticos propostos por Booth e Hobert (1999) e Caffo et al.
(2005) para aumentar o nimero L de réplicas Monte Carlo. Neath (2006) conclui que o
método Ascent-based MCEM é mais facil de entender e produz uma aloca¢ao mais efici-
ente dos recursos Monte Carlo entre as iteragoes do EMMC do que o método proposto por
Booth e Hobert (1999). Além disso, o Ascent-based MCEM ¢é menos sensivel a escolha
de parametros pré-fixados.

Definido o valor de L, em uma certa iteracao m+1 do algoritmo, os passos do algoritmo
EMMC sao:

P1) Gerar uma amostra de tamanho L de U, da distribuigao fUCIG(’”),y, p(we);

P2) Calcular Q. (6 | 8"™);
P3) Maximizar Q. (8 | 8™) para obter ™Y,

Estes passos sao repetidos até que o algoritmo atinja a convergéncia. Existem diversos
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critérios para avaliarmos a convergéncia de algoritmos do tipo EM. No algoritmo EM usual
uma regra muito usada é pararmos o algoritmo quando a mudanca relativa nos valores
dos parametros for muito pequena, isto é, o algoritmo pode ser parado quando

(m+1) _ p(m)
max 6: b < o, (3.18)
" 08| + 6,

em que 0; e 0y sao constantes pré-determinadas, max, A, representa o maior valor A,
com o subscrito r variando para todos os componentes do vetor de parametros 8. Em
geral, sao utilizados valores pequenos como, por exemplo, §; = 0,001 e 5 = 0,0001. O
critério em (3.18) também pode ser considerado no algoritmo EMMC. Entretanto, para
este algoritmo estes valores para d; e d; nao sao recomendados uma vez que com presenca
do Erro Monte Carlo, seria necessario amostra Monte Carlo de tamanho L muito grande
para atendermos tal precisao. Em Booth e Hobert (1999) sao considerados valores para
dy entre 0,002 e 0,005. Além disso, tal artigo afirma que o critério de parada em (3.18)
pode ser atingido prematuramente em uma iteracao do algoritmo EMMC simplesmente
por existir um grande erro Monte Carlo associado com a estimagao dos parametros. Por
isso, Booth e Hobert (1999) finaliza o algoritmo EMMC apenas quando a regra em (3.18)
¢é satisfeita em trés iteracoes consecutivas.

Note que o critério de parada em (3.18) pode nado ser atingido quando o algoritmo
fornecer um valor muito préximo de 0 para a estimativa de algum parametro. Isto pode
ser um problema quando o valor de algum parametro é préximo de zero. Por esta razao,
Booth e Hobert (1999) sugerem utilizar um segundo critério de convergéncia em conjunto
com o critério (3.18) baseado na mudanca da estimativa dos parametro relativa ao seu
erro padrao, ou seja, considerar o critério dado por

97(nm+1) . ‘97(nm)
max | - | < 0o, (3.19)
' V(6,) + 0,

~

para valores pequenos de 0; e d2, em que V(6;) representa a variancia das estimativas
fornecidas para a i-ésima componente do vetor 6.

Note que para usarmos o critério de parada em (3.19) é necessario calcularmos a
variancia Var(éz-) em cada iteracao do algoritmo, o que pode tornar o processo de es-
timacao mais lento.

Em algoritmos deterministicos, outra opc¢ao de critério de parada que é utilizado ¢é a
avaliagao das mudangas na log-verossimilhanga observada. No algoritmo EMMC esse tipo
de regra nao ¢ muito conveniente pois nao é possivel encontrarmos a forma analitica para
a log-verossimilhanca observada. Entao faz-se necessario utilizarmos uma aproximacao
Monte Carlo para esta fun¢do. Além disso, como diz Neath (2006), este tipo de critério
é perigoso pois uma pequena mudanca da l,s(0,y) nao indica necessariamente que o™
esta perto do estimador de maxima verossimilhanca. A mudanca na log-verossimilhanca
pode ser pequena porque estimativas dos parametros estao perto da convergéncia ou
porque no movimento de atualizacao dos parametros atingiu-se uma regiao muito suave
da superficie de verossimilhanca, nao necessariamente préxima do seu maximo. A se-
gunda possibilidade é devida ao fato de o algoritmo EMMC nao possuir a propriedade
de ascensao da log-verossimilhanca que existe no EM deterministico.
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Outra questao delicada no algoritmo EMMC ¢ a geracao das amostras da distribuicao
condicional completa fy; gem p(u.) de U, = (v, U")!. Existem vérias possibilidades
para gerarmos amostras desta distribuicao. Alguns procedimentos sugeridos para este
fim sao a amostragem por rejeicao, a amostragem por importancia e os métodos MCMC.
Jank (2005) discute as vantagens e desvantagens de cada uma destas alternativas. Uma
desvantagem da amostragem por rejeicao é que esta funciona bem apenas para proble-
mas em que é necessario gerarmos amostras de distribuigoes que tém baixa dimensao.
Além disso, este método depende da escolha de uma boa distribuicao de importancia ou
candidata para que a taxa de aceitacao do algoritmo seja alta. A amostragem por im-
portancia apresenta como principais vantagens o fato de gerarmos amostras independentes
e utilizarmos todos os valores simulados, entretanto, este método depende fortemente da
amostra escolhida. Os métodos MCMC sao muito tteis quando é necessario gerarmos
amostras de distribuicoes multivariadas com alta dimensao, no entanto, as amostras ge-
radas nao sao independentes, o que faz com que a variancia das estimativas aumente.
Consequentemente, isto leva ao aumento da variancia das estimativas podendo acarretar
problemas de convergéncia do algoritmo. Booth e Hobert (1999) discutem os resultados
obtidos quando as amostras dos efeitos aleatorios sao geradas utilizando-se o algoritmo
de Metropolis-Hastings, o método da amostragem por rejeicao e amostragem por im-
portancia. Quintana et al. (1999) e Levine e Casella (2001) utilizam amostragem por
importancia, Chen et al. (2002) consideram um método denominado por “Dupla” amos-
tragem por rejeicao e Levine e Fan (2004) utilizam métodos MCMC para gerar dos efeitos
aleatorios.

Neste trabalho, devido as dificuldades computacionais, utilizamos o amostrador de
Gibbs para gerarmos amostras da distribuicao fUC|9(m>7y7 p(u.). Para garantirmos a in-
dependéncia da amostra gerada, L cadeias independentes foram consideradas. Conside-
rando a representagao dada em (3.13), as distribuigoes condicionais completas para U,
nos casos discutidos no inicio da secao sao dadas a seguir. Com o intuito de simplifi-
car a notacao, omitimos a dependéncia em 0 = 6™ na apresentacao das distribuicoes
condicionais completas (d.c.c) obtidas. Tais distribuigoes sao dadas por

fr0400(Y) X fyp s~ (Y)fyo2u(Y)

n

k  n; ui%z
ij Nij —Yij i=1
o [l | | | (m5)" (1 — )™ y]] eXP\ T oo (7

i=1 j=1

fU|9,y,’y,D(u) X f7|02,U(7>fU\u<’u’>
k
x H u? exp {—

em que 7;; = exp {n;; }[1 +exp {n;;}] 7" e mij = ;8 + .
A d.c.c em (3.20) assumird uma expressao diferente em cada modelo no qual assu-
mimos uma distribuicao da classe NI para os efeitos aleatérios. No modelo Logistico-N

Uir?
- }fmu(ui), (3.20)
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temos fujg,y~,p(®) = Hle 14y,—13. Se assumimos o modelo Logistico-T, entao

e up (7
foonotw < [Lu™ e {5 (L +v)

i=1

2
a partir de onde conclui-se que U|y,v ~ Gama <"T+1,% (Z—Q + V)) Ao adotarmos o

modelo Logistico-SL, temos que

: v—1 wiry;
fUIO,y,%D(u) X Huz €Xp 4 — 552 Lio<u;<1y,
i=1

1
2

truncada a direita, como a distribui¢ao condicional completa de U; no modelo Logistico-
SL, Philippe (1997) propde gerar utilizando mistura finita de distribui¢oes Beta. Neste
caso, devido ao fato da distribuig¢ao truncanda assumir valores onde, em geral, a distri-
buicao Gama tem pouca massa de probabilidade, a alternativa de utilizarmos o método
da inversa da distribuicao acumulada leva a erros numéricos. Se consideramos o modelo
Logistico-NC, entao

2
assim Us|y, v ~ Gama (1/ + ,#) 1{o<u,<1}. Para gerarmos de uma distribuicio Gama

i 1 W; 2
fulo,y~,p(1) X ljll u? exp {——235 } [Vl L=y + (1 — Vl)l{uizl}} ,

de forma que, condicional em 6, y e «, u; assume o valor v, com probabilidade By /(B +

vy
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Bs) e assume o valor 1 com probabilidade By /(B;+ Bs), em que By = V1V21/2 exp {
e By = (1 —uv)exp {—21%22 }

Note que a distribui¢ao fyu,6,4.p(7Y) ndo possui forma analitica conhecida. Para
gerarmos desta distribuigao utilizamos o algoritmo Metropolis-Hastings (ver, por exem-
plo, Gilks et al., 1996). Analisaremos trés alternativas distintas de Metropolis-Hastings
que diferem quanto a distribuicao candidata. A primeira alternativa de algoritmo, a
qual denotaremos por Metropolis-Hastings de McCulloch, foi proposta por McCulloch
(1997), onde foi utilizada especificamente no modelo logistico com efeitos aleatérios Nor-
mais. Aqui, esta proposta foi adaptada para os modelos em que -« possui distribui¢ao na
subclasse NI. Esta alternativa consiste em considerarmos a distribuicao de importancia
ou candidata como sendo h.,(vi) = fy,u,02(7) e isto faz com que a probabilidade de
aceitacao da proposta v*, dados os valores atuais de -+, no algoritmo Metropolis-Hastings

seja simplificada para
Jy.0.8(Y) }

A;(v*,7) = min {1,
( ) Jylv.0.8(Y)

Contudo, esta alternativa apresenta duas desvantagens: A primeira é que nao é possivel
controlarmos a taxa de aceitagao do Metropolis-Hastings e a segunda desvantagem ¢
que cada elemento do vetor « é gerado separadamente, o que pode tornar mais lento o
programa computacional. Por outro lado, se tentarmos atualizar mais de um elemento
de ~ por vez, a taxa de aceitacao do algoritmo torna-se muito baixa. Esta alternativa de
algoritmo (Algoritmo 1) é descrita a seguir.
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Algoritmo 1 Metropolis-Hastings de McCulloch
Seja ¥ = (71, ..., V) valores prévios da distribuicao condicional fu,6.4.0(7Y)-

1. Inicialize ¢ = 1;
Gere 7; da distribuicao candidata h., (7)) = fy,v,.02(V);
Fa(;a PY* = (717771*777%)7

() — Jy W) 1.
Calcule Az('}’ a’Y) = 1n {1’ ;Iy\ai,,p,a(y) }’

ook W

. Aceite v* como novo valor com probabilidade A;(v*,7), caso contrario mantenha o
valor prévio.

6. Facat =1+ 1;
7. Repita de 2-6 enquanto i < k.

Perceba que, uma vez que as observacoes para a variavel resposta sao independentes
condicionalmente nos efeitos aleatorios, a probabilidade de aceitacao no Algoritmo 1 pode
ser simplificada para

(3.21)

[T55 foiheD(is)

Em termos de eficiéncia na implementacao computacional do algoritmo, utilizar a
probabilidade de aceitagdo dada em (3.21) traz grande beneficio pois diminui bastante
o numero de contas a serem feitas, o que reduz consideravelmente o tempo de execucgao
do algoritmo. O algoritmo MCMC com o algoritmo Metropolis-Hastings de McCulloch
para gerarmos da distribuicao condicional completa dos efeitos aleatérios denotaremos
por EMMC-M.

Visando melhorar os problemas do Algoritmo 1 previamente mencionados, propomos
uma alternativa (Algoritmo 2) que consiste em utilizar como distribuicdo candidata a
distribuicao Normal com média igual ao valor no passo anterior e com variancia igual 72.
Quando a distribui¢ao candidata é formulada desta forma o algoritmo é denotado por
Metropolis com Passeio aleatério (ver, por exemplo, Gilks et al., 1996). Aqui denotare-
mos este algoritmo por Metropolis-Hastings Passeio Aleatério e denotaremos o algoritmo
EMMC utilizando esta proposta de algoritmo Metropolis por EMMC-PA. O valor de
72 é escolhido de forma a manter a taxa de aceitacao do algoritmo Metropolis-Hastings
préxima do ideal. Segundo Gamerman e Lopes (2006) e referéncias mencionadas por
eles, o valor ideal para a taxa de aceitacao estd entre 20% e 50% para o caso univariado e
préximo a 24% para problemas de grandes dimensoes. Uma vantagem desta alternativa
¢ que podemos gerar valores de v dividindo-o em blocos de tamanho [y, o que torna o
algoritmo mais veloz e pode melhorar a convergéncia do algoritmo.

Uma terceira alternativa de algoritmo Metropolis-Hastings considerada neste pro-
blema, aqui denominada algoritmo Metropolis-Hastings de Quintana, foi proposta por
Quintana et al. (1999). Ao algoritmo EMMC com esta proposta denominamos por
EMMC-Q. A ideia desta proposta é obtermos uma distribuicao candidata mais proxima
da distribuicao alvo para aumentar a taxa de aceitagao do algoritmo. Em Quintana et
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Algoritmo 2 Metropolis-Hastings Passeio Aleatorio

Seja ¥ = (71, ..., V) valores prévios da distribuicao condicional fu,6.4.0(7Y)-

1. Inicialize b = 1, defina o tamanho [; dos blocos a serem gerados e calcule i; =
(b— 1)l1 +1e ’ig = bll,

2. Gere vy ;1 = (77, - --.77,) da distribuigao candidata N (Vi sia], L, 72) €m que i, 5] =
(71'1: R, 771'2);
3. Faca v" = (Y1, s Vipuigps - - - W)

* o . fy\‘y*,D,B(y)f-Y‘UVOZ(‘Y*) }
4. Calcule Ay(v*,v) = mm{l, Fur D o2 () f7

5. Aceite 4* como novo valor com probabilidade A,(~y*, ), caso contrario mantenha o
valor prévio.

6. Facab=b+1;

7. Repita de 2-6 enquanto b < (k/l;).
Obs.: Se k/l; néo for inteiro o dltimo bloco terda um tamanho menor.

al. (1999) a distribuicdo candidata é inspirada na teoria assintética para distribuigao a
posteriori de 7y ao considerarmos 3 conhecido. Em tal artigo afirma-se que uma amostra-
gem razoavel da distribuicao de v; é obtida ao gerarmos valores de uma f.d.p candidata

que satisfaga
cl

B, (i) o< exp {_71‘(% — %)% +log { .02 (%)}},

em que [; ¢ a informacao de Fisher observada, com respeito a +;, avaliada em 4; e ¢ é

uma constante positiva. De acordo com Quintana et al. (1999), a constante ¢ é introdu-

zida para permitir-nos amostrar de uma maior diversidade de distribui¢oes e melhorar a

estabilidade numérica. Em um exemplo com o modelo Logistico-N, o autor relata nao

observar mudancas significativas na convergencia do algoritmo para valores de ¢ entre

[1;2,5], exceto quanto a taxa de aceitagao da implementacao Monte Carlo do passo E.
Em nosso caso, como ~;|U; ~ N(0,u; '0?), a distribuicdo candidata torna-se

N ((cI; + wi/o®) el Ay, (el + i fo®) ), (3.22)

em que 9; ¢ a solucdo da equacao 3%2.2211 Yiinij — nijIn{l +exp{n;;}} = 0e I, =
>ty nigftig(1 —7y;), com 7y = exp {@);8 + % }[1 + exp {z};8 + 4+ A quantidade
(cI; + u;/o?) " el; estd sempre contida no intervalo entre 0 e 1. Por isso, a média da
distribuicao candidata estd entre 0 e 4;. Note que a escolha de valores maiores de ¢
diminuem a variancia da distribuicao candidata e aproximam a média desta distribuicao
de 4;, pois torna a quantidade (cI; + u;/0?) ™ cl; mais préxima do valor 1. A partir da
distribuicao candidata em (3.22), a probabilidade de aceitagdo de um valor proposto 7
do algoritmo Metropolis-Hastings é dada por

A7) = min {1’ <Hj:1 fyijh:,D,ﬁ(yij)) . C>} | (329

H?I:I fyij|’Yi7D7B (yij)
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onde g(v},7i, ¢) = exp { L [(v; —%)* — (vi — %)%}

A esquematizagao deste algoritmo (Algoritmo 3) é descrita a seguir.

Algoritmo 3 Metropolis-Hastings de Quintana
Seja ¥ = (71,..., V) valores prévios da distribuicao condicional fi,6.4.0(7)-

1. Inicialize ¢ = 1;

2. Calcule 4; e I;;

3. Gere 7} da distribuigao candidata N ((cI; + u;/0?) " telA;, (el + ui/o®)™h);
4. Faca v* = (71, -, );

5. Calcule A;(7;,7;) = min {1, (Hj_;lf”“;p’ﬁ(yij)) 9OV Y 0)};

n
I1;21 fyijvi.p.8(Wis)

6. Aceite 4* como novo valor com probabilidade A;(~v*,7), caso contrario mantenha o
valor prévio.

7. Faca 1 =1+ 1;
8. Repita de 2-7 enquanto i < k.

A etapa de maximizagao do algoritmo EMMC fornece as estimativas 6 e pode ser
dividida em trés partes uma vez que sob o modelo que estamos considerando em (3.14),
o valor esperado em (3.15) torna-se

QL0160 =QL(B|B"™) +Qr(6® | *™) + Qv | ™).

Assim, na iteracdo m + 1 do algoritmo EMMC, a maximizacio de Q. (0 | ™) pode
ser feita maximizando-se com respeito a 3, 02 e v separadamente. Para obtermos as
estimativas de 3, 0% e v devemos maximizar, respectivamente, os termos a seguir:

k  n
QLB |B™) = %Z ZZyimZ"“’”—nijln{1+exp{n§;"“v”}}] , (3.24)
I=1 Li=1 j=1
k 1 1 2
Qu(e® | 0*™) = —FIno— 52 ST S " (3 (3.25)
1 . . =1 =1
Quw [v™) = 237 In fugu (™), (3.26)

em que m(;nﬂ’l) = $Zﬁ +;

Apés gerarmos amostras de U, a maximizagao de (3.24) com respeito a 3, em cada
passo, ¢ realizada através de métodos numéricos. O estimador de o2 é obtido analitica-
mente ao maximizarmos (3.25) e é dado por

L k
1 2
(O,Q)(erl) _ E Z Z uim+1,l) (%'(m—i_l’l)) ) (327)



No modelo Logistico-T, para estimarmos v, a maximizagao de (3.26) também é feita
numericamente. Visto que a distribuicao t-Student possui variancia para v > 2 e também
que a f.d.p nao se altera muito para valores altos de v, a maximizacao pode ser realizada
colocando restricoes para v, por exemplo, considerando v entre 2,1 e 30.

Ja no modelo Logistico-SL existe solugao analitica para o estimador de v e o ponto
de méximo de (3.26) no passo m + 1 é

I -1

k
1
(m+1) _ (m~+1,1)
v =—k [—L El ;:1 Inu,

=

(3.28)

A distribuicao Slash possui variancia apenas se v > 0. O estimador obtido em (3.28)
nao garante que tal condicao seja atendida e, por isso, se for desejada a existéncia da
variancia da distribuigao dos efeitos aleatdrios, é necessario adicionarmos esta restrigao
no algoritmo.

Ao assumirmos a distribuicao Normal Contaminada (modelo Logistico-NC) para re-
presentar o comportamento do efeitos aleatdrios temos que v = (v,15). Em Souza e
Migon (2010) os parametros v; e v, nao sao estimados, eles sao definido de forma ad-hoc
pelo pesquisador. Para estimé-los, considerando (3.16) temos que a expressao em (3.26)
torna-se

Qulv | vm) =

1—1/2

em que @™ = L300 ST ™,

Com o intuito de avaliarmos o comportamento da funcdo Qp(v | ™) em (3.29)
com respeito a vy e 5 apresentamos a Figura 19 a seguir, em que assumimos k = 100 e
a™*+) = 70. A Figura 19 apresenta o grafico da funcio Qr(v | ¥™) sob dois angulos
distintos. Perceba que ﬂFmH) = 70 é o valor esperado em uma situagao em que tenhamos
vy = 0,4 e vy = 0,25 como valores reais, pois seria esperado que 60 vezes u; fosse igual a

1 e em 40 vezes igual a 0,25.

[(k - ﬂ.(m“)) Inwvy + (ﬂ_(m+1) — ko) In{1 —11}], (3.29)

Figura 19: Gréfico da fungio Qp(v | v™) para u™+!) = 70 visto por dois angulos
distintos.

Observamos na Figura 19 que o maximo da funcio Q (v | v(™)) ocorre quando vy = 1
e v — 1. Este comportamento é similar ao obtido para qualquer valor de ﬂfm+1). Em
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virtude disto, vemos que nao é possivel estimarmos os dois parametros simultaneamente.
Note também que, em (3.29), apenas a(™*!) carrega informacio da amostra para a es-
timacao de vy e 1. Isto explica o motivo de nao ser possivel estimarmos os dois parametros
conjuntamente a partir da maximizagao da expressao em (3.29). Sendo assim, analisamos
a opcao de fixarmos um dos parametros e estimarmos o outro. Inicialmente verificamos
a possibilidade de considerarmos o parametro v; fixo. Para tal derivamos Q(v | v™)

com respeito a v, e obtemos

0 k —atm+y v
9 (m)y — . !
s Qv | ™) (AL In { — } (3.30)

Note que se v; = 0,5 a expressdao em (3.29) é simplificada para Qr(v | v™) =
klog{0,5} e esta expressao é constante com respeito a v5. Note também que, como
k—a™1 >0e(1—1vy)2>0,ser > 0,5 entdo %QL(V | v(™) > 0, o que significa
que a funcdo Q (v | ¥(™) é estritamente crescente e seu maximo ocorre quando vy — 1.
Por outro lado, se v; < 0,5 segue que %QL(V | ™) < 0 e, portanto, a funcio Q(v |
v(™) ¢ estritamente decrescente. Assim sendo, se v; < 0,5 a estimativa de méxima
verossimilhanca para 15 tende a zero. Concluimos que para qualquer valor de v fixado
temos uma péssima estimativa para v, e, portanto, descartamos esta possibilidade.

Analisamos agora a outra opc¢ao, a de fixarmos um valor para vy e estimarmos vy.
Derivando a expressao em (3.29) com respeito a v; uma e duas vezes obtemos, respecti-
vamente, que

0 my L (k—amtyalmtl — py\
8_1/1QL(V’V ) = 1—V2( 1 B 11— )
0? 0 N N A e i 12
a1V = 1—u2( % =)y )

A partir disto, obtemos que o estimador para v4 no passo (m + 1), quando fixamos vy, é
dado por

(m+1) B k o ,a.(’m-i-l)

v = —"\
! k(l - V2)
Em resumo, o algoritmo EMMC para estimarmos o modelo logistico misto NI ¢é es-
quematicamente representado a seguir.

No inicio do Algoritmo 4 é necessario definirmos os valores iniciais tanto para os
parametros quanto para as variaveis latentes presentes no modelo. Para as variaveis
latentes, optamos por inicializar os efeitos aleatérios vO), [ = 1,..., L, com zeros e as
varidveis misturadas w(®Y com valores um. Para os parametros, inicializamos os efeitos
fixos 3 com as estimativas obtidas no modelo de regressao logistica sem efeitos aleatorios.
J4 os valores 02 e (9 530 definidos arbitrariamente. Perceba também, que o niimero L
de réplicas Monte Carlo deve aumentar ao longo das iteragoes do algoritmo EMMC. Desta
forma é necessario inicializarmos novas cadeias independentes toda vez que aumentamos o
valor de L. Quando isto ocorre, inicializamos as L novas cadeias sorteando, com reposi¢ao
e mesma probabilidade, os valores assumidos pelas variaveis latentes na iteragao anterior
do algoritmo.
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Algoritmo 4 EMMC para modelo logistico misto

1. Inicialize 8©) ¢ u((:0,1)’ o 7u£o,L);

2. Facam = 1;
3. Gere L amostras da distribuigao fUCw(m_l)’y’ p(u.) via L cadeias independentes de
Gibbs Sampler. Para cada cadeia [, paral =1,..., L, faca:

) . —1y
i. Defina valores iniciais u((;m );

ii. Gere u(™% de Juym-1 gom—1 4 p(W);
iii. Gere (™! de [y g, p(77) via Metropolis-Hastings (Algoritmos 1, 2 ou
3);
Calcule Q. (6 | 8™);
Maximize Q. (6 | 8™) para obter 8™

Faca m =m +1;

NS ok

Repita os itens 3-6 até atingir a convergencia.

3.5.2 Matriz de informacao de Fisher observada

O calculo exato da matriz de informacao de Fisher no modelo Logistico-NI nao é
uma tarefa facil. No que segue apresentamos o calculo da matriz de informacgao de
Fisher a qual sera 1util na estimacao da variancia assintética dos estimadores de maxima
verossimilhanga. A matriz de informagao de Fisher observada é dada por

82

IF(O) — _Wl()bs

(0;y),

em que [ = In {fy‘D 3m) (y)} O calculo direto de —%;etlobs(& y) nao é conveniente

por envolver integragao sob fy |52, (u.). Louis (1982) mostra que a matriz de informagao
de Fisher observada pode ser escrita como

82

(6;y.) | y;H} -V [é%lc(@; Ye) | y;H} , (3.31)

em que as esperancas sao calculadas com respeito a fy,|y,p.o(tc).
Usando estimadores Monte Carlo, em uma iteracao m + 1 do algoritmo EMMC, a
expressao em (3.31) pode ser aproximada por

1 0? 1T 9 t
IF(0) ~ —= ) L(0; 4™ — Z[—lc(G;yﬁm“’”)] {a—elc((?;yﬁm“’”)}

- ' -
L £~ 9606 L2 |06
1 &0 1 &0 t
= LGy =Y (6 y 3.32
em que y = (yt,(u£m+1’l))t)t e ul™™ denotam amostras da f.d.p fu.jo.u.p (uc) na

iteragao m + 1.
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Visto que 8 = (3,02, v), encontramos as derivadas parciais de primeira e segunda
ordem com respeito a 3, 02 e v. Qualquer que seja a distribuicao dos efeitos aleatérios
na familia de distribuicoes NI as derivadas parciais com respeito 3 e o2 sao idénticas, ou
seja, sao as mesmas em todos os modelos. As derivadas de primeira e segunda ordem sao
dadas por

k n;
9 %ZC(O; Y.) 21 ; (Yij — nijmij) Tij
590590 = | azleBy,) | = | TS ke : (3.33)
ole(6:y,) o )
kE ny;

82 — ; Zl nijwij( 7TZ]>JJZ]CL'” 0 0
—_(6:y)=| T e y . (3.34
aoaot ( yc) 0 ko? ;(%:25):31 1’71‘2 0 ( )

0 0 81/2[ (0;y,)

No modelo Logistico-N temos que 8 = (8, 02). Portanto as matrizes em (3.33) e

(3.34) tém dimenséo reduzida. Além disso, as derivadas 1. (6; yc) aﬂl (60;y,.) em (3.33)

e (3.34) sao diferentes nos demais modelos Logisticos- NI Nos modelos aqui considerados
estas derivadas sao:

(i) No modelo Logistico-T":

0 1 :
- - - = — ky© s
o 1e(0;.) 5 [FIn{v/2} + k= k@ (v/2) + ;(lnul w)|
0? ko kM (v)2)
v Ql (0 yc) - 5 - 4 ;
em que Y(z) = g;ﬁl [(x);
(ii) No modelo Logistico-SL:
0 k
G_Z (0:y.) :—+Zlnul e 5l(0;y.) = —
(iii) No modelo Logistico-NC:
k k
9 0y) = & izt D Ui W
aVl Vl(l - V2> (1 — V1)<1 — 1/2)
82 (0 ) _ _k B Z?:l Ui . Zi‘c:l i — kv,
a2 Y T T ) T - )P (- )

Chen et al. (2002) argumenta que na pratica, por causa do erro Monte Carlo, a
matriz obtida em (3.32) nem sempre é positiva definida e, por isso, ele propoe aproximar
a informacao de Fisher observada diretamente via Monte Carlo. Aqui vamos considerar
a expressao em (3.32) para obtermos a variancia assintética dos estimadores.

Na Sec¢ao 3.6 temos como meta comparar o desempenho dos algoritmos 1, 2 e 3 usados
no passo 3 do algoritmo 4.
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3.6 Estudo em dados simulados: Implementacao do
algoritmo EMMC

Trés propostas de algoritmos sao sugeridos na literatura para gerarmos da distri-
buicao condicional completa dos efeitos aleatorios. Nesta subsecao apresentamos um
estudo, considerando dados simulados, com o objetivo de avaliarmos a implementacao
do algoritmo EMMC, com cada um destes sub-algoritmos, para ajustarmos o modelo
logistico com efeitos aleatérios na classe de distribuicoes NI. Um dos objetivos principais
também ¢ avaliarmos o comportamento das estimativas fornecidas pelo algoritmo EMMC
para diversos valores do nimero k de clusters, do nimero n; de observacoes dentro de
cada cluster e do nimero n,; de experimentos Bernoulli para cada individuo j dentro dos
clusters.

Para gerarmos os bancos de dados nos inspiramos em um exemplo de ilustracao deno-
tado por “Modelo Logistico-Normal” apresentado em McCulloch (1997). Este exemplo,
que também foi estudado em Booth e Hobert (1999), Levine e Casella (2001) e Caffo
et al. (2005), considera dados gerados sob o modelo logistico com intercepto aleatério e
observagoes separadas em clusters. O exemplo de aplicacao analisado em Quintana et
al. (1999) é muito similar ao que serd apresentado nesta se¢ao. Em McCulloch (1997)
o banco de dados é gerado considerando uma variavel resposta Bernoulli, poucos efei-
tos aleatérios (apenas 10) e efeitos aleatérios normalmente distribuidos. Neste trabalho,
abordarmos situagoes um pouco mais gerais do que as abordadas em trabalhos anterio-
res e consideramos distribuicoes na classe NI para os efeitos aleatorios. No processo de
geracao dos bancos de dados simulados assumimos

Yi;|mi; ~ Binomial(n;j, m;;), para i=1,2,....,k e j=1,2,...,n;
. iid
In {7'(',]/(1 — 772']‘)} = 50 + ﬁll'ij + Vi, COIM T;; = j/nl e v~ NI(O,O’Q; FU|V)'

Grande parte dos trabalhos disponiveis na literatura Estatistica sobre modelo logistico
misto em que o algoritmo EMMC é usado, por exemplo Chen et al. (2002), apresentam
exemplos de aplicacao em que o modelo ajustado nao assume o intercepto f[y. Isto
também ¢é visto nos dados sobre acasalamentos de salamandras (McCullagh e Nelder,
1989) analisados por Booth e Hobert (1999), Chen et al. (2002) e Levine e Fan (2004).
Quintana et al. (1999) afirmam que a sequéncia de estimativas obtidas no EMMC para
o parametro de intercepto [y é menos estavel que os outros coeficientes de efeitos fixos.
No modelo de intercepto aleatério é intuitivo pensar que o erro Monte Carlo presente no
EMMC tem maior impacto na estimagao de [y, pois é visto como uma espécie de valor
médio para o intercepto aleatério. Por isto, entre outras coisas, neste estudo pretendemos
também avaliar o efeito de estimarmos [y ou assumirmos que [y é conhecido.

Para avaliarmos o comportamento do algoritmo implementado, consideramos dife-
rentes valores para k, n; e n;;. Nos vérios cendrios abordados, todos os conjuntos de
dados sao simulados assumindo Sy = 0, f; = 2 e V(;) = 1. Inicialmente, na Subsegao
3.6.1, comparamos os algoritmos Metropolis-Hastings descritos na Se¢ao 3.5 em bancos
de dados gerados assumindo efeitos aleatorios com distribuicao Normal e ¢-Student. Nas
subsecoes seguintes analisaremos os cendrios em que os efeitos aleatérios tém distribuicao
com caudas mais pesadas do que a distribuicao Normal, em particular, as distribuicoes
t-Student, Slash e Normal Contaminada.
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Nesta secao, no ajuste dos modelos Logistico-N e Logistico-T rodamos 1100 iteragoes
do algoritmo EMMC e especificamos o nimero de réplicas Monte Carlo L tal que L = 10
para as iteracoes 1-400, L = 50 para as iteracoes 401-700, L = 200 para as iteragoes
701-900, L = 500 para as iteragoes 901-1000 e L = 1000 para as iteracoes 1001-1100.
Por apresentar convergéncia mais lenta, no modelo Logistico-SL rodamos 1800 iteragoes
em que especificamos L = 10 para as iteracoes 1-400, L = 50 para as iteragoes 401-800,
L = 200 para as iteracoes 801-1300, L = 500 para as iteracoes 1301-1550 e L = 1000 para
as iteracoes 1551-1800. No modelo Logistico-NC rodamos 1300 iteracoes, considerando
a mesma especificacao do modelo Logistico-N até a iteracao 900 e, para as iteragoes
seguintes consideramos, L = 500 para as iteragoes 901-1100 e L = 1000 para as iteracoes
1101-1300.

3.6.1 Cenario 1: Comparacao dos algoritmos para gerar de ~

No primeiro cenério, o nosso objetivo é avaliar se existem diferengas quanto a con-
vergéncia das estimativas fornecidas pelo algoritmo EMMC ao utilizarmos as trés di-
ferentes versoes de algoritmo Metropolis-Hastings, descritas anteriormente na Subsec¢ao
3.5.1, para gerarmos das distribuicao condicional dos efeitos aleatérios. Para fazermos tal
comparacao, geramos 8 bancos de dados considerando efeitos aleatérios com distribuicao
Normal e t-Student. Os bancos de dados sao gerados considerando n; = 10 e as demais
especificacoes na Tabela 3.2 a seguir.

Tabela 3.2: Organizagao dos bancos de dados no Cenério 1
iid iid

50 1 Dados 1 Dados 5
5 Dados 2 Dados 6
100 1 Dados 3 Dados 7
5 Dados 4 Dados 8

Os histogramas dos efeitos aleatorios gerados e a f.d.p tedrica assumida para os efeitos
aleatérios em cada banco de dados podem ser vistos nas figuras apresentadas no Apéndice
E.

Para cada banco de dados, ajustamos o modelo que considera a distribuicao cor-
reta dos efeitos aleatérios e estimamos By, 81, 0% e v (quando se trata da t-Student).
Para ajustarmos o modelo, utilizamos o algoritmo EMMC com os algoritmos Metropolis-
Hastings de McCulloch (EMMC-M), com Passeio Aleatério (EMMC-PA) e de Quintana
(EMMC-Q) para gerarmos valores da distribuigao condicional dos efeitos aleatérios. No
EMMC-PA utilizamos blocos de tamanho l; = 5 e no algoritmo EMMC-Q consideramos
¢ = 1, escolha sugerida pelos autores no caso Normal. Nos algoritmos para o caso do
modelo Logistico-T, restringimos os valores de v entre 2,1 e 30.

Como o algoritmo EMMC aproxima a esperanca necessaria no passo E do algoritmo
EM por uma média Monte Carlo, as estimativas dos parametros obtidas neste algoritmo
apresentam erro Monte Carlo, dificultando a convergéncia pontual. Aqui, calculamos a
média das estimativas obtidas em uma janela final de iteracoes para obtermos a estimativa
de maxima verossimilhanca dos parametros. A Tabela 3.3 apresenta a média e o desvio
padrao das estimativas obtidas nas tltimas 100 iteracoes do algoritmo EMMC.
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Tabela 3.3: Média (desvio padrao) das estimativas fornecidas nas tltimas 100 iteracoes

dos algoritmos EMMC-M, EMMC-PA e EMMC-Q

. Real EMMC-M EMMC-PA EMMC-Q
Parametro
Dados 1
Bo 0 -0,341 (0,004) -0,342 (0,003) -0,342 (0,003)
51 2 2,720 (0,003) 2,719 (0,002) 2,719 (0,003)
o2 1 0,959 (0,009) 0,955 (0,007) 0,958 (0,008)
Dados 2
Bo 0 -0,031 (0,003) -0,039 (0,002) -0,033 (0,003)
5o 2 1,949 (0,001) 1,949 (0,001) 1,949 (0,001)
o2 1 0,913 (0,003) 0,913 (0,004) 0,911 (0,003)
Dados 3
Bo 0 0,200 (0,003) 0,198 (0,002) 0,199 (0,003)
51 2 1,708 (0,001) 1,708 (0,001) 1,708 (0,002)
o? 1 1,171 (0,007) 1,168 (0,004) 1,167 (0,008)
Dados 4
Bo 0 0,035 (0,002) 0,035 (0,001) 0,035 (0,003)
51 2 1,990 (0,001) 1,990 (0,000) 1,989 (0,001)
o? 1 1,049 (0,003) 1,048 (0,002) 1,045 (0,003)
Dados 5
Bo 0 0,313 (0,004) 0,320 (0,004) 0,314 (0,004)
51 2 1,554 (0,002) 1,557 (0,003) 1,556 (0,002)
o? 0,6 1,255 (0,012) 1,275 (0,013) 1,267 (0,009)
v 5 28,830 (1,024) 29,466 (0,587) 29,061 (0,792)
V(i) 1 1,348 (0,011) 1,368 (0,013) 1,361 (0,011)
Dados 6
Bo 0 0,073 (0,002) 0,080 (0,002) 0,078 (0,003)
51 2 1,907 (0,001) 1,907 (0,001) 1,908 (0,001)
o2 0,6 0,744 (0,005) 0,737 (0,004) 0,735 (0,006)
v 5 9,986 (0,233) 9,649 (0,144) 9,338 (0,230)
Vi) 1 0,931 (0,003) 0,930 (0,006) 0,935 (0,005)
Dados 7
5o 0 0,027 (0,002) 0,028 (0,001) 0,027 (0,003)
51 2 2,048 (0,001) 2,050 (0,001) 2,048 (0,002)
o? 0,6 0,643 (0,007) 0,646 (0,003) 0,635 (0,009)
v 5 4,749 (0,132) 4,770 (0,052) 4,639 (0,114)
V(i) 1 1,111 (0,012) 1,113 (0,010) 1,117 (0,009)
Dados 8
Bo 0 0,020 (0,002) 0,024 (0,001) 0,023 (0,002)
51 2 1,936 (0,001) 1,936 (0,001) 1,936 (0,001)
o? 0,6 0,709 (0,003) 0,686 (0,005) 0,701 (0,004)
v 5 6,741 (0,061) 5,971 (0,110) 6,417 (0,070)
Vi) 1 1,009 (0,004) 1,031 (0,004) 1,019 (0,004)

Analisando a Tabela 3.3, vemos que os trés algoritmos conduzem a estimativas pontu-
ais muito proximas para todos os parametros e o algoritmo EMMC-PA tende a produzir
menor variabilidade nas estimativas. Diferencas maiores sao observadas nas estimativas
pontuais para o numero de graus de liberdade v nos Dados 5 a 8. Além disso, como é
esperado, percebemos que as estimativas tendem a ficar mais proximas dos valores reais
e a terem menor erro Monte Carlo (menor desvio padrao das estimativas das dltimas 100
iteragoes do EMMC) nos bancos de dados com maior nimero de observagdes (em que
n;; = 5). Com respeito ao tempo de simulacao, nao foi verificado ganho ao utilizarmos o
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algoritmo EMMC-PA. Para rodar o mesmo ntmero de iteragoes, os trés algoritmos gas-
tam aproximadamente o mesmo tempo. Quanto a taxa de aceitagao, como ja havia sido
afirmado em Quintana et al. (1999), o algoritmo EMMC-Q apresenta taxa de aceitagao
muito maior do que a observada para o algoritmo EMMC-M.

Para avaliarmos melhor a convergéncia do algoritmo EMMC, analisamos graficamente
as estimativas dos parametros de interesse obtidas em cada iteragao do algoritmo EMMC.
As Figuras 20 a 23 apresentam os graficos das estimativas dos parametros em todas as
iteragoes do algoritmo EMMC para os Dados 1, 2, 5 e 7 considerando os trés algoritmos
Metropolis-Hastings citados. Nestes graficos, a linha tracejada horizontal representa a
médias das estimativas obtidas nas tltimas 100 iteragoes do EMMC e as linhas trace-
jadas verticais representam as iteracoes em que o numero de réplicas Monte Carlo L é
aumentado. Para os demais bancos de dados os graficos das estimativas sao apresentados
no Apéndice E.
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Figura 20: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes, e média das estima-
tivas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 1 no Cenério 1.

Das Figuras 20 a 23 concluimos, como ja dito em trabalhos anteriores, que maiores

valores para o nimero L de réplicas Monte Carlo no EMMC levam a uma menor variabi-
lidade nas estimativas, ou seja, diminui-se o erro Monte Carlo das estimativas. Como ja
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Figura 21: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes, e média das estima-
tivas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 2 no Cenario 1.

haviamos notado na Tabela 3.3, as estimativas obtidas com algoritmo EMMC convergem
para praticamente os mesmos valores independentemente da alternativa de Metropolis-
Hastings utilizada para gerarmos dos efeitos aleatérios. As estimativas obtidas com o
EMMC-Q, principalmente para 3; e 02, convergem mais rapidamente do que aquelas ob-
tidas usando os outros dois algoritmos. O EMMC-Q aparentemente fornece estimativas
mais estaveis, com menor auto-correlacao entre as iteracoes, do que os demais algoritmos,
principalmente, no Modelo Logistico-N. As estimativas de [y parecem ser mais influenci-
adas pelo tipo de Metropolis usado para gerarmos da distribuicao dos efeitos aleatorios.
Notamos que no EMMC-PA as estimativas de [y se estabilizam em torno do valor de
convergéncia apés um numero maior de iteragoes, mas, neste caso, as estimativas obtidas
apods a convergéncia tem menor variabilidade em torno da média das ultimas estimativas.

No Modelo Logistico-T, Figuras 22 e 23, observamos que o parametro v é mais dificil
de ser estimado. As estimativas deste parametro demoram mais a convergir e apresen-
tam maior instabilidade quando valores altos para v sao estimados, veja, por exemplo,
as estimativas de v obtidas para Dados 5. Apesar da instabilidade na estimagao de v,
a variancia dos efeitos aleatérios V' (;) apresenta bom comportamento tanto na veloci-
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dade de convergeéncia, quanto na variabilidade das estimativas ao longo das iteragoes do

EMMC.
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Figura 22: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes, e média das estima-
tivas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 5 no Cenério 1.
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Figura 23: Gréaficos das estimativas dos parametros versus iteragoes, e média das estima-
tivas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 7 no Cenério 1.
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3.6.2 Cenario 2: Modelo Logistico-T

Neste segundo cenario, temos como objetivo avaliar a implementagao do algoritmo
EMMC no modelo Logistico-T em diversos cenérios. Desejamos avaliar como o niimero de
clusters, o numero de observagcoes e o peso da cauda da distribuigao dos efeitos aleatérios
influenciam no comportamento do algoritmo proposto. Pretendemos também avaliar o
impacto de estimarmos o nimero v de graus de liberdade ou assumirmos como conhecido.
Para isto, geramos bancos de dados explorando diferentes configuracoes de valores para
k, n;, n;; e v. Visamos explorar situacoes em que a distribuicao dos efeitos aleatérios
tenham caudas mais pesadas do que a distribuigdo Normal. Para tal, mantendo V' (;) = 1,
assumimos v = 4 e 8. Na Figura 24 apresentamos os gréaficos da f.d.p das distribuicoes
N(0,1), T(0;0,5;4) e T(0;0,75; 8).
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Figura 24: Comparagao entre as f.d.p das distribui¢es Normal padrao (linha sélida),
T(0;0,5;4) (linha tracejada) e 7'(0;0,75; 8) (linha tracejada com e) em (a) e um zoom da
cauda a direita em (b).

Os bancos de dados sao gerados considerando 7 configuracoes de valores para as
quantidades o?, v, k, n; e n;;. Geramos 4 bancos de dados distintos para cada uma
destas especificacoes, totalizando 28 bancos de dados. O objetivo de gerar mais de um
banco de dados com a mesma configuracao é tornar mais confidveis as conclusoes tiradas
a respeito da convergéncia do algoritmo.

Em todos os bancos de dados, por ter apresentado melhor desempenho no estudo
apresentado na Subsegao 3.6.1, ajustamos o modelo Logistico-T considerando apenas o
algoritmo EMMC-Q. Assim como na Subsecao 3.6.1, consideramos a constante ¢ = 1.

A seguir iniciamos a andlise do comportamento do algoritmo em cenarios em que os
efeitos aleatérios sao gerados de uma distribuicao ¢-Student com caudas muito pesadas
(v =4) e os quais sao considerados diferentes valores para o nimero n;; de experimentos
Bernoulli ao qual é submetido o individuo j do cluster .

3.6.2.1 Avaliando o efeito de n;; em cenarios com mesmo nimero de clusters

Neste estudo, temos por objetivo explorar o efeito de n;; no que diz respeito ao
comportamento do algoritmo e, de forma geral, avaliarmos o comportamento nos casos
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em que v é um valor baixo. Os bancos de dados foram gerados considerando as seguintes
especificagoes:

Configuracao 1 (Dados 1 a 4): ; w 7(0;0,5;4), k =100, n; = 10 e n;; = 1;

Configuracao 2 (Dados 5 a 8): ; b T(0;0,5;4), k =100, n; = 10 e n;; = 5;

Configuracao 3 (Dados 9 a 12): ~; w 7(0;0,5;4), k =100, n; = 10 e n;; = 10.

Inicialmente, em cada banco de dados, ajustamos o modelo Logistico-T e estimamos

os graus de liberdade. Para avaliarmos a qualidade das estimativas fornecidas para o grau
de liberdade v da distribuicao ¢-Student dos efeitos aleatdrios, apresentamos na Figura
25 os histogramas e f.d.p tedrica dos efeitos aleatérios gerados nos bancos de dados com
as configuracoes de 1 a 3.
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Figura 25: Histograma e f.d.p tedrica dos efeitos aleatorios gerados no Cenario 2 para
Dados 1 a 12 (da esquerda para direita).

Da Figura 25 percebemos que, em todos os bancos de dados, os histogramas dos
valores gerados para os efeitos aleatérios possuem forma razoavelmente similar ao gréafico
da f.d.p tedrica da distribuicao assumida, ou seja, os efeitos aleatérios gerados parecem
ser representativos para a suposicao de que ; w T(0;0,5;4).

Na Figura 26 apresentamos os graficos das estimativas dos parametros obtidas nas
iteracoes do algoritmo EMMC-(Q) para Dados 1 a 4.
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Figura 26: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada) para Dados 1 a 4

(da esquerda para a direita) no Cendrio 2.

Notamos na Figura 26 que, as estimativas dos parametros de efeitos fixos 3y e f; tém
um bom comportamento e apresentam estabilidade em torno dos valores de convergéncia
das estimativas. Naturalmente, quanto maior o valor L menor é o tamanho do erro Monte
Carlo e as estimativas se tornam mais estaveis, como pode ser visto nas iteracoes finais
do EMMC. As estimativas para o parametro de escala ¢? também apresentam um bom
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comportamento quanto a convergéncia, mas mostram que sao muito influenciadas pelas
estimativas do grau de liberdade v. Nesta configuracao onde os bancos de dados sao
gerados assumindo-se n;; = 1, a estimacao de v se torna mais complicada. Vemos que
para Dados 2 e 4, o modelo nao foi capaz de detectar as caudas pesadas da distribuicao
dos efeitos aleatorios, estimando v como sendo 30. Para Dados 1 o valor de v foi estimado
em b, valor préximo ao valor real de geragao, a saber, v = 4. No entanto, para Dados
3, v foi estimado em um valor préximo de 2, indicando caudas mais pesadas do que
aquela considerada na distribuicao tedrica. Uma explicacao para este comportamento
pode ser encontrada ao analisarmos os histogramas dos efeitos aleatérios na Figura 25,
em que vemos que os histogramas para Dados 1 e 3 apresentam caudas um pouco mais
pesadas do que os Dados 2 e 4. Quanto a estimacao da variancia da distribuicao dos
efeitos aleatdrios V' (;), obtivemos estimativas proximas do valor real que é 1, exceto
para Dados 3, em que estimativas de v préximas de 2 levam a estimativas de V' (y;) muito
maiores do que o valor real.

A seguir analisamos o comportamento do algoritmo EMMC-Q em bancos de dados
com um maior nimero de observagdes dentro dos clusters (e, consequentemente, mais
observagoes) e mesmo numero k de clusters, como ocorre nos Dados 5 a 8 (em que
n;; = 5) e nos Dados 9 a 12 (em que n;; = 10). Para os Dados 5 a 8 os gréficos das
estimativas versus iteracao sao apresentados na Figura 27 e, para os Dados 9 a 12, na
Figura 28. Analisando as Figuras 27 e 28 e comparando-as com a Figura 26, vemos que a
estimagao de v tende a ser melhor com o aumento de n;;. Nos Dados 5 a 8, vemos que v
¢é estimado em valores relativamente préximos ao valor real e as estimativas apresentam
comportamento bastante estavel em torno de um valor de convergéncia (exceto Dados
7). O mesmo ocorre para o2 e V(v;). Para os efeitos fixos 8y e (1, a convergéncia
do algoritmo torna-se ainda melhor do que o observado para Dados 1 a 4. Na Figura
28 vemos que quando n;; = 10, a convergencia do algoritmo para todos os parametros
melhora ainda mais, apresentando grande estabilidade e pouca variabilidade em torno
dos valores para os quais convergem as estimativas do EMMC-Q. Em resumo, como ¢é
esperado, quanto maior n;; melhor se torna o comportamento do algoritmo EMMC-Q no
modelo Logistico-T.
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Figura 28: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada) para Dados 9 a 12
(da esquerda para a direita) no Cendrio 2.

3.6.2.2 Avaliando o efeito de fixarmos v

Apoés esta andlise, nos questionamos sobre o comportamento do EMMC-Q se consi-
derarmos como conhecido o grau de liberdade da distribui¢ao ¢-Student assumida para
representar o comportamento dos efeitos aleatorios. Para avaliarmos este aspecto, ajus-
tamos novamente o modelo Logistico-T aos Dados 1 a 4, mas agora considerando v como
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um parametro conhecido e igual a 4 (valor real). Na Figura 29 apresentamos os graficos
das estimativas do parametros do modelo no algoritmo EMMC.
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Figura 29: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas tltimas 100 iteragoes (linha tracejada) para Dados 1 a 4
(da esquerda para a direita) no Cendrio 2 ao considerarmos v = 4.

Vemos na Figura 29 que ao assumirmos v conhecido e igual ao valor real, todos
os parametros apresentam bom comportamento de convergéncia nos 4 bancos de dados
analisados. Ao comparamos com os resultados da Figura 26, onde v era estimado, vemos
que nao existe grande mudanga quanto as estimativas finais dos parametros 3 associados
aos efeitos fixos.

3.6.2.3 Avaliando o efeito da existéncia de 5, no modelo

Como dito anteriormente, em muitos dos exemplos apresentados nos artigos que estu-
dam a implementacao do algoritmo EMMC em dados bindrios ou binomiais os modelos
ajustados nao consideram o intercepto (3 e nao apresentam justificativa para a auséncia
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de tal parametro. Agora pretendemos avaliar se estimar tal parametro traz alguma con-
sequéncia nas estimativas dos demais parametros. Com o objetivo de avaliarmos o im-
pacto de estimarmos ou nao 3y, para Dados 5 a 8, reajustamos o modelo retirando 5y do
preditor linear. Na Figura 30 apresentamos os graficos das estimativas do parametros do
modelo no algoritmo EMMC ao assumirmos £y = 0.
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Figura 30: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-

Q e média das estimativas nas tltimas 100 iteragoes (linha tracejada) para Dados 5 a 8
(da esquerda para a direita) no Cendrio 2 ao considerarmos [y = 0.

Ao compararmos as Figuras 27 e 30 nao vemos grande diferenga quanto a convergéncia
das estimativas fornecidas pelo algoritmo EMMC-Q ao fixarmos o valor de . Anali-
sando o comportamento da sequéncia de estimativas para v para Dados 7, temos que
as estimativas se tornam um pouco mais estaveis se nao estimarmos Sy. Para Dados
6 também existe uma variagao pequena nas estimativas no inicio do algoritmo, tanto ¢é
que as estimativas de v ficaram entre 4,5 e 7,5 enquanto anteriormente variavam entre
4 e 12. De forma geral, nao é possivel apontarmos um grande ganho na qualidade das
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estimativas dos outros parametros do modelo ao assumirmos o valor de 3y como conhe-
cido. No entanto, como vimos em outros cenarios, parece haver uma dificuldade maior
na convergeéncia das estimativas para .

3.6.2.4 Avaliando os efeitos de k, n; e do aumento de v

Prosseguimos a anélise considerando bancos de dados em que os efeitos aleatorios
sao gerados a partir de uma distribuigao ¢-Student cujo grau de liberdade tem valor
intermediario, isto é, uma distribuicao ¢-Student que nao tenha cauda muito pesada
e que tao pouco seja muito proxima da distribuicio Normal. Além de avaliarmos se
o algoritmo EMMC-Q para o modelo Logistico-T funciona bem neste caso, queremos
estudar o comportamento do algoritmo para diferentes nimeros de clusters k e diferentes
numeros de observagoes n; dentro de cada cluster i. Para isto, geramos dados assumindo
valores de k = 50 e 100 e assumindo n; = 5 e 10. Os bancos de dados sao gerados seguindo

as seguintes configuracoes:
v % T(0:0,75;8), k =50, n; = 5 e ny; = 5;

Configuracao 4 (Dados 13 a 16): T( )
Dados 17 a 20): ~; i 7(0;0,75;8), k = 50, n; = 10 e n;; = 5;
): 7( )

Configuragao 5
iid
Yi ~

Configuracao 7 (Dados 25 a 28): 7; w 7(0;0,75;8), k = 100, n; = 10 e n;; = 5.

Configuracao 6 (Dados 21 a 24 0;0,75;8), k = 100, n; = 5 e n;; = 5;

(
(
(
(

Os histogramas dos efeitos aleatérios gerados nos casos descritos acima com respectiva
f.d.p tedrica sao apresentados na Figura 86 disponivel no Apéndice E.

Nas Figuras 31 a 34 apresentamos os gréaficos das estimativas dos parametros do
modelo Logistico-T wersus iteracao para Dados 13 a 16. Vemos que, em todos os bancos
de dados, o algoritmo EMMC-Q apresentou bom comportamento para os efeitos fixos [
e (1. Quando comparamos o impacto do nimero de observagoes dentro de cada cluster,
observamos para os bancos de dados com n; = 5, em geral, o algoritmo nao consegue
estimar valores baixos para v e, por isso, nao consegue captar que a distribuicao dos efeitos
aleatorios tem caudas razoavelmente pesadas. Considerando k fixo, o comportamento do
algoritmo é melhor em termos de convergéncia das estimativas nos bancos de dados que
possuem n; = 10, principalmente, no que se refere a estimacao de v.

Para avaliarmos a influéncia do nimero k£ de clusters, algumas comparagoes diferen-
tes sao possiveis. A principio podemos comparar o comportamento das sequéncias de
estimativas obtidas para os bancos de dados com mesmo valor de n;, mas com diferentes
valores de k. Podemos comparar, por exemplo, os graficos apresentados na Figura 32
(k=50 e n; = 10) com os graficos da Figura 34 (k = 100 e n; = 10). Nesta comparagao,
concluimos que parece nao existir diferencas quanto ao comportamento da sequéncia de
estimativas obtidas para os parametros, ou seja, o algoritmo se comporta de forma se-
melhante no que diz respeito a convergencia das estimativas dos parametros. Um maior
valor de k significa que existem mais variaveis latentes no modelo e, sendo assim, seria
natural esperarmos uma piora nas estimativa fornecidas pelo modelo, o que nao ocorre.
Uma explicacao possivel para este efeito é que, ao compararmos bancos de dados com
mesmo n;, estamos comparando bancos de dados com tamanho N amostral diferente. Por
exemplo, na comparagao realizada anteriormente, Dados 17 a 20 (Figura 32) sdo compos-
tos por observacoes de uma variavel resposta binomial de 500 individuos enquanto que
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para Dados 25 a 28 (Figura 34) sd@o compostos por observagdes de 100 individuos. Uma
outra comparacao possivel para avaliarmos o impacto de k é compararmos as estimativas
fornecidas considerando Dados 17 a 20 com as estimativas para Dados 21 a 24, quando
todos os bancos de dados possuem tamanho amostral de N = 500 observacoes. Neste
caso, notamos que aumentar o nimero de clusters k mantendo fixo o tamanho da amos-
tra tende a piorar o comportamento das estimativas dos parametros da distribui¢ao dos
efeitos aleatorios.
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Figura 31: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas tltimas 100 iteragoes (linha tracejada) para Dados 13 a
16 (da esquerda para a direita) no Cendrio 2.
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Por 1ltimo, comparamos os graficos das estimativas dos parametros para Dados 5 a
8 (Figura 27) e Dados 25 a 28 (Figura 34) para avaliarmos se o valor real de v influencia
na convergeéncia do algoritmo. Observando estes graficos nao é possivel notar diferencas
do algoritmo quanto ao comportamento de convergéncia das estimativas, ou seja, o peso
da cauda da distribuicao dos efeitos aleatérios parece nao influenciar na velocidade da
convergéncia e no erro Monte Carlo das estimativas.
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Figura 32: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada) para Dados 17 a
20 (da esquerda para a direita) no Cenario 2.
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3.6.3 Cenario 3: Modelo Logistico-SL

Nosso objetivo aqui é avaliar o comportamento das estimativas obtidas no algoritmo
EMMC ao assumirmos que os efeitos aleatorios possuem distribuicao de probabilidade
Slash. Pretendemos fazer esta avaliagao considerando diferentes valores de v visando ava-
liar se o valor de tal parametro influencia, de alguma forma, na qualidade das estimativas
fornecidas pelo algoritmo.

No modelo Logistico-T, obtivemos bons resultados ao utilizarmos o algoritmo EMMC-
Q especificando ¢ = 1, como sugerido por Quintana et al. (1999) para o caso Normal.
Inicialmente, nossa ideia era utilizar apenas o algoritmo EMMC-Q, como ocorreu na
Subsecao 3.6.2. No entanto, como veremos adiante, nao obtivemos bons resultados com
EMMC-Q (¢ = 1) ao ajustarmos o modelo Logistico-SL. Para efeito de comparacao, nesta
secao, ajustaremos o modelo Logistico-SL aos bancos de dados simulados utilizando os
algoritmos EMMC-M e EMMC-Q. Com o objetivo de avaliarmos a influéncia da especi-
ficacao da constante ¢ no algoritmo EMMC-Q), consideraremos ¢ =0,1, 0,3, 0,5 e 1.

Nesta secao, consideramos 12 bancos de dados em que & = 100, n; = 10, n;; = 5 e
V(7:) = 1, que diferem quanto a distribui¢ao assumida para os efeitos aleatérios e seguem
as seguintes especificacoes para a distribuicao dos efeitos aleatérios:

Configuracao 1 (Dados 1 a 4): +; w SL(0;0,333; 1,5);

Configuracao 2 (Dados 5 a 8): ; “ SL(0;0,667;3);

Configuracao 3 (Dados 9 a 12): ~; “ SL(0;0,875;8).

Na Figura 35 apresentamos uma comparacao entre as f.d.p da distribuicao Slash com
os valores considerados para os parametros e a f.d.p da distribuigao N(0,1). Notamos que
a distribuicao Slash com v = 1,5 ou 3 possui caudas mais pesadas do que a distribuicao
Normal padrao, principalmente para v = 1,5. Se v = 8 a distribuicao Slash possui f.d.p
muito similar a distribuicao Normal e, consequentemente, a curvas estao sobrepostas nos
graficos da Figura 35.
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Figura 35: Comparacao entre as f.d.p das distribuigoes Normal padrao (linha
sélida), SL(0;0,333;1,5) (linha tracejada), SL(0;0,667;3) (linha tracejada com e) e
SL(0;0,875;8) (linha tracejada com +) em (a) e uma vizualizagdo mais proxima da
cauda a direita em (b).
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Na Figura 36 apresentamos os histogramas e f.d.p tedricas dos efeitos aleatoérios ge-
rados no Cenario 3. Vemos que, em geral, os histogramas estao bem ajustados as f.d.p
tedricas. Como ja seria esperado, os histogramas para Dados 1 a 4 possuem mais valo-
res atipicos, atestando nestes casos a distribuicao dos efeitos aleatérios tém caudas mais
pesadas do que nos demais bancos de dados.
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Figura 36: Histograma e f.d.p tedrica dos efeitos aleatérios gerados no Cendrio 3 para
Dados 1 a 12 (da esquerda para direita).

Na implementacao do modelo Logistico-SL, para gerarmos valores das variaveis laten-
tes U;, utilizamos misturas de 30 distribuigoes Betas. Optamos por um ntmero alto de
componentes de mistura para que a probabilidade de aceitacao do algoritmo proposto por
Philippe (1997) seja muito préxima de 1 e possamos, assim, eliminar a etapa de aceitagao
do algoritmo. Para garantirmos a existéncia e estabilidade nas estimativas para V(v;),
nos algoritmos maximizamos v com a restricao de que v > 1,1.

Inicialmente, ajustamos o modelo Logistico-SL aos bancos de dados simulados consi-
derando apenas o algoritmo EMMC-M e estes resultados sao apresentados a seguir.

3.6.3.1 Avaliando o efeito do aumento de v: Algoritmo EMMC-M

Ao ajustarmos o modelo Logistico-SL aos bancos de dados simulados com o algoritmo
EMMC-M, as taxas de aceitacao na geracao de valores para ~; ficaram entre 26% e 37%,
sendo que na maior parte das vezes estiveram mais préximas de 30%. Na Figura 37
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apresentamos os Graficos das estimativas dos parametros versus iteracoes do algoritmo
EMMC-M para os Dados 1 a 4.
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Figura 37: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
M e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada) para Dados 1 a 4
(da esquerda para a direita) no Cenario 3.

Observamos que, em geral, as estimativas dos parametros apresentam bom compor-
tamento quanto a convergeéncia, principalmente, aquelas para os efeitos fixos. O modelo
forneceu estimativas baixas para o parametro v, proximos ao valor real de 1,5, demons-
trando que foi capaz de captar que os efeitos aleatorios tem cauda pesada.
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Nas Figuras 38 e 39 apresentamos os graficos das estimativas dos parametros em todas
iteragoes do algoritmo EMMC-M para os Dados 5 a 12.
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Figura 38: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
M e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada) para Dados 5 a 8
(da esquerda para a direita) no Cendrio 3.

111



~ 0
o | S ER
S
o] <
S s S
0
> | o
5 E 31
3 o
o o ° BeE
< < o <
2 2 3
o
s o
=
o | =
S s o |
e
°
S T
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Iterag@o Iteragdo Iteragado Iteragdo
8 | 2] :
o « 3 : 3
2 9 o ! K
o < 2 :
g ° : g
o 8 | = ! o
- < N :
& i al &, : &
o © @ : <
o 21 o | I
] 81 :
9 8 ~ : 9
8 - : |
0 : o
. S Nty
il .
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 S oo 500 1000 1500
Iterac@o Iteragao Iteracao Iteracdo
&
< |
B
o
@ |
S
< |
S
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Iterag@o Iteragao Iteracao Iterag@o
>
o
~
©
>
w
<
o
o T T T T T T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Iteracdo Iteragéo Iteragao Iteracdo
o <
N S
° o
R 1B & o
< A
@ @]
31 @ - 2]
o | @]
3 - s 5 z- ==
g . g, E )
= <4
BE bR By <
o o : :
=] 21 - Y R—— o
8PP ¥ -
o | J .
T T T T T T T T S T T T T T T T
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Iteracédo Iteragao Iteragdo Iteracdo

Figura 39: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
M e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada) para Dados 9 a 12
(da esquerda para a direita) no Cendrio 3.

Observando as Figuras 38 e 39, vemos comportamento semelhante ao ja apresentado
na Figura 37 e também similar ao do modelo Logistico-T estudado na Subsegao 3.6.2. As
estimativas de fy, 51 e V(7;) apresentam boa convergéncia e tém valores proximos aos va-
lores reais. O parametro que apresenta mais problemas de convergéncia é o parametro v
e estes problemas aparecem, principalmente, quando valores grandes de v sao estimados.
Uma possivel explicagao é o fato de que para valores altos de v a f.d.p da distribuicao
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Slash é muito similar & da distribuicao Normal. As estimativas de o2 apresentam com-
portamento estavel, mas algumas vezes estas estimativas se distanciam dos valores reais
de forma a compensar estimativas ruins de v e deixar as estimativas de V'(;) préximas
do valor real.

3.6.3.2 Avaliando o efeito do aumento de v: Algoritmo EMMC-Q

Apés usarmos o algoritmo EMMC-M, ajustamos agora o modelo Logistico-SL utili-
zando o algoritmo EMMC-Q para gerarmos da distribuicao condicional completa de ;. O
objetivo é analisarmos se o algoritmo EMMC-Q, por apresentar maior taxa de aceitagao
do que o EMMC-M, tem convergéncia mais rapida. Para avaliarmos o impacto da espe-
cificagao da constante ¢, ajustamos o modelo considerando para ¢ os valores 0,1, 0,3, 0,5
e 1. Nas Figuras 40, 41 e 42 apresentamos os graficos com as estimativas dos parametros
para Dados 4, 5 e 9, respectivamente. Os graficos das estimativas para os demais bancos
de dados sao disponibilizados no Apéndice E. A partir destas figuras, percebemos que,
ao contrério do que foi sugerido por Quintana et al. (1999) para o modelo Logistico-N,
no modelo Logistico-SL o valor estabelecido para a constante ¢ na distribuicao candidata
em (3.22) influencia ndo somente na estabilidade numérica das estimativas, mas também
os valores para os quais a estimativas dos parametros convergem. Quintana et al. (1999)
menciona que em seu exemplo valores de ¢ entre 1 e 2,5 alteraram apenas a taxa de
aceitacao do algoritmo e nao tiveram impacto na convergéncia das estimativas. Aqui,
vemos que isto nao ocorreu quando consideramos ¢ = 1. Para ¢ = 1, além de problemas
na estabilidade das estimativas, os valores estimados para os parametros foram muito
distantes dos valores reais. Note que o algoritmo Metropolis de Quintana utilizado tem
distribui¢ao candidata dada por N ((cI; + u;/0?) ‘el (cI; + u; /o)), A constante ¢
tem influéncia tanto na média quanto na variancia da distribuicao candidata. Para estes
bancos de dados simulados vemos que ao assumirmos ¢ = 1, o fator (c[; + u;/0?) " cl;
assume valores préximos de 1 (por volta de 0.95) e a variancia da distribuigdo candi-
data assume valores muito pequenos. Isto é devido ao fato de no modelo Logistico-SL
a varidavel latente U; assumir valores apenas entre 0 e 1. Em resumo, a aparente causa
dos problemas de convergéncia das estimativas do EMMC é que os valores gerados da
distribuicao candidata ficam muito concentrados préximos a 4;. De forma geral, apenas
a especificagao de ¢ = 0,1 no algoritmo EMMC-Q levou a estimativas similares as encon-
tradas ao utilizarmos o algoritmo EMMC-M. Com os demais valores de ¢, o algoritmo
EMMC-Q tende a estimar valores pequenos para v em todos os bancos de dados. Ve-
mos na Figura 89, por exemplo, que ao especificarmos ¢ = 0,3 as estimativas de v ficam
em torno de 2,86 enquanto as estimativas obtidas usando o algoritmo EMMC-M ficam
proximas de 11. Observando apenas os graficos das estimativas para os efeitos fixos, per-
cebemos estimativas semelhantes ao especificarmos ¢ = 0,1 e 0,3, mas grandes mudancas
para os demais valores considerados para c.

Embora o algoritmo EMMC-Q tenha maior taxa de aceita¢ao (por volta de 45%) do
que o algoritmo EMMC-M, nao houve melhora na velocidade de convergéncia das estima-
tivas dos parametros nos bancos de dados estudados. Juntando isto ao fato do algoritmo
EMMC-Q ter se mostrado muito sensivel a especificacao da constante ¢, concluimos nao
ser uma boa alternativa utilizarmos o algoritmo EMMC-Q para ajustarmos o modelo
Logistico-SL.
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Figura 40: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada)
com Dados 4 no Cenario 3.
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Figura 41: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada)
com Dados 5 no Cenario 3.
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Figura 42: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada)
com Dados 9 no Cenario 3.
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3.6.4 Cenario 4: Modelo Logistico-NC

Na Subsecao 3.6.4 temos por objetivo avaliar o comportamento do algoritmo EMMC
ao ajustarmos o modelo Logistico-NC, em diferentes situagdes quanto ao formato das
caudas da distribuicao dos efeitos aleatérios na geracao dos bancos de dados. Para ajus-
tarmos este modelo, utilizamos apenas o algoritmo EMMC-M. Esta escolha ocorreu em
virtude de simplificarmos a anélise e é devida aos resultados ruins obtidos pelos algoritmos
EMMC-Q, na Subsecao 3.6.3, e EMMC-PA, na Subsecao 3.6.1.

Na geracao dos bancos de dados, assumimos que os efeitos aleatorios tém distribuicao
Normal contaminada com variancia igual a 1. Consideramos sempre o parametro vo
igual a 0,2. Isto significa que a distribuicao dos efeitos aleatérios é uma mistura de
duas distribuicoes Normais com média 0 e tal que uma das componentes da mistura tem
variancia igual 5 vezes a variancia da outra componente. Além disso, para o parametro 14
utilizamos os valores 0,1, 0,2 e 0,4, o que significa que, respectivamente, aproximadamente
10%, 20% e 40% dos valores dos efeitos aleatérios sao gerados da distribui¢ao normal
com maior variancia. Escolhemos o valor de ¢? de tal forma que V(y;) = 1. A ideia é
considerarmos situagoes em que a distribuicao dos efeitos aleatérios tenha caudas com
diferentes formatos. Na Figura 43 apresentamos uma comparacao da f.d.p das distribuicao
Normal Contaminada com a distribuicao Normal.
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Figura 43: Comparagao entre as f.d.p das distribui¢es Normal padrao (linha sélida),
NC(0;0,714;0,10;0,20) (linha tracejada), NC(0;0,555;0,20;0,20) (linha tracejada com
e) ¢ N(C(0;0,385;0,40;0,20) (linha tracejada com +) em (a) e um zoom da cauda a
direita em (b).

Note na Figura 43 que a distribuicao Normal contaminada possui cauda mais pe-
sada que a distribuicao Normal nas trés configuracoes de parametros consideradas. Veja
também que, pelo fato da variancia dos efeitos aleatorios estar fixa, a distribuicdo com
vy = 0,4 nao possui a f.d.p com cauda mais pesada entre as distribui¢oes apresentadas.
Esta distribuicao atribui maior massa de probabilidade para valores entre, aproximada-
mente, 2,4 e 3,2, mas a distribuicao NC com vy = 0,2 é a que atribui maior massa de
probabilidade para valores maiores do que 3,5.

Geramos os bancos de dados utilizando os mesmos valores para os efeitos fixos das
secOes anteriores (fy = 0 e f; = 2), assumindo k = 100, n; = 10 e n;; = 5 e tal que:
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Configuragao 1 (Dados 1 a 4): +; w NC(0;0,714;0,1;0,2);

Configuragao 2 (Dados 5 a 8): +; “ NC(0;0,555;0,2;0,2);
Configuracao 3 (Dados 9 a 12): ~; b NC(0;0,385;0,4;0,2).
Apresentamos na Figura 44 os gréaficos dos histogramas e f.d.p tedrica dos efeitos
aleatorios nos 12 bancos de dados considerados nesta secao. Observamos que, em geral,
os efeitos aleatérios gerados se ajustam bem a f.d.p tedrica do modelo Logistico-NC.
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Figura 44: Histograma e f.d.p tedrica dos efeitos aleatérios gerados no Cenério 4 para
Dados 1 a 12 (da esquerda para direita).

Ajustamos o modelo Logistico-NC aos bancos de dados simulados assumindo que
conhecemos o valor real do parametros v, isto é, assumimos v, = 0,2.

Nas Figuras 45, 46 e 47 apresentamos os graficos das estimativas dos parametros do
modelo versus as iteracoes do algoritmo EMMC-M para todos os bancos de dados si-
mulados neste cenario. Em todos os casos, vemos bom comportamento de convergéncia
para as estimativas dos parametros de efeitos fixos [y e $; e também para a variancia
dos efeitos aleatérios V(7;). Para estas quantidades, além das estimativas serem estéveis
ao longo das iteracoes, os valores de convergéncia sao relativamente préximos aos va-
lores reais especificados na geracao dos bancos de dados. Ao considerarmos 15 fixo, os
parametros v; e o2 controlam a variancia e as caudas da distribuicao estimada para os
efeitos aleatérios. Observamos que as estimativas de v; e 02 convergem, mas as estima-
tivas de 11 tendem a serem superestimadas. Isso pode ser observado, por exemplo, para
Dados 1 a 4 (Figura 45) em que o valor real é v; = 0,1, mas as estimativas finais obtidas
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sao aproximadamente 0,18, 0,63, 0,58 e 0,68, respectivamente. Um estudo Monte Carlo
mais aprofundado é necessario para ver se essa tendéncia se confirma.
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Figura 45: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
M e média das estimativas nas dltimas 100 iteragoes (linha tracejada) com Dados 1 a 4
(da esquerda para a direita) no Cenario 4.

119



800 1000 1200

600
Iteragdo

200 400

600
Iteracdo

0

800 1000 1200

200 400

600 800 1000 1200

Iterag@o

200 400

0

600 800 1000 1200

Iteragdo

200 400

0

800 1000 1200

600
Iteracdo

200 400

0

S0z 00Z  S6T 06T

200 400 600 800 1000 1200

0

Iteragado

400 600

200

[

800 1000 1200

Iteracao

200 400 600 800 1000 1200

0

Iteracao

200 400 600 800 1000 1200

[

Iteragdo

600 800 1000 1200

400

00z S6'T 06T 8T

d

S€0 0g'0 520 0z0 ST

0

=

800 1000 1200

600

400

Iteragdo

400 600

200

0

800 1000 1200

Iteragao

200 400 600 800 1000 1200

0

Iteragao

200 400 600 800 1000 1200

0

Iteragao

800 1000 1200

200 400 600

0

S

200 400 600 800 1000 1200

0

Iterag@o

800 1000 1200

600

400

200

Iterac@o

200 400 600 800 1000 1200

0

Iteracdo

200 400 600 800 1000 1200

[

Iteragdo

800 1000 1200

200 400 600

0

80 L0 90 S0
(A)ren

¥'0

Iteragdo

Iteragao

Iteracédo

tros versus iteragoes do algoritmo EMMC-

arne

~

Graficos das estimativas dos par
M e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada) com Dados 5 a 8

(da esquerda para a d

Figura 46

ario 4.

ta) no Cend

irei

120



800 1000 1200

600
Iteracdo

200 400

0

400 600 800 1000 1200
Iteragdo

200

[

tros versus iteracoes do algoritmo EMMC-

ame
121

800 1000 1200

00 400 600
Iteragao
ario 4.

200

0

ta) no Cen

irei

800 1000 1200

600
Iteracédo

400

Graficos das estimativas dos par

200

0

g S g g
L8 L8 L8 L8
& 8 & bS]
S S S S
g 3 g 3
L8 L8 L8 L8
1 g g g
E B S S
g ts Lg L
) o ) )
g8 g8 g8 g8
g8 g g g8 g€
[8 g [8 g [8 g [8 g
g 3 g 3
8 8 8 8
g < g g
g s g S
Ls L8 L8 L8
& 8 & 8
fo fo i fo : fo ;
ore so0C 00C S6'T 06T or'o SE0 0g0 sTo ozo SsT0 090 SS0 0S0 S¥'0 Or0 SE0 0E0 SC0 0T 60 80 L0 90 SO vO0 €0
d 0 ™ (A)ren
g S g S
L8 L8 L8 L8
S g S g
g s g 3
L8 L8 L8 L8
e Ef ] Ef
8 L8 8 8
5 %8 58 2g
S S S S
g8 g8 ] g g
egs 8 g egs e g
3 3 3 3
8 8 8 8
g g g g
3 3 3 3
8 ] +8 ]
& & & &
; fo ; fo fo i fo
500 000 S00-  OTO- 00z S6T 06T ST 08T 080 §20 020 STO 010 $00 000
og g ™
3 3 3 3
L8 L8 L8 L8
& 8 & ]
S S S S
3 3 3 3
L8 L8 L8 L8
8 g 8 g
E E S S
8 L8 +8 L8
=8 ® 8 =g 8
S S S S
g8 g g g8 g &
(82 [ 2 (82 [e2
g 3 g 3
8 8 8 8
g < g <
g 2 g S
8 L8 ] L8
& ] & ]
i Feo H Fo H fo Lo
SO0 000 S00- OTO- STO- 020- S0Z 00 S6T 06T S8T 08T or0  SE0 080 SZ0 020
g g 22
g 2 g 2
L8 L8 L8 L8
& 8 & 5|
S S S S
g 3 g 3
L8 L8 L8 L8
g g g g
S S S E
r8 L8 r8 L8
58 Sg 58 Sg
S S S S
g8 g c g8 g€
eg 8 g eg 8 g
g 3 g 3
8 8 8 8
g < g <
3 3 3 3
] L8 ] L8
& 8 & 8
: fo ; fo fo fo
000 S0°0- ot'o- ST0- S6'T 06T S8'T 08T SE0 0e0 s¢o ozo SsT0 Lo 90 S0 v €0
og g 0 T

M e média das estimativas nas tltimas 100 iteracoes (linha tracejada) com Dados 9 a 12
(da esquerda para a d

Figura 47



3.6.5 Discussao sobre a implementagao do algoritmo EMMC

Nesta Subsecao vamos discutir resumidamente os resultados obtidos na implementacao
dos modelos Logistico-NI com o algoritmo EMMC. Nas Subsecoes 3.6.1 e 3.6.3 compara-
mos os algoritmos Metropolis propostos para gerarmos da distribuicao condicional com-
pleta do vetor de efeitos aleatdrios «v. Observamos que o algoritmo EMMC com as trés
propostas para gerar da distribuicao de v (EMMC-M, EMMC-PA e EMMC-Q) conduzem
a estimativas pontuais iguais para os parametros de interesse. No entanto, estes algorit-
mos diferem quanto a convergeéncia das estimativas fornecidas. Nos modelos Logistico-N e
Logistico-T, em geral, as estimativas dos parametros fornecidas pelo algoritmo EMMC-Q
sao mais estaveis e se aproximam da convergéncia com menor nimero de iteracoes do
que as estimativas fornecidas pelos demais algoritmos. O algoritmo EMMC-M apresen-
tou resultados similares no que diz respeito a convergéncia das estimativas fornecidas. O
algoritmo EMMC-PA foi o pior na questao de velocidade de convergéncia, principalmente
para o parametro v no modelo Logistico-T e de [y nos dois modelos comparados. Nos mo-
delos Logistico-N e Logistico-T ajustamos o algoritmo EMMC-Q considerando ¢ = 1, que
¢ um dos valores sugeridos pela literatura para o modelo Logistico-N, sem ter qualquer
tipo de problema. Entretanto, a escolha do valor deste parametro ad hoc no algoritmo
EMMC-Q se mostrou uma questao delicada no modelo Logistico-SL. Uma escolha errada
para o valor de ¢ influencia nao somente na velocidade e qualidade da convergéncia das
estimativas fornecidas para os parametros de interesse, como também nos valores finais
das estimativas. Como nao conseguimos criar uma regra nao ad-hoc para determinarmos
um valor 6timo para ¢ no algoritmo EMMC-(Q, concluimos que o algoritmo EMMC-M ¢é
a melhor opcao dentre os algoritmos comparados.

Ao ajustarmos o modelo Logistico-N, principalmente como os algoritmos EMMC-
M e EMMC-Q, as estimativas de todos os parametros apresentaram bom comporta-
mento quanto a convergéncia, existindo pouca variabilidade das estimativas ao longo das
iteracoes finais, com o nimero L de amostras Monte Carlo especificado no passo de espe-
ranca do algoritmo. No modelo Logistico-T, notamos que o parametro v é o mais dificil
de estimar, pois demora a atingir um padrao de convergéncia quando valores altos sao
estimados. Se este parametro é fixado, as estimativas ao longo das iteracoes para os de-
mais parametros apresentam bom comportamento. Notamos também que se fixarmos o
parametro de intercepto 3y nao ha alteracao substancial no comportamento na estimagao
dos outros parametros do modelo. No entanto, as estimativas para 3y tendem a convergir
mais lentamente e a serem mais instaveis apds a convergéncia ser atingida.

Como seria natural esperar, bancos de dados com maiores valores de n; e n;; tém
melhor convergéncia das estimativas. Aumentar o nimero k de clusters, mantendo iguais
os valores de n; e n;;, parece nao influenciar no comportamento das estimativas dos
parametros. Comparando bancos de dados com o mesmo ntmero total de observacoes e
com diferentes quantidades de clusters, concluimos que o maior nimero de clusters leva
a piora da convergéncia das estimativas. O modelo Logistico-SL implementado com o
algoritmo EMMC-M, de forma similar ao modelo Logistico-T, apresenta problemas de
convergencia apenas para o parametro v se valores mais altos sao estimados. No mo-
delo Logistico-NC, observamos bom comportamento de convergéncia das estimativas dos
parametros, exceto, em alguns bancos de dados, para o parametro 4. Além disto, em
alguns bancos de dados, as estimativas deste parametro convergem para o valor zero,
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apontando inadequadamente que os efeitos aleatérios sao normalmente distribuidos. Em
resumo, em todos os modelos implementados, notamos boa convergéncia para as estima-
tivas dos efeitos fixos e da variancia dos efeitos aleatérios.

Pontos ainda a serem melhorados no algoritmo EMMC sao a especificagao do tamanho
L da amostra Monte Carlo dos valores para os efeitos aleatérios no passo de esperanca
do algoritmo e um critério de parada para o algoritmo. Existem propostas interessantes
(Booth e Hobert (1999) e Caffo et al. (2005)) para a definigdo automatica do valor L, ao
longo das iteragoes do algoritmo EMMC, e que apresentam bons resultados para o modelo
Logistico-N. No entanto, em nossa implementagao (nao apresentada neste trabalho), estes
métodos nao apresentam bons resultados nos demais modelos Logisticos-NI.

Na proxima secao realizamos um estudo de simulacao Monte Carlo onde avaliamos a
qualidade da estimacao nos modelos Logistico-NI implementados e os comparamos.

3.7 Estudo Monte Carlo: Avaliacao da qualidade de
estimacao

Nesta secao, realizamos um estudo de simulagao Monte Carlo com o objetivo de ava-
liarmos a qualidade das estimativas para os efeitos fixos, para os parametros relacionados
a distribuicao dos efeitos aleatérios e para a razao de chances mediana nos modelos
Logistico-NI. Mostramos anteriormente que, no modelo logistico misto, a razao de chan-
ces mediana é uma importante ferramenta para a interpretar os efeitos fixos e medir a
heterogeneidade entre clusters. Nosso foco serd apenas na estimacao de MOR), que
é uma medida utilizada para avaliarmos a heterogeneidade entre os clusters. Apesar da
razao de chances mediana MO Ry, ser de interesse para interpretar os efeitos fixos, como a
distribuicao dos efeitos aleatérios é simétrica nos modelos implementados neste capitulo,
a qualidade das estimativas de MO Ry, é consequéncia direta da qualidade da estimagao
do vetor de parametros de efeitos fixos 3. Isto decorre do fato da expressao para MO R
ser funcao apenas de B, como pode ser visto na Proposicao 3.5 da Secao 3.4.1. Sendo
assim, para nao tornarmos a analise repetitiva, omitiremos uma andlise das estimativas
para M OR12.

Vaérios cenarios sao considerados no estudo e, em cada um deles, 200 amostras sao
geradas considerando o seguinte modelo:

Yi;|mij ~ Binomial(n;;, m;;), para i =1,2,....k e j=1,2,...,n;
. iid
In{m;;/(1 —m;)} = Bo+ Buwy; + i, com i = j/ni, e v ~ NI(0,0% Fpy,),

em que fy=0e [y =2.

A escolha do numero de réplicas ocorre em funcao do grande tempo computacional
gasto no ajuste de cada modelo.

Os cenédrios analisados se diferenciam pelos valores especificados para k (k = 50 e
100), n; (n; = 5 e 10), ni; (n;; = 2 e 4) e, principalmente, pela distribui¢do assumida
para os efeitos aleatérios na geragao dos dados. Para a distribuicao dos efeitos aleatorios
consideramos as distribuicoes Normal, ¢t-Student, Slash e Normal Contaminada.

Em cada cenario, os modelos implementados na Secao 3.5 serao ajustados e compa-
rados com respeito a qualidade das estimativas dos parametros do modelo e para a razao
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de chances mediana. Neste estudo de simulagao, ajustamos os modelos Logistico-N,
Logistico-T, Logistico-SL e Logistico-NC utilizando o algoritmo EMMC-M. No Modelo
Logistico-T, para garantir a existéncia da variancia V(v;) da distribuigdo dos efeitos
aleatorios e evitar que valores muito altos sejam estimados quando v é estimado como
sendo muito proximo de 2, estimamos v restrito ao intervalo de valores entre 2,5 e 30. Com
o mesmo objetivo, no Modelo Logistico-SL, colocamos a restrigao de que v assuma valo-
res entre 1,25 e 15. Como ja mencionado na Subsecao 3.4.1, para calcularmos MOR)9),
em alguns casos, é necessario gerarmos amostras da distribuicao de Wi,. Neste capitulo,
consideramos amostras de tamanho 200.000 da distribuicao de W5 para calcularmos a
MO R)12; nos modelos Logistico-T e Logistico-SL.

Na Segao 3.6, notamos que o algoritmo EMMC-M tende a ter melhor comportamento
e que as estimativas fornecidas pelos modelos Logistico-NI nao convergem com mesma
velocidade em todos os casos. O modelo Logistico-N, em geral, apresenta convergéncia
mais rapida para as estimativas dos parametros do que o modelo Logistico-T. Da mesma
forma, o modelo Logistico-T frequentemente atinge a convergéncia em um nimero menor
de iteracoes do que o modelo Logistico-SL. Tanto no modelo Logistico-T, quanto no
modelo Logistico-SL, a convergéncia também se torna mais rapida quando assumimos o
parametro v como fixo e conhecido. Em funcao disto, implementamos apenas o algoritmo
EMMC-M e, em cada modelo, determinamos de forma diferente o nimero L de réplicas
Monte Carlo ao longo das iteragoes do algoritmo. A Tabela 3.4 apresenta o niimero total
de iteracoes considerado em cada modelo ajustado e o niumero L de réplicas Monte Carlo
considerado em cada uma das iteracoes do algoritmo EMMC-M.

Tabela 3.4: Numero L de réplicas Monte Carlo, ao longo das iteracoes, do algoritmo
EMMC-M em cada modelo

Numero L de réplicas Monte Carlo Total de
Modelo 10 50 200 500 1000 iteracoes
Logistico-N 1-300 301-600 601-800 801-900 901-1000 1000
Logistico-T 1-400 401-700 701-1000 1001-1300 1301-1400 1400
Logistico-T (v fixo)  1-300 301-600 601-800 801-900 901-1000 1000
Logistico-SL 1-400 401-700 701-1200 1201-1600 1601-1700 1700
Logistico-SL (v fixo) 1-300 301-600 601-800 801-900 901-1000 1000
Logistico-NC 1-400 401-700 701-900  901-1200 1201-1300 1300

Em todos os casos, consideramos como estimativas finais dos parametros a média das
estimativas fornecidas nas ultimas 100 iteragoes do algoritmo.

Além das medidas usuais (viés e EQM) que refletem a qualidade das estimativas dos
parametros de interesse, os modelos também sao comparados através da qualidade de
ajuste fornecida pelo AIC (Akaike information criterion). Existem algumas versoes de
AIC para compararmos modelos mistos. Greven e Kneib (2009) consideram as versoes
marginal e condicional do AIC e as aplicam a modelos lineares mistos. Vaida e Blan-
chard (2005), Yu e Yau (2012) e Saefken et al. (2014) discutem sobre a estimagao do AIC
condicional em modelos generalizados mistos. Vaida e Blanchard (2005) afirmam que o
AIC marginal é indicado quando o foco da pesquisa estd na estimacao dos parametros
ditos populacionais (parametros de efeitos fixos) enquanto o AIC condicional é indicado
quando o foco da pesquisa esta em “parametros” especificos a clusters, isto é, o foco
estd na estimacao dos efeitos aleatorios. Neste trabalho, seguindo Vaida e Blanchard
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(2005), utilizamos o AIC marginal e obtemos uma aproximagao para a funcdo de veros-
similhanca marginal através de integracao Monte Carlo e condicionando nas estimativas
dos parametros da distribuicao dos efeitos aleatorios.

Este estudo de simulagao estd organizado como descrito a seguir. Na Subsecao 3.7.1
analisaremos os resultados dos cendarios em que os bancos de dados sao gerados sob o
modelo Logistico-N, nas Subsecoes 3.7.2, 3.7.3 e 3.7.4 consideramos, respectivamente, os
modelos Logistico-T, Logistico-SL e Logistico-NC na geracao dos bancos dados. Por fim,
na Subsecao 3.7.5, apresentamos nossas conclusoes finais sobre o estudo de simulacao
Monte Carlo.

3.7.1 Dados simulados do modelo Logistico-N

Nesta Subsecao, os dados sao gerados sob o modelo Logistico-N. Nosso objetivo é com-
parar a implementacao do modelo Logistico-N via algoritmo EMMC com a implementagao
do mesmo modelo via métodos numéricos de integragao. Comparamos as implementagoes
do modelo com respeito a aspectos relacionados a qualidade das estimativas pontuais e
intervalares dos parametros de interesse. O modelo Logistico-N via métodos de inte-
gracao numérica esta implementado no pacote estatistico “lme4” do software gratuito R.
Ajustamos o modelo utilizando quadratura de Gauss-Hermite adaptativa, avaliando em
9 pontos, para obtermos a fun¢ao de log-verossimilhanga marginal.

Na Tabela 3.5, apresentamos as particularidades dos cenarios que analisaremos, os
quais sao denotados por Al a A8, quando V(~;) = 0,5, e por B1 a B8 quando V' (y;) = 1.
Além da variancia dos efeitos aleatorios, os cendarios também diferem quanto ao nimero
k de clusters, ao numero n; de observacoes dentro de cada clusters e ao numero n;; de
experimentos Bernoulli para pada observacao.

Tabela 3.5: Organizagao dos cendrios gerados sob modelo Logistico-N

k ni; =2 mn;=4% ni =2 mn; =4
o 50 AT A2 A3 Al
7%~ N(0;0.5) 109 A5 A6 A7 A8
— 50 BI B2 B3 BA
%~ N(01) g0 B5 B6 B7 B8

Os valores de k, n; e n;; escolhidos permitem realizar comparacoes que atendem a
diversos objetivos. Entre eles, podemos avaliar o impacto do nimero de clusters na qua-
lidade das estimativas dos parametros de interesse e o efeito de aumentarmos o tamanho
da amostra através de n; ou n,;;. Para isto, basta compararmos os cendrios aumentando
uma das quantidades e mantendo as demais fixas. No entanto, para avaliarmos se uma
das quantidades k, n; ou n;; tém maior influéncia na qualidade das estimativas fornecidas
pelos modelos, isto é, se existe uma melhor estratégia quanto a escolha de qual quan-
tidade seria melhor aumentarmos, podemos comparar cenarios com igual niimero total
k x n; x n;; de observacoes de experimentos Bernoulli. A comparagao pode ser realizada
de trés maneiras distintas:

e Cendrios com igual ndmero & de clusters, mas com diferentes valores de n; e ny;
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como, por exemplo, a comparagao entre os cenarios A2 e A3 ou entre os cendrios

A6 e AT;

e Cendrios com igual nimero n;; de experimentos Bernoulli para cada observagao
dentro dos clusters, mas com diferentes valores de k e n; como ocorre, por exemplo,
na comparacao entre os cenarios A3 e A5 ou entre os cendrios A4 e AG;

e Cendrios com igual nimero n; de observacoes dentro de cada cluster, mas com
diferentes valores de k e n;;. Essa é uma comparagao possivel entre os cendrios A2
e Ab ou cendrios A4 e A7, por exemplo.

Em cada cenario, comparamos as implementagoes do modelo Logistico-N através do
algoritmo EMMC-M e de integracao numérica no que diz respeito a qualidade da es-
timacao dos efeitos fixos Gy e B1 e, também, da variancia dos efeitos aleatorios, que aqui é
igual ao parametro o?. Como medidas de qualidade utilizamos o viés e o erro quadratico
médio (EQM) da estimativa pontual dos parametros de interesse e, também, a probabi-
lidade de cobertura do intervalo de confianca (IC). Consideramos duas alternativas para
obtermos os intervalos de 95% de confianca assintéticos para os efeitos fixos e para o2, que
diferem somente quanto ao erro padrao obtido para as estimativas. Na primeira, a qual
denotamos a probabilidade de cobertura do intervalo de confianca por PC'r, construimos
o intervalo de confianca assintdtico usando o erro padrao das estimativas obtido a partir
da matriz de informacao de Fisher observada. Na segunda alternativa, utilizamos o des-
vio padrao das estimativas obtidas no estudo Monte Carlo na construcao do intervalo de
confianca. Neste caso, denotamos a probabilidade de cobertura do intervalo de confianca
por PCyc. Nao foi possivel obtermos o intervalo de confianca para a variancia dos efei-
tos aleatorios ao utilizarmos a quadratura de Gauss-Hermite e a matriz de informagao de
Fisher observada, uma vez que o pacote estatistico “lme4”, do software R, nao fornece
estimativa para o erro padrao das estimativas de o2.

Na Tabela 3.6, apresentamos viés, EQM e probabilidade de cobertura dos intervalos de
95% confianca para Sy, 51 e 02, ao ajustarmos o modelo Logistico-N aos bancos de dados
dos Cenarios Al a A8, utilizando o algoritmo EMMC-M e quadratura de Gauss-Hermite
adaptativa. Nesta tabela, percebemos que as duas forma de implementacao do modelo
Logistico-N, EMMC-M e Quadratura de Gauss-Hermite, fornecem resultados iguais ou
muito préximos para todas as medidas consideradas e em todos os cendrios analisados.
Isto confirma a boa implentagao do modelo Logistico-N com o algoritmo EMMC-M.

Ao analisarmos o comportamento do viés das estimativas, vemos que, em algumas
vezes, 0 viés das estimativas de um dos parametros aumenta ao aumentarmos o nimero
de observagoes do bancos de dados, tanto quando aumentamos n; quanto n;;. Este fato
ocorre, por exemplo, para [y nos Cenarios Al e A2, para (3, nos Cendarios A3 e A4 e para
0% nos Cendrios Al e A3. Talvez a explicacao para isto seja que o nimero de 200 réplicas
de bancos de dados nao seja o suficientemente grande para o estudo Monte Carlo retratar
perfeitamente média da distribuicao dos estimadores de maxima verossimilhanca neste
modelo. Notamos também que, se fixarmos n; e n;;, os cendrios com maior nimero de
clusters k apresentam menor EQM para as estimativas de todos os parametros. Conclusao
idéntica ¢é tirada ao compararmos cendrios, com mesmo k, em que apenas n; ou n;; muda.
Isto ¢ esperado porque, se aumentamos uma das quantidades, &, n; ou n;;, e mantivermos
as outras fixas, obtemos bancos de dados com um nimero maior de observagoes.
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Tabela 3.6: Viés, EQM e probabilidade de cobertura do IC (95%) para os efeitos fixos e
variancia dos efeitos aleatérios, nos Cenarios Al a A8, sob o modelo Logistico-N

Implementacao
EMMC Gauss-Hermite

Cenario Viés EQM PCyc PCr Viés EQM PCyc PCr
Al 5o 0,004 0,084 0,945 0,920 0,004 0,085 0,945 0,920
01 0,007 0,210 0,935 0,905 0,010 0,212 0,935 0,905

o —0,001 0,061 0,925 0,930 0,007 0,057 0,935 —
A2 5o 0,012 0,038 0,940 0,955 0,012 0,038 0,940 0,955
1531 0,022 0,082 0,945 0,945 0,023 0,083 0,945 0,945

o2 —0,008 0,031 0,955 0,945 —0,006 0,031 0,955 —
A3 5o 0,011 0,036 0,945 0,930 0,011 0,036 0,945 0,930
61 —0,009 0,074 0,940 0,950 —0,009 0,074 0,940 0,950

o2 —0,022 0,028 0,950 0,915 —0,021 0,029 0,950 —
A4 By —0,008 0,022 0,945 0,930 —0,008 0,022 0,945 0,930
081 0,017 0,035 0,980 0,980 0,018 0,036 0,980 0,980

0?2 —0,010 0,020 0,960 0,920 —0,009 0,020 0,960 —
A5 Bo 0,015 0,040 0,950 0,950 0,015 0,040 0,950 0,950
61 —0,020 0,083 0,935 0,935 —0,020 0,083 0,935 0,935

o2 —0,001 0,031 0,955 0,950 —0,001 0,032 0,955 —
A6 6o —0,003 0,017 0,955 0,970 —0,003 0,017 0,955 0,970
61 —0,003 0,041 0,950 0,945 —0,003 0,042 0,950 0,945

o2 —0,025 0,015 0,950 0,915 —0,025 0,015 0,945 —
A7 6o —0,015 0,017 0,935 0,945 —0,015 0,017 0,935 0,945
081 0,016 0,035 0,960 0,975 0,016 0,035 0,960 0,975

o —0,006 0,014 0,960 0,925 —0,006 0,014 0,955 —
A8 Bo 0,003 0,010 0,955 0,965 0,003 0,010 0,955 0,970
051 0,008 0,021 0,955 0,945 0,008 0,021 0,955 0,945

o? 0,001 0,009 0,955 0,960 0,001 0,009 0,955 —

Em cendrios cujos os dados sao gerados assumindo um ntmero total de observacoes
Bernoulli igual, se o mesmo niimero k de clusters é considerado, vemos que os cenarios com
maior n; e menor n;; fornecem EQM igual ou ligeiramente menor para todos os parametros
estimados. Ao compararmos cendrios com valores iguais para n;;, observamos um padrao
de comportamento no EQM apenas para o parametro ;. Neste caso, observamos que
em cenarios com maior k e menor n; o EQM para (; foi maior. Por fim, comparando
os cenarios com valores de n; iguais, o EQM se comportou de forma diferente quando
mudamos de cenarios com n; = 5 para cenarios com n; = 10.

Ao compararmos a probabilidade de cobertura dos IC construidos com o valor nominal
do IC, isto é, com 95%, vemos que as duas abordagens apresentam desempenho similar.
O IC com erro padrao das estimativas obtido nas amostras Monte Carlo apresenta leve
vantagem na estimacao da o2. Notamos também que nao ha melhoria na probabilidade
de cobertura do IC, para nenhum parametro, ao aumentarmos o tamanho da amostra.
Os histogramas das estimativas de o nos Cendrios Al a A8, mostrados na Figura 48,
revelam uma grande assimetria. Isto pode explicar o fraco desempenho do intervalo de
confianca em alguns cendrios, uma vez que, nas duas abordagens adotadas, os intervalos
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sao construidos com base no teorema Central do limite para as estimativas de maxima
verossimilhancga, ou seja, assumindo normalidade para as estimativas.
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Figura 48: Histograma das estimativas de o2 nos Cendrios Al a AS.

Na Tabela 3.7, apresentamos o viés, o EMQ e a probabilidade de cobertura dos in-
tervalos 95% de confianca para as estimativas dos parametros ao ajustarmos o modelo
Logistico-N nos Cenérios B1 a B8. Da Tabela 3.7, observamos que as conclusoes para os
Cenérios B1 a B8 com respeito a k, n; e n;; sao similares aquelas obtidas para os Cenérios
Al a A8. As duas implementacées do modelo tém desempenho igual na estimacao dos
parametros e ao aumentarmos qualquer uma destas quantidades, mantendo fixas as de-
mais, obtemos uma diminuicao do EQM das estimativas de todos os parametros.

Comparando cenarios que tém o mesmo total de observacoes Bernoulli e, inicialmente,
mesmo numero k de clusters, vemos que os cendrios com maior n; e menor n;; tendem a
fornecer EQM menor para todos os parametros estimados. Ao compararmos cenarios em
que n;; ¢ igual, observamos que similar ao que observamos na Tabela 3.6 para o parametro
B1, o EQM foi maior em cendrios com maior k e menor n,. Para f3; e 02, os cendrios
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Tabela 3.7: Viés, EQM e probabilidade de cobertura do IC (95%) para os efeitos fixos e
variancia dos efeitos aleatorios, nos Cenarios B1 a B8, sob o modelo Logistico-N

Implementacao
EMMC Gauss-Hermite

Cenario Viés EQM PCyc PCr Viés EQM PCyc PCr
B1 6o —0,010 0,083 0,940 0,935 —0,010 0,083 0,940 0,940
01 0,062 0,179 0,940 0,940 0,062 0,180 0,940 0,940

o? 0,034 0,157 0,945 0,950 0,035 0,158 0,945 —
B2 6o —0,015 0,045 0,955 0,955 —0,015 0,045 0,955 0,955
081 0,020 0,088 0,955 0,950 0,020 0,088 0,955 0,950

o? 0,018 0,114 0,940 0,905 0,017 0,114 0,940 —
B3 Bo 0,009 0,046 0,960 0,945 0,009 0,046 0,960 0,945
051 0,013 0,080 0,940 0,945 0,013 0,080 0,940 0,945

o2 —0,020 0,090 0,935 0,925 —0,019 0,091 0,935 —
B4 5o 0,001 0,033 0,955 0,950 0,001 0,033 0,950 0,950
081 0,007 0,038 0,955 0,955 0,008 0,038 0,950 0,955

o —0,015 0,052 0,955 0,940 —0,014 0,052 0,955 —
B5 6o —0,015 0,041 0,950 0,960 —0,015 0,041 0,955 0,960
51 0,023 0,090 0,965 0,955 0,023 0,090 0,965 0,955

o2 —0,025 0,071 0,945 0,920 —0,025 0,071 0,945 —
B6 Bo —0,007 0,025 0,945 0,940 —0,007 0,025 0,945 0,945
531 0,000 0,039 0,960 0,960 0,000 0,039 0,960 0,960

o2 0,004 0,044 0,960 0,940 0,005 0,044 0,950 —
B7 By —0,017 0,020 0,965 0,975 —0,017 0,020 0,960 0,975
081 0,026 0,043 0,955 0,945 0,026 0,044 0,955 0,945

o —0,005 0,043 0955 0,915 —0,004 0,043 0,955 —
B8 Bo 0,010 0,019 0,945 0,945 0,010 0,019 0,945 0,940
61 —0,004 0,022 0,935 0,920 —0,004 0,022 0,935 0,920

o? 0,008 0,028 0,945 0,945 0,008 0,028 0,940 —

com maior k e menor n; apresentaram menor EQM. Conclusao similar ocorreu quando
comparamos os cenarios com igual valor de n;. Neste caso, os cenarios com maior k e
menor n;; tiveram menor EQM para 3 e 02, mas maior EQM para 3.

Comparando os Cenarios A1-A8 e B1-B8, observamos que o EQM das estimativas dos
parametros de interesse é, em geral, maior nos Cenérios B1 a B8, em que a variancia real
dos efeitos aleatérios é maior. Isto ocorre, principalmente, para as estimativas de 3y e o2.
Estas conclusoes sao corroboradas pelos boxplots (Figura 49) das estimativas de g, £1
e o? fornecidas pela implementacao do modelo Logistico-N com o algoritmo EMMC-M.
Nesta figura notamos que existe maior variabilidade nas estimativas, principalmente para

0%, nos Cendrios em que o valor real de o2 é 1, isto é, nos Cendrios B1 a BS.
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Figura 49: Boxplots das estimativas fornecidas para os efeitos fixos e para a variancia dos
efeitos aleatdrios, e valores reais (linha horizontal), nos Cenarios Al a A8 e B1 a BS8.

3.7.2 Dados simulados do modelo Logistico-T

Nesta subsecao temos como meta compararmos as estimativas fornecidas pelos mo-
delos Logistico-N (Modelo M1), Logistico-T estimando o grau de liberdade v (Modelo
M2), Logistico-T com v fixado no valor real (Modelo M3) e Logistico-SL (Modelo M4),
quando os dados sao gerados assumindo uma distribuigao de probabilidade ¢-Student
para os efeitos aleatérios. Para investigarmos o efeito do peso das caudas nas estimati-
vas, geramos os bancos de dados de tal forma que V' (v;) = 1 e assumindo v = 3, 6 e 20.
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As mesmas especificagbes utilizadas na Subsecao 3.7.1 sao consideradas para o nimero
k de clusters, n; de observacoes dentro de cada cluster e n;; de experimentos Bernoulli
para cada observacao dentro dos clusters. Na Tabela 3.8 apresentamos os cenarios que
analisaremos.

Tabela 3.8: Organizacao dos cenarios gerados sob modelo Logistico-T

n; =95 n; = 10
k ni =2 mny =4 nig =2 mny =4
o 50 1 2 3 ci
i~ T(0;0,333:3) 10 5 6 c7 8
— 50 D1 D2 D3 D1
7~ 1(0;0,667:6) 10 D5 D6 D7 DS
— 50 1 2 3 o
7~ T(0:0.9:20) 0 E5 E6 F7 ES

3.7.2.1 Qualidade das estimativas dos parametros

Iniciamos nossa anélise considerando cenarios em que os dados sao gerados assumindo
uma distribuigdo com caudas muito pesadas para os efeitos aleatérios (v = 3). Nestes
cenarios, por causa da caracteristica da distribuicao Normal, esperamos que o modelo
Logistico-N tenha um desempenho ruim se comparado aos demais modelos. Na Ta-
bela 3.9, apresentamos os resultados para viés e EQM obtidos para as estimativas dos
parametros de efeitos fixos e da distribuicao dos efeitos aleatérios nos Cenéarios C1 a
C8. Apresentamos o viés e o EQM para 02 apenas nos modelos M2 e M3 pois somente
nestes casos tal parametro possui a mesma interpretacao do que no modelo considerado
na geracao dos dados. O mesmo ocorre para v, em que os resultados sao apresentados
apenas para o modelo M2, visto que no modelo M3 o parametro v é assumido conhecido.

Analisando a Tabela 3.9, vemos que os modelos ajustados nao apresentam muita dife-
renga no que diz respeito a estimacao dos efeitos fixos. Em todos os cendrios analisados,
os modelos fornecem valores semelhantes para o viés e o EQM destes parametros. O EQM
para o2 é menor no Modelo M3 do que o Modelo M2 em todos os cendrios. Isto é espe-
rado, uma vez que os dois modelos assumem corretamente a distribuicao ¢-Student para
os efeitos aleatdrios, mas o Modelo M3 traz consigo a informacgao adicional quanto ao va-
lor correto para v. Avaliando a estimagao de V' (+y;), vemos que sob o Modelo Logistico-N
(M1), as estimativas apresentam viés negativo alto em todos os cendrios, mas tém EQM
baixo. Sob o modelo M1, a V(;) tem menor EQM nos Cenarios C1, C3 e C5, enquanto
que sob o Modelo M3, o EQM de V(;) é menor nos demais cendrios. O Modelo M2 é
o modelo que fornece as estimativas para V' (7;) com maior EQM. Acreditamos que isto
se deve ao fato de, no Modelo M2, muitas vezes o parametro v ser estimado em valores
muito pequenos (préximo a 2,5), o que pode levar a instabilidade no cdlculo de V().
De forma geral, os Modelos M2 e M3 sao os que fornecem as estimativas menos viesadas

para V (y;).
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Tabela 3.9: Viés e EQM dos parametros de todos os modelos nos Cenarios C1 a C8

Modelo
M1 M2 M3 M4

Cenario Viés  EQM Viés EQM Viéss EQM  Viés EQM
C1 Bo 0,021 0,075 0,024 0,075 0,017 0,072 0,027 0,075
b1 —0,027 0,196 — 0,022 0,197 -0,024 0,197 -0,016 0,197

o? — — 0,145 0,087 0,029 0,038 — —

v — — 11,341 283,077 — - — -
V(vi) —0,259 0,199 0,057 0,632 0,087 0,345 —0,098 0,343
C2 Bo —0,011 0,043 0,001 0,041 —0,006 0,040 0,003 0,042
b1 0,016 0,095 0,022 0,096 0,021 0,096 0,027 0,097

o? — — 0,079 0,050 —0,008 0,020 — —

v — — 9,044 218,650 — — — —
V(vi) -0,325 0,190 — 0,074 0,299 -0,024 0,179 -0,132 0,299
C3 Bo 0,009 0,037 0,014 0,036 0,008 0,035 0,020 0,036
et —0,003 0,081 0,001 0,081 0,000 0,081 0,006 0,081

o? — — 0,128 0,068 0,030 0,024 — —

v — — 9,065 216,027 — — — —
V(vi) —0275 0,156 0,041 0,394 0,088 0,215 —0,083 0,251
C4 Bo —0,012 0,027 — 0,001 0,025 —0,004 0,024 0,002 0,025
51 0,042 0,043 0,048 0,044 0,047 0,044 0,051 0,045

o? — — 0,053 0,025 —0,005 0,012 — -

v — — 7,017 170,661 — — — —
V(vi) -0,333 0,167 — 0,004 0,304 —-0,015 0,110 -0,101 0,225
Ch Bo —0,004 0,037 — 0,003 0,036 —0,009 0,036 —0,001 0,037

B 0,019 0,086 0,023 0,087 0,022 0,087 0,030 0,089

o2 - 0,111 0,058 0,004 0,020  —
v - - 8,712 200,172  — - - -
V(v) -0302 0,159 —0,034 0292 0010 0,184 —0,179 0,174
C6 Bo 0,012 0,022 0,016 0,022 0,011 0,022 0,020 0,022
B —0,022 0,044 —0,016 0,044 —0,017 0,044 —0,012 0,044
o2 - - 0,053 0025 —0,013 0,010  — -
v - - 5883 135,183  — - - -
V(v) —0350 0,156 —0,068 0,195 —0,039 0,086 —0,202 0,132
C7 Bo 0,012 0,019 0,012 0,018 0,008 0,018 0,018 0,019
81 —0,003 0,040 0,000 0,040 0,000 0,040 0,006 0,040
o2 - - 0,069 0026 0,002 0,008  — -
v - - 5751 132,442  — ~ - _
V(v) -0326 0,133 —0,020 0,180 0,004 0,071 —0,160 0,106
C8 By —0,006 0,013 0,000 0,013 0,007 0,012 0,013 0,013
B —0,019 0,023 —0,013 0,022 -0013 0022 —0,009 0,022
o2 - - 0,035 0,018 —0,005 0,007  — -
v - - 3,878 86,586  — - -

V(vi) -0,329 0,136 0,032 0,206 -0,015 0,069 -0,095 0,122

E possivel notar que, em todos os modelos, mantendo as demais caracteristicas fixas,
os cendrios com maiores valores de n; ou n;; apresentam menor valor de EQM para as
estimativas de todos os parametros, exceto para V' (;), no Modelo M2 para os Cenérios C7
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e C8, por exemplo. Quando comparamos cenérios com diferentes nimeros k de clusters e
com valores iguais de n; e n;;, observamos que os cendrios com maior k& tem menor EQM
para todos os parametros de interesse.

Se compararmos cenarios em que os bancos de dados tém o mesmo numero total
k x n; X n;; de observacoes de experimentos Bernoulli e mesmo numero de clusters, como
¢é o caso dos Cenarios C2 e C3 ou dos Cenarios C6 e C7, notamos que os cendrios com
maior n; e menor n;; tendem a apresentar menor EMQ para /3y, 51 e v e menor viés para
B em todos os modelos ajustados. Conclusao similar sobre o EQM pode ser feita para
V(7;) nos Modelos M1 e M4 apenas. Em geral, as estimativas para V' (7;) foram menos
viciadas nos cendrios com maior n; e menor n;;. Fazendo uma comparagao entre cendrios
com mesmo total de observacoes de experimentos Bernoulli, mas divididos em nimeros k
de clusters diferentes, notamos em cendrios com igual especificagao para n;; (Cendarios C3
e C5 e, Cenarios C4 e C6) e sob os Modelos M2 e M3, os cenarios com maior k tendem a
fornecer menor EQM para f3y, 02, v e V(v;) e maior EMQ para 3;. Comparando cendrios
com valor igual para n;, isto é, os Cenarios C2 e C5 ou os Cenarios C4 e C7, observamos
que os cendrios com maior k (C5 e C7) apresentam menor EQM para 3y, 51, v e V(7;),
sob todos os modelos.

Na Figura 50 apresentamos os boxplots da estimativas para v sob os Modelos M2 e
M3, nos Cenarios C1 a C8.
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C1 Cc2 C3 C4 C5 C6 Cc7 Cc8

Figura 50: Bozplots das estimativas fornecidas para v e valor real (linha horizontal), sob
os Modelos M2 e M4, nos Cenarios C1 a C8.

Da Figura 50 observamos que, sob o Modelo M2, as estimativas para v se aproximam
do valor real 3 nos cenarios com maior numero de observagoes. Além disso, notamos
que a estimacao deste parametro é bem melhor nos cendrios em que £ = 100. No
entanto, muitas vezes, estimativas altas para v sao obtidas em todos os cenarios. Para o
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Modelo M4, notamos que nos cendrios mais informativos, as estimativas de v (que tem
mesma interpretacao no Modelo M2) se concentram em valores menores, atestando que
a distribuicao dos efeitos aleatérios tem caudas pesadas. Para aprofundar a analise das
estimativas fornecidas para o parametro v apresentamos, na Figura 51, os histogramas das
estimativas para v, nos Cendrios C1 a C8, fornecidas pelo Modelo Logistico-T (Modelo
M2). Notamos que a distribuicao para as estimativas de v é bimodal, uma das modas
se concentrando em valores préximos do valor real (v = 3) e outra concentrada no valor
30. Provavelmente estas estimativas concentradas no valor 30 se espalhariam por valores
maiores se nao tivéssemos colocado restri¢coes na estimacao do parametro v. Isto significa
que em muitos bancos de dados o valor estimado para v indica normalidade para os efeitos
aleatorios.
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Figura 51: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M2, nos Cenarios
C1 a C8.
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A seguir, na Figura 52, exibimos os bozplots das estimativas da variancia dos efeitos
aleatorios, sob todos os modelos, nos Cenarios C1 a C8.
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Figura 52: Bozxplots das estimativas fornecidas para a variancia dos efeitos aleatérios e
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valor real (linha horizontal), sob todos os modelos, nos Cendrios C1 a C8.
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Avaliando a Figura 52, observamos que a méa-especificacao da distribuicao para os
efeitos aleatorios, Modelos M1 e M4, conduz a estimativas muito viciadas para V(7;).
Além disso, sob o Modelo M1 (Logistico-N), em geral, as estimativas da V(;) tém me-
nor variabilidade. Apesar da distribuigao das estimativas de V'(;) obtidas sob o Modelo
M2 estar centrada préxima ao valor real de V(;) nos cendrios com maior nimero de
observagoes, a variancia desta distribuicao é muito grande, indicando uma falta de con-
sisténcia do estimador. As melhores estimativas para V(v;) sdo obtidas sob o Modelo
M3. Neste caso, as estimativas estao centradas no valor real e tém pouca variabilidade.
Todos os modelos fornecem estimativas com menor variabilidade nos cendrios com mais
clusters (k = 100) do que em cendrios em que k = 50.

Na Tabela 3.10 sao apresentados os viéses e EQM das estimativas dos efeitos fixos e
dos parametros da distribuicao dos efeitos aleatorios nos Cenarios D1 a D8. O objetivo
agora ¢ avaliar a qualidade das estimativas fornecidas pelos modelos em cendarios em
que v assume um valor intermedidrio, isto é, quando a distribuicao dos efeitos aleatérios
tem caudas mais pesadas do que a distribuicao Normal, mas nao tao pesadas quanto a
assumida no caso analisado anteriormente. Quando comparamos os modelos ajustados,
notamos que para os efeitos fixos, as estimativas obtidas em todos os modelos sao muito
proximas, principalmente, no que refere ao EQM. Observamos que, sob o Modelo M3, as
estimativas para o2 tém viés e EQM menores do que as obtidas sob o Modelo M2. Ao
analisarmos as estimativas para V' (7;), notamos que as estimativas obtidas sob o Modelo
M1 apresentam viés negativo em todos os cendrios e sob este modelo, o valor de EQM ¢é o
menor em todos os cendrio, exceto no Cenario D8. Os valores de EQM sob o Modelo M3
sao bem proximos aos obtidos sob o Modelo M1. Além disso, sob o Modelo M3 obtemos
o menor viés nas estimativas nos Cenarios D1 a D5. Sob o Modelo M4, as estimativas de
V(7;) tém menor viés nos Cendrios D6 a D8, enquanto sob o Modelo M2 as estimativas
apresentam com maior EQM e alto valor de viés em todos dos cenarios.

Em nossa analise vemos que, em todos os modelos, um maior valor para qualquer
uma das caracteristicas k, n; ou n;; e demais varidveis iguais, conduz a estimativas com
menor EMQ para todos os parametros. Algumas poucas excecgoes a isto ocorreram para
as estimativas de v no Modelo M2 e para as estimativas de V' (v;) nos Modelos M2 e M4.

Ao compararmos apenas os cenarios com a mesma quantidade total de observagoes
Bernoulli, vemos que as conclusoes obtidas da Tabela 3.9 para os Cenarios C1 a C8 nao
sao validas para os cendrios gerados com v = 6 (Cendrios D1 a D8). Na comparagao
entre cenarios com mesmo numero k de clusters, notamos que os cenarios com maior n; e
menor n;; tiveram maior EQM para ; em todos os modelos. Para os demais parametros
os resultados foram inconclusivos, visto que houve um comportamento nos cenarios em
que k = 50 e outro comportamento para cendrios em que k = 100. Comparando os
cendrios com igual especificagao de n;; vemos que, sob todos os modelos, os cenédrios com
mais clusters e menor n; tiveram menor EQM para 3y, 31, 0% e V(v;). Por fim, fazendo
a comparacao entre cenarios com valor igual para n;, temos que os cendrios com maior
valor de k e menor valor de n;; apresentam menor EQM apenas para 5y e V().

Quando comparamos os resultados obtidas nas Tabelas 3.9 e 3.10, percebemos que os
modelos forneceram estimativas com menor EQM para V (;) e maior EQM para 3y, o>
e v nos cenarios em que os bancos de dados foram gerados com maior valor de v.
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Tabela 3.10: Viés e EQM dos parametros de todos os modelos nos Cenarios D1 a D8

Modelo
M1 M2 M3 M4

Cenario Viés EQM Viés EQM Viés EQM  Viés EQM
D1 Bo 0,006 0,086 0,006 0,086 0,003 0,085 0,008 0,086
51 0,023 0,200 0,026 0,201 0,025 0,200 0,029 0,202

o? — — 0,056 0,146 0,013 0,085 — —

v — — 12,282 295,258 — — — —
V(vi) —0,066 0,150 0,149 0,406 0,020 0,192 0,028 0,225
D2 5o 0,000 0,048 0,002 0,047 0,000 0,046 0,005 0,047
51 —0,007 0,083 — 0,006 0,083 —0,006 0,083 —0,004 0,083

o? — — 0,035 0,084 0,006 0,056 — —

v — — 11,466 281,555 — — — —
V(y) —0,082 0,106 0,153 0,446 0,010 0,125 0,039 0,209
D3 Bo —0,008 0,043 — 0,006 0,043 —0,008 0,043 —0,003 0,043
Jost 0,021 0,085 0,022 0,085 0,022 0,085 0,024 0,086

o? — — 0,022 0,076 0,003 0,055 — —

v — — 10,516 259,908 — — — -
V(y;) —0,087 0,103 0,151 0,413 0,006 0,123 0,037 0,202
D4 5o 0,007 0,032 0,014 0,030 0,015 0,030 0,017 0,031
51 —0,005 0,040 — 0,003 0,040 —0,003 0,040 —0,001 0,040

o? — — — 0,001 0,068 0,001 0,048 — —

v — — 8,510 216,944 — — — —
V(y) —0,079 0,097 0,183 0,491 0,002 0,107 0,107 0,279
D5 Bo —0,006 0,037 — 0,008 0,036 —0,010 0,037 —0,005 0,037

B1 0,013 0,079 0,015 0,079 0,014 0,079 0,017 0,079

o - 0,050 0,085 0,001 0,040  —
v - - 11,311 265,949  — - — -
V(y) —0,082 0,073 0,110 0260 0,003 0,000 —0,016 0,101
D6 Bo 0,018 0,024 0,019 0024 0,017 0,024 0,022 0,024
B —0,022 0,038 —0,020 0,038 —0,020 0,038 —0,019 0,038
o2 - - 0,019 0,049 —0,008 0,022  — -
v - - 8,440 198,861  — - - -
V(v) —0,097 0,049 0,070 0,142 —0,012 0,050 —0,004 0,075
D7 Bo 0,025 0,024 0,026 0,025 0,025 0,025 0,029 0,025
B —0,032 0,049 —0,031 0,049 —0,031 0,049 —0,029 0,049
o2 — - 0,032 0,049 —0,003 0,028  — -
v - - 10,059 242,847  — - - -
V(v) —0,094 0,058 0,082 0203 —0,003 0,062 0,002 0,099
DS By —0,007 0,017 —0,002 0,017 —0,003 0,016 —0,00L 0,017

B1 0,007 0,021 0,009 0,021 0,009 0,021 0,010 0,021

o - 0,027 0,039 —0,009 0,017  —
v - - 8,822 208426  — - - -
V(v) —0,104 0,041 0,040 0,127 —0,014 0,038 0,001 0,071
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Apresentamos na Figura 53 os histogramas das estimativas de v quando ajustamos
o Modelo M2, nos Cenarios D1 a D8. Os bloxplots das estimativas de v sob os modelos
M2 e M4, assim como os histogramas das estimativas de ¥ no Modelo M4 para todos os
cenarios analisados nesta subsecao, podem ser encontradas no Apéndice F.
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Figura 53: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M2, nos Cenarios

D1 a DS8.

Da Figura 53, percebemos que a estimacao do parametro » no Modelo M2 é ruim em
todos dos cenarios. A maior parte das estimativas se concentra em valores muito baixos
ou muito altos se comparados ao valor real v = 6. Aparentemente, no Cenario D8 existe
uma concentracao um pouco maior de estimativas préximas de v = 6.

Observamos na Figura 54 os bozplots das estimativas para a variancia da distribuicao
dos efeitos aleatdrios V' (7;), fornecidas por todos os modelos ajustados, nos Cenérios D1
a D8. Assim como ocorreu para os Cendrios Cl a C8, o Modelo M3 (Logistico-T com
v conhecido) faz bom papel na estimacao de V' (+;), fornecendo estimativas centradas no
valor real e com pouca variabilidade. O modelo Logistico-N fornece estimativas com viés
negativo e com pouca variabilidade. O Modelo M2 fornece estimativas centradas no valor
correto de V(7;), no entanto, estas estimativas tém grande variabilidade. Isto ocorre
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provavelmente devido a pobre estimacao dos graus de liberdade v.

D1 D2

=
Y D3 . D4

D5 D6

; | |
I | T I I
I I I I I
M1 M2 M3 M4 M1 M2 M3 M4
Figura 54: Boxplots das estimativas fornecidas para a variancia dos efeitos aleatorios e
valor real (linha horizontal), sob todos os modelos, nos Cendrios D1 a DS8.
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Na Tabela 3.11, apresentamos o viés e o EQM dos estimadores dos parametros de
efeitos fixos e da distribuicao dos efeitos aleatérios nos Cenédrios E1 a ES.

Tabela 3.11: Viés e EQM dos parametros de todos os modelos nos Cenarios E1 a E8

Modelo
M1 M2 M3 M4

Cenério Viégs EQM  Viés EQM Viés EQM  Viés EQM
E1l Bo —0,044 0,088 —0,044 0,088 —0,045 0,088 —0,043 0,088
51 0,048 0,161 0,049 0,162 0,048 0,161 0,051 0,163

o2 — — —0,081 0,147 0,013 0,132 — —

v — — 0,483 132,453 — — — —
V(vi) —0,003 0,153 0,183 0,494 0,015 0,163 0,052 0,206
E2 Bo 0,016 0,042 0,016 0,042 0,016 0,042 0,018 0,042
51 —0,002 0,067 —0,002 0,067 —0,002 0,067 —0,001 0,067

o2 — — —0,068 0,110 —0,009 0,088 — —

v — — 2,332 122,076 — — — —
V(vi) —0,030 0,102 0,076 0,227 —-0,010 0,109 0,032 0,157
E3 5o —0,017 0,042 -0,015 0,042 -0,016 0,042 —-0,015 0,042
51 0,011 0,072 0,012 0,072 0,012 0,072 0,012 0,072

o2 — — —0,064 0,078 0,013 0,066 — —

v — — 0,873 128,675 — — — —
V(vi) —0,004 0,079 0,113 0,179 0,015 0,082 0,057 0,115
E4 5o —0,009 0,032 -0,010 0,032 —0,007 0,032 —0,008 0,032

B 0,013 0043 0013 0043 0,013 0,043 0,013 0,043
o - —  —0072 0068 —0,012 0,049  — -

v - - 1,693 126,804  — - - -
V() -0,032 0059 0,070 0147 —0,013 0,061 0,024 0,088

E5 Bo 0,012 0,041 0,011 0,041 0,012 0,041 0,013 0,041
B —0,036 0,072 —0,035 0,072 —0,036 0,072 —0,034 0,072
o2 - —  —0,106 0,082 -0,019 0,057  — -
v - - 0,473 129,399  — - - -
V() -0,038 0068 0,121 028 —0,021 0,071 0,008 0,108
E6 By —0,011 0,026 —0,011 0,026 -—0,011 0,026 —0,010 0,026
8 0,014 0043 0015 0043 0,015 0,043 0,015 0,043
o2 - —  —0,067 0057 —0,006 0,043  — -
v - —  —01166 120,177  — - - -
V(v) -0,025 0051 0032 0071 —0,007 0,054 0,005 0,062
E7 Bo 0,011 0,025 0012 0024 0,01l 0,025 0,013 0,025

51 -0,022 0,037 0,022 0,037 -0,022 0,037 -0,022 0,037

o2 - ~0,074 0,058 —0,017 0,032  —
v — - 0,082 120,013  — - - -
V() —0,037 0038 0,045 0076 —0,019 0,040 0,004 0,050
ES By —0,011 0,017 -0,010 0,017 —-0,010 0,017 —0,008 0,017
8 0,001 0022 0001 0022 0,00l 0,022 0,00l 0,022
o2 - —  —0,056 0044 -0,001 0,024  — -
v - - 0478 120,228  — - - -

V() -0,018 0028 0,045 0046 —0,001 0,030 0,029 0,041
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Da Tabela 3.11, notamos que mais uma vez todos os modelos forneceram estimativas
muito proximas para os efeitos fixos. Para a variancia dos efeitos aleatoérios, os Modelos
M1 e M3 tiveram melhor desempenho, apresentado valores muito proximos para EQM.
Quanto ao viés, em geral, o modelo M3 leva pequena vantagem. Para o parametro o2,
o Modelo M3 fornece estimativas um pouco melhores em viés e EQM do que aquelas
obtidas quando o Modelo M2 foi ajustado.

Comparando cenarios com mesma quantidade de experimentos Bernoulli, vemos que
as conclusoes nao foram iguais as obtidas nos cendrios anteriores. Observamos que sob
os Modelos M1, M3 e M4, quando comparamos cenarios com mesmo numero de clusters,
os cendrios com maior valor de n; e menor valor de n;; tendem a fornecer estimativas
com menor EQM para Sy, 02 e V(7;). Resultados similares sao observados para os
mesmos parametros quando comparamos cendrios com valor igual de n;;, onde notamos
que os cenarios com maior valor de £ e menor valor de n; tém menor EQM ou quando
comparamos cenarios com valor igual de n;, em que os cendrios com maior & e menor n;;
tendem a ter menor EQM.

Para avaliarmos melhor a qualidade da estimagao de v e V(v;), nas Figuras 55 e
56 apresentamos, respectivamente, os histogramas das estimativas de v, fornecidas pelo
Modelo M2, e os bozplots das estimativas de V' (y;) nos Cendrios E1 a ES.
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Figura 55: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M2, nos Cenarios
El a ES.
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Figura 56: Bozplots das estimativas fornecidas para a variancia dos efeitos aleatérios e
valor real (linha horizontal), sob todos os modelos, nos Cendrios E1 a ES.

Da Figura 55, observamos que o numero v de graus de liberdade da distribuicao t¢-
Student, utilizada para representar o comportamento dos efeitos aleatérios, no Modelo
M2 é estimado, predominante, no valor 30, indicando que a cauda da distribuicao é
mais leve do que a real (v = 20). Isto indica que, na maior parte das vezes, o Modelo
M2 aponta normalidade para o comportamento dos efeitos aleatorios. Observamos que



a maior concentracao de estimativas em valores baixos ocorre nos cendarios com menor
nimero de observacoes dentro de cada cluster como, por exemplo, nos Cenarios E1 e E5.
Na Figura 56, notamos que todos os modelos fornecem estimativas centradas no valor real,
isto é, em V(vy;) = 1. Além disto, sob os Modelos M2 e M4, as estimativas tém maior
variabilidade, enquanto sob os Modelos M1 e M3, a distribuicao das estimativas é muito
parecida. Vemos, também, que a variabilidade das estimativas diminui ao aumentarmos
k. O mesmo ocorre se aumentarmos n; ou 7;;.

3.7.2.2 A qualidade das estimativas da razao de chances mediana

Passamos entao para a andlise das estimativas fornecida pelos modelos ajustados
para a razao de chances mediana MOR);5 nos cenarios estudados nesta secao. Com
as especificagoes consideradas para os parametros da distribuicao t-Student dos efeitos
aleatérios, temos que o valor real para MOR|;9 ¢ aproximadamente 1,999 nos Cendrios
C1 a C8, 2,393 nos Cenéarios D1 a D8 e 2,548 nos Cenarios E1 a E8. Na Tabela 3.12
apresentamos o Viés e o EQM das estimativas de M OR);2 obtidas sob os Modelos M1 a
M4 em todos os cenarios.

Tabela 3.12: Viés e EQM para M OR);2 em todos os modelos nos cendrios C1 a C8, D1
a D8 e El a E8

Modelo
M1 M2 M3 M4
Cenarios Viés EQM Viés EQM Viés EQM  Viés EQM
C1 0,261 0,289 0,105 0,179 0,055 0,176 0,226 0,261
C2 0,182 0,174 0,011 0,091 —0,018 0,090 0,110 0,129
C3 0,247 0,192 0,092 0,109 0,062 0,105 0,188 0,152
C4 0,174 0,121 0,007 0,053 —0,007 0,055 0,091 0,081
C5 0,213 0,159 0,062 0,099 0,007 0,093 0,179 0,136
C6 0,155 0,080 0,003 0,042 —-0,023 0,042 0,094 0,057
Cc7 0,186 0,079 0,033 0,039 0,009 0,035 0,122 0,053
C8 0,182 0,078 0,004 0,030 —0,004 0,029 0,098 0,046
D1 0,116 0,250 0,005 0,232 0,021 0,220 0,094 0,242
D2 0,098 0,166 —0,003 0,138 0,012 0,140 0,051 0,150
D3 0,092 0,158 —0,009 0,135 0,008 0,139 0,047 0,147
D4 0,103 0,153 —0,021 0,115 0,005 0,120 0,030 0,124
D5 0,098 0,113 0,003 0,109 0,006 0,101 0,075 0,108
D6 0,081 0,068 —0,016 0,063 —0,008 0,056 0,033 0,061
D7 0,084 0,083 —0,003 0,071 0,001 0,070 0,046 0,073
D8 0,073 0,052 —-0,012 0,046 —0,009 0,042 0,024 0,047
E1 0,042 0,246 —0,037 0,237 0,018 0,239 0,027 0,237
E2 0,010 0,159 -0,044 0,164 -0,010 0,160 -0,014 0,161
E3 0,041 0,124 -0,019 0,119 0,018 0,117 0,015 0,119
E4 0,007 0,090 -0,044 0,090 -0,014 0,088 —0,019 0,088
E5 0,000 0,104 -0,073 0,107 -0,022 0,104 -0,013 0,100
E6 0,016 0,079 —-0,034 0,080 —-0,006 0,077 —0,007 0,080
E7 0,001 0,067 —0,051 0,065 —0,022 0,067 —0,022 0,060
ES8 0,025 0,043 —0,026 0,048 0,002 0,043 —0,003 0,046
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Nas Figuras 57, 58 e 59 apresentamos os boxplots das estimativas de M O Ry obtidas,
sob cada um dos modelos, nos cenarios C1 a C8, D1 a D8 e E1 a ES, respectivamente.
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Figura 58: Boplots das estimativas de M OR)15 e valor real (linha horizontal), sob todos
os modelos, nos Cenarios D1 a DS.
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Figura 59: Boxplots das estimativas de M OR)15 e valor real (linha horizontal), sob todos

os modelos, nos Cenédrios E1 a ES.
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Da Tabela 3.12, vemos que sob os Modelos M2 e M3, com ligeira vantagem para
M3, obtemos as melhores estimativas para MOR|;5, com menor viés e menor EQM, nos
cenarios C1 a C8. Nos Cenarios D1 a D8, os Modelos M2 e M3 novamente tendem a
fornecer as estimativas com menores viés e EQM. O EQM sob o Modelo M4 tem valores
préximos aos menores valores obtidos sob os cenédrios D5 a D8. Nos Cenarios E1 a E2; os
resultados para viés e EQM foram muito similares para todos os modelos, mas o Modelo
M2, geralmente, tem desempenho um pouco pior que os demais. Independente do valor
real de v, aumentar o valor de k (ou n; ou n;;), mantendo fixas as demais quantidades,
leva a menores valores do EQM para as estimativas de MOR)9).

Quando comparamos cenarios que tém o mesmo total de observacoes de experimentos
Bernoulli, para cenarios com mesma quantidade de clusters nao é possivel tirar conclusoes.
Se os cendrios comparados tem mesmo valor de n;;, notamos que os cendrios com maior k e
menor n; tém menor EQM para MO R);5 em todos os modelos. Contudo, se a comparacao
envolve cendarios com igual valor para n;, existe uma tendéncia de que cenarios com maior
k e menor n;; tendem a ter menor EQM para MOR)15, mas isso nao é verdade quando
comparamos os cenarios C2 e C5 para as estimativas fornecidas pelos Modelos M2 a M4.

Observamos da Figura 57, que nos Cenarios C1 a C8, sob os Modelos M2 e M3, as
estimativas sao mais proximas do valor real do que para os demais modelos. Nos cenarios
D1 a D8, esse comportamento persiste, mas com menor intensidade, como podemos ver
na Figura 58. Ja na Figura 59, vemos que para os Cenarios E1 a ES8, as estimativas
fornecidas por todos os modelos sao muito similares, mas com pequena desvantagem
para o Modelo M2.

3.7.2.3 Comparacao de modelos

Na Tabela 3.13, avaliamos qual dos modelos melhor se ajusta aos bancos de dados
segundo o AIC. Apresentamos a proporcao de vezes em que cada modelo tem o menor
valor de AIC, isto é, apresentou o melhor ajuste aos banco de dados gerados. A com-
paracao de modelos é conduzida de duas formas distintas. Na primeira, a qual denotamos
por Selegao 1, calculamos a proporcao de escolha de cada modelos entre os 4 modelos
ajustados. Na segunda comparagao (Selegdo 2), a proporcao de escolha de cada mo-
delo é calculada considerando apenas os modelos M1, M2 e M4, ou seja, excluimos da
comparacao o Modelo M3, modelo em que assumimos como conhecido o valor de v. O
objetivo desta segunda comparacao é avaliarmos, de acordo com o AIC, qual dos modelos
tem melhor comportamento quando nao dispomos de informagao sobre v. Comparando
todos os modelos, concluimos que o Modelo M3 é o melhor modelo seguido pelo Modelo
M2 nos Cenérios C1 a C8 e D1 a DS, principalmente, quando & = 100. Em geral, nos
Cenarios E1 a E4, o modelo M3 apresenta maior propor¢ao de escolha, seguido pelo mo-
delo M2. O contrério ocorre nos Cenérios E5 a E8, em que o Modelo M2 apresenta maior
proporgao de escolha e o modelo M3 é o segundo melhor. Ao retirarmos o Modelo M3 da
selecao, vemos que o Modelo M2 apresenta maior propor¢ao de escolha em quase todos
os cenarios contemplados pela tabela, exceto no cenarios C1.
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Tabela 3.13: Proporc¢ao de escolha de cada modelo, usando o critério AIC, nos cendrios
gerados sob o modelo Logistico-T
Selecao 1 Selecao 2
Cenario M1 M2 M3 M4 M1 M2 M4
C1 0,230 0,130 0,525 0,115 0,395 0,345 0,260
C2 0,110 0,210 0,450 0,230 0,230 0,400 0,370
C3 0,095 0,185 0,575 0,145 0,205 0,520 0,275
C4 0,065 0,225 0,515 0,195 0,140 0,520 0,340
Ch 0,030 0,220 0,700 0,050 0,125 0,715 0,160
C6 0,005 0,280 0,660 0,055 0,045 0,835 0,120
C7 0,005 0,265 0,670 0,060 0,030 0,815 0,155
C8 0,000 0,350 0,600 0,050 0,015 0,895 0,090
D1 0,165 0,200 0,505 0,130 0,345 0,390 0,265
D2 0,100 0,265 0,505 0,130 0,225 0,520 0,255
D3 0,085 0,230 0,505 0,180 0,200 0,505 0,295
D4 0,070 0,260 0,490 0,180 0,135 0,540 0,325
D5 0,030 0,240 0,665 0,065 0,130 0,740 0,130
D6 0,010 0,345 0,615 0,030 0,070 0,795 0,135
D7 0,010 0,295 0,640 0,055 0,090 0,800 0,110
D8 0,000 0,310 0,650 0,040 0,040 0,865 0,095
E1 0,225 0,220 0,380 0,175 0,345 0,380 0,275
E2 0,170 0,255 0,405 0,170 0,260 0,485 0,255
E3 0,165 0,315 0,335 0,185 0,245 0,465 0,290
E4 0,145 0,300 0,340 0,215 0,195 0,475 0,330
E5 0,070 0,445 0,415 0,070 0,185 0,620 0,195
E6 0,040 0,450 0,445 0,065 0,105 0,765 0,130
E7 0,035 0,515 0,395 0,055 0,085 0,815 0,100
E8 0,035 0,520 0,385 0,060 0,055 0,840 0,105
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3.7.3 Dados simulados do modelo Logistico-SL

Nesta subsecgao, consideramos cenarios em que os dados sao gerados sob o modelo
Logistico-SL. Na geracao dos bancos de dados, assumimos duas especificagoes para os

parametros da distribuigao Slash dos efeitos aleatorios. Assumimos ~; s L(0;0,333;1,5)
para os Cendrios E1 a ES e ; w SL(0;0,667;3) para os Cendrios F1 a F8. Em ambos
os casos temos que E(vy;) = 0 e V(v;) = 1, mas as distribuigdes diferem quanto ao peso
de suas caudas. Isto pode ser visto na Figura 35 da Subse¢ao 3.6.3. Os cenarios também
diferem quanto aos valores escolhidos para k, n; e n;; na geracao dos dados. Os cendrios

analisados estao descritos na Tabela 3.14.

Tabela 3.14: Organizacao dos cenarios gerados sob modelo Logistico-N

k nij:2 nij:4 nij:2 nl-j:4
o 50 Fl ) 3 1
7%~ SL(0;0,333;1,5) 0 F5 F6 F7 F8
— 50 Gl 2 a3 Gl
7~ SL(0;0,667:3) 10 G5 G6 a7 a8

Em cada cendrio, ajustamos os modelos Logistico-N (Modelo M1), Logistico-T esti-
mando v (Modelo M2), Logistico-SL estimando v (Modelo M3) e Logistico-SL com v
sendo conhecido (Modelo M4).

3.7.3.1 A qualidade das estimativas dos parametros

Apresentamos, na Tabela 3.19, os resultados de viés e EQM para Sy, f1, o, v e V()
ao ajustarmos os Modelos M1 a M4 a dados dos Cenéarios F1 a F8. Estes sao os cendrios
em que a distribuicao dos efeitos aleatorios possui caudas mais pesadas e, por isso, é onde
esperamos os piores resultados do modelo Logistico-N. Comparando os modelos quanto
a estimacao dos efeitos fixos, notamos que todos os modelos fornecem estimativas com
valores muito proximos para EQM. Os modelos que assumem distribuicao Slash para os
efeitos aleatérios, Modelos M3 e M4, fornecem estimativas menos viesadas para (; do
que os demais modelos nos Cenarios F3, F4 e F8, que sao cendrios em que n; = 10.
Ao compararmos os Modelos M3 e M4 quanto a estimacao de 02, temos que o Modelo
M4 fornece estimativas menos viesadas e com menor EQM. Observando os resultados
para V' (7;), as estimativas com menor viés sao obtidas quando o Modelo M2 é ajustado,
seguido pelo Modelo M4, enquanto que os menores valores de EQM sao obtidos sob os
Modelos M1 (principalmente, quando k& = 50) e M4 (quando k£ = 100). Como j& haviamos
notado, sob o modelo Logistico-N (Modelo M1), as estimativas para V' (7;) possuem viés
alto e negativo quando os efeitos aleatérios sao gerados de distribuigdes com caudas bem
mais pesadas do que a distribuicao Normal. O modelo Logistico-T fornece estimativas
para V' (;) com valor alto de EQM quando estimamos o ntiimero de graus de liberdade v.
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Tabela 3.15: Viés e EQM dos parametros de todos os modelos nos Cenarios F1 a F8

Modelo
M1 M2 M3 M4

Cenaério Viégs EQM  Viés EQM  Viés EQM Viégs EQM
F1 Bo —-0,015 0,086 -0,014 0,085 -0,012 0,085 —0,021 0,086
051 0,046 0,192 0,049 0,192 0,054 0,194 0,055 0,194
o? — — — — 0,249 0,139 0,042 0,031

v — — — — 5,766 58,370 — —
V(vi) —0,201 0,169 0,023 0,470 -0,078 0,304 0,125 0,283
F2 Bo 0,013 0,041 0,015 0,040 0,018 0,041 0,013 0,040
051 0,011 0,083 0,015 0,084 0,017 0,085 0,017 0,084
o? — — — — 0,170 0,073 0,003 0,013

v - — — — 5,633 62,119 — —
V(vi) -0267 0,127 -0,064 0,228 —-0,139 0,171 0,008 0,113
F3 Bo 0,017 0,040 0,019 0,039 0,023 0,039 0,016 0,039
51 -0,009 0,073 -—-0,007 0,073 —-0,004 0,074 —-0,004 0,074
o? — — — — 0,175 0,072 0,009 0,017

v — — — — 5,843 64,538 — —
V(vi) —0,254 0,146 0,000 0,395 -0,101 0,273 0,025 0,149
F4 Bo —0,007 0,028 0,004 0,026 0,007 0,027 0,006 0,026

B —0,016 0,039 -0,012 0,039 -0,010 0,039 —0,010 0,039

o2 - - 0,132 0,056 0,021 0,014
v - - - - 3,623 40,603  — -
V(v) -0212 0,112 0,063 0294 —0,013 0,18 0,062 0,130
F5 By —0,014 0,038 —0,007 0,035 -0,012 0,037 —0,017 0,037
B 0,023 0,086 0,005 0079 0,032 0,087 0,035 0,088
o2 - - - - 0,173 0,068 0,022 0,016
v - - - - 3427 28,638  — -
V(v) —0236 0,124 0,015 0,320 —0,122 0,166 0,065 0,145
F6 By —0,012 0,02 —0,011 0,021 —0,008 0,021 —0,012 0,020
B 0,008 0,036 0,011 0036 0014 0037 0015 0,037
o2 - - - - 0,159 0,056 0,020 0,010
v - - - — 3,546 34,176  — -
V(y) -0231 0098 0019 0282 —0102 01134 0,058 0,090
F7 By —0,015 0,018 —0,012 0,018 —0,008 0,018 —0,013 0,018

B 0,025 0,046 0,028 0,046 0,032 0,046 0,033 0,047

o - - 0,143 0,049 0,019 0,009
v - - - - 3,181 29541  — -
V(y) -0233 0091 0047 0240 —0,095 0,100 0,057 0,078
F8 By —0,011 0,016 —0,003 0,015 0,000 0,015 —0,003 0,016
B —0,005 0,026 —0,002 0,026 0,000 0,026 0,000 0,026
o2 - - - - 0,124 0,039 0,018 0,006
v - - - — 2,001 29,280  — -

V(y) -0227 0083 0012 0175 —0061 01105 0052 0,058
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Na Figura 60, apresentamos os boxplots das estimativas de v, obtidas quando os
Modelos M2 e M3 sao ajustados nos Cenarios F1 a F8.
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Figura 60: Bozplots das estimativas fornecidas para v e valor real (linha horizontal), sob
os Modelos M2 e M4, nos Cenarios F1 a F8.

Observamos que, em todos os cenarios, sob os dois modelos, o parametro v tende a ser
superestimado em muitos bancos de dados. Estimativas mais baixas de v, que indicam
que as caudas da distribuicao dos efeitos aleatorios sao pesadas, sao observadas mais
frequentemente nos cendrios em que k& = 100 e no cendrio com k = 50, n; = 10 e n;; = 4,
isto é, no cenario mais informativo dentre os que possuem 50 clusters.

Na Figura 61, sao apresentados os histogramas das estimativas de v para o Modelo
M3, nos Cenarios F1 a F8, com o objetivo de mostrar o comportamento da distribuicao
do estimador de v no modelo em que a distribuicao do efeito aleatério é especificada
corretamente. Os histogramas das estimativas de ¥ no Modelo M2 podem ser encontrados
no Apéndice F. Da Figura 61, notamos que as estimativas mais altas de v sao obtidas nos
cendrios com poucos clusters (k = 50). Nos cendrios em que k£ = 100, hd uma melhora na
estimacao de v e as estimativas se concentram em valores pequenos, proximos ao valor
real v = 1,5.
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Figura 61: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M3, nos Cenarios
F1 a F8.

A Figura 62 apresenta os bozplots das estimativas obtidas para a variancia dos efeitos
aleatorios, sob os Modelos M1 a M4, nos Cenarios F1 a F8. O Modelo M4 faz o melhor
papel na estimagao de V' (+;) pois é o tinico modelo em que a distribui¢ao das estimativas
estd centrada no valor real em todos os cenarios. Além disto, as estimativas obtidas
para este modelo apresentam pouca variabilidade. No Modelo M1, vemos a V(y;) é
subestimada, pois as estimativas estao, em geral, concentradas em valores abaixo do
valor real e apresentam pequena variabilidade. Notamos da Tabela 3.15 que o Modelo
Logistico-T (M2) foi aquele cujas estimativas apresentaram menor viés. Apesar disto,
os bozxplots revelam que as distribuicoes das estimativas estao sempre centradas abaixo
do valor real e existe muita variabilidade nas estimativas, ocorrendo muitas estimativas
que podem ser consideradas outliers positivos. Aparentemente, o baixo viés no Modelo
M2 é consequéncia de um efeito de compensacao entre as estimativas, em sua maioria,
abaixo do valor real e os valores atipicos muito acima do valor real. Sob o Modelo M3,
que assume corretamente a distribuicao Slash para os efeitos aleatorios e estima v, temos
que a estimagao de V' (7;) é ruim, pois as estimativas apresentam grande variabilidade e
a distribuicao das estimativas esta centrada distante do valor real em todos os cenarios.
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Figura 62: Bozplots das estimativas fornecidas para a variancia dos efeitos aleatérios e
valor real (linha horizontal), sob todos os modelos, nos Cendrios F1 a F8.

Analisamos agora as estimativas obtidas nos cenarios em os efeitos aleatérios sao
gerados de uma distribuicao Slash com caudas mais pesadas do que a distribuicao Normal,
mas nao muito pesadas, isto é, assumindo v = 3. Na Tabela 3.17, apresentamos o viés e
o EQM das estimativas obtidas para os parametros dos Modelos M1 a M4 nos Cenéarios
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Gl a G8.

Tabela 3.16: Viés e EQM dos parametros de todos os modelos nos Cenarios G1 a G8

Modelo
M1 M2 M3 M4

Cenario Viégs EQM  Viés EQM  Viés EQM Viégs EQM
G1 Bo —-0,019 0,094 -0,017 0,093 -0,016 0,093 -0,019 0,093
051 0,025 0,180 0,027 0,180 0,030 0,181 0,026 0,180
o? — — — — 0,059 0,111 -0,019 0,074

v — — — — 5,433 53,938 — —
V(vi) —0,058 0,157 0,199 0,698 0,049 0,293 -0,028 0,167
G2 Bo 0,002 0,048 0,002 0,048 0,004 0,048 0,003 0,048
51 -0,010 0,083 —-0,009 0,083 —0,009 0,083 —0,010 0,083
o? — — — — 0,050 0,085 —0,022 0,042

v — — — — 5,469 58,704 — —
V(vi) —0,064 0,091 0,077 0,241 0,012 0,127 —-0,033 0,096
G3 Bo —-0,016 0,048 —-0,017 0,048 -0,014 0,048 —-0,016 0,048
51 0,033 0,080 0,033 0,080 0,035 0,080 0,033 0,080
o? — — — — 0,092 0,090 -0,004 0,038

v — — — — 6,070 64,583 — —
V(vi) —0,041 0,080 0,117 0,271 0,045 0,143 —-0,006 0,085
G4 Bo —-0,020 0,030 -0,021 0,032 -0,019 0,031 -0,018 0,030

B 0,008 0,037 0,009 0037 0010 0,037 0,009 0,037

o - - 0,000 0,083 0,007 0,034
v - - - - 6,044 67,777  — -
V() —0,026 0071 0,099 0200 0,055 01121 0,012 0,076
G5 Bo 0,004 0,037 0,003 0,037 0,005 0,037 0,003 0,037
B 0,008 0074 0,009 0074 0,010 0,074 0,008 0,074
o2 - - - ~ 0,113 0,095 0,015 0,039
v - - - - 4,768 45277  — -
V(y) -0010 0079 07120 0,190 0,041 0,098 0,022 0,088
G6 Bo 0,011 0,028 0,011 0028 0,013 0,028 0012 0,028
B —0,010 0,043 —0,010 0,043 —0,009 0,043 —0,010 0,043
o2 - - - - 0,074 0,071 —0,003 0,026
v - - - - 4,693 48437  — -
V(y) -0035 0055 0060 0,118 0,023 0,078 —0,004 0,058
G7 B0 0,001 0,024 0,002 0,023 0,003 0,023 0,002 0,024

B1 0,004 0,036 0,004 0,036 0,005 0,036 0,004 0,036

o2 - - 0,112 0,072 0,016 0,023
v — - - — 5641 59,210  — .
V(y) -0010 0047 01106 0,164 0,055 0079 0,025 0,052
GS By —0,001 0,018 0,000 0,018 0,001 0,018 0,00l 0,018
B —0,001 0,021 —0,001 0,021 0,000 0,021 —0,001 0,021
o2 - - - - 0,073 0,053 —0,002 0,016
v - - - - 5019 53431  — -

V(v) -0,036 0035 0,033 0060 0,024 0,056 —0,003 0,036
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Da Tabela 3.16, percebemos que nao ha diferencas entre os modelos ajustados no
que diz respeito a estimacao dos efeitos fixos. As estimativas para [y e [3; sob todos os
modelos sao muito similares, com valores muito proximos de viés e EQM. Isto ja havia sido
percebido anteriormente na Subsecao 3.7.2 e, também, na Tabela 3.15 e esta em acordo
com trabalhos anteriormente publicados. Da mesma forma que ocorreu nos Cenarios F1
a F8, nos Cenarios G1 a G8, as melhores estimativas para o2 sao obtidas sob o Modelo
M4, e nao sob o Modelo M3, tanto com relagao ao viés quanto em relagao ao EQM. Isto
¢ um resultado natural, uma vez que ambos os modelos assumem a distribuicao Slash
para os efeitos aleatorios, mas o Modelo M4 tem o ganho adicional ao assumir como
conhecido o valor real do parametro v. Quando avaliamos as estimativas para a variancia
da distribuicao assumida para os efeitos aleatorios, em geral, sob os Modelos M4 e M3
(nesta ordem) temos os melhores resultados para o viés das estimativas. Além disto, em
todos os cendrios analisados na Tabela 3.16, sob o Modelo M1, as estimativas da V' (v;)
apresentam menor EQM, seguidas por aquelas obtidas sob o Modelo M4. As estimativas
da V(v;) obtidas sob o Modelo M2 tém o maior EQM.

Observamos nas Tabelas 3.15 e 3.16, que quando comparamos cenarios em que 0S
bancos de dados tém os valores iguais para n; e n;j, os cendrios com maior numero k
de clusters tém menor EQM para todos os parametros e modelos. Comparando apenas
cendarios com mesmos valores para k e n;, notamos que sob os Modelos M1, M2 e M4,
os cendrios com maior valor de n;; tém menor EQM para as estimativas de todos os
parametros. Sob o Modelo M3, este resultado também foi observado para Sy, 51 e o2
em todos os cendrios avaliados nesta subse¢ao. Ao avaliarmos as estimativas de V(y;)
percebemos que sob o Modelo M3 também existe esta tendéncia, mas ocorreu uma excegao
ao compararmos os Cenarios F7 e F8. Se a comparacao ocorre entre cenarios com valores
iguais para k e n;;, vemos que existe a tendéncia de cendrios com maior valor para n;
terem menor EQM para as estimativa de todos os parametros sob os Modelos M1, M2 e
M4. Sob o Modelo M3, conclusao similar é tirada, exceto para o grau de liberdade v da
distribuicao Slash.

Agora, tentamos determinar se, para a estimacgao dos parametros, existe uma melhor
estratégia a ser seguida na definicao do nimero k de clusters, do nimero n; de individuos
dentro de cada cluster e do numero n;; de experimentos Bernoulli realizados para cada
individuo. O objetivo é avaliarmos, por exemplo, se é melhor estratégia considerarmos
um numero maior de clusters ou de individuos dentro de cada cluster. Para isto, focamos
a comparacao apenas entre cendrios para os quais os bancos de dados gerados possuem
a mesma quantidade & x n; X n;; de observacoes de experimentos Bernoulli e mesma
distribuicao para os efeitos aleatérios. Inicialmente, considerando fixo o nimero k de
clusters, notamos que os cendrios com maior valor de n; e menor valor de n;; fornecem
estimativas para [y com menor EQM, em todos os modelos e cenarios. Esta tendéncia
parece também ocorrer na estimacao de outros parametros como, por exemplo, na es-
timagao de #; em todos os modelos utilizados ou na estimagao da V'(;) nos Modelos M1
e M4. No entanto, esta conclusao nao é confirmada em todas as comparacoes realizadas.
Se comparamos apenas os cenarios com valores iguais para n;j, vemos que em todos os
modelos, geralmente, os cendrios com maior valor de k e menor valor de n; fornecem esti-
mativas com menor EQM para (g, v e V(v;). Por fim, se comparamos cendrios com valor
igual de n;, observamos que em todos os modelos, 0s cendrios com maior valor para k e
menor para n;; tém as estimativas com menor EQM para 3y, v e V(;). Para o parametro
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0%, as comparacoes feitas nao revelam um padrao de comportamento que possa ajudar

na determinacao de quais quantidades sao mais importantes na qualidade da estimacao.
Além disso, se as comparagoes sao avaliadas quanto ao viés das estimativas, os resultados
obtidos nao se mostram conclusivos.

Para compreender melhor o comportamento das estimativas obtidas para os graus de
liberdade das distribuicoes ¢-Student e Slash consideramos os boxplots das estimativas de
v, exibidos na Figura 63.
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Figura 63: Bozplots das estimativas fornecidas para v e valor real (linha horizontal), sob
os Modelos M2 e M4, nos Cenarios G1 a G8.

Analisando a Figura 63, percebemos que a estimacao de v é muito ruim tanto sob o
Modelo M2 quanto sob o Modelo M3. No Modelo M2, temos que as estimativas de v
tendem a ser muito maiores do que o valor real, como pode ser visto, por exemplo, na
mediana da distribuicao das estimativas que esta acima do valor 20 em todos os cenarios
avaliados. Além disto, existe variabilidade muito grande nas estimavas para v no Modelo
M2. Note que a cauda inferior do boxplots atinge o valor 2,5 e o primeiro quartil estd
baixo do valor 4. O mesmo ocorre para o Modelo M3, onde vemos que as distribuicoes
das estimativas nao se concentraram préximas ao valor real v = 3 em nenhum cendrio.

Os histogramas das estimativas de v quando ajustamos o Modelo M3 sao dados na
Figura 64 (ver Apéndice F para o caso do Modelo M2). No texto, nosso foco incide
sobre a analise das estimativas fornecidas pelo Modelo M3 pelo fato deste modelo ser
especificado corretamente segundo a geracao dos bancos de dados. Notamos que nos
Cenérios G1 a G8, em geral, a distribuicao da estimativas de v é bimodal. Existe uma
concentracao de estimativas em valores pequenos, que apontam caudas muito pesadas
para a distribuicao dos efeitos aleatorios e uma segunda moda das estimativas no valor no
valor 15, que é o maior valor permitido pelo algoritmo na estimagao de v. Provavelmente
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esta segunda moda é causada pela restricao do parametro imposta na implementacao do
modelo. Para valores altos de v a curva da f.d.p da distribuicao Slash é praticamente
igual a da distribuicao Normal. Nos cendrios G5 a G8, em que os bancos de dados sao
divididos em 100 clusters, a primeira moda da distribuicao tende a ficar mais préxima do
valor real v = 3.

G1 G2
0.3
0.2
] H_’—Ll—r—u‘!—ﬂ_l_ﬂ_ﬂ_m
0.0
G3 G4
0.3
0.2 T
0.1-
3 I
T 0.0+
o
B G5 G6
c
()
o 03- —
0.2
" M«’h—ﬂﬂ
0.0
G7 G8
0.3
0.2-
0.1-
0.0
I I I I I I I I
0 5 10 15 0 5 10 15

\Y%
Figura 64: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M3, nos Cenarios

G1 a GS8.

Na Figura 65, apresentamos os boxplots das estimativas fornecidas para V (v;) sob os
Modelos M1 a M4 nos Cenarios G1 a G8. Observamos que a distribui¢ao das estimativas
da V(~;) obtidas em todos os modelos, para os Cendrios G1 a G8, estdo centradas no
valor real V'(;). No entanto, sob os Modelos M2 e M3, as estimativas apresentam maior
variabilidade do que os demais modelos, o que nos mostra que estimar o parametro v
aumenta a variabilidade das estimativas de V'(;). Nos Cendrios G1 a G8, mais uma vez
observamos que sob o Modelo Logistico-T, muitas estimativas sao atipicas, sendo maiores
do que o valor real. Este comportamento foi observado em todos os cendrios analisados.
Além disso, percebemos que a distribui¢oes das estimativas para V' (;) obtidas sob os
Modelos M1 e M4 foram muito similares.
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Figura 65: Bozplots das estimativas fornecidas para a variancia dos efeitos aleatérios e
valor real (linha horizontal), sob todos os modelos, nos Cendrios G1 a G8.
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3.7.3.2 A qualidade das estimativas da razao de chances mediana

Na Tabela 3.17, apresentamos o viés e 0 EQM para as estimativas da M OR|12| quando
os Modelos M1 a M4 foram ajustados nos cenarios abordados na nesta subsecao. O valor
real para M OR|;2 é de aproximadamente 2,197 nos Cendrios F'1 a '8, e 2,51, nos Cenarios
G1 a G8. Notamos que, nos Cenarios F1 a F8, sob o Modelo M2, melhores resultados
sao obtidos no que diz respeito ao viés e ao EQM das estimativas da MOR)9).

Em geral, para os mesmos cenarios, o Modelo M4 é segundo melhor no que diz respeito
ao viés, enquanto o Modelo M3 é o segundo melhor quanto ao EQM. Nos Cenarios G1 a
G8, o Modelo M2 continua fazendo bom papel ao avaliarmos o viés das estimativas, mas
perde para os demais modelo no EQM. O Modelo M4, geralmente, é o segundo melhor
modelo em termos de viés e o melhor em termos de EQM. Também nos chama a atencao
que nestes cendrios, as estimativas para MOR|;o fornecidas por todos os modelos tém
valores muito proximo de EQM.

Tabela 3.17: Viés e EQM para MOR);|, em todos os modelos, nos Cendrios F'1 a F8 e
Gl a G8

Modelo
M1 M2 M3 M4
Cenario Viés EQM  Viés EQM Viés EQM Viés EQM
F1 0,141 0,229 0,031 0,172 0,118 0,210 0,095 0,211
F2 0,062 0,094 —0,048 0,077 0,014 0,082 0,001 0,085
F3 0,077 0,136 —0,037 0,092 0,027 0,110 0,014 0,112
F4 0,132 0,124 —-0,006 0,085 0,054 0,094 0,046 0,095
F5 0,101 0,120 -0,032 0,095 0,068 0,108 0,047 0,108
F6 0,109 0,082 —0,009 0,058 0,057 0,065 0,044 0,066
F7 0,107 0,070 —0,019 0,052 0,054 0,058 0,045 0,058
F8 0,114 0,063 —0,007 0,038 0,047 0,042 0,040 0,043
G1 0,010 0,246 —0,085 0,228 —0,011 0,241 —-0,021 0,239
G2 0,005 0,136 —0,065 0,141 —-0,034 0,136 —0,022 0,135
G3 0,033 0,123 —0,036 0,122 0,005 0,122 0,009 0,119
G4 0,063 0,112 —-0,002 0,102 0,023 0,105 0,030 0,106
G5 0,072 0,129 —-0,001 0,129 0,048 0,127 0,042 0,124
G6 0,041 0,085 —0,020 0,083 0,008 0,082 0,013 0,081
G7 0,073 0,077 0,014 0,073 0,044 0,075 0,047 0,072
G8 0,041 0,053 —0,009 0,049 0,010 0,050 0,015 0,050

Comparando os cenarios que sao diferentes apenas quanto ao nimero k de clusters,
vemos que, em cendrios com maior valor de k, as estimativas para MOR|;p tém menor
EQM em todos os modelos. Se a comparacao ocorre entre cenarios que diferem apenas
quanto ao valor de n;, percebemos que em cenarios com maior valor de n; as estimativas
tém menor EQM apenas nos cenarios em que k£ = 100. Conclusao similar é obtida ao
compararmos os cendrios diferentes apenas quanto ao n;;.

Se comparamos os cendrios em que o mesmo total de experimentos Bernoulli foram
realizados, temos que os resultados sao um pouco contraditorios, mas é possivel observar-
mos algumas tendéncias para todos os modelos. Por exemplo, se fixamos o valor de k, os
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cendrios com maior valor de n; e menor de n;; tendem a fornecer estimativas com menor
EQM para MOR)15. Algo parecido é observado para comparacoes fixando o valor de n;.
Neste caso, os cendrios com maior valor de k& e menor de n;; também tendem a fornecer
menores valores de EQM para as estimativas de MORy9,.

Nas Figuras 66 e 67 apresentamos os bozplots das estimativas da MO Rj1 nos Cendrios
F1 a F8 e G1 a G8, respectivamente.
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Figura 66: Boxplots das estimativas de M OR)12 e valor real (linha horizontal), sob todos
os modelos, nos Cenérios F1 a F8.
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Figura 67: Boxplots das estimativas de M OR)15 e valor real (linha horizontal), sob todos
os modelos, nos Cenédrios G1 a G8.

As Figuras 66 e 67, nos permitem fazer uma melhor andlise das distribuigoes das
estimativas para MOR|15 obtidas quando os Modelos M1 a M4 foram ajustados, nos
cenarios em que os dados sao gerados do modelo Logistico-SL. Observamos que, nos
cenarios em que o valor real de v é 1,5, sob o Modelo M1, as distribuicoes das estimativas
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estao centradas um pouco acima do valor real. Em geral, as distribuicoes das estimativas
da MOR);9 obtidas sob os Modelos M2 a M4 estao centradas muito préximas do valor
real, mas sob os Modelos M3 e M4 percebemos que as medianas das estimativas estao
mais proximas do valor real que aquelas obtidas sob o Modelo M2.

3.7.3.3 Comparacao de modelos

Na Tabela 3.18, apresentamos a proporcao de vezes em que cada modelo é escolhido
como sendo o que melhor se ajustou as dados, segundo o critério o AIC, nos Cenérios
F1 a F8 e G1 a G&. Conduzimos a selecao dos modelos inicialmente comparando todos
os modelos (sele¢ao 1) e depois comparando apenas os modelos em que nao é passada
nenhuma informagao sobre o parametro v, ou seja, em que v nao é fixado no valor real.

Tabela 3.18: Proporc¢ao de escolha de cada modelo, usando o critério AIC, nos cendrios
gerados sob o modelo Logistico-SL
Selecao 1 Selecao 2
Cenario M1 M2 M3 M4 M1 M2 M3
F1 0,235 0,140 0,155 0,470 0,385 0,345 0,270
F2 0,140 0,230 0,195 0,435 0,265 0,415 0,320
F3 0,100 0,245 0,165 0,490 0,265 0,470 0,265
F4 0,085 0,315 0,180 0,420 0,145 0,550 0,305
F5 0,060 0,385 0,115 0,440 0,135 0,670 0,195
F6 0,020 0,480 0,085 0,415 0,055 0,760 0,185
F7 0,020 0,485 0,095 0,400 0,050 0,815 0,135
F8 0,015 0,625 0,035 0,325 0,015 0,895 0,090
G1 0,200 0,250 0,180 0,370 0,340 0,380 0,280
G2 0,120 0,380 0,190 0,310 0,210 0,515 0,275
G3 0,135 0,330 0,215 0,320 0,215 0,505 0,280
G4 0,060 0,360 0,225 0,355 0,125 0,505 0,370
G5 0,055 0,455 0,125 0,365 0,115 0,695 0,190
G6 0,050 0,630 0,110 0,210 0,055 0,820 0,125
G7 0,055 0,560 0,125 0,260 0,075 0,770 0,155
G8 0,030 0,630 0,105 0,235 0,055 0,825 0,120

Da Tabela 3.18 concluimos que, ao compararmos todos os modelos ajustados, o Mo-
delo M4 foi escolhido como o melhor modelo mais frequentemente nos Cenarios F1 a F5
e G1. Nos demais cenarios, principalmente para os cenarios F6 a F8, o Modelo M4 ainda
¢é selecionado como o melhor em uma grande proporcao de vezes, mas nestes cenarios, ele
nao supera o Modelo M2. Ressaltamos que no cenario com maior informacao (F8) M2 é
o melhor na maioria das vezes (62,5%). Os modelos M1 e M3 sdo, em geral, escolhidos
com frequéncias pequenas em todos os cendarios. Isto é esperado para o Modelo M1 que
considera normalidade para os efeitos aleatorios, mas nao é para o Modelo M3, visto
que este assume corretamente a distribuicao Slash para modelar o comportamento dos
efeitos aleatorios. Quando retiramos o Modelo M4 da comparagao, notamos a proporgao
de escolha do Modelo M2 é sempre muito alta, mas é ainda maior nos cenarios em que

kE = 100.
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3.7.4 Dados simulados do modelo Logistico-NC

Aqui consideramos cendrios em que os dados sao gerados do modelo Logistico-NC. Na
geracao dos bancos de dados, assumimos k = 100, n; = 10, n;; = 4 e trés especificagoes
para os parametros da distribuicao Normal Contaminada, a saber,

Cenério H: ~; ¥ NC(0;0,714;0,1;0,2);
Cendrio I: 7, ~ NC(0;0,555;0,2;0,2);
Cenério J: v, X NC(0;0,385;0,4;0,2).

A comparacao entre as f.d.p das distribuicoes assumidas para os efeitos aleatorios
pode ser vista na Figura 43 da Subsecao 3.6.4. A variancia tedrica da distribuicao dos
efeitos aleatdrios V(7;) é igual a 1 nas trés especificagoes consideradas. Para a razao de
chances mediana MOR|i9), o valor real é aproximadamente 2,421 no Cenario H, 2,352 no
Cenaério I e 2,353 no Cenario J.

Em todos os cenarios, ajustamos os modelos Logistico-N (Modelo M1), Logistico-
T (Modelo M2), Logistico-SL (Modelo M3), Logistico-NC com v, = 0,1 (Modelo M4),
Logistico-NC com vy = 0,2 (Modelo M5) e Logistico-NC com v = 0,3 (Modelo M6).
Nos modelos Logistico-T e Logistico-SL, o valor do parametro v é estimado uma vez que
nao conhecemos o valor correto. Ja no modelo Logistico-NC, consideramos trés valores
diferentes para v, para avaliar o efeito da especificacao deste parametro. No Modelo M5
especificamos corretamente v = 0,2, enquanto nos Modelos M4 e M5 especificamos um
valor um pouco acima ou abaixo do correto. Note que a distribuicao Normal Contaminada
é a formada pela mistura de duas distribui¢cées Normais com mesma locagao. A escolha do
valor 1, = 0,2 implica que uma das distribuigoes componentes da mistura tem variancia
igual a 5 vezes variancia da outra distribuicao. Para as especificacoes v5 = 0,1 e v5 = 0,3,
este fator multiplicativo é alterado, respectivamente, para 10 e 3,333 vezes.

3.7.4.1 A qualidade das estimativas dos parametros e da razao de chances
mediana

Na Tabela 3.19 apresentamos os resultados de viés e EQM das estimativas obtidas
para 3y, 81, 0%, 11, V(7)) e MOR)15), sob os Modelos M1 a M6, nos Cendrios H, I e
J. Observando o viés das estimativas dos efeitos fixos, notamos que nao existe padrao
de comportamento entre os modelos. Comparando entre os cenarios, os cenarios com
maior valor real de v tém maior viés para [y e menor para ;. Comparando apenas as
estimativas obtidas sob os modelos M4 a M6, vemos que sob o modelo correto (Modelo
M5) as estimativas sdo menos viesadas para o2 nos cendrios em que os efeitos aleatdrios
foram gerados de distribuigdes com caudas mais pesadas, isto é, nos Cenarios I e J. Para
o parametro vy, sob o Modelo M6 obtivemos o menor viés em todos os cendrios. Além
disso, vemos que da mesma forma que ocorreu em todos os cendrios anteriores, quando os
efeitos aleatorios sao gerados de distribuicoes com caudas pesadas, sob o Modelo Logistico-
N temos estimativas com viés negativo para V(v;) e viés positivo para MOR19. Sob o
Modelo M4 as estimativas para V' (7;) tém menor viés nos Cendarios H e I, enquanto isto
ocorreu sob o Modelo M5 apenas no Cenario J. Para MOR)i5, observamos que sob o
Modelo M2, o viés das estimativas sempre foi o menor dentre os modelos comparados.
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Ao analisarmos o EQM das estimativas para o e v, nos Modelos M4 a M6, temos que a

especificacao correta do parametro v, nao trouxe ganho na estimagao destes parametros.
Analisando o EQM das estimativas de V' (;) vemos que, nos Cendrios H, I e J, as melhores
estimativas sao obtidas sob os Modelos M1, M5 e M6. J4 para MOR|9|, sob o modelo
M2 sempre temos as estimativas com menor EQM.

Tabela 3.19: Viés e EQM dos parametros de todos os modelos nos Cenérios H, [ e J

Viés
Cenério M1 M2 M3 M4 M5 M6
H Bo 0,000 0,004 0,007 0,003 0,003 0,002
B —0,013 —0,011 —0,010 —0,012 —0,012 —0,012
o? — — — 0,144 0,147 0,145
v — — — —0,072 —0,055 —0,037

V(v) —0,072 0,08 0,058 —0,030 —0,059 —0,064
MORy, 0084 —0,007 0,022 0051 0,063 0,069

I Bo —0,010 —0,003 —0,001 —0,005 —0,004 —0,004
B 0,008 0,009 0,010 0,009 0,009 0,009
o2 — — — 0,190 0,158 0,169
n — — — —0,138 —0,088 —0,045

V(v) =005 0,104 0,080 —0,036 —0,082 —0,097
MORy, 0112 —0,008 0,028 0037 0,045 0,065

J Bo —0,011 —0,0056 —0,004 —0,009 —0,005 —0,003
b1 —0,005 —0,003 —0,002 —0,003 —0,003 —0,003
o? — — — 0,293 0,230 0,249
n — — — -0,271 —0,171 —0,122
V(y)  —0,063 0,202 0,152 0,030 —0,028 —0,051
MORpjp 0,164 0,027 0,077 0,053 0,063 0,089
EQM

H Bo 0,015 0,013 0014 0,014 0,015 0,014

By 0,021 0,021 0,021 0,021 0,020 0,021

o? — - - 0,080 0,087 0,081

” — — — 0,011 0,016 0,020

V(v:) 0,045 0,142 0,096 0,056 0,046 0,045
MORy;5 0,070 0,053 0,055 0,067 0,070 0,068

I Bo 0,017 0,016 0016 0,016 0,016 0,016
B 0,018 0,018 0,018 0,018 0,018 0,018
o? — — — 0,102 0,082 0,088
v — — — 0,032 0,032 0,039

V(v) 0044 0,195 0,134 0,056 0,045 0,044
MORp5 0,064 0,041 0,045 0053 0,047 0,054

J Bo 0,014 0,013 0,013 0,014 0,013 0,013
B 0,018 0,018 0,018 0,018 0,018 0,018
o? - - - 0,192 0,137 0,122
2 — — - 0,107 0,078 0,064

V(v) 0,049 0285 0173 0,068 0,051 0,048
MORp5 0,098 0,062 0068 0072 0067 0,070

164



A Figura 68 apresenta os boxplots das estimativas de v sob os Modelos M2 e M3.
Vemos que em ambos os modelos as estimativas se concentram em torno de valores
pequenos para os cenarios onde as caudas da distribuicao dos efeitos aleatorios sao mais
pesadas. No entanto, em todos os casos, muitas estimativas altas para v sao obtidas e,
em alguns casos, ha muitas estimativas atipicas que podem aumentar o viés.
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Figura 68: Bozxplots das estimativas fornecidas para v e valor real (linha horizontal), sob
os Modelos M2 e M3, nos Cenarios H, I e J.

Da Figura 69, observamos que v; é mal estimado, principalmente, sob o modelo es-
pecificado corretamente (Modelo M5). Notamos que, sob os Modelos M4, M5 e M6,
estimativas maiores para v; sao obtidas nos cenarios com maior valor real para v;, mas
as estimativas permanecem muito distantes do valor real.
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Figura 69: Bozplots das estimativas fornecidas para v e valor real (linha horizontal), sob
os Modelos M4, M5 e M6 nos Cenarios H, I e J.

Os histogramas das estimativas de v, (Figura 70) fornecidas pelo Modelo M5 nos
Cenérios H, I e J mostram que nos trés cenarios avaliados, na maior parte das vezes
o parametros vy é estimado como sendo zero, indicando que a distribuicao Normal é a
distribuicao apropriada para descrever o comportamento dos efeitos aleatérios. Poucas
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estimativas se concentram em torno do valor real de v, isto é, em 0,1 no Cenéario H, 0,2
no Cenario I e 0,3 no Cenario J. Os histogramas de v ou 1, com os demais modelos, nos
Cenarios H, I e J, sao apresentados no Apéndice F.
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Figura 70: Histogramas das estimativas fornecidas para vy, sob o Modelo M5, nos
Cenarios H, I e J.

Passamos entao para a andlise mais detalhada das estimativas para as medidas de
heterogeneidade entre os clusters. Na Figura 71, apresentamos os bozplots das estimativas
fornecidas para V' (7;) pelos Modelos M1 a M6 nos Cenarios H, I e J.
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Figura 71: Bozplots das estimativas da variancia dos efeitos aleatdrios e valor real (linha
horizontal), sob todos os modelos, nos Cenérios H, I e J.

Da Figura 71, vemos que ao utilizarmos os Modelos M2 e M3, a distribuicao das
estimativas da V' (;) estd centrada no valor real nos cenarios H e I e préximo do valor real
no Cenario J. No entanto, com estes modelos, as estimativas possuem grande variabilidade
e, frequentemente, estimativas consideradas outliers sao obtidas. Sob os demais modelos,
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as estimativas possuem variabilidade muito menor, sendo que no Cenarios J, quando os
Modelos M4 a M6 sao ajustados, obtemos melhores estimativas para V (7;).

Na Figura 72, apresentamos os bozplots das estimativas fornecidas para M OR);|, sob
os Modelos M1 a M6, nos Cenéarios H, I e J.
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Figura 72: Boxplots das estimativas de M OR)12 e valor real (linha horizontal), sob todos
os modelos, nos Cenéarios H, I e J.

Observando os bozplots das estimativas da M O R| 2 na Figura 72, percebemos que nos
cenarios H, I e J, as melhores estimativas para MO R); foram obtidas quando o modelo
Logistico-T foi ajustado, para o qual a distribuicao das estimativas esta centrada no
valor real. As piores estimativas foram obtidas sob o modelo Logistico-N. Sob os modelos
M4 a M6, que assumem distribuicao Normal Contaminada para os efeitos aleatérios,
observamos o melhor desempenho nas estimativas da MOR)12 nos Cendrios I e J.

3.7.4.2 Comparacao de modelos

Observamos da Tabela 3.20 que o modelo Logistico-T é mais frequentemente sele-
cionado como melhor modelo, segundo o AIC (80% das vezes no Cenério H, 66,5% no
Cenério I e 61% no Cenério J). Observando os resultados para os modelos que assumem a
distribuicao Normal Contaminada para os efeitos aleatorios, notamos que a proporcao de
escolha é maior nos cenarios em que a distribuicao dos efeitos aleatorios tem caudas mais
pesadas. Nos resultados do Modelo M5, percebemos, mais uma vez, que a especificacao
correta do valor de v, nao conduziu a um melhor ajuste do modelo.

Tabela 3.20: Proporc¢ao de escolha de cada modelo, usando o critério AIC, nos cendrios
gerados sob o modelo Logistico-NC
1 2 3 4 ) 6
H 0,020 0,800 0,100 0,035 0,025 0,020
I 0,020 0,665 0,100 0,065 0,070 0,080
J 0,025 0,610 0,095 0,130 0,105 0,035
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3.7.5 Discussao sobre o estudo Monte Carlo

Nesta subsecao apresentamos as principais conclusoes obtidas com o estudo de si-
mulacao Monte Carlo realizado na Secao 3.7. Inicialmente, na Subsecao 3.7.1, vimos que
nossa implementagao do modelo Logistico-N com o algoritmo EMMC-M forneceu estima-
tivas com a mesma qualidade daquelas obtidas via o modelo implementado no software
R considerando métodos de integragao numérica. Também sob o Modelo Logistico-N,
percebemos que as estimativas de todos os parametros apresentam maior variabilidade
quando aumentamos o valor assumido para a variancia dos efeitos aleatérios V' (7;) na
geracao dos dados.

Apesar de, na Subsecao 3.5.2, apresentarmos as expressoes para a matriz de In-
formacao de Fisher observada nos modelos implementados, construimos intervalos de
confianca apenas nos cendarios em que os bancos de dados sao gerados sob o modelo
Logistico-N. A razao disto é que, em nossa implementacao, o calculo da matriz de In-
formacao de Fisher observada frequentemente retorna valores negativos, ou leva a algum
erro numérico, para o erro padrao das estimativas dos parametro dos modelos Logistico-T,
Logistico-SL e Logistico-NC.

Nas demais subsecoes, analisamos, entre outras coisas, o efeito da ma-especificacao da
distribuicao dos efeitos aleatorios na estimacao dos parametros de interesse. Observamos
um resultado ja mencionado na literatura para a estimacao dos efeitos fixos. Em todos
os cendrios, notamos que a ma-especificacao da distribuicao dos efeitos aleatérios nao
tem grande influéncia nas estimativas dos efeitos fixos, isto é, para estes parametros nao
existe problema de utilizarmos o modelo Logistico-N quando os dados sao gerados sob
um modelo com caudas pesadas para a distribuicao dos efeitos aleatérios. No entanto,
se nosso interesse estd em medir a heterogeneidade entre os clusters, temos um grande
problema ao utilizar indevidamente o modelo Logistico-N. Quando os bancos de dados
sao gerados assumindo uma distribuicao com caudas pesadas para os efeitos aleatérios,
vimos que o Modelo Logistico-N subestima a V'(7;) e superestima a MO Rjy9,.

Ao longo deste trabalho, mostramos que para medir a heterogeneidade entre os clus-
ters, podemos utilizar tanto a V'(7y;) quanto a M OR)15. Comparando essas duas medidas,
vemos que a MOR|5 apresenta algumas vantagens. Uma delas é que a MOR)5 tem
uma interpretacao mais intuitiva, como foi visto na Secao 1.1. Outra vantagem é que
a MOR)15 sempre existe, ao contrdrio do que ocorre para a V(v;) quando assumimos
as distribuicoes t-Student ou Slash para os efeitos aleatério. Se utilizamos o modelo
Logistico-T, entao a V' (v;) existe apenas quando v > 2, enquanto no modelo Logistico-SL
a V(v;) existe se v > 1. Além disso, observamos no estudo de simulagao Monte Carlo
que, em muitos bancos de dados, estimativas discrepantes para V' (;) sao obtidas ao ajus-
tarmos os modelos Logistico-T e Logistico-SL quando nao conhecemos o valor real de v.
A MOR,5 apresenta como desvantagem o fato de que em alguns casos nao foi possivel
obter forma analitica o seu céalculo e, por isso, é necessario utilizar simulacoes para obter
suas estimativas.

Tanto no modelo Logistico-T, quanto no modelo Logistico-SL, melhores resultados na
estimacao de o2 sao obtidos ao assumirmos conhecido o valor de v. Nos dois modelos,
resultados ruins sao obtidos para as estimativas do ntimero de graus de liberdade v. No
modelo Logistico-NC a estimacao do parametro v; também é ruim. Além disso, a espe-
cificacao correta do valor de v, nao melhorou as estimativas para o2 e v;. Apesar destas
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dificuldades na estimacgao, quando os efeitos aleatérios sao gerados de distribui¢oes com
caudas pesadas, os modelos Logistico-T, Logistico-SL e Logistico-NC fornecem estima-
tivas para V(v;) e M ORj19) muito melhores do que as obtidas se o modelo Logistico-N
é ajustado. Se as caudas da distribuicao dos efeitos aleatérios nao sao muito pesadas,
todos os modelos apresentam resultados similares.

Na Subsecao 3.7.2, em que geramos dados sob o modelo Logistico-T, as melhores es-
timativas de V(v;) e da MOR)15 foram obtidas quando ajustamos os modelos corretos.
Nestes casos, o melhor modelo foi o modelo Logistico-T em que assumimos que v € co-
nhecido e fixado no valor real de v, seguido do modelo Logistico-T em que v é estimado.
Quando geramos os bancos de dados sob o modelo Logistico-SL (subsegao 3.7.3), os me-
lhores resultados para as medidas de variabilidade dos efeitos aleatérios foram obtidos,
respectivamente, sob os modelos Logistico-SL com v conhecido e Logistico-T com v esti-
mado. Por fim, na Subsecao 3.7.4, vemos que quando os bancos de dados foram gerados
sob o modelo Logistico-NC, o modelo Logistico-T fornece bons resultados na estimagao
da V(v;) e da MORy15. De forma geral, quando comparamos os modelos implementados
segundo o AIC, os modelos apontados como sendo os melhores sao aqueles que tiveram
melhor desempenho na estimagao de V(v;) e de MOR)y3).

Em geral, aumentar apenas um dos valores, k, n; ou n;;, mantendo fixos os de-
mais, quase sempre leva a estimativas com menores valores de EQM para todos os
parametros. Excegdes a isto ocorrem na estimacao de v e V(v;) quando utilizamos os
modelos Logistico-T e Logistico-SL, mas estas excegoes s6 ocorrem se v nao é fixado.
Comparamos os cenarios em que os bancos de dados possuem a mesma quantidade de
observagoes Bernoulli. Ao avaliarmos todas as subsecoes, algumas vezes os resultados
foram um pouco contraditérios, mas algumas conclusoes foram tiradas. Quando a com-
paracao envolve cendrios com valor igual de k, os cenarios com maior valor de n; e menor
de n;; tendem a fornecer estimativas com menor EQM para fy, 51 e V(7;) em todos os
modelos. Por outro lado, se o valor n;; é que esta fixado, em todos os modelos, geralmente
os cendrios com maior k e menor n; fornecem estimativas com menor EQM para 3y, o2
e V(7). Se n; estd fixado na comparacdo, os cendrios com maior k e menor n;; tem as
estimativas com menores valores de EQM para [y e V(7;).

3.8 Estudo de caso: Ascaris suum

Nesta se¢ao, vamos reanalisar o banco de dados estudado na Segao 2.7, agora ajus-
tando um modelo logistico misto eliptico. Estes dados, originalmente apresentados em
Larsen et al. (2000), sao oriundos de um estudo com suinos na Dinamarca, cujo o objetivo
é investigar a ocorréncia de Ascaris suum em suinos criados em dois tipos diferentes de
chiqueiros, a saber, chiqueiros convencional e SPF (Specific Pathogen Free). O banco de
dados, que consiste de 1016 suinos divididos em 72 chiqueiros convencionais e 36 chiquei-
ros do tipo SPF, é apresentado na Tabela 2.12 com as informac¢ao do numero total de
suinos e do nimero de suinos contaminados por Ascaris suum em cada chiqueiro.

Na Secao 2.7, sob o paradigma bayesiano, ajustamos o modelo logistico considerando
as distribuigoes Normal e Skew-Normal para representar o comportamento dos efeitos
aleatorios. Naquela secao, apesar dos critérios de selecao de modelos nao apresenta-
rem resultados totalmente consistentes, existem indicios de que a distribuicao dos efeitos
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aleatorios seja assimétrica. Nesta secao, a andlise serd feita sob o paradigma classico e
serao ajustados os modelos Logistico-N, Logistico-T e Logistico-SL ao banco de dados.
Duas abordagens serao adotadas para fazermos inferéncia no modelo Logistico-T. Ini-
cialmente ajustamos o modelo assumindo que o nimero de graus de liberdade v é um
parametro a ser estimado. Em um segundo momento, utilizamos uma estratégia que é
muito usada na analise de modelos ¢t-Student, assumimos que v é fixo e consideramos
uma grade de valores de v (aqui indo de 3 a 25 para contemplar desde f.d.p com caudas
muito pesadas até f.d.p bem similares a da distribui¢ao Normal).

Utilizamos o algoritmo EMMC-M em todos os modelos ajustados, para os quais assu-
mimos 2400 iteragoes e especificamos o niumero de réplicas Monte Carlo L tal que L = 50
para as iteracoes 1-400, L = 200 para as iteracoes 401-1000, L = 500 para as iteragoes
1001-1500, L = 1000 para as iteracoes 1501-1800, L = 2000 para as iteracoes 1801-2100
e L = 5000 para as iteracoes 2101-2400. Os gréficos das estimativas dos parametros de
interesse versus iteragoes, sob os modelos Logistico-N, Logistico-T e Logistico-SL, podem
ser encontrados no Apéndice G. No caso do modelo Logistico-T omitimos os graficos nos
casos em que o parametro v é fixado.

Na Tabela 3.21, apresentamos as estimativas dos parametros dos modelos e o erros
padrao das estimativas sob todos os modelos, exceto sob o modelo Logistico-SL, para o
qual houve algum erro numérico no célculo da aproximagao para a matriz de informagao
de Fisher observada. Apresentamos, também, as estimativas para a variancia dos efeitos
aleatérios e para as medidas de razao de chances MOR;3 e MOR)1. Nesta aplicagao,
a Unica covariavel incluida no modelo é o tipo de chiqueiro, assumindo o valor 0 para
chiqueiro convencional e o valor 1 para chiqueiro do tipo SPF. Por isso, calculamos a
razao de chances MORy5 = exp {—f1}, a qual representa o quanto a chance relativa de
contaminacao por Ascaris suum é maior nos chiqueiros do tipo convencional do que no
tipo SPF. A razao de chances MOR);|, calculada como na Proposicao 3.5, nos mostra o
quanto a chance relativa de contaminacao por Ascaris suum pode ser diferente em suinos
criados em chiqueiros diferentes e do mesmo tipo, isto ¢, quantifica o impacto do chiqueiro
na chance relativa de contaminacao, independentemente do tipo convencional ou SPF.
Além disto, na Tabela 3.21, T, e SL, representam os modelos Logistico-T e Logistico-
SL com o parametro v sendo estimado, enquanto 73, por exemplo, representa o modelo
Logistico-T com v fixado no valor 3. Para efeito de comparagao, também apresentamos
as estimativas obtidas para o modelo Logistico-N implementado no pacote estatistico
“Ime4” do software gratuito R, qual representamos por Ng.

Da Tabela 3.21, inicialmente avaliando apenas o modelo Logistico-N, observamos que
as estimativas obtidas com o Algoritmo EMMC-M sao préoximas daquelas obtidas com a
implementagao do modelo, no software R, através de métodos numéricos de integragao.
Ao ajustarmos o modelo Logistico-T, vemos que o parametro v foi estimado em 2,87,
indicando que os efeitos aleatorios possuem uma distribuicao com caudas muito mais
pesadas do que a distribuicao Normal. O mesmo ocorre sob o modelo Logistico-SL, sob
o qual o v é estimado em 1,629. Na analise realizada na Secao 2.7, existem indicios
de que a distribuicao dos efeitos aleatérios seja assimétrica e, por isso, acreditamos que
distribuigoes com caudas pesadas se ajustem melhor aos efeitos aleatérios do que a distri-
buicao Normal. Analisando as estimativas obtidas para os efeitos fixos, vemos que apesar
das estimativas para [y e [ estarem proximas sob os modelos ajustados, elas nao sao
tao similares quanto aquelas obtidas no estudo de simulacao Monte Carlo da Secao 3.7.
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Quando analisamos as estimativas para a variancia V' (;) dos efeitos aleatdrios, notamos
que as maiores estimativas sao obtidas sob o modelo Logistico-T quando v é estimado ou
fixado no valor v = 3. O contrério ocorre para MOR|5, quando as estimativas obtidas
sob o modelo Logistico-T com v pequeno sao as menores entre os modelos ajustados. As
estimativas obtidas para MOR;s sao similares sob todos os modelos, o que é esperado
uma vez que dependem apenas das estimativas de ;. Ao compararmos os resultados
obtidos nesta secao com aqueles obtidos na Secao 2.7, percebemos que as estimativas
de maxima verossimilhanga obtidas para (o, 51 e V(7;) sob o modelo Logistico-N se as-
semelham as obtidas sob o enfoque bayesiano quando assumimos normalidade para os
efeitos aleatorios e distribuicoes a priori vagas para os parametros. Também observamos
que as estimativas de méxima verossimilhanga obtidas para [y, 81 e V(7;) sob o modelo
Logistico-T com v = 5 sao bem proximas das médias a posterior: obtidas sob o Modelo 4,
o qual considera a distribuicao Skew-Normal para os efeitos aleatérios com distribuigoes
a priori pouco informativas para os parametros de escala e assimetria.

Tabela 3.21: Estimativas dos parametros (erro padrao das estimativas), da variancia dos
efeitos aleatérios e da razao de chances sob todos os modelos

Modelo
Ng N T, Ts Ts T Ty
5o -2,629 -2525 -2,395 -2,401 -2,449 -2,472 -2.485
(0.24) (0,27) (025) (0.23) (0,24) (0,25) (0,26)
51 -1,062 -1,063 -1,085 -1,084 -1,080 -1,072 -1,072

(0,47) (0,46) (0,43) (0,44) (0,46) (0,45) (0,45)

o> 2,197 2,182 0,868 0,904 1274 148 1,625
(0,70) (0,79) (0,36) (0,50) (0,56) (0,61)

v - — 2870 - - - -
(2,46)

V(v) 2197 2,182 2863 2712 27124 2080 2,089
MOR;, 2,802 2959 2956 2945 20921 2921 2912
MORyy 4112 4092 3,145 3,171 3444 3,600 3,732

Modelo
T Ti3 T5 Thy Tr Tos SL,
By 2493 2500 -2503 -2.505 -2510 -2.513 -2.485
(0,26) (0,25) (0,26) (0,27) (0,26) (0,26)
B 1,069 -1,067 -1,070 -1,060 -1,067 -1,066 -1,078
(0,46) (0,46) (0,46) (0,46) (0,46) (0,46)
o2 1,715 1,783 1,836 1,873 1,921 1,973 0,962
(0,60) (0,59) (0,66) (0,66) (0,66) (0,65)
v - . - - - — 1,629

V(v) 2,096 2,108 2,119 2,122 2,134 2,144 2,492
MORy, 2,907 2915 2912 2907 2904 2,805 2,939
MORy, 3,759 3,832 3845 3925 3,959 4,007 3,678
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Observagao: Apesar das estimativas para o modelo Logistico-N obtidas pelo método
que implementamos coincidirem com aquelas fornecidas pelo método implementados no
software R, se comparados aquelas obtidas em Larsen et al. (2000), vemos que existe
muita diferenca, principalmente para a variancia dos efeitos aleatérios. Nao ha uma
justificativa para tal diferenga. Suspeitamos que possa haver algum erro de transcri¢ao
dos dados reais ou dos resultados obtidos em Larsen et al. (2000).

Apresentamos, na Figura 73, os graficos das estimativas dos efeitos fixos 5y e (1, da
variancia dos efeitos aleatérios V' (7;) e das medidas razao de chances mediana MOR;; e
MOR)5. Nestes gréficos, para facilitar a analise do comportamento das estimativas, in-
terligamos por linhas as estimativas obtidas sob o modelo Logistico-T quando assumimos
v como conhecido.
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Figura 73: Estimativas, sob todos os modelos ajustados, dos efeitos fixos 5y e f; e da
variancia V' (7;) dos efeitos aleatérios, das medidas de razao de chances mediana MO Ry
e MOR)15 e do AIC, para dados de Ascaris suum.

Da Figura 73, observamos que as estimativas para [, obtidas sob o modelo Logistico-
T com v fixado possuem um comportamento monétono decrescente com respeito ao valor
assumido para v. Quando assumimos que v = 3, a estimativa obtida esta préxima daquela
obtida sob o modelo Logistico-T em que v é estimado (v = 2,870). A medida em que
fixamos v em valores maiores, as estimativas para [y decrescem e se aproximam do valor
estimado sob o modelo Logistico-N. Isto é esperado, uma vez que o modelo Logistico-N
pode ser visto como um caso limite do modelo Logistico-T. Sob modelo Logistico-SL,
a estimativa para [y assume um valor intermediario entre os observados nos demais
modelos e é similar a obtida sob o modelo Logistico-T com v = 9. Para [3;, observamos
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que as estimativas possuem uma tendéncia de comportamento mondétono crescente com
respeito ao valor de v. Acreditamos que esse comportamento s6 nao é perfeito devido ao
erro Monte Carlo contido nas estimativas. Mais uma vez, sob modelo o Logistico-SL a
estimativa obtida foi um valor intermediario entre os obtidos sob os modelos Logistico-N
e Logistico-T com v pequeno. Comportamento similar ao observado para as estimativas
dos efeitos fixos ocorre para as estimativas de MOR5 ¢ MOR)2|, principalmente porque
MOR;5 é funcao apenas de ;. Do grafico das estimativas de V(7;), observamos que
sob o modelo Logistico-T, quando o parametro v é estimado ou fixado em v = 3, as
estimativas obtidas para V'(;) sdo altas e bem maiores que aquela obtida sob o modelo
Logistico-N. No entanto, vemos que quando fixamos v em um valor maior ou igual a 5, as
estimativas sob o Logistico-T sao menores do que sob o Logistico-N. Da Figura 73 também
notamos que, segundo o AIC, o modelo T, é o melhor modelo, seguido pelos modelos Ty
e 111, nesta ordem. Este resultado parece ser um pouco contraditorio, uma vez que as
estimativas obtidas ajustando-se o modelo T3 sao mais préoximas daquelas obtidas sob T,
e os modelos T3, T11 e Ty tém o mesmo grau de complexidade. O modelo Logistico-N
¢ o pior modelo seguido pelo modelo Th5, 0o que é esperado uma vez que as estimativas
fornecidas por ambos os modelos sao proximas e estes modelos tém grau de complexidade
similar. O comportamento do AIC para os demais modelos nao é o esperado e, por isso,
tal critério nao parece ser muito confiavel.

Assumindo que o modelo Logistico-T com v estimado foi o que melhor ajustou-se
aos dados, com as medidas de razao de chances mediana podemos obter as seguintes
interpretacoes:

e Se estamos comparando suinos criados em chiqueiros de tipos diferentes, com pro-
babilidade de 50%, a chance relativa de contaminacao por Ascaris suum de suinos
criados em chiqueiros do tipo convencional é maior ou igual a 2,956 vezes a chance
relativa de contaminagao de suinos criados em chiqueiros do tipo SPF;

e Se compararmos dois suinos criados em chiqueiros diferentes do mesmo tipo, seja
convencional ou SPF, com probabilidade de 50%, a chance relativa de contaminacao
por Ascaris suum de um dos suinos é pelo menos 3,145 vezes a chance relativa de
contaminacao do outro suino com menor risco de contaminacao. Isto indica grande
heterogeneidade em chiqueiros do mesmo tipo.

3.9 Conclusoes e trabalhos futuros

No Capitulo 3, consideramos o modelo logistico misto assumindo distribuicoes elipticas
para os efeitos aleatérios. Estendemos resultados obtidos em trabalhos anteriores, for-
necendo resultados tteis para a interpretacao dos efeitos fixos e quantificacao da hete-
rogeneidade entre clusters a partir da razao de chances mediana. Para tal, em véarias
circunstancias, encontramos a distribuicao de probabilidade da razao de chances e a
razao de chances mediana. Dentre os resultados obtidos, alguns deles podem ser utiliza-
dos sob o enfoque bayesiano para determinarmos distribuicoes a priori mais adequadas
para os efeitos fixos e aleatérios. Utilizando a abordagem classica de Estatistica, imple-
mentamos o modelo logistico misto com intercepto aleatorio assumindo distribuigoes na
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familia Normal Independente (Subclasse da classe de distribuicoes elipticas) para mode-
larmos o comportamento dos efeitos aleatorios. Implementamos os modelos propostos
utilizando o algoritmo EMMC para obtermos os estimadores de maxima verossimilhanca
dos parametros de interesse. Discutimos algumas questoes relacionadas a implementacao
do algoritmo EMMC como, por exemplo, a geragao de amostras das distribuigoes condi-
cionais completas das varidveis latentes do modelo, necessarias no passo E do algoritmo.
Neste sentido, implementamos trés propostas de algoritmos Metropolis-Hastings para
gerarmos da distribuicao condicional completa do vetor de efeitos aleatorios «, o que
implica em trés versoes distintas do algoritmo EMMC. Além disto, avaliamos aspectos
como a escolha, em cada iteracao, do tamanho das amostras Monte Carlo utilizadas no
passo E do algoritmo, a maximizacao da funcao de log-verossimilhanca com respeito aos
parametros de interesse e possiveis critérios de parada para algoritmos do tipo EM. Ob-
temos uma aproximacao para a matriz de informacao de Fisher observada nos modelos
propostos. Por fim, realizamos um estudo com dados simulados para avaliarmos os algo-
ritmos EMMC implementados e visando definir a configuragao do algoritmo e dos dados
utizados no estudo Monte Carlo. Neste estudo Monte Carlo avaliamos a qualidade da
inferéncia feita nos modelos ajustados. Em seguida, aplicamos os modelos propostos a
dados reais referentes a contaminagao de suinos por Ascaris suum na Dinamarca.

Em resumo, concluimos que o trés algoritmos Metropolis-Hastings para gerarmos da
distribuicao de v (EMMC-M, EMMC-PA e EMMC-Q) conduzem a estimativas pontuais
iguais para os parametros de interesse nos modelos Logistico-N e Logistico-T. No entanto,
os algoritmos apresentam diferenca de comportamento na velocidade de convergéncia das
estimativas, em que os algoritmos EMMC-M e EMMC-Q tém melhor desempenho. De
forma geral, o algoritmo EMMC-M se mostrou a melhor opcao entre as avaliadas, pois
os resultados obtidos com o algoritmo EMMC-Q mostraram grande sensibilidade a espe-
cificagao ad hoc da constante c. Quando comparamos os modelos implementados, vemos
que o modelo Logistico-N é o que apresenta melhor comportamento na convergéncia das
estimativas. Nos modelos Logistico-T e Logistico-SL, encontramos maior dificuldade na
estimacgao do parametro v, para o qual as estimativas demoram a convergir e apresentam
comportamento instavel quando valores altos para v sao estimados. Este problema é
resolvido quando assumimos que v é conhecido. No modelo Logistico-NC, observamos
bom comportamento de convergéncia das estimativas dos parametros, exceto em alguns
casos, para o parametro v,. Em todos os modelos implementados, observamos bom com-
portamento, no que tange a convergéncia do algoritmo, das estimativas dos efeitos fixos e
da variancia dos efeitos aleatérios. Notamos que ao aumentarmos o tamanho dos bancos
de dados, aumentando n; e n;;, melhoramos a convergencia das estimativa, mas o mesmo
nao é observado se aumentamos o nimero k de clusters.

No estudo de simulagao Monte Carlo, vimos que a mé-especificacao da distribuicao
dos efeitos aleatérios nao influenciou na estimacao dos efeitos fixos, no entanto influen-
ciou nas estimativas das medidas de heterogeneidade entre os clusters. Observamos que,
se os efeitos aleatdrios sao gerados a partir de distribui¢cdes com caudas pesadas, o mo-
delo Logistico-N subestima a V'(;) e superestima a M ORy19. Melhores resultados sao
observados quando ajustamos os modelos Logistico-SL, Logistico-NC e, principalmente,
Logistico-T. Nos modelos Logistico-T e Logistico-SL, os resultados sao ainda melhores
quando assumimos que v é fixo e igual ao valor real, o que nao é muito realista. Quando
comparamos as duas medidas de heterogeneidade V' (v;) e M ORy19, apesar da MOR)s
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ser obtida numericamente em alguns casos, ela apresenta duas vantagens. A primeira
diz respeito a simplicidade da interpretacao do valor obtido. A segunda se refere ao fato
de que a MOR);5 sempre existe nos modelos Logistico-T e Logistico-SL, ao contrario da
V' (v:) que existe apenas se v > 2, no modelo Logistico-T, e v > 1, no modelo Logistico-SL.
Quando comparamos os modelos com o AIC, vimos que os resultados relativos a escolha
dos melhores modelos sao similares aos obtidos para as melhores estimativas das medidas
de heterogeneidade. Isto é, o modelo Logistico-T geralmente ¢ o melhor modelo, princi-
palmente quando v é conhecido. O modelo Logistico-SL com v conhecido também tem
desempenho razoavel. Quando comparamos a estimacao em bancos de mesmo tamanho,
avaliando o efeito dos valores de k, n; e n;;, a conclusao obtida é que, principalmente para
Bo e V(7;), o ntimero k de clusters parece ter maior impacto na qualidade das estimativas,
seguido pelo nimero n; de individuos dentro de cada cluster.

Na andlise dos dados reais referentes a contaminacao de suinos por Ascaris suum,
observamos que as estimativas dos efeitos fixos nao sao tao similares sob os modelos
propostos quanto o que foi observado no estudo de simulacao Monte Carlo. As estimativas
obtidas para [y sao bem diferentes sob os modelos Logistico-N e Logistico-T com v
estimado ou fixado em um valor pequeno. Em geral, as estimativas dos parametros
de interesse e da razao de chances mediana apresentam comportamento mondtono com
respeito ao valor fixado para v no modelo Logistico-T.

Nosso projeto para trabalhos futuros é, inicialmente, ajustarmos os modelos imple-
mentados neste capitulo a outros conjuntos de dados reais e explorar a interpretacao
obtida com a razao de chances mediana para os efeitos fixos e para a variabilidade entre
os clusters. Nos estudos de simulacao, em geral, assumimos que V' (7;) = 1 na geragao dos
dados. Um ponto importante é avaliarmos como os modelos Logisticos-NI se comportam
quando esta condicao nao ¢ utilizada. Também em estudos de simulagao, pretendemos
avaliar o comportamento dos modelos propostos quando os dados sao gerados assumindo
uma distribuigao de probabilidade assimétrica para os efeitos aleatérios. Outro caminho
a ser seguido ¢ a otimizagao de aspectos computacionais do algoritmo EMMC implemen-
tado, para obtermos melhor desempenho quanto ao tempo de simulacao. Neste caso, a
determinacao automatica do tamanho das amostras Monte Carlo nos passo de esperanca
do algoritmo EMMC e a utilizagao de critérios de parada eficientes podem diminuir dras-
ticamente o tempo de execucao do algoritmo implementado. Na comparacao dos modelos,
buscamos melhorar os critérios utilizados para medir a qualidade de ajuste dos modelos.
No que diz respeito a inferéncia realizada, pretendemos obter melhores resultados para o
processo de estimagcao intervalar, principalmente ao obtermos a matriz de informacao de
Fisher observada. Outra alternativa é consideramos métodos bootstrap para a obtencao
dos intervalos de confianca para os parametros de interesse. Uma extensao natural dos
modelos implementados neste trabalho é considerarmos, para os efeitos aleatérios, distri-
buigoes que pertencem a classe de distribuicoes Skew-Normal Independente. Esta classe
tem a vantagem de incluir distribui¢oes que possuem assimetria e caudas pesadas simulta-
neamente, como ocorre, por exemplo, com as distribuigoes Skew-t-Student e Skew-Slash.
Por 1ltimo, podemos estender os modelos Logisticos-NI implementados ao considerarmos
efeitos aleatérios também associados a covaridveis, como ocorre frequentemente com o
tempo em estudos longitudinais.

175



Apeéendice A
Proposicoes Auxiliares

Neste apéndice introduzimos alguns resultados e suas respectivas demonstragoes, os
quais foram utilizados ao longo do texto para obtermos os resultados de interesse neste
trabalho.

LEMA A.1. Sejam X e Y waridveis aleatorias reais, absolutamente continuas, e tais
que X LYy e fxy(zw) = fxy(y,x), Vo € R e Vy € R. Entao,

E(X?Y) = BE(XY?).

DEMONSTRACAO.

Como X e Y sao identicamente distribuidos temos que

E(X2Y) = //nyny(x,y)dydx

= /9;2 [/yfyxzx(y)dy] fx(z)dz

= /x2E(Y | X =x)fx(x)dx

Analogamente,
BOYY?) = [ EX|Y = ) fvlo)dy
Agora,
v - [
_ / fxy(@y)
fx(y)

)
= /$fY|X y(2)de = E(Y | X =vy),

o que conclui a prova.
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E importante salientar que se X e Y sao variaveis aleatorias i.i.d o resultado apresen-
tado no Lema A.1 segue para qualquer tipo de varidveis aleatorias.

PROPOSICAO A.1. Seja Wi =y —";, comlje{l,--- k}. Se~; ey sao varidveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas entao a f.d.p de Wi; € simétrica em
torno de zero.

DEMONSTRACAO.

Sem perda de generalidade, assuma que 7; e 7; sao absolutamente continuos. Inicial-
mente, considerando que 7; e 7, sao i.i.d, segue que a média da varidvel aleatéria Wi; é
dada por

EWy,] = Elvi— ;] = E[n] — Ely] =0.

Além disto, através do terceiro momento padronizado, calculamos o grau de assimetria

da distribuig¢ao da varidvel aleatéria Wi;. A medida de assimetria de tal densidade ¢ dada

3
Wi, — . - . . .
por E {(“—”) } , em que p e o sao a média e o desvio padrao de W;, respectivamente.
g

Como p = E[W;;| = 0, utilizando o Lema A.1, segue que

()] - o[(%)]
_ Blo=)’
_ ERfl- 3Bl + 3500~ Pl
= 0.

Desta forma, como a medida de assimetria da distribuicao de Wj; e E[W;] sdo iguais
a zero, concluimos que a f.d.p de W;; é simétrica em torno de zero. O

O resultado da Proposigao A.1 também segue para as variaveis aleatérias que satis-
fazem as condicoes do Lema A.1 e que tem esperanca igual a zero.

PROPOSIQAO A.2. SeW € uma varidvel aleatoria com f.d.p absolutamente continua
entao

med {exp {W}} = exp {med{W}}.

DEMONSTRACAO. Temos, por definicio, que med{W} = F (0,5). Em con-
sequéncia disto, segue que exp {med{W}} = exp {F};/ (0,5)}.
Além disto, se md = med {exp {W}}, entao
P(exp{W} <md)=0,5
Fw(lnmd) = 0,5
md = exp {Fy;/' (0,5)}.
Portanto, temos que med {exp {W}} = exp {med{W}} = exp {Fy/(0,5)}, concluindo

a demonstracao.
O
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Apeéendice B

Distribuicoes de Probabilidade

Neste apéndice apresentamos algumas distribuicoes de probabilidades com algumas
de suas caracteristicas as quais serao utilizadas ao longo do texto. Para cada uma das
distribuicoes apresentaremos a f.d.p, expressoes para média e variancia, e em alguns casos,
quando for necessério, a expressao da f.g.m. e graficos que ilustrem o comportamento da
f.d.p. B

Distribuicao Beta

Dizemos que uma variavel aleatéria Y tem distribuicao de probabilidade Beta com
parametros de forma a > 0 e b > 0, com notagdo Y ~ Beta(a,b), se sua f.d.p é

I'(a+b) , 4

fly) = Wy (1—y)’ " y>0,

em que ['(+) é a fungdo Gama.
A esperanca e variancia de Y sao dadas, respectivamente, por

a ab
EY) = ¢ VI¥)= (a+b2a+b+1)

Distribuicao Gama

Dizemos que uma variavel aleatoria Y tem distribuicao de probabilidade Gama com
parametros de forma a > 0 e de taxa b > 0, com notagao Y ~ Gama(a,b), se sua f.d.p é

fly) = %y“_l exp{—by}, y>0.

Neste caso, esperanca e variancia de Y sao dadas, respectivamente, por
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Distribuicao Gama Inversa

Dizemos que uma variavel aleatéria Y tem distribuicao de probabilidade Gama Inversa
com parametros de forma a > 0 e de escala b > 0, com notacao Y ~ GI(a,b), se sua f.d.p
é

1) =y en{ -2y

Neste caso, esperanca e variancia de Y sao dadas, respectivamente, por

b
EY)= —— paraa > 1,
b2
Y) = 2.
V(Y) (a_1)2<a_2),paraa>

Distribuicao Skew-Normal univariada

A distribui¢do Skew-normal no caso univariado foi introduzida por Azzalini (1985).
Dizemos que uma variavel aleatoria Y tem distribuicao Skew-normal com parametros de
locagio € € R, de escala 0 € R, e de assimetria A € R, com notacio Y ~ SN (&, 02, \),
se sua f.d.p é escrita como

f(y)=§¢<y;§)@(A(y;5)>, ~ o0 <y < 0.

Se os parametros de locacao ¢ e escala o2 sao iguais a zero e a um, respectivamente,
dizemos que Y tem distribuicao Skew-Normal padrao denotada por Y ~ SN(A).
De forma geral, a média e a variancia de Y sao, respectivamente, dadas por

1
E(Y)=¢+o (z)Q(s e V(Y) =0 (1—352) ,
s T
em que 0 = \(1 + \?)71/2,
Henze (1986) introduziu uma representagao estocdstica para a distribui¢do Skew-
Normal que é um resultado importante tanto do ponto de vista tedrico quanto pratico.
Apresentamos este resultado no lema a seguir.

LEMA B.1. (Representagdo Estocdstica de Henze) Se Yy e Y1 sao varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas com distribuicao N(0,1) e 6 € (—1,1), entao

Z = 3Yol+ (1 - 8)2Y;

)
1-62"

tem distribuicao Normal assimétrica padrao com parametro de assimetria A =

A Figura 74 mostra as densidades para algumas distribuicoes Skew-normais padrao
com diferentes valores de .
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Figura 74: Densidade da distribuicao Skew-Normal padrao com diferentes valores para o
parametro A. A esquerda a densidade de SN (A) com A igual a -10 (linha sélida), -2 (e) e
0 (linha tracejada) e a direita com A igual a 10 (linha sélida), 2 (e) e 0 (linha tracejada).

A Figura 75 ilustra o comportamento da f.d.p Skew-Normal para varios valores dos
parametros de locagao e escala.
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Figura 75: Densidade da distribuicao Skew-Normal para diferentes valores de ¢ e o2

A esquerda a densidade de SN (&, 1,5) com ¢ igual a -2 (linha sélida), 0 (e) e 2 (linha
tracejada). A direita a densidade de SN(0,02,5) com o2 igual a 1 (linha sélida), 4 (e) e
9 (linha tracejada).

Distribuicao Skew-Normal multivariada

A distribuicao Normal assimétrica multivariada é uma extensao para o caso multi-
variado da distribuicao Normal assimétrica apresentada anteriormente. Proposta por
Azzalini e Dalla-Valle (1996), esta classe de distribui¢oes tem a propriedade de que cada
uma de suas distribuicoes marginais univariadas tem distribuicao Normal assimétrica
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univariada, da mesma forma que ocorre com a distribuicao Normal. Dizemos que um
vetor aleatério Y tem distribuicao Skew-Normal n-variada com parametros de locagao
€ = (&,...,&) € R* matriz de escala SQS positiva definida e vetor de assimetria
a € R™, com notacao SN, (&, SQS, a), se sua f.d.p é dada por

friensa(y) =20, (Y|, SQS) @ (a'S™H(y — &), (B.1)

em que S = diag{oy,...,0,} é uma matriz n X n e £ é uma matriz com caracteristicas
de matriz de correlacao.

O vetor de médias e a matriz de variancia-covariancia da distribuicao com densidade
em (B.1) sao dados, respectivamente, por

2\ 2 9
E[Y]=¢+ (%) A e V[Y]=SQS - ZSAA'S,

1
(1+atQa)'/? o

Se Z ~ SN,(0,Q, ), entao a correlacao entre dois componentes genéricos do vetor
aleatorio Z ¢é dada por

em que A =

2
wij — 7 A,

pij = Corr(Z;,Z;) = 1/2°
(1= 2A3)(1 - 2A3)]

1,=1,...,n,

em que A; é o i-ésimo componente do vetor A e w;; é o componente da i-ésima linha e
j-ésima coluna da matriz €.

Azzalini e Capitanio (1999) apresentam o resultado sobre as distribui¢bes marginais
da distribui¢ao Skew-Normal multivariada. Este resultado diz que se Y ~ SN, (0,Q, ),
em que os parametros sao particionados como segue

Y Q) Q
Yy — 1 Q= 11 12 e o — 1831 :
Y, Q91 Qo (&%)
em que €2 é uma matriz de correlacao e Y; tem é um vetor n; X 1, entao

Yl ~ San(O, Qllaai)a

« 01 +Q' Qa0 _ N -1
em que &y = —(1+at2922.1a2)1/2 € 922.1 = QQQ 921911 912.

O Lema B.2 a seguir é uma forma 1util de representarmos a distribuicao Normal as-
simétrica multivariada. Tal representacao também pode ser utilizada para gerar amostras

da distribuicao em (B.1).

LEMA B.2. (Representa¢io Estocdstica da distribui¢ao Skew-Normal multivariada)
Se a varidvel aleatoria Yy e o vetor aleatorio Y1 sao independentes de forma que Yy ~
N(0,1) e Yy ~ N,(0p, ®), em que ¥ = Q — 2QaalQ, ¢ = (1+a'Qa) 2 ¢ A = Qa,
entao

Y =&+ S(AlY|+Y)
¢ um vetor aleatorio com distribuicao SN, (€, SQS, o).

A Figura 76 mostra curvas de niveis das f.d.p de duas distribui¢oes Skew-normais
bivariadas diferentes.
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Figura 76: Curvas de nivel da f.d.p da distribuicao Skew-Normal bivariada SNy(&, 3, a)
com vetor de locacao & = (0,0)", vetor de assimetria & = (2,2)" e matriz de escala X,
em que X = I (a esquerda) ou ¥ é uma matriz com diagonal principal com valor 1 e
diagonal secundaria com valor 0,3 (a direita).

Skew-Normal Unificada (SUN)

A familia de distribuigoes Skew-Normal Unificada (SUN) foi introduzida por Arellano-
Valle e Azzalini (2006). Ao assumirmos que Y € R? tem comportamento probabilistico
descrito por uma distribuicao pertencente a esta familia SUN, isto é, ao considerarmos

t
que Y ~ SUNy,(€&,v,@,Q%), em que @ = wly, @ = wQuwe Q" = (? EZ)’ sua f.d.p
e fungao geradora de momentos (f.g.m.) sdo, respectivamente, dadas por
Py +T'Q 'w l(y — €); A —T'QT)
NMCARAY ’

My(r) = exp {ﬁtr + %’I‘tﬂ?”}(bm(’)’ +Tlwr | A)[@,, (v | A, »eRY (B.2)

fly) = ¢aly—&Q) y € RY,

A média e a variancia da distribuicao SUN podem ser obtidas utilizando a expressao
da f.g.m. em (B.2). Para mais detalhes ver Arellano-Valle e Azzalini (2006), em que as
expressoes para média e variancia sao apresentadas para casos particulares da distribuicao
SUN.
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Apendice C

Distribuicoes condicionais completas
no modelo logistico misto com
efeitos aleatorios com distribuicao
Skew-Normal multivariada

Neste apéndice apresentamos as distribuigoes condicionais completas (d.c.c.) para
o modelo logistico com intercepto aleatério quando consideramos efeitos aleatérios cor-
relacionados tal que, dados 0 e a, v ~ SN(—=Ac+\/2/71y, 0T}, al;) em que A =
afl + ka?]7'/2, o qual foi abordado no Capitulo 2 deste trabalho. As distribuicdes a
priori assumidas sao B ~ Npi1(m,b*I,.1), 0> ~ GI(a,d) e « ~ N(h,7?), em que

m € RPTL K, 0 € R, e 72, b2, a e d sao nlimeros reais positivos.
k
2
Z <% + Aa\/>>>

QIQ

Para ¥ = (8,7, 02, a), a distribui¢do a posteriori é dada por
=1

fW|D) HH )% (1 — i)' y”] (%)W (
S Sl o

=1 j=1
1=0 =1
XX T 2b2 a 202 22 o2

Para obtermos as d.c.c. a posteriori, consideramos a representagao estocastica para
a distribuigao multivariada SN obtida em Azzalini e Dalla-Valle (1996)(ver Apéndice B),

que estabelece o seguinte resultado: se 4 ~ SN (O, Iy, aly) entdo v = A]U\ +V,
onde U ~ N(0,1) e V ~ Ng(O, It — (1+ka?) ' a?1,1,). Assumimos que T' = |U].

Consequentemente, se v ~ SNy(—Ac+/2/7, 0?1}, 1), entao v LN (T - \/2/7‘() +
ocV.Seja F =0 (T — \/2/7r> e defina v* = (8,7, 0%, a,T). Consequentemente, as d.c.c.
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a posteriori para v, o2, a e T sao dadas respectivamente por

pormary = [T [ ] [rt] ]

=1 j=1
2

1 A
<esp{ =5 by —ar) 1o 5 onay] - o),

1
f(T‘D,'Lg*_T) X exp {—m

T? — 2T <§ > v+ kA%/z/w)] }1(0,00)(T),

f@lD,97,) o (14ka®)?e p{_@v%ﬂ)z}

X ! { of 1}t[1+211t}[ of 1}
exp § — — o} - ,
Py 7952 |7 V14 ka? g g Y V14 ka? .

1\ ztetl d
f(o?|D,v* 5) o (;) exp{—;}
2

1 A
X exp {_Tﬂ [y — AF)' [Ik + 1——W1k12} [v — AF]}

A d.c.c a posteriori para 3 é a mesma obtida no caso i.i.d e pode ser encontrada no

Capitulo 2, Segao 2.3.
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Apeéendice D

Graficos de viés e erro quadratico
médio: Secao 2.5

EQM(Bo)

EQM(Bo)

No Apéndice D apresentamos graficos referentes a Secao 2.5. Sao apresentados os
graficos de MSE e vicio das estimativas dos parametros de efeitos fixos e variancia dos
efeitos aleatérios ao utilizarmos mediana e moda a posteriori como estimadores.

002 004 006 008 010

0.00

002 004 006 008 010

0.00

K <
\ ]
\ S9%
v -
\ N
\ 8 |
\ o
| 2
\ (& n
\ < g
\ CE) °
w S
s
0
g
s
s
=
T T T T T T T ° T T T T T T T
My Mz My M Mg Mg My My Mz Mg M Mg Mg My
Modelo Modelo
o
g |
S
o
<
S
& g
S < |
Qs
@
ERES
g Bt
8
s
S |
3

Mq

Modelo

M

Modelo

EQM(B,)

000 005 010 015 020 025

EQM(By)

000 005 010 015 020 025

EQM(V(y))

- ~.‘—'*' "

M

Modelo

M,

Modelo

EQM(V(y))

M

Modelo

M

Modelo

Figura 77: Erro quadratico médio (MSE) para as medianas a posteriori para os efeitos
fixos e variancia dos efeitos aleatérios, para os cendrios com k = 25 (acima) e k = 100
(abaixo) e verdadeiros valores A =0 (o), A=5 (m) e A = 30 (%).
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Figura 79: Erro quadrético médio (MSE) para as modas a posteriori para os efeitos fixos
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Apeéendice E

Graficos dos Estudos com dados
simulados da Secao 3.6

No Apéndice E apresentamos graficos referentes a Secao 3.6. Sao apresentados os
histogramas dos efeitos aleatérios gerados em alguns cenarios e os graficos das estimativas
dos parametros de interesse versus iteragao nos bancos de dados analisados nas Subsecoes
3.6.1, 3.6.2 e 3.6.3.

Graficos referentes a Subsecao 3.6.1
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Figura 81: Histograma e f.d.p tedrica dos efeitos aleatorios gerados no Cenario 1 para
Dados 1 a 8 (da esquerda para direita).
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Figura 82: Gréficos das estimativas dos parametros versus iteracoes, e média das estima-
tivas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 3 e Cenério 1.
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Figura 83: Graficos das estimativas dos parametros versus iteracoes, e média das estima-
tivas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 4 e Cenério 1.
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Figura 84: Gréaficos das estimativas dos parametros versus iteragoes, e média das estima-
tivas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 6 e Cendrio 1.
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Figura 85: Gréaficos das estimativas dos parametros versus iteragoes, e média das estima-
tivas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada), obtidas com os algoritmos EMMC-M
(esquerda), EMMC-PA (centro) e EMMC-Q (direita) para Dados 8 e Cendrio 1.
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Graficos referentes a Subsecao 3.6.2
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Figura 86: Histograma e f.d.p tedrica dos efeitos aleatorios gerados no Cenario 2 para
Dados 13 a 28 (da esquerda para direita).
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Graficos referentes a Subsecao 3.6.3
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Figura 87: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas tltimas 100 iteragdes (linha tracejada)
com Dados 1 no Cenario 3.
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Figura 88: Graficos das estimativas dos parametros versus iteracoes do algoritmo EMM-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada)
com Dados 2 no Cenario 3.
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Figura 89: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada)
com Dados 3 no Cenario 3.
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Figura 90: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada)
com Dados 6 no Cenario 3.
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Figura 91: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada)
com Dados 7 no Cenario 3.

199



<]
S
< o
S o
= < o
s
o
5
o
B
T
o | <
5 S
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Iterag@o Iteragdo Iteragado Iteragdo

B:
216 218 220 222 224 226 2.28

B

205 210 215 220 225 230 235
By

205 210 215 220 225 230 235

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Iterac@o Iteragao Iteracao Iteracdo

o]
& ©
o
w
o
R w ]
<
b o o ‘b
o
@
e
o
2 ~
N et
3 = P LAk b e ey -
e T T T S T T T S T T T T T T T
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Iterag@o Iteragao Iteracao Iterag@o
©
@ 1
o | o =2
I I < <
e
v | w ] w
< < ~ o
o ° b
2 2 - 3
e
> 24 > @24 > o >
R o
° °
“ © © o
=1 <
o | o ]
N o < | -
o ° - =
& < «
=1 o |
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Iteracdo Iteragéo Iteragao Iteracdo
° S 34
5 B w |
o
@ @
| @4 o
S
o | o ] o]
i 4 B
= = = = o
Ry F K] 3
> > > >
w ]
o o &
= B @
o | <
S B
o] ©
@ | @] h
S s
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Iteracédo Iteragao Iteragdo Iteracdo

Figura 92: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada)
com Dados 8 no Cenario 3.
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Figura 93: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada)
com Dados 10 no Cenario 3.
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Figura 94: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada)
com Dados 11 no Cenario 3.
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Figura 95: Graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-
Q com constante ¢ = 0,1 (primeira coluna), 0,3 (segunda coluna), 0,5 (terceira coluna)
e 1 (quarta coluna) e média das estimativas nas ultimas 100 iteragoes (linha tracejada)
com Dados 12 no Cenario 3.
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Apeéendice F

Graficos do Estudo Monte Carlo da
Secao 3.7

No Apéndice F apresentamos graficos referentes a Secao 3.7. Sao apresentados alguns
bozxplots e histogramas para as estimativas de v, obtidas sob os modelos Logistico-T
e Logistico-SL, nos cenarios em que os bancos de dados sao gerados sob os modelos
Logistico-T (Subsecao 3.7.2), Logistico-SL (Subsecao 3.7.3) e Logistico-NC (Subsegao
3.7.4). Sao apresentados também os histogramas para as estimativas de v; obtidas sob o
modelo Logistico-NC nos cendarios em que os dados sao gerados sob este modelo (Subsegao
3.7.4).

Graficos referentes a Subsecao 3.7.2
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Figura 96: Bozplots das estimativas de v e valor real (linha horizontal), sob os Modelos
M2 e M4, nos Cenérios D1 a DS.
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Figura 97: Bozxplots das estimativas de v e valor real (linha horizontal), sob os Modelos
M2 e M4, nos Cenarios E1 a ES.
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Figura 98: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M4, nos Cenarios

Cl a CS8.
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Figura 99: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M4, nos Cenarios
D1 a DS.
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Figura 100: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M4, nos
Cenarios E1 a ES.
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Graficos referentes a Subsecao 3.7.3
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Figura 101: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M2, nos

Cenadrios F1 a F8.

208



G1 G2

0.4+

0.2+ L_ -+ 1 H-H-l_ rhwn—_ E

0.0-

G3 G4

0.4+

0.2+

G5 G6

Densidade

0.6

0.4+

0.2+

0.0-

G7 G8

0.6 - il

0.4+

0.2+

e — AHlL T e oo _—

i i i i i i
10 20 30 10 20 30
\Y

Figura 102: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M2, nos
Cenarios G1 a GS8.
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Graficos referentes a Subsecao 3.7.4
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Figura 103: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M2, nos
Cenarios H, T e J.
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Figura 104: Histogramas das estimativas fornecidas para v, sob o Modelo M3, nos
Cenarios H, I e J.
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Figura 105: Histogramas das estimativas fornecidas para 1q, sob o Modelo M4, nos
Cenarios H, T e J.
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Figura 106: Histogramas das estimativas fornecidas para 14, sob o Modelo M6, nos

Cenarios H, T e J.
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Apendice G

Graficos da analise de dados reais da
Secao 3.8

Apresentamos no Apéndice G os graficos referentes a Secao 3.8. Sao apresentados
os graficos das estimativas dos parametros versus iteragoes do algoritmo EMMC-Q para
dados de Ascaris suum sob os modelos Logistico-N, Logistico-T e Logistico-SL, sendo
que para os dois ultimos o parametro v é estimado.
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Figura 107: Graficos das estimativas dos parametros sob o modelo Logistico-N wersus

iteragoes do algoritmo EMMC-Q e média das estimativas nas tltimas 300 iteragoes (linha
tracejada) com para dados de Ascaris suum.
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Figura 108: Gréaficos das estimativas dos parametros sob o modelo Logistico-T wversus
iteragoes do algoritmo EMMC-Q e média das estimativas nas tltimas 300 iteragoes (linha
tracejada) com para dados de Ascaris suum.
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