
REFINAMENTOS DE TESTES NA CLASSE DOS MODELOS
NÃO-LINEARES SIMÉTRICOS HETEROSCEDÁSTICOS

Mariana Correia de Araújo

Orientadora: Profa Dra Lourdes Coral Contreras Montenegro
Co-orientadora: Profa Dra Audrey Helen Mariz de Aquino Cysneiros

Tese submetida como requerimento parcial para obtenção do grau de Doutor em
Estatística pela Universidade Federal de Minas Gerais

Belo Horizonte, outubro de 2015



Para Geraldo (in memoriam) e Rosinha,

pelo dom da vida e todo amor.

ii



Agradecimentos
Agradeço a Deus, por segurar minhas mãos nas horas difíceis, não me deixar fraquejar

e me fazer perseverar quando tudo parecia estar indo de encontro ao meu objetivo.
A minha mãe, por todo amor e carinho dedicado. Pelas tantas ligações diárias enquanto

morávamos longe, pela alegria a cada retorno de férias e por tudo que fez e faz por mim.
Ao meu pai (in memoriam), por toda a educação, ensinamentos, amor e carinho. O

céu está em festa, tenho certeza.
Às professoras Lourdes Montenegro e Audrey Cysneiros, minhas orientadoras, pela

dedicação ao trabalho e confiança em mim depositada. Sou imensamente grata por todos
os seus ensinamentos e incentivos.

A Amanda, Laís, Larissa, Manolo, Marcondes, Natália, Romison, Saulo e Tamyris,
que mesmo distantes, se fizeram presentes em Belo Horizonte. Contar com o apoio de
vocês foi fundamental.

A Fernando e William, pela amizade, por cada conversa, estudo e momentos de lazer
que nos acompanha desde o mestrado. Sei que posso contar com vocês para as mais
diversas coisas e sou muito grata por isto. A academia me deu dois belos presentes em
forma de amigo.

A Fabrícia, Fádua, Isabella, Nívea, Silvana e Talita, pela convivência diária, companhia
e ensinamentos. Foi muito enriquecedor tudo que passamos, trocas que levarei pela vida
inteira. Obrigada pelo carinho e paciência nos dias difíceis.

A Paulo e Wecsley, companheiros do doutorado, pelas discussões construtivas, horas
de estudo dispensadas e momentos de descontração.

Aos professores do Programa de Pós-Graduação em Estatística da UFMG, pelo valioso
conhecimento repassado.

Aos funcinários do Departamento de Estatística da UFMG, em especial, Jéssica, kate,
Maísa, Rogéria e Rose, pela atenção dispensada.

Aos membros da banca, pelas valiosas contribuições para o enriquecimento do trabalho.
À CAPES, pelo apoio financeiro.

iii



“Você é do tamanho do seu sonho.”

Autor desconhecido

iv



Resumo
Nesta tese abordamos o aperfeiçoamento de testes de hipóteses na classe dos modelos
não-lineares simétricos heteroscedásticos. Inicialmente, aprimoramos os testes de hete-
roscedasticidade baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças e razão de ve-
rossimilhanças perfiladas modificadas. A versão modificada da verossimilhança perfilada
considerada neste trabalho é a proposta por Cox e Reid (1987). Em seguida, obtemos um
fator de correção tipo-Bartlett para o teste de heteroscedasticidade baseado na estatística
gradiente. A estatística gradiente foi proposta por Terrell (2002) e tem recebido crescente
atenção na literatura, uma vez que além de ter estrutura simples de calcular e implemen-
tar, é assintoticamente equivalente às estatísticas da razão de verossimilhanças, Wald e
escore. Ainda, realizamos um estudo de poder local dos testes da razão de verossimilhan-
ças, Wald, escore e gradiente a fim de avaliar (localmente) o poder dos quatro testes. Para
cada abordagem realizada, foi desenvolvido um estudo de simulação de Monte Carlo a fim
de avaliar o desempenho dos testes sob investigação.

Palavras chave: Correção de Bartlett; Correção tipo-Bartlett; Estatística gradiente;
Modelos não-lineares simétricos heteroscedásticos; Poder local; Testes de hipóteses; Ve-
rossimilhança perfilada; Verossimilhança perfilada modificada.
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Abstract
In this thesis, we deal with improvement for hypotheses tests in heteroscedastic symme-

tric nonlinear models. First, we derive Bartlett adjustments for likelihood ratio statistics
and modified profile likelihood ratio statistics in order to improve likelihood ratio and
modified profile likelihood ratio tests, respectively. Next, we calculate a type-Bartlett ad-
justment to improve the gradient test, a new hypotheses test proposed by Terrell (2002)
which is asymptotically equivalent to likelihood ratio, Wald and score tests. We also treat
about the local power of likelihood ratio, Wald, score and gradient tests in heteroscedastic
symmetric nonlinear models. For each approach, we develop a Monte Carlo simulation
study in order to evaluate the performance of the tests in finite-size samples.

Keywords: Bartlett correction; Heteroscedastic symmetric nonlinear regression mo-
dels; Hypotheses tests; Local power; Modified profile likelihood; Profile likelihood; Type-
Bartlett correction.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Embora muito atrativa, a suposição de normalidade para os erros de modelos de regres-

são com resposta contínua nem sempre é adequada. A presença de observações extremas

no conjunto de dados, por exemplo, interfere nas estimativas dos parâmetros dos mode-

los normais, isto é, tais estimativas são sensíveis a observações aberrantes. Alternativas

robustas ao modelo normal têm sido amplamente estudadas na literatura, entre elas, mo-

delos cujos erros seguem distribuições pertencentes à família simétrica, uma vez que esta

classe de distribuições contempla, também, distribuições com caudas mais pesadas que a

da normal, e assim, acomodando melhor as observações extremas, reduzindo a influência

exercida por tais observações sob as estimativas dos parâmetros do modelo. Além da dis-

tribuição normal, pertencem à família de distribuições simétricas as distribuições Cauchy,

t−Student, t−Student generalizada, logísticas I e II, logística generalizada, exponencial

potência, Kotz, Kotz generalizada, entre outras. Detalhes sobre as distribuições simétricas

podem ser obtidos em Fang et al. (1990) e Fang e Anderson (1990).

Podemos encontrar aplicações desta família de distribuições nas mais diversas áreas do

conhecimento, tais como engenharia, biologia, medicina, ciências sociais, economia, entre

outras. Diversos artigos têm sido desenvolvidos com aplicações da distribuição simétrica,

por exemplo, Lang et al. (1989) introduziram o modelo de regressão t−Student como

alternativa robusta ao modelo normal, Cordeiro et al. (1998) obtiveram uma correção de

viés para os estimadores do modelo não-linear com erros t−Student, sendo estes resultados
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estendidos por Cordeiro et al. (2000) para a classe dos modelos não-lineares simétricos,

Cysneiros et al. (2007) introduziram os modelos lineares simétricos heteroscedásticos e

desenvolveram métodos de influência local e Cysneiros et al. (2010b) aperfeiçoaram o

teste escore para esta classe de modelos, Cysneiros et al. (2010) fizeram correção de viés

para os estimadores do modelo não-linear simétrico heteroscedástico.

Além da distribuição, é extremamente importante verificar se a suposição de variância

constante (homoscedasticidade) dos erros é satisfeita, dado que a violação desse pressu-

posto altera completamente a estratégia da modelagem. Os testes de heteroscedasticidade

comumente utilizados na literatura baseiam-se em resultados assintóticos, sendo os mais

empregados os testes da razão de verossimilhanças, escore e Wald, cujas estatísticas de

teste são equivalentes até primeira ordem 1 e têm distribuição assintótica nula χ2
k com erro

de ordem n−1, sendo k o número de restrições impostas pela hipótese nula e n o tamanho

da amostra. Recentemente, Terrell (2002) propôs um novo teste assintótico cuja estatís-

tica de teste é chamada estatística gradiente. Esta estatística apresenta uma estrutura

simples, a qual não depende da matriz de informação observada, nem da esperada. Além

disso, a estatística gradiente é de fácil implementação e sob hipótese nula tem distribui-

ção assintótica χ2
k a menos de termos de ordem n−1. Em contrapartida, ao contrário das

estatísticas da razão de verossimilhanças e escore, a estatística gradiente não é invariante

sob reparametrizações não-lineares (Terrell, 2002). Diversos trabalhos na literatura têm

abordado a estatística gradiente como tema, dentre eles, Lemonte (2011), Lemonte (2012),

Lemonte e Ferrari (2012), Lemonte e Ferrari (2012b), Vargas et al. (2013), Lemonte (2014)

e Vargas et al. (2014).

Por se basearem em resultados assintóticos, a aproximação da distribuição das estatís-

ticas dos testes da razão de verossimilhanças, escore, Wald e gradiente pela distribuição

qui-quadrado de referência pode não ser satisfatória, conduzindo a testes com taxas de

rejeição distorcidas quando o tamanho da amostra é pequeno ou até mesmo moderado.

Uma estratégia para melhorar a aproximação da distribuição das estatísticas de teste pela

distribuição qui-quadrado é modificar tais estatísticas através um fator de correção. Para

a estatística da razão de verossimilhanças, Bartlett (1937) propôs um fator de correção a

ser multiplicado por tal estatística de modo que a sua versão corrigida apresenta distri-

buição nula χ2
k com erro de ordem n−2. Para a estatística escore, Cordeiro e Ferrari (1991)

1Sejam {an}n≥1 e {bn}n≥1 sequências de números reais, dizemos que an é de ordem menor que bn,
denotando por an = o(bn), se limn→∞ an/bn = 0. Dizemos que an é de ordem, no máximo, igual a bn,
denotando por an = O(bn), se a razão |an/bn| for limitada para todo n suficientemente grande, isto é, se
existirem K ∈ R+ e n0(K) tal que |an/bn| ≤ K, ∀n ≥ n0(K).
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propuseram um fator de correção tipo-Bartlett cujo cálculo envolve a própria estatística

escore, derivando assim uma estatística corrigida cuja distribuição nula é χ2
k sob erro de

aproximação de ordem n−2. Maiores detalhes sobre correções de Bartlett e tipo-Bartlett

podem ser encontradas em Cordeiro e Cribari-Neto (2014). Para a estatística gradiente,

Vargas et al. (2014) derivaram um fator de correção tipo-Bartlett, fornecendo uma esta-

tística corrigida cuja distribuição assintótica nula é χ2
k sob erro de aproximação de ordem

n−2.

Quando o modelo em investigação envolve parâmetros de perturbação, a inferência do

estudo pode ser baseada através da verossimilhança perfilada. A inferência fundamentada

em verossimilhança perfilada trata os parâmetros de perturbação como conhecidos, isto

é, na prática, estamos substituindo tais parâmetros por suas respectivas estimativas de

máxima verossimilhança. Este procedimento pode introduzir viés na função escore e na

informação, veja Ferrari et al. (2005), além disso, o aumento do número de parâmetros de

perturbação implica numa menor qualidade das aproximações assintóticas. Para superar

tais problemas, algumas modificações para a função de verossimilhança perfilada foram

propostas na literatura, entre elas, as propostas por Barndorff-Nielsen (1983; 1994), Cox

e Reid (1987), McCullagh e Tibishirani (1990) e Stern (1997), que estão descritas com

detalhes em Severini (2000, Capítulo 9) e Pace e Salvan (1997, Capítulo 11). Devido às

boas propriedades que se obtém com a ortogonalidade global dos parâmetros do modelo,

dentre elas a independência assintótica dos estimadores de máxima verossimilhança dos

parâmetros de interesse e perturbação e o menor custo computacional na determinação

numérica das estimativas de máxima verossimilhança destes parâmetros, veja Silva (2005),

neste trabalho consideraremos a versão proposta por Cox e Reid (1987).

Assim como o teste da razão de verossimilhanças usual, o teste baseado na verossimi-

lhança perfilada modificada tem sua estatística de teste com distribuição nula assintótica

χ2
k a menos de termos de ordem n−1, sendo esta aproximação insatisfatória quando o

tamanho da amostra é pequeno. Visando melhorar a aproximação da distribuição da

estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas pela distribuição χ2 de

referência, DiCiccio e Stern (1994) propuseram um fator de correção de Bartlett para esta

estatística, derivando uma estatística corrigida cuja distribuição nula é χ2
k com erro de

aproximação de ordem n−2.

Considerando os quatro testes assintóticos equivalentes existentes na literatura, a sa-

ber, testes da razão de verossimilhanças, Wald, escore e gradiente, um questionamento

pertinente é apontar o teste que seja mais adequado para um determinado estudo em de-
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senvolvimento. Da literatura sabe-se que, até primeira ordem, os quatro testes têm poder

igual sob alternativas de Pitman e até ordem n−1/2, o mesmo tamanho, o que implica

que a escolha pode ser baseada em um critério que seja determinado através da compa-

ração (local) dos seus poderes até ordem n−1/2. Para isto, Hayakawa (1975) desenvolveu

expansões assintóticas sob uma sequência de hipóteses alternativas contíguas que conver-

gem para hipótese nula à taxa de n−1/2, para as distribuições das estatísticas da razão

de verossimilhanças e Wald. Harris e Peers (1980) obtiveram resultado análogo para a

estatística escore e recentemente Lemonte e Ferrari (2012) para a estatística gradiente.

Assim, o objetivo do estudo do poder até ordem n−1/2 é estabelecer condições através das

quais podemos comparar localmente os poderes dos quatro testes assintóticos em estudo a

partir das distribuições não nulas sob hipóteses alternativas de Pitman de suas respectivas

estatísticas de teste (até tal ordem).

Diversos trabalhos têm contemplado os modelos simétricos, refinamentos de testes de

hipóteses e estudo de poder local. Ferrari et al. (2004) calcularam um fator de correção

de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas para

o modelo normal linear estudado por Simonoff e Tsai (1994). Considerando a classe dos

modelos não-lineares simétricos, Cordeiro (2004) obteve um teste da razão de verossimi-

lhanças corrigido e Cysneiros et al. (2010b) um teste escore corrigido. Lemonte (2012)

realizou um estudo de poder local dos testes da razão de verossimilhanças, Wald, escore

e gradiente na classe dos modelos lineares simétricos.

Nesta direção, esta tese tem três objetivos principais. O primeiro é obter fatores de

correção de Bartlett para aprimorar os testes da razão de verossimilhanças e razão de

verossimilhanças perfiladas modificadas para a classe dos modelo não-lineares simétricos

heteroscedásticos (MNLSH), sendo o segundo teste baseado na verossimilhança perfilada

modificada proposta por Cox e Reid (1987), generalizando os resultados obtidos por Ferrari

et al. (2004) e Cordeiro (2004). O segundo objetivo é derivar um fator de correção tipo-

Bartlett para a estatística gradiente na classe dos MNLSH considerando a metodologia

proposta por Vargas et al. (2013). O terceiro objetivo da tese é estender os resultados

obtidos por Lemonte (2012) para os modelos não-lineares simétricos heteroscedásticos,

isto é, realizar um estudo de poder local dos testes da razão de verossimilhanças, Wald,

escore e gradiente na classe dos MNLSH.

Esta tese é dividida em cinco capítulos e sete apêndices. No Capítulo 2, fazemos

uma breve introdução ao modelo em estudo e apresentamos alguns aspectos inferenciais

do mesmo. Ainda, obtemos fatores de correção de Bartlett para as estatísticas da razão
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de verossimilhanças e razão de verossimilhanças perfiladas modificadas. Um estudo de

simulação de Monte Carlo é realizado para avaliar o desempenho dos testes corrigidos e não

corrigidos em amostras finitas. A efeito de comparação, também são considerados testes

cujas respectivas estatísticas de teste são obtidas utilizando a técnica de reamostragem

bootstrap (Efron, 1979), a saber, teste da razão de verossimilhanças bootstrap e razão de

verossimilhanças Bartlett bootstrap (Rocke, 1989).

No Capítulo 3, derivamos um fator de correção tipo-Bartlett para a estatística gradi-

ente para o teste de heteroscedasticidade na classe dos MNLSH. Um estudo de simulação

de Monte Carlo para avaliar o comportamento em amostras finitas do teste gradiente

corrigido e não corrigido e diferentes testes disponíveis na literatura é realizado. As ava-

liações consideraram tamanho e poder dos testes sob diversos cenários. Ainda, aplicamos

a metodolia estudada a um conjunto de dados reais.

No Capítulo 4, realizamos um estudo de poder local dos testes da razão de verossimi-

lhanças, Wald, escore e gradiente na classe dos MNLSH. Para isto, derivamos expansões

assintóticas para a distribuição das estatísticas dos quatro testes supracitados sob hipóte-

ses alternativas de Pitman e comparamos analiticamente os seus poderes até ordem n−1/2.

Ainda, apresentamos um estudo de simulação de Monte Carlo para avaliar o desempenho

dos testes em amostras de tamanho pequeno e moderado. No Capítulo 5, fazemos algumas

considerações finais gerais dos resultados obtidos na tese. Nos apêndices são apresentados

detalhes técnicos.

É válido observar que esta tese foi escrita de maneira que os Capítulos 2, 3 e 4 possam

ser lidos individualmente e em qualquer ordem, assim, algumas notações e resultados

básicos são apresentados mais de uma vez.
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CAPÍTULO 2

Refinamento dos testes da razão de verossimilhanças e razão de
verossimilhanças perfiladas modificadas

2.1 Introdução

Quando o tamanho da amostra é pequeno ou moderado, sabemos da literatura que

o teste da razão de verossimilhanças pode apresentar taxas de rejeição distorcidas, isto

é, muito diferentes do esperado. Tal fato se deve à aproximação da distribuição de sua

estatística de teste pela distribuição qui-quadrado de referência, que pode não ser satis-

fatória, uma vez que este teste é baseado em resultados assintóticos. Dessa maneira, se

faz necessário o desenvolvimento de procedimentos inferenciais mais acurados, isto é, que

nos garanta uma inferência mais precisa.

A fim de melhorar a aproximação da distribuição da estatística da razão de verossimi-

lhanças pela distribuição χ2 de referência, Bartlett (1937) propôs um fator de correção a

ser incorporado a tal estatística de modo a obter um teste aprimorado, proporcionando

uma inferência mais confiável quando o tamanho da amostra é pequeno.

Ao realizar inferência em modelos com parâmetros de perturbação, podemos basear

nossas investigações em verossimilhança perfilada, que é uma função que só depende do

parâmetro de interesse, sendo os parâmetros de perturbação substituídos por estimativas

consistentes. O teste da razão de verossimilhanças baseado em verossimilhança perfilada

tem sua estatística de teste equivalente à estatística da razão de verossimilhanças usual,

com distribuição assintótica nula χ2. No mais, um ponto que devemos levar em consi-
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deração é a quantidade de parâmetros de perturbação, uma vez que a verossimilhança

perfilada pode fornecer estimadores de máxima verossimilhança inconsistentes e ineficien-

tes para problemas que envolvem um grande número destes parâmetros. Para minimizar

o efeito do número de parâmetros de perturbação, Cox e Reid (1987) propuseram uma

versão modificada para a verossimilhança perfilada, a qual exige ortogonalidade entre os

parâmetros de interesse e perturbação.

Como mencionado anteriormente, a estatística da razão de verossimilhanças perfila-

das modificadas é assintoticamente equivalente à estatística da razão de verossimilhanças

usual, isto é, tem distribuição assintótica nula χ2, podendo não ser bem aproximada pela

distribuição qui-quadrado de referência quando o tamanho da amostra é pequeno e/ou

moderado. Com o objetivo de melhorar a aproximação da distribuição da estatística deste

teste pela distribuição χ2 de referência, DiCiccio e Stern (1994) propuseram um fator de

correção de Bartlett derivando o teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas

corrigido, o qual confere uma inferência mais precisa quando o tamanho da amostra não

é suficientemente grande.

A metodologia das correções de Bartlett tem recebido bastante atenção na literatura

e diversos trabalhos abordando esta temática têm sido propostos. Na classe dos modelos

simétricos, Ferrari e Uribe-Opazo (2001) obtiveram um fator de correção de Bartlett para

a estatística da razão de verossimilhanças para modelos lineares, sendo estes resultados

estendidos para os modelos não-lineares por Cordeiro (2004). Ferrari et al. (2004) obti-

veram um fator de correção de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças

perfiladas modificadas para o modelo normal linear heteroscedástico. Uma alternativa

numérica à correção de Bartlett analítica para a estatística da razão de verossimilhanças

é a correção de Bartlett bootstrap, proposta por Rocke (1989). Tal fator de correção é

obtido a partir da técnica de reamostragem bootstrap (Efron, 1979), sendo uma alterna-

tiva bastante atrativa, principalmente para casos em que é difícil calcular a correção de

Bartlett analítica.

Nesta direção, nosso objetivo é obter fatores de correção de Bartlett para as estatís-

ticas da razão de verossimilhanças e razão de verossimilhanças perfiladas modificadas na

classe dos modelos não-lineares simétricos heteroscedásticos, generalizando os resultados

obtidos por Cordeiro (2004) e Ferrari et al. (2004). No que segue, iremos definir o modelo

não-linear simétrico heteroscedástico (MNLSH) e apresentaremos aspectos inferenciais

do mesmo. Na Seção 2.3, abordaremos as correções de Bartlett analíticas e numérica e

apresentaremos expressões, em notação matricial, para os fatores de correção de Bartlett
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para as estatísticas da razão de verossimilhanças e razão de verossimilhanças perfiladas

modificadas para o teste de heteroscedasticidade na classe dos MNLSH. Para avaliar o de-

sempenho dos testes em estudo considerando amostras de tamanho pequeno e moderado,

na Seção 2.4 iremos realizar um estudo de simulação de Monte Carlo sob diversos cenários.

Ainda para o estudo de simulação, consideraremos, para efeito de comparação, os testes

da razão de verossimilhanças bootstrap e razão de verossimilhanças Bartlett bootstrap.

Conclusões acerca dos resultados obtidos são apresentadas na Seção 2.5.

2.2 Especificação do modelo

Suponha y1, . . . , yn variáveis aleatórias contínuas independentes. Dizemos que y`, ` =

1, . . . , n, segue distribuição simétrica com µ` ∈ R e φ` > 0 parâmetros de locação e

dispersão, respectivamente, se sua função de densidade é escrita como

π(y`;µ`, φ`) =
1√
φ`
g(u`), y` ∈ R, ` = 1, . . . , n, (2.1)

para alguma função g(·), usualmente denominada geradora de densidade, tal que g(u`) >

0, para u` > 0 e
∫∞
0
u
−1/2
` g(u`)du` = 1, com u` = (y` − µ`)

2/φ`. Denotamos a variável

aleatória simétrica por y` ∼ S(µ`, φ`, g), para ` = 1, . . . , n. Além da normal, a classe

de distribuições simétricas contempla as distribuições normal contaminada, t−Student,
t−Student generalizada, Kotz, Kotz generalizada, logística tipos I e II, logística generali-

zada, exponencial potência, entre outras.

Para determinar o modelo não-linear simétrico heteroscedástico, duas estruturas de

regressão foram introduzidas à classe de distribuições simétricas (2.1). Assumimos para

a resposta média µ = (µ1, . . . , µn)> a seguinte estrutura:

µ` = f(x`;β), ` = 1, . . . , n, (2.2)

em que f(·; ·) é uma função não-linear, contínua e duplamente diferenciável com respeito

aos componentes de β = (β0, β1, . . . , βp−1)
>, que é um vetor de parâmetros desconhecidos

a serem estimados (p < n) , e x` = (x`1, . . . , x`m)> é o vetor de m variáveis explicativas

associadas à `−ésima observação. Ainda, é assumido uma componente sistemática para

o vetor de parâmetros de dispersão φ = (φ1, . . . , φn)> dado por

φ` = σ2m(τ`), ` = 1, . . . , n, (2.3)

8



com m(τ`) > 0, sendo τ` = w`
>δ, w` = (w`1, . . . , w`k)

> um vetor de variáveis explicativas

que pode ter componentes comuns com x`, δ = (δ1, . . . , δk)
> um vetor de parâmetros

desconhecidos a serem estimados e σ2 ∈ (0,∞) uma constante desconhecida. Para efeito

de simplificação, no que segue, denotaremos m(τ`) = m`.

Assim sendo, o modelo não-linear simétrico heteroscedástico é dado por

y` = µ` +
√
φ`ε`; ` = 1, . . . , n, (2.4)

em que ε` ∼ S(0, 1, g), sendo µ` e φ` como definidos em (2.2) e (2.3), respectivamente.

A contribuição deste capítulo está centrada em testar a hipótese nula H0 : δ = δ0, em

que δ0 é um vetor de dimensão k × 1 de constantes especificadas tal que m(w`
>δ0) = 1

para todo ` = 1, . . . , n, contra H1 : δ 6= δ0. Dessa forma, o número de parâmetros de

interesse é k e o número de parâmetros de perturbação é p+ 1. O logaritmo da função de

verossimilhança do vetor de parâmetros θ = (δ>,β>, σ2)>, dado o vetor de observações

y = (y1, . . . , yn)>, do modelo definido em (2.4) é expresso por

l(θ;y) = −n
2

log σ2 − 1

2

n∑
`=1

logm` +
n∑
`=1

t(z`),

com t(z`) = log g(z2` ), sendo z` =
√
u` = (y`−µ`)√

φ`
, ` = 1, . . . , n. A função escore total

de θ = (δ>,β>, σ2)> tem a forma U(θ) = (Uδ
>,Uβ

>, Uσ2)> e seus componentes (ver

Apêndice A) são expressos, em notação matricial, por

Uδ = −1

2
Ψ>(Mι− SMu),

Uβ = X̃SΦ(y − µ) e

Uσ2 = − n

σ2
+

1

2σ2
(y − µ)>SΦ(y − µ),

em que X̃ = ∂µ/∂β>,S = diag{s1, . . . , sn}, com s` =
−2g′(z2` )
g(z2` )

e g′(z2` ) =
∂g(z2` )

∂z2`
, Φ =

diag{1/φ1, . . . , 1/φn}, Ψ é uma matriz n × k com a `−ésima linha dada por ∂m`/∂δ
>,

M = diag{1/m1, . . . , 1/mn}, u = (u1, . . . , un)> e ι é um vetor n×1 de uns. Algumas das

distribuições simétricas são listadas na Tabela 2.1, em que também incluímos expressões

para g(z2) e s.

Amatriz de informação de Fisher para o modelo resultante (ver Apêndice A) é expressa

da forma

I = −E
(

∂2l

∂θ∂θ>

)
=


(
1−δ(0,1,0,0,2)

4

)
Ψ>M (2)Ψ 0

(
1−δ(0,1,0,0,2)

4

)
Ψ>Φι

0 −δ(0,1,0,0,0)X̃>ΦX̃ 0(
1−δ(0,1,0,0,2)

4

)
ι>ΦΨ 0 (1− δ(0,1,0,0,2)) n

4σ4

 ,
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sendoM (2) = M �M , em que � denota o produto Hadamard, isto é, produto elemento

a elemento (Rao, 1973, pág. 30), δ(a,b,c,d,e) = E{t(z`)(1)at(z`)(2)bt(z`)(3)ct(z`)(4)dze`} para

a, b, c, d, e ∈ {1, 2, 3, 4} e t(z`)(k) = ∂kt(z`)

∂zk`
, para k = 1, 2, 3, 4 e ` = 1, . . . , n. Os valores

dos δ’s correspondentes a algumas distribuições simétricas podem ser encontrados em

Uribe-Opazo et al. (2008)

Tabela 2.1: Expressões para g(z2), g′(z2)
g(z2)

e s para algumas distribuições simétricas.

Distribuições g(z2) g′(z2)
g(z2)

s

1. Normal exp{− 1
2
z2}√

2π
−1

2
1

2. Cauchy 1
π
(1 + z2)−1 − 1

1+z2
2

1+z2

3. t-Student ν
ν
2 [ν+z2]−

ν+1
2

B(1/2,ν/2)
− ν+1

2(ν+z2)
ν+1

(ν+z2)

4. Logística tipo I c exp{−z2}
(1+exp{−z2})2 , −1−exp{−z2}

1+exp{−z2}
2(1−exp{−z2})
1+exp{−z2}

c ≈ 1, 484300029

5. Logística tipo II exp{−z}
(1+exp{−z})2 −1

2
(exp{|z|}−1)

(|z| exp{|z|}+1)
(exp{|z|}−1)

(|z| exp{|z|}+1)

6. Exponencial potência c(k) exp
{
−1

2
z2/(1+k)

}
, − z2

(−k/(1+k))

2(1+k)
z2

(−k/(1+k))

(1+k)

c(k)−1 = Γ(1 + 1+k
2

)21+(1+k)/2

Na presença de parâmetros de perturbação, podemos realizar inferências com base

na função de verossimilhança perfilada, sendo tais parâmetros são substituidos por suas

respectivas estimativas de máxima verossimilhança para valores fixos dos parâmetros de

interesse, resultando em uma função de verossimilhança que depende apenas dos parâme-

tros de interesse. O logaritmo da função de verossimilhança perfilada do modelo resultante

é dado por

lp(δ) = lp(δ;y) = l(δ, β̂δ, σ̂
2

δ;y), (2.5)

sendo β̂δ e σ̂2

δ os estimadores de máxima verossimilhança de β e σ2 dado δ, respectiva-

mente. Supondo válidas as condições gerais de regularidade, β̂δ e σ̂2

δ são, respectivamente,

soluções das equações Uβ = 0 e Uσ2 = 0, as quais não podem ser obtidas em forma fe-

chada. Dado isto, os estimadores de máxima verossimilhança de β e σ2 restritos a δ são

obtidos computacionalmente a partir de técnicas iterativas de maximização restrita. Mai-

ores detalhes destas técnicas podem ser obtidas em Nocedal e Wright (1999, Capítulo 18).
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A obtenção do estimador de máxima verossimilhança de δ pode ser feita maximizando

o logaritmo da função de verossimilhança dado em (2.5) sujeita às restrições Uβ = 0 e

Uσ2 = 0.

Para testar a hipótese nula de interesse, isto é, H0 : δ = δ0, contra a hipótese alter-

nativa H1 : δ 6= δ0, sendo δ0 um vetor k × 1 de constantes especificadas, a estatística da

razão de verossimilhanças (LR) é dada por

LR = 2{lp(δ̂)− lp(δ0)},

sendo δ̂ o estimador de máxima verossimilhança de δ. Assintoticamente e sob a hipótese

nula, LR tem distribuição χ2
k, sendo k o número de restrições impostas por H0, sob erro

de ordem n−1.

Ao substituir os parâmetros de perturbação por suas respectivas estimativas de má-

xima verossimilhança estamos, de certo modo, os tratando como conhecidos. Por esta

razão, a função de verossimilhança perfilada pode apresentar viés na função escore e na

informação (Ferrari et al., 2005). Ainda, este procedimento pode fornecer estimadores

de máxima verossimilhança inconsistentes e ineficientes para problemas com um número

grande de parâmetros de perturbação. Cox e Reid (1987) propuseram uma versão modifi-

cada da função de verossimilhança perfilada com o intuito de atenuar o efeito do número

de parâmetros de perturbação, entretanto, esta versão requer ortogonalidade entre os pa-

râmetros de interesse e os de perturbação, o que em nosso caso de estudo implica que

δ deve ser ortogonal aos demais parâmetros. Como podemos observar na matriz de in-

formação de Fisher, (δ>, σ2)> é ortogonal a β e para satisfazer tal restrição é preciso

que a transformação (δ>,β>, σ2) → (δ>,β>, γ) nos conduza à ortogonalidade entre δ>

e γ, ou seja, é necessário e suficiente que E(−∂l/∂δa∂γ) = 0, a = 1, . . . , k. Seguindo a

metodologia de Cox e Reid (1987, Eq. 4), temos que a transformação desejada é obtida a

partir do sistema de equações diferenciais

n

2σ4

∂σ2

∂δa
= − 1

2σ2

n∑
`=1

∂m`

∂δa

1

m`

que tem como solução (Simonoff e Tsai, 1994)

σ2 =
γ

(
∏n

`=1m`)1/n
.

Considerando o modelo reparametrizado, o logaritmo da função de verossimilhança

perfilada modificada (Cox e Reid, 1987) é dado por

l∗CR(δ) = l∗p(δ;y)− 1

2
log{det[j∗(δ; β̂δ, γ̂δ)]},
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em que

l∗p(δ;y) = l∗(δ, β̂δ, γ̂δ;y), com γ̂δ = σ̂2

δ(
n∏
`=1

m`)
1/n,

é o logaritmo da função de verossimilhança perfilada para δ, sendo

l∗(θ∗;y) = −n
2

log γ +
n∑
`=1

t(z`)

o logaritmo da função de verossimilhança para o vetor de parâmetros θ∗ = (β>, δ>, γ)> e

j∗(δ;β, γ) é o bloco da matriz de informação observada para os parâmetros de perturbação

(β>, γ)> avaliada em (δ, β̂δ, γ̂δ), expresso por

j∗(δ; β̂, γ̂) = −
(
j∗ββ 0
0 j∗γγ

)
,

em que j∗ββ é uma matriz quadrada de ordem p cujas entradas são dadas por

j∗ββ = −∂
2l∗(θ∗;y)

∂βj∂βl
= −1

γ

n∑
`=1

t(z`)
(2)q`(j, l)` +

1

γ1/2

n∑
`=1

t(z`)
(1)q

1/2
` (jl)`

e

j∗γγ = −∂
2l∗(θ∗;y)

∂γ2
= − n

2γ2
− 3

4γ2

n∑
`=1

t(z`)
(1)z` −

1

4γ2

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2`

é um escalar, com q` =
(
∏n
s=1ms)

1/n

m`
, (j, l)` = (∂µ`/∂βj)(∂µ`/∂βl) e (jl)` = ∂2µ`/∂βj∂βl.

A estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (LRm) para o teste

de H0 contra H1 é dada por

LRm = 2{lCR(δ̂)− lCR(δ0)}, (2.6)

sendo δ̂ o estimador de máxima verossimilhança de δ. Sob H0, a estatística LRm tem

distribuição assintótica χ2
k, com erro de aproximação de ordem n−1.

2.3 Correções de Bartlett

Quando a distribuição nula exata da estatística de teste é desconhecida ou difícil

de ser obtida, é comum na literatura o uso de testes assintóticos. Os testes de razão de

verossimilhanças usual e verossimilhanças perfiladas modificadas são baseados em grandes

amostras e suas respectivas estatísticas de teste, LR e LRm, têm distribuição assintótica
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nula χ2
k, sendo k o número de restrições impostas por H0, sob um erro de aproximação de

ordem n−1. No entanto, quando o tamanho da amostra não é suficientemente grande, a

aproximação da distribuição das estatísticas LR e LRm pela distribuição χ2 pode não ser

satisfatória, conduzindo a taxas de rejeição bastante distorcidas e podendo resultar numa

tomada de decisão equivocada.

Uma maneira de melhorar a aproximação das distribuições das estatísticas LR e LRm

pela distribuição χ2 é introduzir fatores de correção de Bartlett (Bartlett, 1937; DiCiccio

e Stern, 1994) à essas estatísticas de modo que o erro de aproximação das distribuições

das estatísticas corrigidas pela distribuição χ2 de referência seja menor que o erro de

aproximação para as respectivas versões não corrigidas. Os fatores de correção de Bartlett

não dependem de um modelo paramétrico particular, sendo bastante gerais, o que implica

que suas expressões devem ser obtidas para cada problema de interesse.

Uma outra alternativa para atenuar a distorção das taxas de rejeição do teste da razão

de verossimilhanças quando lidamos com amostras pequenas é aplicar a técnica bootstrap

(Efron, 1979). O teste da razão de verossimilhanças bootstrap segue a metodologia des-

crita por Efron e Tibshirani (1993), que baseada na estatística LR possibilita encontrar a

distribuição empírica da mesma, a partir da amostra observada y = (y1, . . . , yn)>. Ainda,

podemos considerar o teste da razão de verossimilhanças Bartlett bootstrap proposto por

Rocke (1989) como alternativa numérica do teste da razão de verossimilhanças corrigido

via correção de Bartlett.

2.3.1 Correção de Bartlett para a estatística LR

Sabe-se que para grandes amostras e sob hipótese nula, a estatística LR tem dis-

tribuição qui-quadrado com erro de aproximação de ordem n−1. Bartlett (1937) propôs

multiplicar a estatística LR por um fator de correção (1+c/k)−1 derivando uma estatística

corrigida LR∗ expressa por

LR∗ =
LR

1 + c/k
,

em que c é uma constante de ordem n−1 que pode ser estimada sob H0 e escrita em função

de momentos das derivadas do logaritmo da função de verossimilhança (Lawley, 1956).

Em particular, P (LR∗ ≤ x) = P (χ2
k ≤ x) + O(n−2) sob H0. Maiores detalhes sobre

correção de Bartlett podem ser encontrados em Cordeiro e Cribari-Neto (2014).

Para o teste de H0 : δ = δ0 × H1 : δ 6= δ0 na classe dos MNLSH considerando

heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, isto é, m` = exp(ω`
>δ), temos que a
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constante c do fator de correção de Bartlett para a estatística LR é dada por

c = εk(δ) + εp,k(β, δ) + εp,k(δ, γ) + εp,k(β, δ, γ), (2.7)

sendo

εk(δ) =
M4

4
tr(H2

d) +
M2

3

6
ι>H(3)ι+

M2
3

4
ι>HHdHι,

εp,k(β, δ) = − M7

4δ(0,1,0,0,0)
ι>QHdZβdι−

M8

4δ(0,1,0,0,0)
ιHdZβdι

+
δ(0,0,1,0,1)
2δ(0,1,0,0,0)

ιQHdZβdι+ ι>QHdZβdι

− M7

4δ(0,1,0,0,0)
ι>QHdZβdι−

M8

4δ(0,1,0,0,0)
ιHdZβdι

+

(
M2

10

2(δ(0,1,0,0,0))2
+

M10

δ(0,1,0,0,0)

)
ι>QZβ �H �ZβQι

+
M2

10

4(δ(0,1,0,0,0))2
ι>QZβdHZβdQι−

M3M10

2δ(0,1,0,0,0)
ι>QZβdHHdι,

εp,k(δ, γ) = −M9M11

2
tr(Hd) +M2M11tr(Hd)−

M2
1M11

2
ι>H(2)ι

− M2
1M11

4
[tr(Hd)]

2 +

(
M1M6

4
+
M1(M6 − 4M5)

4

)
M2

11tr(Hd) e

εp,k(β, δ, γ) =
M1M10M11

4δ(0,1,0,0,0)

[
(ι>WZβdι)� (ι>Hdι) + ι>QHdZβdι

]
,

em que Q = diag(q1, . . . , qn), com q` = exp{−(ω` − ω̄)>δ} e ω̄ = (ω̄1, . . . , ω̄k)
>, W =

∂τ/∂δ, H = {h`s} = −(W − W̄ )[(W − W̄ )>V (W − W̄ )]−1(W − W̄ )>, com (W −
W̄ ) = (w1 − w̄, . . . ,wn − w̄)> e V matriz diagonal de ordem n com entradas v` =

(1− δ(0,1,0,0,2))/4, `, s = 1, . . . , n, H(2) = (h2`s), H
(3) = (h3`s), Zβ = X̃(X̃

>
QX̃)−1X̃

>
, ι

vetor n× 1 de uns, os subscritos d indicam que apenas os elementos da diagonal principal

das matrizes foram considerados. Ainda, os escalares M1 a M11 expressos por

M1 = −1

8
{δ(0,0,1,0,3) + 3δ(0,1,0,0,2) + δ(1,0,0,0,1)},

M2 = −M1, M3 = M1,

M4 =
1

16
{δ(0,0,0,1,4) + 6δ(0,0,1,0,3) + 7δ(0,1,0,0,2) + δ(1,0,0,0,1)},

M5 = −n
2
{2 + 3δ(1,0,0,0,1) + δ(0,1,0,0,2)},

M6 = −n
8
{8 + 15δ(1,0,0,0,1) + 9δ(0,1,0,0,2) + δ(0,0,1,0,3)},
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M7 =
1

4
{δ(0,0,0,1,2) + 3δ(0,0,1,0,1)},

M8 =
1

2
{δ(0,0,1,0,1) + 2δ(0,1,0,0,0)},

M9 =
1

16
{δ(0,0,0,1,4) + 8δ(0,0,1,0,3) + 13δ(0,1,0,0,2) + 3δ(1,0,0,0,1)},

M10 = −M8 e

M11 =
4

n{2 + δ(0,1,0,0,2) + 3δ(1,0,0,0,1)}
.

Podemos observar que a constante c do fator de correção envolve apenas operações simples

de matrizes e podem ser facilmente implementados em pacotes de computação simbólica e

linguagens de programação que permite execução de operações simples de álgebra linear,

tais como, Ox e R. Detalhes sobre a obtenção da constante c são apresentados no Apêndice

B.

2.3.2 Correção de Bartlett para a estatística LRm

A estatística LRm, assim como a estatística da razão de verossimilhanças usual, tem

distribuição nula assintótica χ2
k sob erro de aproximação de ordem n−1. DiCiccio e Stern

(1994) propuseram uma correção de Bartlett para esta estatística, reduzindo o erro de

aproximação para ordem n−2. A estatística corrigida é dada por

LR∗m =
LRm

1 + cm/k
,

sendo cm uma constante de ordem n−1 tal que, sobH0, E(LR∗m) = k+O(n−3/2). A equação

geral para cm é definida em DiCiccio e Stern (1994, Eq. 25). Baseado nessa expressão,

Ferrari et al. (2004, Eq. 5) obtiveram uma equação para o cálculo de cm que pode ser

empregada em qualquer classe de modelos que usa a partição do vetor de parâmetros tal

como feita neste capítulo. No Apêndice C, obtemos com detalhes cm para o teste de H0

que, considerando heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, na classe dos MNLSH,

é escrito em notação matricial como

cm =
1

4
M4tr(H2

d)− 1

4
M2

1M11[tr(Hd)]
2 +

1

4
M2

1 ι
>HdHHdι+

1

6
M2

1 ι
>H(3)ι

− M1M11tr(Hd)−M1M5M
2
11tr(Hd)−

1

2
M2

1M11ι
>H(2)ι. (2.8)

A constante cm envolve apenas operações simples de matrizes, tal como a constante c do

fator de correção da estatística LR. Ainda, o fator de correção cm depende apenas da

matriz de covariáveis W , do número de parâmetros desconhecidos em φ` e do número
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de observações, assim, não dependendo de parâmetros desconhecidos ou do número de

parâmetros de perturbação. Além disso, pode-se observar que a não linearidade do mo-

delo não exerce influência sobre o fator de correção cm para a estatística da razão de

verossimilhanças perfiladas modificadas para o teste de heteroscedasticidade.

2.3.3 Correção de Bartlett bootstrap para a estatística LR

Como alternativa aos testes assintóticos, pode-se realizar inferências baseadas em tes-

tes com valores críticos (p−valor) obtidos através da técnica bootstrap (Efron, 1979). O

teste da razão de verossimilhanças bootstrap apresenta inferência confiável e não envolve

cálculos complexos, no mais, é computacionalmente custoso. Considerando a técnica bo-

otstrap (Efron, 1979), Rocke (1989) propôs uma forma numérica alternativa ao cálculo do

fator de correção de Bartlett para a estatística LR, derivando uma estatística da razão

de verossimilhanças bootstrap (LR∗boot) que é obtida como segue. Inicialmente geramos

B amostras bootstrap (y∗1, . . . , y
∗
B) a partir do modelo assumido considerando H0 verda-

deira e substituindo os parâmetros por suas respectivas estimativas restritas calculadas

usando a amostra original (y1, . . . , yn). Depois calculamos o valor da estatística da razão

de verossimilhanças para cada pseudo-amostra bootstrap. Denotamos por LRb
boot, sendo

b = 1, . . . , B, a b−ésima amostra bootstrap. A estatística da razão de verossimilhanças

Bartlett bootstrap é calculada por

LR∗boot =
LR

LR
∗
boot

k,

sendo k o número de restrições impostas por H0 e LR∗boot = 1
B

∑B
b=1 LR

b
boot. Sob H0, a

estatística LR∗boot segue uma distribuição χ2
k, aproximadamente.

É valido salientar que a estatística da razão de verossimilhanças bootstrap (LRboot)

não segue distribuição χ2, sendo o teste baseado nesta estatística realizado como descrito

a seguir:

• Para o nível de significância fixado (α), calcule o percentil 1 − α da distribuição

empírica de LRboot, que é estimado pelo valor q̂(1−α) tal que

#{LRboot ≤ q̂(1−α)}
B

= 1− α,

com # denotando a cardinalidade do conjunto. Rejeite a hipótese nula se LR > q̂1−α.

De forma alternativa, a regra de decisão pode ser escrita com base no p−valor
16



bootstrap dado por

p∗ =
#{LRb

boot ≥ LR}
B

.

Assim, rejeitamos H0 para p∗ menor que o nível de significância considerado.

Trabalhos recentes na literatura realizam inferência baseada nos testes da razão de

verossimilhanças bootstrap e Bartlett bootstrap (Bayer e Cribari-Neto, 2013; Cribari-Neto

e Queiroz, 2014). Uma vantagem de utilizar a correção de Bartlett bootstrap ao invés da

técnica bootstrap usual é devido à sua eficiência computacional. Para obter o valor crítico

do teste utilizando a correção de Bartlett bootstrap é necessário um número de amostras

bootstrap menor do que as necessárias quando é utilizada a técnica bootstrap usual, o

que implica que a correção de Bartlett bootstrap é computacionalmente mais eficiente do

que a técnica bootstrap usual, ver Rocke (1989).

2.4 Resultados numéricos

Realizamos estudos de simulação de Monte Carlo a fim de comparar os desempenhos

dos testes da razão de verossimilhanças usual e as demais versões apresentadas neste

capítulo. A saber, consideramos os testes baseados nas seguintes estatísticas: razão de

verossimilhanças (LR), sua versão corrigida via Bartlett (LR∗), razão de verossimilhanças

perfiladas modificadas (LRm), sua versão corrigida via Bartlett (LR∗m), razão de verossimi-

lhanças bootstrap (LRboot) e razão de verossimilhanças Bartlett bootstrap (LR∗boot). Ava-

liamos os desempenhos dos testes segundo a proximidade das probabilidades de rejeição

da hipótese nula quando esta é verdadeira (probabilidade do erro tipo I) aos respectivos

níveis nominais dos testes para cenários com um número fixo de parâmetros de interesse

e de perturbação, variando o tamanho amostral e estudamos separadamente o efeito do

número de parâmetros de perturbação e de interesse. Ainda, apresentamos gráficos de

discrepância de quantis para alguns dos cenários simulados.

Baseamos o estudo da simulação no modelo de regressão

y` = β0 + exp{β1x`1}+

p−1∑
s=2

βsx`s + ε`, ` = 1, . . . , n,

sendo ε` variáveis aleatórias independentes em que ε` ∼ S(0, σ2 exp{ω`>δ}, g). As hipóte-

ses testadas foram H0 : δ = 0, sendo δ um vetor k−dimensional, assim indicando que o
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modelo é homoscedástico contra a hipótese alternativa H1 : δi 6= 0 para pelo menos um i,

i = 1, . . . , k.

Para o estudo de simulação foram consideradas as distribuições simétricas t−Student
com 5 graus de liberdade (ν) e exponencial potência com parâmetro de forma κ = 0, 3.

Lucas (1997) e Villegas et al. (2013) abordam aspectos de robustez do modelo t−Student
para quando fixamos os graus de liberdade e apontam que tal modelo acomoda melhor

observações aberrantes quando os graus de liberdade são fixados, por esta razão nestre

trabalho consideramos ν fixo. A escolha dos graus de liberdade e do parâmetro de forma

das respectivas distribuições tiveram base nos coeficientes de curtose apresentados pelas

distribuições para os valores dos graus de liberdade e parâmetro de forma adotados. Como

nosso interesse é trabalhar com distribuições simétricas com caudas mais pesadas que

as da normal (coeficiente de curtose igual a 3), escolhemos ν = 5 para a t−Student
e κ = 0, 3 para a exponencial potência pois para estes respectivos valores dos graus

de liberdade e parâmetros de forma tais distribuições apresentam curtose iguais a 9 e

3, 67, respectivamente, isto é, maiores que a curtose da distribuição normal. Para os

parâmetros de regressão assumimos β0 = . . . = βp−1 = 1, σ2 = 1, δ1 = 0, 1; δ2 = 0, 3; δ3 =

0, 5 e δ4 = δ5 = 1, 0. As covariáveis x`1, . . . , x`p−1 e w`1, . . . , w`k foram mantidas fixas

e geradas como amostras aleatórias da distribuição U(0, 1). O número de réplicas de

Monte Carlo e bootstrap foi fixado em 10.000 e 500, respectivamente, e os níveis nominais

considerados foram α = 1%, 5% e 10%. As simulações foram realizadas usando a linguagem

de programação matricial Ox (Doornik, 2006) e os gráficos de discrepância de quantis foram

feitos usando o software estatístico R.

Considerando cada tamanho amostral e nível nominal estipulado, calculamos as taxas

de rejeição para cada teste, isto é, estimamos via simulação de Monte Carlo P(LR ≥
χ2
(α;k)), P(LR∗ ≥ χ2

(α;k)), P(LRm ≥ χ2
(α;k)), P(LR∗m ≥ χ2

(α;k)), P(LR∗boot ≥ χ2
(α;k)), com

χ2
(α;k) sendo o percentil (1 − α) da distribuição χ2

k. Para o teste bootstrap, a taxa de

rejeição foi obtida a partir do cálculo da probabilidade P(LR ≥ q̂(1−α)), em que q̂(1−α) é o

percentil (1− α) estimado da distribuição empírica de LRboot. Nas Tabelas apresentadas

todas as entradas são porcentagens.

As Tabelas 2.2 e 2.3 apresentam as taxas de rejeição nulas dos diferentes testes para

os modelos t5, exponencial potência, respectivamente, para p = 3, 5 e k = 3 quando

o tamanho da amostra aumenta. Como podemos observar nestas Tabelas, o teste da

razão de verossimilhanças é consideravelmente liberal, como exemplo, na Tabela 2.2 para

p = 3, α = 5% e considerando todos os tamanhos amostrais (n = 30, 40, 50, 100), as taxas
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de rejeição do teste LR são iguais a 13, 6%, 11, 9%, 10, 7% e 9, 5%, respectivamente. A

versão corrigida para o teste da razão verossimilhanças atenua a distorção do teste usual,

embora ainda apresente taxas de rejeição maiores que os níveis nominais considerados, a

exemplo, considerando o mesmo cenário anterio, as taxas de rejeição do teste LR∗ para

os quatro tamanhos amostrais são 7, 0%, 6, 6%, 5, 9% e 5, 4%, respectivamente. De forma

geral, para ambos os testes, conforme o tamanho da amostra aumenta, as distorções dos

testes diminuem.

Os resultados de simulação para o modelo t5 apresentados na Tabela 2.2 indicam que

os testes corrigidos LR∗m e LR∗boot apresentam os melhores desempenhos, sendo o teste

LR∗m o de melhor desempenho, seguido do teste LR∗boot. Por exemplo, para p = 3 e α =

5%, as taxas de rejeição nulas do teste LR∗m para os quatro tamanhos amostrais são

5%, 4, 9%, 5%, 5, 3% e as taxas correspondentes para o teste LR∗boot são 5, 3%, 5, 4%, 5%, 4, 4%.

De forma geral, o bom desempenho do teste LR∗m pode ser observado em todos os cená-

rios. Na Tabela 2.3 são apresentados os resultados para o modelo exponencial potência,

em que podemos observar que os testes corrigidos LR∗m e LR∗boot apresentam melhores

desempenhos outra vez, sendo o teste LR∗boot o de melhor performance, seguido do teste

LR∗m. Por exemplo, para p = 5 e α = 10%, as taxas de rejeição nulas do teste LR∗boot para

os quatro tamanhos amostrais foram 10%, 9, 9%, 10%, 9, 9%, enquanto que para o teste

LR∗m foram 7, 2%, 9, 1%, 9, 9%, 10, 6%.

Na Tabela 2.4 avaliamos o efeito do número de parâmetros de perturbação no de-

sempenho dos testes, fixando o tamanho amostral (n = 35), o número de parâmetros de

interesse (k = 3) e variando o número de parâmetros de perturbação (p = 2, 3, 4, 5) para os

modelos t5 e exponencial potência. Para ambos os modelos, os testes usuais e suas versões

corrigidas são bastante distorcidos e conforme o número de parâmetros de perturbação au-

menta, a distorção dos testes LR e LR∗ aumenta também. Em contrapartida, o aumento

do número de parâmetros de perturbação foi indiferente para os demais testes, tendo os

testes corrigidos LR∗m e LR∗boot desempenhos melhores, destacando-se, de forma geral, o

teste LR∗boot. Por exemplo, para o modelo t5 considerando p = 4 e α = 5%, temos as taxas

de rejeição nulas dos testes iguais a 15, 8% (LR), 8, 8% (LR∗), 4, 5% (LRm), 4, 7% (LR∗m),

5, 1% (LRboot) e 5, 0% (LR∗boot). Considerando o mesmo cenário, temos para o modelo

exponencial potência as seguintes taxas de rejeição nulas: 14, 7% (LR), 8, 8% (LR∗),

3, 4% (LRm), 4.1% (LR∗m), 5, 3% (LRboot) e 5, 1% (LR∗boot).

O efeito do aumento do número de parâmetros de interesse no desempenho dos tes-

tes é avaliado na Tabela G.1. Para isto, fixamos o tamanho amostral (n = 35) e o
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Tabela 2.2: Tamanho dos testes para o Modelo t5 com p = 3, 5, k = 3 e diversos valores para n.

α Teste p = 3 p = 5
n n

30 40 50 100 30 40 50 100
α = 10% LR 21, 2 19, 4 18, 3 16, 3 33, 0 25, 5 19, 7 14, 4

LR∗ 13, 2 12, 5 11, 4 10, 7 21, 1 15, 9 13, 8 11, 6
LRm 9, 2 9, 4 9, 4 10, 0 8, 8 10, 2 9, 9 9, 9
LR∗m 9, 6 9, 7 9, 6 10, 3 9, 3 10, 4 10, 1 10, 1
LRboot 10, 4 11, 1 10, 2 9, 6 10, 6 10, 0 10, 2 10, 5
LR∗boot 10, 4 10, 9 10, 2 9, 5 10, 5 10, 0 10, 0 10, 5

α = 5% LR 13, 6 11, 9 10, 7 9, 5 22, 6 16, 8 12, 3 7, 7
LR∗ 7, 0 6, 6 5, 9 5, 4 12, 9 8, 8 7, 4 5, 8
LRm 4, 7 4, 7 4, 9 5, 1 4, 2 5, 0 4, 5 5, 0
LR∗m 5, 0 4, 9 5, 0 5, 3 4, 5 5, 2 4, 6 5, 2
LRboot 5, 2 5, 4 5, 1 4, 6 5, 5 5, 0 5, 1 5, 3
LR∗boot 5, 3 5, 4 5, 0 4, 4 5, 2 4, 9 5, 1 5, 2

α = 1% LR 4, 7 4, 0 3, 4 2, 6 9, 5 6, 5 3, 8 1, 9
LR∗ 1, 6 1, 4 1, 2 1, 1 3, 9 2, 4 1, 9 1, 1
LRm 0, 9 0, 9 1, 0 1, 0 1, 0 0, 9 1, 0 1, 0
LR∗m 1, 0 0, 9 1, 0 1, 0 1, 0 1, 0 1, 0 1, 0
LRboot 1, 2 1, 2 1, 2 1, 1 1, 3 1, 3 1, 1 1, 2
LR∗boot 1, 1 1, 0 1, 1 0, 9 1, 1 1, 2 1, 0 1, 0

número de parâmetros de perturbação (p=3), variando o número de parâmetros de in-

teresse (k=2,3,4,5). O desempenho dos testes foi semelhante ao apresentado na Tabela

2.4, tendo o teste LR∗boot apresentado taxas mais próximas aos níveis nominais adotados

quando comparado aos demais testes corrigidos, principalmente para o modelo exponen-

cial potência. Por exemplo, considerando o cenário em que k = 3 e α = 1%, temos

as taxas de rejeição dos testes para o modelo exponencial potência iguais a 3, 9% (LR),

1, 1% (LR∗), 0, 7% (LRm), 0, 9% (LR∗m), 1, 2% (LRboot) e 1, 0% (LR∗boot). Considerando o

mesmo cenário, para o modelo t5 temos taxas de rejeição iguais a 4% (LR), 1, 8% (LR∗),

0, 8% (LRm), 0, 8% (LR∗m), 1, 1% (LRboot) e 0, 9% (LR∗boot).

Os resultados numérios apresentados nas Tabelas 2.2-G.1 evidenciam a superioridade

no desempenho dos testes corrigidos perante os não corrigidos em amostras de tamanho

pequeno e moderado. De modo geral, o teste Bartlett bootstrap teve melhor desempenho,
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Tabela 2.3: Tamanho dos testes para o Modelo exponencial potência com κ = 0, 3, p = 3, 5,
k = 3 e diversos valores para n.

α Teste p = 3 p = 5
n n

30 40 50 100 30 40 50 100
α = 10% LR 22, 6 17, 2 14, 9 12, 1 32, 0 22, 2 20, 2 14, 2

LR∗ 14, 9 12, 8 11, 6 10, 4 22, 4 18, 6 16, 2 13, 7
LRm 7, 7 8, 9 9, 3 9, 7 6, 1 8, 3 9, 1 10, 2
LR∗m 8, 8 9, 7 10, 2 10, 0 7, 2 9, 1 9, 9 10, 6
LRboot 10, 7 10, 5 10, 0 10, 0 10, 0 10, 1 10, 0 10, 0
LR∗boot 10, 6 10, 4 10, 0 9, 9 10, 0 9, 9 10, 0 9, 9

α = 5% LR 14, 1 10, 1 8, 6 6, 4 22, 8 14, 2 12, 0 7, 8
LR∗ 8, 5 6, 9 6, 1 5, 5 14, 0 10, 8 9, 3 7, 4
LRm 3, 5 4, 4 4, 7 4, 8 2, 6 3, 8 4, 2 4, 7
LR∗m 4, 2 5, 0 5, 2 5, 1 3, 3 4, 3 4, 8 4, 9
LRboot 5, 4 5, 1 5, 2 5, 0 5, 3 5, 4 5, 1 5, 0
LR∗boot 5, 5 4, 9 4, 9 5, 1 5, 1 5, 1 5, 1 5, 0

α = 1% LR 4, 7 3, 0 2, 4 1, 0 9, 6 4, 8 3, 6 1, 9
LR∗ 2, 2 1, 5 1, 4 1, 1 4, 7 3, 2 2, 8 1, 9
LRm 0, 4 0, 8 1, 2 1, 0 0, 4 0, 6 0, 7 0, 9
LR∗m 0, 6 1, 0 1, 3 1, 1 0, 5 0, 7 0, 8 1, 0
LRboot 1, 3 1, 2 1, 3 1, 1 1, 3 1, 1 1, 3 1, 1
LR∗boot 1, 2 1, 0 1, 0 1, 1 1, 1 1, 0 1, 1 1, 0

seguido do teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas corrigido. O teste

da razão de verossimilhanças corrigido atenua as distorções do teste usual, embora ainda

apresente taxas de rejeição um pouco distorcidas, sobretudo quando aumentamos o número

de parâmetros nos modelos.

Nas Figuras 2.1 - 2.4 construímos o gráfico do quociente da diferença entre o quantil

exato (estimado por simulação) e o quantil assintótico (χ2) pelo quantil assintótico para

os modelos t5 (Figuras 2.1 e 2.2) e exponencial potência (Figuras 2.3 e 2.4) considerando

n = 35, p = 3, 5 e k = 3. Consideramos apenas os testes corrigidos, uma vez que os testes

baseados nas estatísticas LR e LRm apresentaram comportamento liberal e conservativo,

respectivamente, indicando que tais estatísticas não têm suas respectivas distribuições

bem aproximadas da distribuição χ2 de referência. Dos gráficos, quanto mais próxima a

curva de discrepância estiver da ordenada nula, melhor é a aproximação da distribuição
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Figura 2.1: Discrepância relativa de quantis para o modelo t5 com n = 35, p = 3, k = 3

Figura 2.2: Discrepância relativa de quantis para o modelo t5 com n = 35, p = 5, k = 3
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Figura 2.3: Discrepância relativa de quantis para o modelo exponencial potência com
κ = 0, 3, considerando n = 35, p = 3, k = 3

Figura 2.4: Discrepância relativa de quantis para o modelo exponencial potência com
κ = 0, 3, considerando n = 35, p = 5, k = 3
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Tabela 2.4: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial potência com κ = 0, 3, consi-
derando n = 35, k = 3 e diversos valores para p.

α Teste Modelo t5 Modelo exponencial potência
p p

2 3 4 5 2 3 4 5
10% LR 16, 3 19, 4 24, 5 29, 1 15, 4 19, 0 23, 0 28, 6

LR∗ 11, 4 12, 9 15, 4 17, 9 12, 3 13, 7 15, 8 18, 8
LRm 9, 4 9, 4 9, 7 9, 0 8, 5 8, 3 7, 6 7, 5
LR∗m 9, 7 9, 7 10, 0 9, 3 9, 4 9, 6 8, 5 8, 7
LRboot 9, 6 9, 8 10, 4 10, 3 10, 4 9, 8 10, 4 9, 5
LR∗boot 9, 6 9, 8 10, 2 10, 0 10, 2 9, 7 10, 3 9, 4

5% LR 9, 3 11, 9 15, 8 19, 4 8, 9 11, 5 14, 7 19, 1
LR∗ 5, 9 7, 0 8, 8 10, 5 6, 4 7, 5 8, 8 11, 4
LRm 4, 5 4, 7 4, 5 4, 3 4, 2 3, 8 3, 4 3, 6
LR∗m 4, 8 4, 9 4, 7 4, 5 5, 0 4, 6 4, 1 4, 3
LRboot 4, 9 4, 9 5, 1 5, 1 5, 6 5, 0 5, 3 5, 1
LR∗boot 4, 8 4, 9 5, 0 4, 8 5, 5 4, 9 5, 1 5, 0

1% LR 2, 8 4, 0 5, 8 7, 5 2, 7 3, 9 5, 3 7, 9
LR∗ 1, 2 1, 8 2, 3 3, 2 1, 5 1, 1 2, 4 3, 8
LRm 0, 7 0, 9 1, 0 0, 9 0, 8 0, 7 0, 6 0, 6
LR∗m 0, 8 0, 9 1, 0 1, 0 1, 0 0, 9 0, 7 0, 7
LRboot 0, 9 1, 1 1, 2 1, 2 1, 0 1, 2 1, 4 1, 2
LR∗boot 0, 8 0, 9 1, 0 1, 0 0, 9 1, 1 1, 2 1, 0

nula da estatística de teste pela distribuição χ2 de referência. Para ambos modelos é

notório que a distribuição nula da estatística da razão de verossimilhanças corrigida não é

bem aproximada pela distribuição χ2 de referência em todos os cenários considerados, uma

vez que as curvas de discrepância estão bem acima da ordenada nula. Em contrapartida, a

curva de discrepância das estatísticas da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas

corridida e Bartlett bootstrap se aproximaram bem da ordenada nula, indicando boa

aproximação de suas respectivas distribuições nula pela distribuição χ2 de referência, o

que foi refletido no desempenho dos testes apresentados nas Tabelas 2.2-G.1.
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Tabela 2.5: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial potência com κ = 0, 3, consi-
derando n = 35, p = 3 e diversos valores para k.

α Teste Modelo t5 Modelo exponencial potência
k k

2 3 4 5 2 3 4 5
10% LR 16, 0 19, 5 21, 5 23, 9 16, 4 18, 9 20, 0 21, 8

LR∗ 11, 4 12, 3 13, 7 15, 2 12, 0 13, 7 14, 1 15, 4
LRm 9, 1 9, 1 9, 7 10, 2 9, 0 8, 3 8, 0 7, 3
LR∗m 9, 4 9, 4 10, 0 10, 3 10, 0 9, 5 9, 0 8, 5
LRboot 9, 9 9, 8 10, 4 10, 5 10, 2 9, 8 10, 4 10, 7
LR∗boot 9, 8 9, 9 10, 2 10, 4 10, 2 9, 7 10, 2 10, 8

5% LR 9, 2 11, 8 13, 0 15, 0 9, 6 11, 5 12, 1 13, 4
LR∗ 6, 0 7, 0 7, 2 8, 6 6, 2 7, 5 7, 7 8, 9
LRm 4, 7 4, 4 4, 5 5, 4 4, 8 3, 8 3, 7 3, 5
LR∗m 5, 0 4, 6 4, 7 5, 4 5, 0 4, 6 4, 4 4, 2
LRboot 5, 0 4, 9 5, 1 5, 3 5, 2 5, 0 5, 3 5, 6
LR∗boot 4, 9 4, 9 5, 0 5, 2 5, 1 4, 9 5, 0 5, 6

1% LR 2, 9 4, 0 4, 1 5, 6 2, 9 3, 9 4, 0 4, 6
LR∗ 1, 4 1, 8 1, 7 2, 2 1, 5 1, 1 2, 0 2, 5
LRm 0, 9 0, 8 0, 9 1, 0 0, 8 0, 7 0, 7 0, 6
LR∗m 1, 0 0, 8 1, 0 1, 0 1, 1 0, 9 0, 9 0, 8
LRboot 1, 1 1, 1 1, 2 1, 3 1, 2 1, 2 1, 4 1, 3
LR∗boot 0, 9 0, 9 1, 0 1, 2 1, 0 1, 0 1, 2 1, 3

2.5 Conclusões

Para amostras de tamanho pequeno e até moderado, a distribuição da estatística da

razão de verossimilhanças não é bem aproximada da distribuição χ2 limite, como con-

sequência, o teste apresenta taxas de rejeição bastante distorcidas, sendo assim importante

desenvolver estratégias de inferência mais acuradas para quando o tamanho da amostra

não for grande o suficiente.

Neste capítulo apresentamos correções de Bartlett para os testes da razão de verossimi-

lhanças baseados na verossimilhança usual e verossimilhança perfilada modificada. Nosso

trabalho generaliza os resultados apresentados por Cordeiro (2004), que obteve um fator

de correção de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças para o modelo

linear simétrico e Ferrari et al. (2004), que obteve um teste da razão de verossimilhanças
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perfiladas modificadas para o modelo normal linear. Afim de comparar o desempenho

dos testes, também foram considerados os testes da razão de verossimilhanças bootstrap

e Bartlett bootstrap.

Os resultados numéricos mostraram que o teste da razão de verossimilhanças usual é

bastante liberal e sua versão corrigida via Bartlett, embora atenue tal tendência, ainda

apresenta taxas de rejeição distorcidas conforme o número de parâmetros no modelo au-

menta. O teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas apresenta desempenho

superior ao teste usual e não sofre efeito do aumento do número de parâmetros no modelo.

Em particular, pode-se observar também a superioridade do desempenho dos testes da

razão de verossimilhanças perfiladas modificadas corrigido e Bartlett bootstrap em amos-

tras de tamanho pequeno e moderado, dessa maneira, em aplicações práticas, sugerimos

o uso destes testes.
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CAPÍTULO 3

Refinamento dos testes escore e gradiente

3.1 Introdução

Assim como o teste da razão de verossimilhanças, os testes escore e gradiente também

podem ser aprimorados, derivando testes cuja distribuição de suas respectivas estatísticas

é melhor aproximada da distribuição qui-quadrado de referência. Para obter os testes

escore e gradiente melhorados, são incorporados fatores de correção, denominados fatores

de correção tipo-Bartlett, às estatísticas destes testes. Os fatores de correção para as

estatísticas escore e gradiente foram obtidos, respectivamente, por Cordeiro e Ferrari

(1991) e Vargas et al. (2013).

Diversos trabalhos na literatura têm abordado esta temática, dentre eles, Cysneiros

et al. (2010b) derivaram um fator de correção tipo-Bartlett para a estatística escore na

classe dos modelos não-lineares simétricos, tendo seus resultados posteriormente generali-

zados por Nascimento (2010), que aprimorou o teste escore para os modelos não-lineares

simétricos heteroscedásticos e avaliou numericamente apenas os testes sob os parâmetros

de locação. Vargas et al. (2014) obtiveram um fator de correção tipo-Bartlett para a esta-

tística gradiente na classe dos modelos lineares generalizados. Nesta direção, iremos obter

um fator de correção tipo-Bartlett para a estatística gradiente para o teste de heteros-

cedasticidade na classe dos modelos não-lineares simétricos heteroscedásticos (MNLSH).

Este trabalho é pioneiro no sentido de aprimorar o teste gradiente para modelos com

erros seguindo distribuição simétrica. No mais, diferentemente das estatísticas da razão

de verossimilhanças e escore, a estatística gradiente não é invariante sob reparametriza-
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ções não-lineares (Terrell, 2002). Desse modo, neste capítulo não iremos utilizar a mesma

parametrização do Capítulo 2. Aqui, nosso vetor de parâmetros será θ = (β>, δ>)>,

onde faremos testes para um subconjunto δ1 de δ. No que segue, apresentamos o modelo

não-linear simétrico heteroscedástico seguindo a nova parametrização e seus aspectos in-

ferenciais. Na Seção 3.3, discorremos sobre as correções tipo-Bartlett para as estatísticas

escore e gradiente, obtendo expressões em notação matricial para os fatores de correção

tipo-Bartlett para o teste de heteroscedasticidade na classe dos MNLSH. Ainda, consi-

deramos estatísticas de teste alternativas à estatística escore corrigida. Com o intuito

avaliar o desempenho dos testes sob investigação, na Seção 3.4 será realizado um estudo

de simulação de Monte Carlo sob diversos cenários. Para efeito de comparação, iremos

considerar no estudo de simulação os testes da razão de verossimilhanças usual e corri-

gido, sendo o segundo obtido para a classe dos MNLSH, considerando a parametrização

adotada neste capítulo, por Brito (2009). Na Seção 3.5 apresentamos uma aplicação a

dados reais. Considerações sobre os resultados obtidos são apresentados na Seção 3.6.

3.2 Aspectos inferenciais

Sejam y1, . . . , yn variáveis aleatórias contínuas independentes simétricas (2.1). O mo-

delo de interesse é definido por

y` = µ` +
√
φ∗`ε`; ε` ∼ S(0, 1, g), ` = 1, . . . , n, (3.1)

sendo µ` como definido em (2.2) e φ∗` definido por

φ∗` = m(τ ∗` ), ` = 1, . . . , n, (3.2)

com m(τ ∗` ) > 0, sendo τ ∗` = w∗`
>δ, w∗` = (1, w`1, . . . , w`k−1)

> um vetor de variáveis expli-

cativas e δ = (δ0, δ1, . . . , δk−1)
> um vetor de parâmetros desconhecidos a serem estimados.

O logaritmo da função de verossimilhança do vetor de parâmetros θ = (δ>,β>)>,

dado os valores observados y1, . . . , yn, do modelo definido em (3.1) é expresso por

l(θ;y) = −1

2

n∑
`=1

log(φ∗`) +
n∑
`=1

t(z`),

com t(z`) e z` tal como definidos na Seção 2.2. Ainda, assumimos l(θ;y) regular com

respeito às derivadas dos componentes de β e δ até quarta ordem (Cox e Hinkley, 1974,

Cap. 9).
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As funções escore de δ e β são dadas em notação matricial, respectivamente, por

Uδ =
1

2
W>Λ(SF1u− F1ι) e Uβ = X̃>SΛ(y − µ),

em que X̃ = ∂µ/∂β, W = ∂τ ∗/∂δ, Λ = diag{1/φ∗1, . . . , 1/φ∗n}, S = diag{s1, . . . , sn},
com s` = −2g′(u`)

g(u`)
, F1 = diag{h′1, . . . , h′n}, com h′` = ∂φ∗`/∂τ`, para ` = 1, . . . , n, u =

(u1, . . . , un)> e ι um vetor de n × 1 de uns. Características de algumas distribuições

simétricas são apresentadas na Tabela 2.1.

A matriz de informação de Fisher para θ tem estrutura bloco-diagonal,Kθ = diag{Kδ,

Kβ}, onde
Kδ = W>VW e Kβ = −δ(0,1,0,0,0)X̃>Λ−1X̃,

com V = diag{v1, . . . , vn}, sendo v` = ((1 − δ(0,1,0,0,0))h′`
2)/4φ∗`

2 e δ(a,b,c,d,e) = E{t(z`)(1)a,
t(z`)

(2)b, t(z`)
(3)c, t(z`)

(4)dze`} para a, b, c, d, e ∈ {1, 2, 3, 4} e t(z`)(k) = ∂kt(z`)/∂z
k
` , para

k = 1, 2, 3, 4 e ` = 1, . . . , n. Os valores dos δ’s variam dentre as distribuições simétricas,

em Uribe-Opazo et al. (2008) podem ser encontrados estes valores. Os parâmetros δ

e β são globalmente ortogonais (Cox e Reid, 1987) e seus respectivos estimadores de

máxima verossimilhança são assintoticamente independentes. As estimativas de máxima

verossimilhança de δ̂ e β̂ podem ser obtidas iterativamente a partir do método scoring-

Fisher, (ver Cysneiros et al. (2010)).

Considere a partição δ = (δ0, δ1)>, em que δ0 é um escalar e δ1 = (δ1, . . . , δk−1)
>.

Estamos interessados em testar a hipótese nulaH0 : δ1 = δ
(0)
1 contra a hipótese alternativa

H1 : δ1 6= δ
(0)
1 , sendo δ(0)1 um vetor de dimensão (k − 1) × 1 de constantes especificadas

tal que m(w∗`
>δ

(0)
1 ) = 1, ou seja, sob H0 temos φ∗` = m(δ0), indicando que o modelo é

homoscedástico.

A partição em δ induz as partições na matrizW , função escoreUδ e matriz informação

de Fisher Kδ expressas, respectivamente, por: W = (W0,W1), sendo W0 = 1 um vetor

n × 1 de uns e W1 = ∂τ ∗/∂δ1, Uδ = (U>δ0 ,Uδ1
>)>, com U δ0 = 1

2
W>

0 Λ(SF1u− F1ι),

Uδ1 = 1
2
W>

1 Λ(SF1u− F1ι) e

Kδ =

 Kδ0δ0 Kδ0δ1

Kδ1δ0
Kδ1δ1

,


com Kδ0δ0 = W>

0 VW0, K
>
δ0δ1

= Kδ1δ0
= W>

1 VW0 e Kδ1δ1 = W>
1 VW1.

A inversa da matriz de informação de Fisher é dada por K−1
θ = diag{Kδ

−1,Kβ
−1}.

Utilizando a fórmula de inversa de matrizes simétricas particionadas (Rao, 1973, pág. 33),

29



após alguma álgebra, chegamos a

Kδ
−1 =

 Kδ0δ0 Kδ0δ1

Kδ1δ0 Kδ1δ1

 ,
sendoKδ1δ1 = (R>V R)−1,Kδ1δ0 = Kδ0δ1> = (R>V R)−1C> eKδ0δ0 = (W0

>VW0)−1+

C(R>V R)−1C>, com

R = W1 −W0C e C = (W0
>VW0)−1(W0

−1VW1).

A fim de testar H0 contra H1 na classe dos MNLSH, consideremos os testes da razão de

verossimilhanças, escore e gradiente, cujas estatísticas de teste são dadas, respectivamente,

por

LR = 2{l(δ̂1, δ̂0, β̂)− l(δ(0)1 , δ̃0, β̃)},

Sr =
1

4
[W1Λ̃(S̃F̃1ũ− F̃1ι)]

>(R̃
>
Ṽ R̃)−1[W1Λ̃(S̃F̃1ũ− F̃1ι)] e

Sg =
1

2
[W1Λ̃(S̃F̃1ũ− F̃1ι)]

>(δ̂1 − δ(0)1 ),

em que δ̂1, δ̂0, β̂ denotam os estimadores de máxima verossimilhança irrestritos de δ1, δ0
e β, respectivamente, e δ̃0, β̃ os estimadores restritos de δ0 e β, respectivamente. Os sinais

‘ˆ ’ e ‘˜ ’ denotam que as quantidades foram avaliadas, respectivamente, sob os estimadores

de máxima verossimilhança irrestrito e restrito dos parâmetros. Sob H0 e para grandes

amostras, as três estatísticas, LR, Sr e Sg, são equivalentes e têm distribuição χ2
k−1, em

que (k − 1) é o número de restrições impostas por H0, sob um erro de ordem n−1 (Sen e

Singer, 1993; Lemonte e Ferrari, 2012).

3.3 Correção tipo-Bartlett

Como vimos no Capítulo 2, Bartlett (1937) propôs um fator de correção que ao ser

incorporado à estatística LR melhora a aproximação da distribuição da estatística pela χ2

de referência, isto é, o erro de aproximação é reduzido. A fim de aprimorar o teste escore,

Cordeiro e Ferrari (1991) propuseram um fator de correção para a estatística desse teste,

produzindo uma estatística corrigida cuja distribuição nula é χ2 com erro de aproximação

de ordem n−2. Esse fator de correção é um polinômio na própria estatística e por tal

razão não é um fator de Bartlett genuíno, sendo denominado na literatura por fator tipo-

Bartlett. Recentemente Vargas et al. (2013) obtiveram um fator de correção tipo-Bartlett
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para a estatística gradiente considerando os resultados de Cordeiro e Ferrari (1991). A

estatística gradiente corrigida tem distribuição nula χ2, agora com erro de aproximação

de ordem n−2, (Vargas et al., 2013).

3.3.1 Correção tipo-Bartlett para a estatística Sr

Como mencionado anteriormente, a estatística escore (Sr) tem distribuição nula assin-

tótica χ2
k−1, com (k− 1) sendo o número de restrições impostas por H0. Além disso, para

pequenas amostras a aproximação da distribuição de Sr pela distribuição qui-quadrado de

referência pode não ser satisfatória, conduzindo a testes distorcidos. Para contornar tal

problema, Cordeiro e Ferrari (1991) propuseram um fator de correção tipo-Bartlett que

quando incorporado à estatística Sr produz uma estatística corrigida cuja distribuição é

melhor aproximada pela distribuição χ2 do que a versão usual.

A estatística escore corrigida (S∗r ) é definida por

S∗r = Sr{1− (c+ bSr + aS2
r )},

com os coeficientes

a =
A3

12(k − 1)((k − 1) + 2)((k − 1) + 4)
, b =

A2 − 2A3

12(k − 1)((k − 1) + 21)
e c =

A1 − A2 + A3

12(k − 1)

de ordem n−1. As quantidades A1, A2 e A3 (ver Cordeiro, 1999) são funções de momentos

das derivadas do logaritmo da função de verossimilhança do modelo sob investigação e

dependem das hipóteses testadas. A estatística S∗r tem distribuição nula χ2
(k−1) sob erro

de aproximação de ordem n−2. No caso de S∗r envolver parâmetros desconhecidos, estes

devem ser substituídos pelos respectivos estimadores de máxima verossimilhança e isto

não afeta a ordem de aproximação da distribuição S∗r pela distribuição χ2 (Cordeiro e

Ferrari, 1991).

A estatística S∗r pode ser uma função não-monótona de Sr. Em virtude disto, algumas

alternativas à esta estatística foram propostas na literatura. Kakisawa (1996) sugeriu

uma transformação monótona envolvendo a estatística Sr e os coeficientes a, b e c. A

transformação é dada por S∗r2 = S∗r + P (Sr), com

P (Sr) =
1

4

{
c2Sr + 2bcS2

r +

(
2ac+

4

3
b2
)
S3
r + 3abS4

r +
9

5
a2S5

r

}
um polinômio de grau 5 em Sr. Ainda, Cordeiro et al. (1998) obtiveram uma estatística

modificada (S∗r1) para melhorar a estatística escore que é função monótona de Sr. A
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estatística alternativa S∗r1 é dada por

S∗r1 =



√
π
3a

exp
(
b2

3a
− c
)
×

{
Φ
(√

6aSr +
√

2
3
b
)
− Φ

(√
2
3
b
)}

se a > 0,

1
2b

exp(−c){1− exp(−2bSr)} se a = 0 e b 6= 0

Se a = b = 0, S∗r é uma transformação monótona de Sr e não há necessidade de definir

uma estatística alternativa. As três estatísticas S∗r , S∗r1 e S∗r2 são equivalentes até segunda

ordem, isto é, elas diferem em termos de ordem Op(n
−3/2) (Cordeiro, 2003).

Para testar H0 : δ1 = δ
(0)
1 contra H1 : δ1 6= δ

(0)
1 na classe dos MNLSH considerando

heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, isto é, m(τ ∗` ) = exp(τ ∗` ), temos que os

termos A1, A2 e A3 são dados por:

A1 = 3Q2
2ι
>ΛZβd

(Zδ −Zδ0)Zβd
Λι+ 3Q1Q2ι

>ΛZβd
(Zδ −Zδ0)Zδ0dι

+ 3Q2
1ι
>Zδ0d(Zδ −Zδ0)Zδ0dι+ 3Q1Q2ι

>ΛZβd
(Zδ −Zδ0)Zδ0dι

+ 12Q1Q2ι
>ΛZβd

Zδ0(Zδ −Zδ0)dι+ 12Q2
1ι
>Zδ0dZδ0(Zδ −Zδ0)dι

+ 6Q2(2δ(0,1,0,0,0) + 3Q2)ι
>ΛZβ

(2) � (Zδ −Zδ0)Λι+ 18Q2
1ι
>Zδ0

(2) � (Zδ −Zδ0)ι

− 6(N1 − 3N2 +N5)tr{(Zδ −Zδ0)dZδ0d} − 6(N3 −N4 +N6)tr{ΛZβd
(Zδ −Zδ0)d},

A2 = −12Q2
1ι
>(Zδ −Zδ0)dZδ0(Zδ −Zδ0)dι− 12Q1Q2ι

>ΛZβd
(Zδ −Zδ0)(Zδ −Zδ0)dι

− 12Q2
1ι
>Zδ0d(Zδ −Zδ0)(Zδ −Zδ0)dι− 24Q2

1ι
>Zδ0 � (Zδ −Zδ0)(2)ι

+ 3(N1 − 3N2)tr{(Zδ −Zδ0)
(2)
d } e

A3 = 12Q2
1ι
>(Zδ −Zδ0)d(Zδ −Zδ0)(Zδ −Zδ0)dι+ 8Q2

1ι
>(Zδ −Zδ0)(3)ι,

com Zβ = X̃(X̃
>
ΛX̃)−1X̃

>
, Z

(2)
β = Zβ � Zβ Zβd

= diag{zβ11 , . . . , zβnn}, Zδ =

W (W>VW )−1W>, Zδd = diag{zδ11 , . . . , zδnn}, Zδ0 = W0(W0
>VW0)−1W0

>, Zδ0d =

diag{z011 , . . . , z0nn}, (Zδ−Zδ0)d = Zδd−Zδ0d , � denota o produto Hadamard, isto é, pro-

duto elemento a elemento (Rao, 1973, pág. 30), e Q1, Q2, N1, N2, N3, N4, N5 são escalares
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iguais a

Q1 =
1

8
{1− 3δ(0,1,0,0,2) − δ(0,0,1,0,3)},

Q2 = −1

2
{δ(0,0,1,0,1) + 2δ(0,1,0,0,0)},

N1 =
1

16
{1 + 4δ(1,0,0,0,1) + 6δ(2,0,0,0,2) + 4δ(3,0,0,0,3) + δ(4,0,0,0,4)},

N2 =
1

16
{1 + 4δ(1,0,0,0,1) + 2δ(2,0,0,0,2) + 4δ(1,0,0,0,1)δ(2,0,0,0,2) + 4δ2(1,0,0,0,1) + δ2(2,0,0,0,2)},

N3 =
1

4
{δ(2,0,0,0,0) + 2δ(3,0,0,0,1) + δ(4,0,0,0,2)},

N4 =
δ(2,0,0,0,0)

4
{1 + 2δ(1,0,0,0,1) + δ(2,0,0,0,2)},

N5 =
1

16
{2δ(1,1,0,0,3) − δ(0,1,0,0,2) + δ(3,0,0,0,3) + 2δ(2,0,0,0,2) + δ(2,1,0,0,4) + (δ(0,1,0,0,1))

2} e

N6 =
1

4
{2δ(1,1,0,0,1) + δ(2,1,0,0,2) + δ(0,1,0,0,0)δ(0,1,0,0,2)}.

Os termos A1, A2 e A3 foram calculadas em Nascimento (2010) e os δ’s necessários são

aprensentados em Uribe-Opazo et al. (2008). Os momentos das derivadas do logaritmo

da função de verossimilhança necessários ao cálculo de A1, A2 e A3 são apresentadas no

Apêndice D.

3.3.2 Correção tipo-Bartlett para a estatística Sg

O teste gradiente proposto por Terrell (2002) aparece na literatura como alternativa

aos testes assintóticos clássicos. Além de ter sua estatística de teste (Sg) assintoticamente

equivalente às dos testes da razão de verosimilhanças, escore e Wald, a estatística gradiente

é muito simples de ser computada, não envolvendo nem a matriz de informação observada,

nem a esperada.

Assim como as estatísticas de teste LR e Sr, para pequenas amostras a estatística

Sg pode apresentar distribuição mal aproximada pela distribuição χ2 de referência. Para

superar esta dificuldade, Vargas et al. (2013) propuseram um fator de correção para a

estatística Sg, de modo que sua versão corrigida (S∗g ) apresenta distribuição nula χ2
(k−1),

em que (k − 1) é o número de restrições impostas por H0, sob erro de aproximação de

ordem n−2.

Antes de definir S∗g , consideremos algumas notações adicionais: Dado o vetor de parâ-

metros desconhecidos θ = (δ>,β>)>, com δ = (δ0, δ1)>, sendo β = (β0, β1, . . . , βp)
>, δ0

um escalar e δ1 = (δ1, . . . , δk−1)
>, seja κrs = E[∂2l(θ)/∂θr∂θs], κrst = E[∂3l(θ)/∂θr∂θs∂θt],
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etc, (κrs)t = ∂κrs/∂θ
∗
t , (κrs)tu = ∂2κrs/∂θ

∗
t ∂θ

∗
u, etc. O teste que estamos interessados em

realizar é

H0 : δ1 = δ
(0)
1 ×H1 : δ1 6= δ

(0)
1 , (3.3)

em que δ(0)1 é um vetor de dimensão (k− 1)× 1 de constantes especificadas. A matriz de

informação de Fisher de θ é dada por

Kθ =

[
Kδ 0
0 Kβ

]
, com Kδ =

[
Kδ0δ0 Kδ0δ1

Kδ1δ0 Kδ1δ1

]
.

Seja K−1
θ a notação para a inversa de Kθ. Definamos as matrizes

A =

[
Aδ 0
0 Kβ

−1

]
, com Aδ =

[
K−1δ0δ0 0

0 0

]
e M = Kθ

−1 −A.
A estatística gradiente corrigida (S∗g ) é definida como (Vargas, 2013, Capítulo 3)

S∗g = Sg{1− (cg + bgSg + agS
2
g )},

sendo

ag =
Ag3

12(k − 1)((k − 1) + 2)((k − 1) + 4)
, bg =

Ag2 − 2Ag3
12(k − 1)((k − 1) + 21)

,

cg =
Ag1 − A

g
2 + Ag3

12(k − 1)
.

Os termos Ag1, A
g
2 e Ag3 são funções dos momentos das derivadas do logaritmo da função

de verossimilhança do modelo sob investigação, sendo expressos, respectivamente, por

Ag1 = 3
∑′

κjrsκklu[m
jualu(msk + 2ask) + ajrmskalu + 2mjkarlasu]

− 12
∑′

(κjr)s(κkl)u(κ
sjκrkκlu + asjarkalu + κskκljκru + askaljaru)

− 6
∑′

κjrs(κkl)u[(a
su − κsu)(κjkκlr − ajkalr) +mjr(askalu + κsuκlu)

+ 2ars(κjkκlu − ajkalu) + 2arkalsmju]

+ 6
∑′

κjrsum
jrasu − 6

′∑
κ
(u)
jrs[m

jr(asu − κsu) + 2mjuars]

+ 12
∑′

κ(ju)rs (κjrκsu − ajrasu),
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Ag2 = −3
∑′

κjrsκklu[m
jrmskalu +mjraskmlu + 2mjkmrlasu

+
1

4
(3mjrmskmlu + 2mjkmrlmsu)]

+ 6
∑′

κtrs(κkv)u[m
su(κtkκvr − atkavr) +mtr(κskκvu − askavu)]

+ 6
∑′

(κjrs)um
jrmsu − 3

′∑
κjrsum

jrmsu e

Ag3 =
1

4

∑′
κjrsκklu(3m

jrmskmlu + 2mjkmrlmsu),

com j, r, s, k, l, u variando sob todos os parâmetros do modelo, sendo κrs, ars,mrs os ele-

mentos (rs) da matrizes K−1
θ , A, M , respectivamente, e os somatórios

∑′ denotando
que a soma foi realizada sob todos os parâmetros de θ. Para a classe dos MNLSH, os

momentos das derivadas do logaritmo da função de verossimilhança necessárias ao cálculo

de Ag1, A
g
2 e Ag3 são dados no Apêndice D.

Para testar H0 contra H1 tal como definido em (3.3) na classe dos MNLSH conside-

rando heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, isto é, m(τ ∗` ) = exp(τ ∗` ), os termos

Ag1, A
g
2 e Ag3 do fator de correção tipo-Bartlett para a estatística Sg são dados por

Ag1 = 12δ(0,1,0,0,0)Q2ι
>ΛZβ

(2) � (Zδ −Zδ0)Λι+ 3Q2
2ι
>ΛZβd

(Zδ −Zδ0)Zβd
Λι

+ 6Q2
2ι
>Λ(Zδ −Zδ0)�Zβ(2)Λι+ 3Q1Q2ι

>ΛZβd
(Zδ −Zδ0)Zδ0dι

+ 3Q1Q2ι
>Zδ0d(Zδ −Zδ0)Zβd

Λι+ 3Q1Q2ι
>(Zδ −Zδ0)d(Zδ −Zδ0)Zβd

Λι

+ 6Q1Q2ι
>(Zδ −Zδ0)dZδ0Zβd

Λι+ 3Q2
1ι
>(Zδ −Zδ0)d(Zδ −Zδ0)Zδ0dι

+ 6Q2
1ι
>(Zδ −Zδ0)dZδ0Zδ0dι+ 3Q2

1ι
>Zδ0d(Zδ −Zδ0)Zδ0dι

+ 6Q2
1ι
>(Zδ −Zδ0)�Zδ0 (2)ι+ 6Q3tr{Zδ0d(Zδ −Zδ0)d}

− 12Q5tr{Λ(Zδ −Zδ0)dZβd
}+ 6Q4tr{Λ(Zδ −Zδ0)dZβd

},

Ag2 = −3Q1Q3ι
>(Zδ −Zδ0)d(Zδ −Zδ0)Zβd

Λι− 3Q2
1ι
>(Zδ −Zδ0)d(Zδ −Zδ0)Zδ0dι

− 3Q2
1ι
>(Zδ −Zδ0)dZδ0(Zδ −Zδ0)dι− 6Q2

1ι(Zδ −Zδ0)(2) �Zδ0ι

− 9

4
Q2

1ι
>(Zδ −Zδ0)d(Zδ −Zδ0)(Zδ −Zδ0)dι−

3

2
Q2

1ι
>(Zδ −Zδ0)(3)ι

− 3Q3tr{(Zδ −Zδ0)
(2)
d } e

Ag3 =
3

4
Q2

1ι
>(Zδ −Zδ0)d(Zδ −Zδ0)(Zδ −Zδ0)dι+

1

2
Q2

1ι
>(Zδ −Zδ0)(3)ι,
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com Q3, Q4, Q5 escalares iguais a

Q3 =
1

16

{
7δ(0,1,0,0,2) − 1 + 6δ(0,0,1,0,3) + δ(0,0,0,1,4)

}
,

Q4 =
1

4

{
δ(0,0,0,1,2) + 5δ(0,0,1,0,1) + 4δ(0,1,0,0,0)

}
e

Q5 = −Q2.

Os termos Ag1, A
g
2 e Ag3 do fator de correção tipo-Bartlett para a estatística Sg são

calculados com detalhes no Apêndice E, sendo os valores dos δ’s necessários ao cálculo

apresentados em Uribe-Opazo et al. (2008).

3.4 Resultados numéricos

Considerando os testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças (LR),

sua versão corrigida via Bartlett (LR∗), escore (Sr), sua versão corrigida via correção

tipo-Bartlett (S∗r ), as versões modificadas propostas por Cordeiro et al. (1998) (S∗r1) e por

Kakisawa (1996) (S∗r2), gradiente (Sg) e sua versão corrigida via correção tipo-Bartlett

(S∗r ), realizamos um estudo de simulação de Monte Carlo onde avaliamos os seus respec-

tivos desempenhos segundo à proximidade entre as probabilidades de rejeição da hipótese

nula quando esta era assumida verdadeira (probabilidade do erro tipo I) e os respectivos

níveis nominais. Para realizar este estudo, consideramos diversos cenários, a saber: fixa-

mos o número de parâmetros de interesse e de perturbação, variando o tamanho amostral

e estudamos separadamente o efeito do número de parâmetros de perturbação e interesse

fixado o tamanho amostral. Ainda, apresentamos, para alguns cenários simulados, os

gráficos de discrepância de quantis e avaliamos os poderes dos testes em estudo.

Para o estudo de simulação, consideramos o modelo não-linear simétrico heteroscedás-

tico

y` = β0 + exp{β1x`1}+

p−1∑
s=2

βsx`s + ε`, ` = 1, . . . , n,

sendo ε` variáveis aleatórias independentes tais que ε` ∼ S(0, exp{w∗`
>δ}, g). O teste de

interesse é H0 : δ1 = 0, sendo δ1 um vetor de dimensão k − 1, contra H1 : δi 6= 0 para

pelo menos um i, i = 1, . . . , k − 1. Sob H0, temos que exp{w`>δ} = exp{δ0}, indicando
que o modelo é homoscedástico.

As distribuições simétricas consideradas no estudo de simulação foram a t−Student
com 5 graus de liberdade (ν) e exponencial potência com parâmetro de forma κ = 0, 3.
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A escolha dos graus de liberdade e do valor do parâmetro de forma seguiram o objetivo

do estudo, que é trabalhar com distribuições com caudas mais pesadas que as da normal

(curtose igual a 3). Assim, escolhemos ν = 5 e κ = 0, 3 devido o coeficiente de curtose

apresentado pelas distribuições t−Student e exponencial potência para tais valores ado-

tados para os graus de liberdade e parâmetro de forma, que eram, respectivamente iguais

a 9 e 3, 67, isto é, maiores que o da distribuição normal.

Para os parâmetros do modelo, assumimos β0 = . . . = βp−1 = 1, δ1 = 0, 1; δ2 =

0, 3; δ3 = 0, 5 e δ4 = δ5 = δ6 = 1. As covariáveis x`1, . . . , x`p−1 e w`2, . . . , w`k−1 foram

geradas da distribuição U(0, 1). Fixamos o número de réplicas de Monte Carlo em 10.000

e consideramos os níveis nominais α = 1%, 5% e 10%. Para as simulações, usamos a

linguagem de programação matricial Ox (Doornik, 2006). Os gráficos de discrepância de

quantis foram feitos usando o software estatístico R.

Nas Tabelas a seguir, apresetamos as taxas de rejeição dos testes estudados para cada

tamanho amostral e nível de significância estipulado. As taxas de rejeição são obtidas via

simulação de Monte Carlo, onde estimamos P(T ≥ χ2
α;k−1), com T = LR,LR∗, Sr, S

∗
r , S

∗
r1
,

S∗r2 , Sg, S
∗
g e χ2

α;k−1 sendo o percentil (1− α) da distribuição χ2
k−1. Todas as entradas das

Tabelas são porcentagem.

Nas Tabelas 3.1 e 3.2 avaliamos o comportamento dos testes para os modelos t5 e

exponencial potência, respectivamente, quando o tamanho da amostra aumenta, fixando

o número de parâmentros (p = 3, 5 e k = 3). Em todos os cenários estudados pode-se

observar que o teste da razão de verossimilhanças usual (LR) é bastante liberal, isto é,

rejeita mais do que deveria. Quando o tamanho da amostra (n) aumenta, as taxas de rejei-

ção se tornam próximas dos níveis nominais considerados, embora o teste ainda apresente

caráter liberal, por exemplo, quando p = 3 e α = 10%, temos para o modelo t5 as taxas de

rejeição de LR para n = 20 e 50, iguais a 26, 7% e 14%, respectivamente. O teste baseado

na versão corrigida (LR∗) apresenta comportamento semelhante, embora as taxas sejam

mais próximas aos níveis nominais adotados, evidenciando a eficácia da correção. Por

exemplo, ainda para o modelo t5, p = 3 e α = 10%, as taxas de rejeição do teste LR∗ para

n = 20 e 50 são, respectivamente, 14, 7% e 11, 3%. O teste escore (Sr) apresentou taxas de

rejeição bastante próximas aos níveis nominais adotados, independente do tamanho amos-

tral. De maneira geral, o teste Sr tem caráter ligeiramente liberal, principalmente para o

caso em que p = 5, sendo tal tendência atenuada por sua versão corrigida (S∗r ). As versões

modificadas do teste Sr, os testes S∗r1 e S∗r2 , apresentam comportamento bastante similar

ao teste S∗r . Como exemplo, para o modelo exponencial potência, quando p = 5 e α = 5%,
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temos as taxas de rejeição dos testes para n = 30 iguais a 5, 6% (Sr), 4, 9% (S∗r , S
∗
r1

e S∗r2)

e para n = 50, 5, 3% (Sr), 4, 9% (S∗r , S
∗
r1

e S∗r2). O teste gradiente (Sg) apresenta compor-

tamento semelhante ao teste LR, no mais, com taxas menos distorcidas. O teste baseado

na sua versão corrigida (S∗g ) atenua o comportamento extremamente liberal do teste Sg,

aproximando a taxa de rejeição do teste aos níveis nominais adotados. Para o modelo t5
com p = 3 e α = 1%, quando n = 20, temos os tamanhos dos testes dados por 5, 3% (Sg)

e 1, 6% (S∗g ) e para n = 40, temos 2, 1% (Sg) e 1, 1% (S∗g ). Considerando o mesmo cenário

para o modelo exponencial potência, temos para n = 20 as taxas iguais a 5, 1% (Sg) e

1, 3% (S∗g ) e para n = 40, 2, 1% (Sg) e 1, 2% (S∗g ).

Na Tabela 3.3 avaliamos o efeito do número de parâmetros de perturbação no de-

sempenho dos testes, para isto, é fixado o tamanho amostral (n = 35), o número de

parâmetros δ (k = 3) e variando o número de parâmetros de perturbação (p = 3, 4, 5, 6).

A partir dos resultados obtidos podemos observar que o teste LR é bastante sensível ao

aumento do número de parâmetros de perturbação, isto é, conforme p aumenta, as taxas

de rejeição deste teste se tornam mais distorcidas, o deixando extremamente liberal. Ob-

servamos ainda que a tendência liberal do teste LR é atenuada por sua versão corrigida

LR∗, a ver, para o modelo t5 e α = 10%, temos as taxas de rejeição para k = 3 iguais

a 16, 9% (LR), 11, 9% (LR∗) e quando k = 5, iguais a 23, 1% (LR), 13, 5% (LR∗), e

no modelo exponencial potência para k = 3, 15, 8% (LR), 12, 4% (LR∗) e para k = 5,

22, 9% (LR), 16, 2% (LR∗). No que diz respeito ao comportamento dos demais testes con-

forme o número de parâmetros de perturbação aumenta, com excessão do teste Sg, que

teve comportamento semelhante ao teste LR, nenhum deles se apresentou sensível ao au-

mento do número de parâmetros de perturbação. Ainda, observa-se que o teste Sr, dentre

os três testes não corrigidos, apresenta melhor desempenho, com taxas de rejeição bem

próximas aos níveis nominais adotados, embora ligeiramente acima dos níveis nominais

adotados. O teste S∗r corrige a tendência liberal do teste Sr, aproximando ainda mais as

taxas de rejeição dos níveis nominais considerados. Observa-se também que os testes S∗r1
e S∗r2 têm desempenhos semelhantes ao teste S∗r . A exemplo, para α = 10% e k = 5, temos

as taxas de rejeição dos testes iguais a 11, 7% (Sr), 10, 4% (S∗, S∗r1 , S
∗
r2

) para o modelo t5, e

10, 5% (S∗r ), 10, 1% (S∗, S∗r1 , S
∗
r2

) para o modelo exponencial potência. Como mencionado

anteriormente, o teste gradiente sofre influência do número de parâmetros de perturbação,

isto é, conforme p aumenta, também aumenta a taxa de rejeição do teste Sg. Além disso,

tal teste tem comportamento extremamente liberal, tal como o teste LR. O teste gradi-

ente corrigido S∗g atenua a tendência liberal do teste Sg, como era esperado, e, de modo
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Tabela 3.1: Tamanho dos testes para o Modelo t5 com n = 35, p = 3, 5, k = 3 e diversos valores
para n.

α Teste p = 3 p = 5
n n

20 30 40 50 20 30 40 50
α = 10% LR 26, 7 18, 4 15, 8 14, 0 41, 2 28, 9 19, 0 19, 2

LR∗ 14, 7 12, 0 11, 7 11, 3 23, 2 16, 7 12, 9 12, 4
Sr 11, 0 10, 4 10, 8 10, 3 13, 7 11, 9 10, 8 11, 0
S∗r 10, 0 9, 8 10, 2 9, 8 11, 3 10, 5 10, 0 10, 2
S∗r1 10, 1 9, 8 10, 2 9, 8 11, 4 10, 5 10, 1 10, 2
S∗r2 10, 1 9, 8 10, 2 9, 8 11, 4 10, 5 10, 1 10, 2
Sg 24, 1 17, 1 15, 2 13, 5 38, 1 27, 1 18, 4 18, 7
S∗g 10, 6 10, 5 9, 9 9, 8 13, 1 13, 2 10, 6 11, 4

α = 5% LR 17, 7 11, 0 9, 9 7, 7 31, 7 19, 8 11, 5 11, 4
LR∗ 8, 2 6, 4 6, 1 5, 7 15, 4 9, 6 6, 5 6, 3
Sr 5, 7 5, 0 5, 5 5, 0 7, 5 6, 1 5, 0 5, 4
S∗r 5, 5 4, 8 5, 3 4, 8 6, 2 5, 1 4, 9 5, 2
S∗r1 5, 5 4, 8 5, 3 4, 8 6, 3 5, 1 4, 9 5, 2
S∗r2 5, 5 4, 8 5, 3 4, 8 6, 3 5, 1 4, 9 5, 2
Sg 15, 2 9, 7 8, 8 7, 3 28, 3 17, 9 10, 9 11, 0
S∗g 5, 6 5, 4 4, 9 5, 0 8, 0 6, 9 5, 6 6, 1

α = 1% LR 6, 5 3, 2 2, 6 2, 0 17, 4 7, 7 3, 7 3, 7
LR∗ 2, 0 1, 3 1, 2 1, 3 5, 5 2, 6 1, 5 1, 3
Sr 0, 9 0, 8 0, 9 1, 8 2, 8 2, 0 1, 7 2, 1
S∗r 1, 1 0, 8 0, 9 1, 1 1, 2 0, 6 0, 8 1, 4
S∗r1 1, 1 0, 8 0, 9 1, 1 1, 3 0, 8 0, 8 1, 4
S∗r2 1, 1 0, 8 0, 9 1, 1 1, 3 0, 7 0, 8 1, 4
Sg 5, 3 2, 4 2, 1 1, 7 15, 2 6, 3 3, 3 3, 3
S∗g 1, 6 1, 0 1, 1 1, 0 2, 8 1, 7 1, 3 1, 5

geral, não sofre influência do número de parâmetros de perturbação, apresentando taxas

próximas aos níveis nominais adotados independentemente do valor de p. Por exemplo,

para p = 3 e α = 5%, temos as taxas de rejeição para o modelo t5 iguais a 9, 5% (Sg),

6, 1% (S∗g ), e para o modelo exponencial potência 8, 6% (Sg), 5, 8% (S∗g ), enquanto que

para p = 5 e α = 5%, temos os tamanhos dos testes para o modelo t5 iguais a 14% (Sg),

6, 4% (S∗g ), e para o modelo exponencial potência 13, 3% (Sg) e 6% (S∗g ).

A fim de estudar o efeito do número de parâmetros de interesse nos testes, fixamos o
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Tabela 3.2: Tamanho dos testes para o Modelo exponencial potencia com κ = 0.3, p = 3, 5,
k = 3 e n.

α Teste p = 3 p = 5
n n

20 30 40 50 20 30 40 50
α = 10% LR 25, 2 18, 6 14, 4 13, 8 37, 7 26, 7 20, 3 16, 6

LR∗ 16, 7 13, 9 12, 6 10, 9 24, 4 18, 2 14, 3 12, 3
Sr 9, 7 9, 9 10, 4 9, 7 12, 4 10, 8 10, 3 10, 6
S∗r 10, 3 10, 2 10, 2 9, 7 11, 3 10, 2 10, 0 10, 1
S∗r1 10, 3 10, 2 10, 3 9, 7 11, 3 10, 2 10, 0 10, 2
S∗r2 10, 3 10, 2 10, 3 9, 7 11, 3 10, 2 10, 0 10, 2
Sg 23, 0 18, 0 13, 9 13, 5 34, 9 24, 6 19, 2 16, 2
S∗g 11, 3 11, 4 9, 9 10, 2 10, 8 12, 1 10, 6 10, 2

α = 5% LR 16, 3 11, 1 8, 2 7, 3 27, 9 18, 0 12, 5 9, 7
LR∗ 9, 6 7, 7 6, 6 5, 8 16, 2 10, 9 7, 8 6, 8
SR 4, 8 5, 2 5, 4 5, 0 6, 9 5, 6 5, 2 5, 3
S∗r 5, 4 5, 5 4, 8 4, 9 6, 1 4, 9 5, 0 4, 9
S∗r1 5, 4 5, 5 4, 9 4, 9 6, 2 4, 9 5, 0 4, 9
S∗r2 5, 4 5, 5 4, 9 4, 9 6, 2 4, 9 5, 0 4, 9
Sg 14, 6 10, 5 7, 8 7, 1 24, 5 15, 8 11, 4 9, 3
S∗g 6, 2 6, 0 5, 0 5, 1 6, 0 6, 4 5, 4 5, 1

α = 1% LR 6, 2 3, 4 2, 3 2, 1 13, 9 7, 0 3, 9 2, 7
LR∗ 2, 9 1, 9 1, 8 1, 2 5, 9 3, 1 2, 2 1, 5
Sr 0, 9 1, 4 1, 2 1, 0 1, 9 1, 0 1, 2 1, 1
S∗r 1, 2 1, 4 0, 5 0, 8 1, 7 0, 7 1, 0 0, 8
S∗r1 1, 2 1, 4 0, 8 1, 5 1, 7 0, 7 1, 0 0, 8
S∗r2 1, 2 1, 4 0, 8 1, 5 1, 7 0, 7 1, 0 0, 8
Sg 5, 1 3, 2 2, 1 1, 9 11, 8 5, 6 3, 3 2, 5
S∗g 1, 3 1, 2 1, 2 1, 2 1, 5 1, 5 1, 3 1, 0

tamanho amostral (n = 35) e o número de parâmetros de perturbação (p = 3), variando

os valores de k em k = 3, 4, 5, 6. Na Tabela 3.4 apresentamos os resultados referentes

a esse estudo. Pode-se observar que, assim como para os parâmetros de perturbação,

conforme aumeta-se o valor de k, o teste LR se torna mais distorcido, isto é, suas taxas

de rejeição se distanciam cada vez mais dos níveis nominais adotados. Ainda, observa-

se que o comportamento liberal do teste LR é atenuado por sua versão corrigida LR∗,

que aproxima as taxas de rejeição aos níveis nominais adotados, embora ainda apresente
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Tabela 3.3: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial potência com κ = 0.3, conside-
rando n = 35, k = 3 e diversos valores para p.

α Teste Modelo t5 Modelo exponencial potência
p p

3 4 5 6 3 4 5 6
10% LR 16, 9 20, 8 23, 1 29, 1 15, 8 19, 0 22, 9 26, 9

LR∗ 11, 9 13, 3 13, 5 16, 9 12, 4 14, 0 16, 2 17, 9
Sr 10, 8 11, 5 11, 7 11, 1 9, 6 10, 8 10, 5 10, 9
S∗r 10, 3 10, 6 10, 4 10, 0 9, 7 10, 7 10, 1 10, 5
S∗r1 10, 3 10, 6 10, 4 10, 0 9, 7 10, 7 10, 1 10, 5
S∗r2 10, 3 10, 6 10, 4 10, 0 9, 7 10, 7 10, 1 10, 5
Sg 16, 3 20, 1 22, 1 28, 3 15, 4 18, 7 21, 3 26, 4
S∗g 11, 4 11, 6 11, 9 15, 3 10, 6 11, 2 11, 6 14, 4

5% LR 10, 1 13, 0 15, 0 20, 2 8, 8 11, 7 14, 5 18, 0
LR∗ 6, 2 7, 2 7, 3 10, 0 6, 6 7, 9 9, 0 11, 0
Sr 5, 3 5, 6 5, 7 5, 7 5, 0 5, 6 5, 4 5, 8
S∗r 5, 3 5, 2 5, 0 5, 3 4, 8 5, 2 5, 0 5, 9
S∗r1 5, 3 5, 2 5, 0 5, 3 4, 8 5, 2 5, 0 5, 9
S∗r2 5, 3 5, 2 5, 0 5, 3 4, 8 5, 2 5, 0 5, 9
Sg 9, 5 12, 5 14, 0 19, 6 8, 6 11, 3 13, 3 17, 6
S∗g 6, 1 6, 2 6, 4 9, 0 5, 8 5, 9 6, 0 8, 1

1% LR 3, 0 4, 2 5, 5 8, 7 2, 9 3, 8 5, 1 7, 4
LR∗ 1, 2 1, 7 2, 0 3, 2 1, 6 2, 0 2, 5 3, 2
Sr 0, 9 1, 2 1, 2 1, 3 1, 1 1, 1 1, 3 1, 4
S∗r 1, 1 1, 1 1, 1 1, 4 0, 9 0, 7 1, 1 1, 8
S∗r1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 4 0, 9 0, 8 1, 1 1, 9
S∗r2 1, 1 1, 1 1, 1 1, 4 0, 9 0, 8 1, 1 1, 8
Sg 2, 6 4, 0 4, 6 8, 2 2, 6 3, 7 4, 1 6, 7
S∗g 1, 4 1, 4 1, 4 2, 9 1, 4 1, 5 1, 3 2, 0

caráter ligeiramente liberal. A exemplo, para α = 5% e k = 3, o modelo t5 apresenta

as taxas de rejeição para os testes LR e LR∗ iguais a 10, 1% e 6, 2%, respectivamente,

e o modelo exponencial potência 8, 8% e 6, 6%, respectivamente. Aumentando o valor

de k para k = 5, temos para o modelo t5, 12, 1% (LR) e 5, 9% (LR∗), e para o modelo

exponencial potência, 11, 3% (LR) e 6, 5% (LR∗). O teste escore apresenta taxas bastante

próximas dos níveis nominais considerados, sendo, de forma geral, ligeiramente liberal. A

sua versão corrigida tente a atenuar tal comportamento, trazendo as taxas para valores
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Tabela 3.4: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial potência com κ = 0.3, conside-
rando n = 35, p = 3 e diversos valores para k.

α Teste Modelo t5 Modelo exponencial potência
k k

3 4 5 6 3 4 5 6
10% LR 16, 9 19, 4 20, 5 22, 7 15, 8 17, 3 19, 1 21, 5

LR∗ 11, 9 11, 8 10, 9 11, 9 12, 4 12, 1 12, 2 13, 9
Sr 10, 8 10, 6 10, 2 10, 9 9, 6 9, 7 9, 5 10, 5
S∗r 10, 3 10, 1 9, 7 10, 2 9, 7 10, 0 9, 3 9, 8
S∗r1 10, 3 10, 1 9, 7 10, 2 9, 7 10, 0 9, 3 9, 8
S∗r2 10, 3 10, 1 9, 7 10, 2 9, 7 10, 0 9, 3 9, 8
Sg 16, 3 18, 6 18, 7 21, 0 15, 4 16, 6 17, 8 20, 1
S∗g 11, 4 11, 9 10, 7 13, 2 10, 6 11, 2 10, 9 12, 9

5% LR 10, 1 11, 7 12, 1 14, 4 8, 8 10, 0 11, 3 13, 5
LR∗ 6, 2 6, 4 5, 9 6, 3 6, 6 6, 3 6, 5 7, 7
Sr 5, 3 5, 3 5, 3 5, 2 5, 0 5, 2 5, 2 5, 6
S∗r 5, 3 5, 3 5, 2 4, 9 4, 8 5, 3 4, 6 4, 2
S∗r1 5, 3 5, 3 5, 2 4, 9 4, 8 5, 3 4, 7 4, 3
S∗r2 5, 3 5, 3 5, 2 4, 9 4, 8 5, 3 4, 7 4, 3
Sg 9, 5 10, 8 10, 7 12, 9 8, 6 9, 7 10, 4 12, 2
S∗g 6, 1 6, 2 5, 9 7, 5 5, 8 5, 8 5, 6 7, 1

1% LR 3, 0 3, 6 3, 8 5, 0 2, 9 3, 1 3, 4 4, 2
LR∗ 1, 2 1, 4 1, 2 1, 3 1, 6 1, 6 1, 6 1, 6
Sr 0, 9 1, 1 0, 9 1, 1 1, 1 1, 3 1, 2 1, 5
S∗r 1, 0 1, 2 1, 0 1, 1 0, 9 1, 2 0, 6 0, 3
S∗r1 1, 0 1, 2 1, 0 1, 1 0, 9 1, 3 0, 7 0, 6
S∗r2 1, 0 1, 2 1, 0 1, 1 0, 9 1, 3 0, 7 0, 5
Sg 2, 6 3, 0 3, 0 4, 0 2, 6 2, 8 2, 9 3, 5
S∗g 1, 4 1, 5 1, 3 2, 0 1, 4 1, 4 1, 2 1, 6

ainda mais próximos dos níveis nominais adotados. Ainda, as versões modificadas dos

testes escore, S∗r1 e S∗r2 , apresentam comportamento semelhante ao do teste S∗r . Por exem-

plo, para α = 5% e k = 5, temos para o modelo t5 as taxas de rejeição dos testes iguais a

5, 3% (Sr) e 5% (S∗r , S
∗
r1
, S∗r2) e para o modelo exponencial potência, 5, 2% (Sr), 4, 6% (S∗r )

e 4, 7% (S∗r1 , S
∗
r2

). O teste gradiente tem comportamento semelhante ao do teste LR, no

mais, apresenta taxas de rejeição menores que as do teste LR. O teste gradiente corrigido,

como era esperado, aprimora o teste Sg, trazendo as taxas de rejeição para valores próxi-
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mos aos níveis nominais adotados. A saber, para α = 1% e k = 4, temos para o modelo

t5 as taxas de rejeição dos testes Sg e S∗g iguais a 3, 0% e 1, 5%, respectivamente, e para

o modelo exponencial potência, 2, 8% e 1, 4%, respectivamente.

Nas Figuras 3.1-3.4 construímos o gráfico de discrepância relativa de quantis para

os modelos t5 (Figuras 3.1-3.2) e exponencial potência (Figuras 3.3-3.4) considerando o

cenário em que n = 30, p = 3, 5 e k = 3. A discrepância relativa é definda como

ST (1− α)− χ2
k−1(1− α)

χ2
k−1(1− α)

,

onde ST (1 − α) denota o quantil amostral de ordem (1 − α) do conjunto de valores

simulados da estatística de teste ST (LR,LR∗, Sr, S∗r , S∗r1 , S
∗
r2
, Sg ou S∗g , conforme o caso)

e χ2
k−1 denota o correspondente quantil da distribuição χ2

k−1. Sendo assim, quanto mais

próxima da ordenada nula a curva de discrepância estiver, melhor aproximada está a

distribuição nula da estatística de teste pela distribuição assintótica χ2 de referência.

Analisando as Figuras 3.1-3.4, podemos observar que as estatísticas LR,LR∗ e Sg não

têm distribuição nula bem aproximada pela distribuição χ2 de referência, uma vez que suas

curvas de discrepância estão bastante acima da ordenada nula em todos os cenários, o que

ratifica a tendência liberal dos testes baseados nestas estatísticas já observada na simulação

para o tamanho dos testes. Ainda, podemos observar que, de forma geral, as estatísticas

Sr, S
∗
r , S

∗
r1
, S∗r2 e S∗g têm curvas de discrepância bastante próximas à ordenada nula e para

ambos os modelos considerando o cenário em que p = 3, Figuras 3.1 e 3.3, as estatísticas

S∗r , S
∗
r1
, S∗r2 e S∗g apresentam curvas melhor aproximadas da ordenada nula e praticamente

sobrepostas, mostrando que a aproximação da distribuição nula de tais estatísticas pela

distribuição qui-quadrado de referência é bastante similar. Considerando o cenário em que

p = 5, Figuras 3.2 e 3.4, podemos observar que as estatísticas S∗r , S∗r1 e S∗r2 têm a curva de

discrepância melhor aproximada da ordenada nula, com destaque para o modelo t5, Figura

3.2. Ainda para este cenário, a estatística S∗g apresenta curva de discrepância próxima,

porém ligeiramente acima, da ordenada nula, confirmando a tendência ligeiramente liberal

do teste baseado em tal estatística.

Para o estudo do poder, consideramos apenas as estatísticas que apresentaram taxas

de rejeição próximas aos níveis nominais considerados e distribuição nula com boa apro-

ximação pela distribuição χ2 de referência, isto é, as estatísticas Sr, S∗r , S∗r1 , S
∗
r2

e S∗g . Os

resultados foram obtidos a partir da hipótese alternativa H1 : δ2 = δ3 = δ 6= 0, considera-

mos para os modelos t5 e exponencial potência os cenários em que n = 30, p = 3, 5, k = 3,

α = 10% e diferentes valores para δ, com δ variando entre 0, 1 e 5, 0 e são apresentados

43



Figura 3.1: Discrepância relativa de quantis para o modelo t5 com n = 30, p = 3, k = 3

Figura 3.2: Discrepância relativa de quantis para o modelo t5 com n = 30, p = 5, k = 3
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Figura 3.3: Discrepância relativa de quantis para o modelo exponencial potência com
κ = 0.3, considerando n = 30, p = 3, k = 3

Figura 3.4: Discrepância relativa de quantis para o modelo exponencial potência com
κ = 0.3, considerando n = 30, p = 5, k = 3
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na Tabela 3.5. Notamos que, de forma geral, os testes baseados nas estatísticas Sr e S∗g
apresentaram poderes semelhantes e ligeiramente superiores aos dos demais testes. Para

o modelo exponencial potência considerando o caso em que p = 5, pode-se observar ligeira

vantagem do poder do teste baseado em S∗g perante o teste baseado em Sr para todos os

valores assumidos por δ.

Tabela 3.5: Poder dos testes para o Modelo t5 e exponencial potência com κ = 0.3, considerando
n = 30, p = 3, 5, k = 3 e α = 10%.

δ Modelo t5 Modelo exponencial potência
Teste Teste

Sr S∗r S∗r1 S∗r2 S∗g Sr S∗r S∗r1 S∗r2 S∗g
p = 3

0, 1 10, 8 10, 3 10, 3 10, 3 10, 1 10, 1 10, 6 10, 6 10, 6 10, 8
0, 5 14, 3 13, 6 13, 7 13, 6 14, 8 16, 4 17, 0 17, 0 17, 0 15, 3
1, 0 22, 6 21, 4 21, 4 21, 4 21, 2 29, 1 30, 3 30, 4 30, 4 30, 1
1, 5 38, 7 37, 4 37, 5 37, 4 37, 9 49, 7 50, 1 50, 1 50, 5 46, 6
2, 0 78, 8 77, 8 77, 8 77, 8 79, 1 77, 2 77, 5 77, 5 77, 5 80, 3
2, 5 79, 3 78, 2 78, 2 78, 3 79, 8 81, 4 79, 7 81, 1 81, 1 83, 4
3, 0 87, 8 87, 3 87, 3 87, 3 86, 8 85, 9 86, 1 86, 1 86, 1 88, 5
3, 5 97, 5 97, 3 97, 3 97, 3 98, 8 96, 2 96, 1 96, 1 96, 1 98, 0
4, 0 98, 0 97, 9 97, 9 97, 9 98, 6 97, 4 96, 2 97, 4 97, 4 98, 2
4, 5 98, 7 98, 6 98, 6 98, 6 99, 7 98, 0 98, 0 98, 0 98, 0 99, 0

p = 5

0, 1 12, 5 10, 8 10, 8 10, 8 13, 4 11, 6 10, 5 10, 6 10, 6 13, 5
0, 5 12, 7 11, 4 11, 4 11, 4 15, 6 15, 3 14, 9 14, 9 14, 9 16, 9
1, 0 26, 9 24, 4 24, 4 24, 4 27, 3 23, 7 23, 3 23, 4 23, 3 24, 5
1, 5 36, 5 34, 5 34, 5 34, 5 39, 8 41, 4 40, 3 40, 4 40, 4 45, 5
2, 0 69, 6 67, 9 67, 9 67, 9 67, 1 60, 2 61, 6 69, 0 68, 9 71, 8
2, 5 74, 6 72, 5 72, 5 72, 5 73, 8 63, 2 62, 6 62, 6 62, 6 71, 9
3, 0 82, 2 80, 2 80, 2 80, 2 81, 7 88, 3 88, 2 88, 4 88, 3 92, 5
3, 5 91, 2 90, 6 90, 6 90, 6 90, 5 91, 6 91, 0 91, 5 91, 5 94, 8
4, 0 96, 5 95, 9 95, 9 95, 9 98, 6 93, 4 93, 4 93, 4 93, 4 95, 1
4, 5 96, 8 96, 4 96, 4 96, 4 98, 7 96, 3 96, 4 96, 4 96, 4 98, 0
5, 0 99, 2 99, 1 99, 1 99, 1 99, 9 99, 1 99, 1 99, 1 99, 1 99, 9
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3.5 Aplicação

No que segue, aplicamos a metodologia dos testes apresentados nas seções anteriores

a um conjunto de dados reais (ver Apêndice G). Os dados analisados referem-se ao peso

das lentes dos olhos de coelhos europeus na Austrália (Oryctolagus Cuniculus), y, em mg,

e à idade do animal, x, em dias, numa amostra contendo 71 observações. Estes dados

foram analisados por Wei (1998, Exemplo 6.8), que verificaram a suspeita de dois pontos

aberrantes sob estimação de mínimos quadrados, assim, indicando que tal conjunto de

dados suporta erros com caudas mais pesadas que as da normal. Dessa maneira, os dados

foram reanalizados por Cysneiros et al. (2005), que adotaram erros seguindo distribuições

simétricas, dentre elas, a distribuição t−Student com 4 graus de liberdade. A escolha

dos graus de liberdade foi baseada no modelo que apresentou o menor AIC. O gráfico de

resíduos contra valores ajustados (veja Cysneiros et al., 2005, Seção 3.2) mostraram que

as observações 4, 15, 16 e 17 apresentaram, em valor absoluto, resíduos grandes, dando

alguma evidência de heteroscedasticidade. Dessa maneira, consideramos um modelo mais

geral do que o ajustado por Cysneiros et al. (2005).

O modelo heteroscedástico utilizado é dado por

y` = exp

(
β0 −

β1
x` − β2

)
eε` ,

com ε` ∼ S(0, exp{β3 + β4x`}) e ` = 1, . . . , 71. Nosso interesse principal agora é testar

H0 : β4 = 0 contra H1 : β4 6= 0. Para este teste, temos que os valores das estatísticas

de teste e seu respectivos níveis descritivos, entre parênteses, são dados, respectivamente,

por LR = 8, 368 (0, 004), LR∗ = 8, 348 (0, 004), Sr = 6.766 (0, 009), S∗r = 6.678 (0, 010),

S∗r1 = 6.679 (0, 010), S∗r2 = 6.678 (0, 010), Sg = 7, 828 (0, 005) e S∗g = 7.430 (0, 006). Dessa

maneira, ao nível nominal de 1%, temos que os testes baseados nas estatísticas escore

corrigida (S∗r ) e nas versões modifidacas (S∗r1) e (S
∗
r2
) conduzem a não rejeição da hipótese

nula, enquanto que os demais testes conduzem à rejeição da hipótese nula.
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3.6 Conclusões

Neste capítulo, apresentamos os fatores de correção tipo-Bartlett para o aperfeiçoa-

mento dos testes escore e gradiente na classe dos modelos não-lineares simétricos heteros-

cedásticos, sendo o ajuste para a estatística escore nesta classe de modelos inicialmente

obtido por Nascimento (2010).

A fim de avaliar o desempenho dos testes corrigidos e suas respectivas versões não

corrigidas na classe dos MNLSH, realizamos um estudo de simulação de Monte Carlo sob

diversos cenários. Além dos testes escore, gradiente e suas versões corrigidas, consideramos

para efeito de comparação os testes da razão de verossimilhanças usual e o corrigido via

correção de Bartlett, obtido para a classe de modelos em estudo por Brito (2009).

Os resultados numéricos mostraram que os testes da razão de verossimilhanças e gra-

diente têm comportamento similar, apresentando tendência liberal, a qual é acentuada

conforme o número de parâmetros do modelo aumenta (seja parâmetros de perturbação

ou de interesse). As versões corrigidas destes testes, assim como esperado, atenuam a

tendência liberal de suas respectivas versões não corrigidas, aproximando as taxas de re-

jeição dos testes aos níveis nominais considerados, sendo o teste gradiente corrigido mais

eficiente dentre os dois, isto é, apresentando taxas mais próximas dos níveis de signifi-

cância considerados. O número de parâmetros do modelo tem leve influência sobre o

desempenho dos testes da razão de verossimilhanças e gradiente corrigidos se comparada

com a influência exercida sobre suas versões não corrigidas, isto é, quando aumentamos

o número de parâmetros do modelo, a distorção destes testes é menor do que a das suas

respectivas versões não corrigidas. Dentre os testes não corrigidos, o teste escore apre-

senta o melhor desempenho, tendo, de modo geral, caráter ligeiramente liberal, sendo

tal tendência atenuada por sua versão corrigida. Além disso, os testes escore modifica-

dos propostos por Cordeiro et al. (1998) e Kakisawa (1996) apresentaram desempenho

idêntico ao teste escore corrigido, salvo alguns cenários. Ainda, os testes escore usual,

corrigido e as versões modificadas não sofreram influência do número de parâmetros, isto

é, independente do número de parâmetros do modelo, as taxas de rejeição dos testes se

apresentaram estáveis e próximas aos níveis nominais considerados. Com relação ao poder

dos testes, pode-se observar que, de forma geral, os testes escore usual e gradiente cor-

rigido apresentaram poderes semelhantes e ligeiramente superiores ao dos demais testes.

Diante de todos os resultados obtidos, recomendamos para aplicações práticas o uso dos

testes escore modificados e corrigido.
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CAPÍTULO 4

Poder local dos testes da razão de verossimilhanças, Wald, escore e
gradiente

4.1 Introdução

Em virtude da dificuldade de se obter, quando existente, a distribuição nula exata das

estatísticas de teste, é comum na literatura realizar inferências a partir de testes de hipó-

teses baseados em grandes amostras. Os testes assintóticos mais utilizados são os testes da

razão de verossimilhanças, escore e Wald. Satisfazendo as condições de regularidade, as

estatísticas desses três testes são assintóticamente equivalentes até primeira ordem, tanto

sob hipótese nula como sob alternativas de Pitman (sequência de hipóteses alternativas

contíguas convergindo para a hipótese nula sob taxa de convergência de n−1/2, sendo n o

tamanho da amostra).

Um novo teste assintótico, o teste gradiente, foi proposto na literatura por Terrell

(2002). A estatística gradiente, além de apresentar estrutura bastante simples, não de-

pendendo da matriz de informação observada, nem da esperada, compartilha das mesmas

propriedades assintóticas de primeira ordem das estatísticas da razão de verossimilhan-

ças, escore e Wald. Recentemente Lemonte e Ferrari (2012) obtiveram uma expansão

assintótica para a distribuição da estatística gradiente sob uma sequência de hipóteses

alternativas contíguas convergindo para a hipótese nula sob taxa de convergência n−1/2,
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mostrando que a estatística gradiente também é equivalente às estatísticas de teste clás-

sicas sob hipóteses alternativas de Pitman.

Diante dos quatro testes assintóticos equivalentes existentes na literatura, um pos-

sível questionamento seria indicar qual teste mais adequado para determinado estudo.

Até primeira ordem, tais testes têm poder igual sob alternativas de Pitman e até ordem

n−1/2, o mesmo tamanho. Dessa maneira, um critério de escolha dentre eles pode ser

determinado através da comparação dos seus poderes até ordem n−1/2. Hayakawa (1975)

desenvolveu expansões assintóticas sob uma sequência de hipóteses alternativas de Pitman

para as distribuições das estatísticas da razão de verossimilhanças e Wald, Harris e Peers

(1980) obtiveram resultado análogo para a estatística escore e recentemente Lemonte e

Ferrari (2012) para a estatística gradiente. A partir dessas expansões assintóticas é feita

a comparação do poder dos quatro testes até ordem n−1/2.

Trabalhos na literatura têm explorado o estudo do poder local. Lemonte (2011) com-

parou o poder local de testes em modelos não-lineares da família exponencial, Lemonte

e Ferrari (2012b) em modelos de dispersão, Lemonte (2012) em modelos lineares simé-

tricos e Lemonte (2014) em modelos não-lineares de efeitos mistos. Nesta direção, nosso

objetivo é realizar um estudo comparando o poder local dos testes da razão de veros-

similhanças, Wald, escore e gradiente para a classe dos modelos não-lineares simétricos

heteroscedásticos, estendendo os resultados obtidos em Lemonte (2012), para isto, iremos

derivar as expansões assintóticas não nulas até ordem n−1/2 das funções de distribuição

das respectivas estatísticas de teste sob uma sequência de alternativas de Pitman. No que

segue, discorremos acerca do poder local na Seção 4.2, derivando expansões assintóticas

sob hipóteses alternativas de Pitman para a distribuição das estatísticas de teste em es-

tudo. Na Seção 4.3, realizamos a comparação analítica do poder dos quatro testes. A

fim de comparar o desempenho dos testes considerando amostras de tamanho pequeno e

moderado, na Seção 4.4 realizamos um estudo de simulação de Monte Carlo avaliando o

desempenho dos testes quanto a tamanho e poder para diversos cenários. Apresentamos

conclusões acerca dos resultados obtidos na Seção 4.5.

4.2 Poder local

O modelo em estudo é definido em (3.1) por

Y` = µ` +
√
φ∗`e`; e` ∼ S(0, 1, g), ` = 1, . . . , n,
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com µ` = f(x`;β) e φ∗` = m(τ ∗` ) > 0 tais como definidos em (2.2) e (3.2), respectivamente.

Seja θ = (δ>,β>)> o vetor de parâmetros de dimensão (k + p) × 1, com δ = (δ0, δ1
>)>,

sendo δ0 escalar e δ1 = (δ1, . . . , δk−1)
>, e β = (β0, β1, . . . , βp−1)

>. Os vetores δ e β são

globalmente ortogonais no sentido de Cox e Reid (1987), isto é, a matriz de informação

de Fisher para θ tem estrutura bloco-diagonal, sendo definida na Seção 3.2.

Estamos interessados em testar H0 : δ1 = δ
(0)
1 contra H1 : δ1 6= δ

(0)
1 , sendo δ(0)1 um

vetor (k−1)-dimensional de constantes especificadas de tal modo que sob H0, φ
∗
` = m(δ0),

para ` = 1, . . . , n, indicando que o modelo é homoscedástico.

As estatísticas da razão de verossimilhanças (LR), Wald (W ), escore (Sr) e gradiente

(Sg) para o teste de H0 na classe dos MNLSH são expressas por

LR = 2{l(δ̂1, δ̂0, β̂)− l(δ(0)1 , δ̃0, β̃)},

W = [δ̂1 − δ(0)1 ]>(R̂
>
V̂ R̂)[δ̂1 − δ(0)1 ],

Sr =
1

4
[W1Λ̃(S̃F̃1ũ− F̃1ι)]

>(R̃
>
Ṽ R̃)−1[W1Λ̃(S̃F̃1ũ− F̃1ι)] e

Sg =
1

2
[W1Λ̃(S̃F̃1ũ− F̃1ι)]

>(δ̂1 − δ(0)1 ),

com W1,Λ,S,F1,R,V ,u e ι definidos no Capítulo 3. Os sinais ‘ˆ ’ e ‘˜ ’ denotam

que as quantidades foram avaliadas, respectivamente, sob os estimadores de máxima ve-

rossimilhança irrestrito e restrito dos parâmetros. Para grandes amostras e sob H0, a

distribuição das quatro estatísticas de teste LR,W, Sr e Sg é aproximadamente χ2
k−1 e

para uma sequência de hipóteses alternativas de Pitman convergindo para H0 sob taxa de

n−1/2 é aproximadamente χ2
(k−1),λ, ou seja, qui-quadrado não central com k − 1 graus de

liberdade e um parâmetro de não centralidade λ. A sequência de hipóteses alternativas de

Pitman é definida como: H1 : δ1 = δ
(0)
1 +ε, com ε = (ε1, . . . , εk−1)

>, sendo εr = O(n−1/2),

para r = 1, . . . , k − 1.

Seja Si, i = 1, 2, 3, 4, denotando as estatísticas da razão de verossimilhanças, Wald,

escore e gradiente, respectivamente. Assumindo a hipótese alternativa local H1 : δ1 =

δ
(0)
1 +ε, sendo ε = (ε1, . . . , εk−1)

> com εr = O(n−1/2) para r = 1, . . . , k−1, iremos derivar

as expansões assintóticas para a distribuição das estatísticas S1, S2, S3 e S4, até ordem

n−1/2, na classe dos MNLSH. Para isto, incialmente consideremos algumas notações. Seja

ε∗ =
(
ε∗δ
>, 0>

)
, com ε∗δ =

[
K−1δ0δ0K

−1
δ0δ1

−Ik−1

]
ε,

sendo Ik−1 uma matriz identidade de ordem (k−1) e 0 um vetor p×1 de zeros. Ainda, os

índices a, b, c, . . . variam em δ, os índices s, t, v, . . . variam em β, Ua = ∂l(θ;y)/∂δa, Uab =
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∂2l(θ;y)/∂δa∂δb, Uabc = ∂3l(θ;y)/∂δa∂δb∂δc, Usta = ∂3l(θ;y)/∂βs∂βt∂δa, κab = E(Uab),

κabc = E(Uabc), κa,bc = E(UaUbc), κa,b,c = E(UaUbUc) e κsta = E(Usta).

A distribuição não nula das estatísticas Si, com i = 1, 2, 3, 4, sob alternativas de

Pitman para o teste de H0 : δ1 = δ
(0)
1 na classe dos modelos não-lineares simétricos

heteroscedásticos pode ser expressa por

P(Si ≤ xα) = Gk−1,λ(xα) +
3∑

k=0

bikGk−1+2l,λ(xα) +O(n−1), (4.1)

com o valor xα obtido de P(χ2
q−1 ≤ α) = 1− α e Gk−1,λ(xα) sendo a função de distribui-

ção acumulada de uma variável aleatória qui-quadrado não central com k − 1 graus de

liberdade e parâmetro de não centralidade λ, sendo λ = ε>(Kδ1δ1 −Kδ1δ0K
−1
δ0δ0
Kδ0δ1)ε e

os coeficientes bil’s, com i = 1, 2, 3, 4 e l = 0, 1, 2, 3, dados por

b11 = b011 + ξ, b21 = b021 + ξ, b31 = b031 + ξ, b41 = b041 + ξ,

b12 = b33 = −1

6

k∑
a,b,c=1

κa,b,cε
∗
aε
∗
bε
∗
c ,

b22 =
1

2

k∑
a,b,c=1

κa,bcε
∗
aε
∗
bε
∗
c +

1

2

k∑
a,b,c=1

κabcmabε
∗
c ,

b13 = 0, b23 = −2b43 =
1

6

k∑
a,b,c=1

κabcε
∗
aε
∗
bε
∗
c , b32 = −1

2

k∑
a,b,c=1

κa,b,cmabε
∗
c e

b42 = −1

4

k∑
a,b,c=1

κabcmabε
∗
c +

1

4

k∑
a,b,c=1

(κabc + 2κa,bc)ε
∗
aε
∗
bε
∗
c ,

sendo

b011 = −1

6

k∑
a,b,c,=1

(κabc − 2κa,b,c)ε
∗
aε
∗
bε
∗
c −

1

2

k∑
a,b,c=1

(κabc + 2κa,bc)aabε
∗
c

− 1

2

k∑
a=2

k∑
a,b=1

(κabc + κa,bc)εaε
∗
bε
∗
c ,

b021 = −1

2

k∑
a,b,c=1

(κabc + 2κa,bc)ε
∗
aε
∗
bε
∗
c +

k∑
a,b,c=1

κa,bcmabε
∗
c

− 1

2

k∑
a,b,c=1

(κabc + 2κa,bc)κ
a,bε∗c −

1

2

k∑
a=2

k∑
b,c=1

(κabc + κa,bc)εaε
∗
bε
∗
c ,
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b031 = −1

6

k∑
a,b,c=1

(κabc − 2κa,b,c)ε
∗
aε
∗
bε
∗
c +

1

2

k∑
a,b,c=1

κa,b,cmabε
∗
c

− 1

2

k∑
a,b,c=1

(κabc + 2κa,bc)aabε
∗
c −

1

2

k∑
a=2

k∑
b,c=1

(κabc + κa,bc)εaε
∗
bε
∗
c ,

b041 =
1

4

k∑
a,b,c=1

κabcκ
a,bε∗c −

1

2

k∑
a,b,c=1

(κabc + 2κa,bc)ε
∗
aε
∗
bε
∗
c

− 1

4

k∑
a,b,c=1

(4ka,bc + 3kabc)aabε
∗
c −

1

2

k∑
a=2

k∑
b,c=1

(κabc + κa,bc)εaε
∗
bε
∗
c e

ξ =
1

2

k∑
a=1

p∑
s,t=1

κstaκ
s,tε∗a,

e bi0 = −(bi1 + bi2 + bi3), para i = 1, 2, 3, 4. Aqui, ε∗r denota o r−ésimo elemento do vetor

ε∗, aab e mab representam os elementos (a, b) das matrizes A e M definidas na Seção

3.3.2, K−1
δ = (κr,s), com a, b = 1, . . . , k, e K−1

β = (κs,t), com s, t = 1, . . . , p. Além

disso, todas as quantidades das expressões bil’s são avaliadas sob H0, com exceção do

ε∗. Ainda, podemos observar que os coeficientes bil’s podem ser escritos em função da

contribuição dos δ’s para o poder local (b0il) e da contribuição dos β’s para o poder local

(ξ). As expressões dos bil’s podem ser utilizadas para qualquer classe de modelos que siga

a mesma parametrização dos MNLSH e que os vetores β e δ sejam globalmente ortogonais.

Tais expressões foram obtidas inicialmente por Lemonte (2014).

Substituindo os κ’s referentes à classe dos MNLSH calculados no Apêndice D e consi-

derando heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, isto é, m(τ ∗` ) = exp(τ ∗` ), temos

que o parâmetro de não centralidade λ é dado por λ = ε>(W1
>V R)ε e os coeficientes

bil’s e ξ para o teste de H0 : δ1 = δ
(0)
1 por

b12 = −1

3
Q1tr{T (3)} b22 = −1

2
Q1tr{T (3)}+

1

2
Q1tr{(Zδ −Zδ0)dT },

b23 =
1

6
Q1tr{T (3)} b32 = −Q1tr{(Zδ −Zδ0)dT },

b42 = −1

4
Q1tr{(Zδ −Zδ0)dT } −

1

4
Q1tr{T (3)},

b011 =
1

2
Q1tr{T (3)}+

1

2
Q1tr{Zδ0d},

b021 =
1

2
Q1tr{T (3)} −Q1tr{(Zδ −Zδ0)dT }+

1

2
Q1tr{ZδdT },
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b031 =
1

2
Q1tr{T (3)}+Q1tr{(Zδ −Zδ0)dT }+

1

2
Q1tr{Zδ0dT },

b041 =
1

4
Q1tr{ZδdT }+

1

2
Q1tr{T (3)}+

1

4
Q1tr{Zδ0dT } e

ξ =
1

2
Q2tr{ΛZβd

T },

sendo t = (t1, . . . , tn)> = Wε∗δ, T = diag{t1, . . . , tn}, T (2) = T � T e T (3) = T (2) � T ,
sendo � a notação para o produto Hadamard, isto é, produto elemento a elemento (Rao,

1973, pág. 30). Detalhes sobre a obtenção dos bi`’s e ξ são apresentados no Apêndice F.

4.3 Comparação entre as funções de poder

Dado que os testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças, Wald, escore

e gradiente têm o mesmo poder sob uma sequência de hípoteses alternativas contíguas

até primeira ordem, comparemos, então, analiticamente seus poderes locais até termos

de ordem n−1/2, isto é, ignorando termos de ordem menor que n−1/2, confrontando os

poderes locais dos testes rivais. Definimos a função de poder dos testes baseados nas

estatísticas Si, i = 1, 2, 3, 4, para o teste de H0 : δ1 = δ
(0)
1 e sob uma sequência de

hipóteses alternativas contíguas como

πi = πi(xα) = 1− P(Si ≤ xα) = P(Si > xα),

com P(Si ≤ xα) definido em (4.1). Dessa maneira, temos que

πi − πj =
3∑
`=0

(bj` − bi`)Gk−1+2`,λ(xα), j = 1, 2, 3, 4, i 6= j,

onde os bi`’s e bj`’s são apresentados na seção anterior. Sabemos ainda que

Gm,λ(x)−Gm+2,λ(x) = 2gm+2,λ(x),

sendo gm,λ(x) a função densidade de probabilidade de uma variável aleatória qui-quadrado

não central com m graus de liberade e parâmentro de não centralidade λ. Após alguma
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álgebra, apresentada com detalhes no Apêndice F, temos que

π1 − π2 = K1gk+1,λ(x) +K2gk+3,λ(x) +K3gk+5,λ(x),

π1 − π3 = −1

2
K2gk+3,λ(x)− 1

2
K3gk+5,λ(x), (4.2)

π1 − π4 = K4gk+1,λ(x)− 1

2
K2gk+3,λ(x)− 1

2
K3gk+5,λ(x),

π2 − π3 = K5gk+1,λ(x)− 3K2gk+3,λ(x)− 3K3gk+5,λ(x),

π2 − π4 = −K4gk+1,λ(x)− 3

2
K2gk+3,λ(x)− 3

2
K3gk+5,λ(x) e

π3 − π4 = K4gk+1,λ(x) +
3

2
K2gk+3,λ(x) +K3gk+5,λ(x),

com

K1 = Q1 (tr{(Zδ −Zδ0)dT } − tr{ZδdT }+ tr{Zδ0dT }) ,

K2 = −Q1tr{(Zδ −Zδ0)dT }; K3 = −1

3
Q1tr{T (3)},

K4 = −1

2
Q1 (tr{ZδdT } − tr{Zδ0dT } − tr{(Zδ −Zδ0)dT }) e

K5 = tr{ZδdT } − tr{Zδ0dT } − tr{(Zδ −Zδ0)dT }.

Com base nas expressões πi− πj, podemos comparar analiticamente os poderes locais

dos testes rivais. A partir da equação (4.2), podemos observar que π1 > π3 se K2 ≤ 0

e K3 < 0 e π1 < π3 se K2 ≥ 0 e K3 > 0. Ainda, temos que não é possível a igualdade

entre π1 e π3, uma vez que K3 6= 0. Satisfeitas as condições acima, este resultado se

observa para as diversas distribuições pertencentes à família simétrica. De forma análoga,

podemos proceder para as demais diferenças entre os poderes locas dos testes rivais, isto

é, temos que

• π1 > π2 se K1 ≥ 0, K2 ≥ 0 e K3 > 0 e π1 < π2 se K1 ≤ 0, K2 ≤ 0 e K3 < 0,

• π1 > π4 se K4 ≥ 0, K2 ≤ 0, K3 < 0 e π1 < π4 se K4 ≤ 0, K2 ≥ 0, K3 > 0,

• π2 > π3 se K5 ≥ 0, K2 ≤ 0, K3 < 0 e π2 < π3 se K5 ≤ 0, K2 ≥ 0, K3 > 0,

• π2 > π4 se K4 ≤ 0, K2 ≤ 0, K3 < 0 e π2 < π4 se K4 ≥ 0, K2 ≥ 0, K3 > 0,

• π3 > π4 se K4 ≥ 0, K2 ≥ 0, K3 > 0 e π3 < π4 se K4 ≤ 0, K2 ≤ 0, K3 < 0.

É válido salientar que as condições impostas aos K`, ` = 1, 2, 3, 4, 5, podem ser veri-

ficadas numericamente em aplicações práticas após o ajuste do MNLSH aos dados. Um
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questinamento pertinente é quanto ao desempenho dos testes quando estamos lidando

com amostras de tamanho pequeno ou moderado e qual deles é mais confiável. Na Seção

seguinte iremos avaliar o desempenho dos testes nestas condições via simulação de Monte

Carlo.

4.4 Resultados numéricos

Nesta Seção desenvolvemos um estudo de simulação de Monte Carlo a fim de avaliar o

desempenho dos testes da razão de verossimilhanças, Wald, escore e gradiente em amostras

de tamanho pequeno e moderado. Para isto, consideramos o modelo de regressão tal como

definido na Seção 3.4, isto é,

y` = β0 + exp{β1x`1}+

p−1∑
s=2

βsx`s + e`, ` = 1, . . . , n,

com e` sendo variáveis aleatórias independentes com distribuição simétrica, em notação,

e` ∼ S(0, exp{w`>δ}, g). O interesse do estudo consiste em testar H0 : δ1 = 0, contra H1 :

pelo menos uma desigualdade, sendo δ1 um vetor de dimensão k − 1. Sob H0, temos que

exp{w`>δ} = exp{δ0}, indicando que o modelo é homoscedástico. As variáveis resposta

foram geradas das distribuições t−Student (ν = 5) e exponencial potência (κ = 0, 3).

Assumimos β0 = . . . = βp−1 = 1, δ1 = 0, 1; δ2 = 0, 3; δ3 = 0, 5 e δ4 = δ5 = δ6 = 1. As

covariáveis x`1, . . . , x`p−1 e w`2, . . . , w`k−1 foram geradas da distribuição U(0, 1). O número

de réplicas de Monte Carlo foi fixado em 10.000 e os níveis nominais considerados foram

α = 1%, 5% e 10%. Para as simulações, usamos a linguagem de programação matricial

Ox (Doornik, 2006). Os gráficos de poder foram feitos usando o software estatístico R.

Nas Tabelas a seguir são apresentadas, em porcentagem, as taxas de rejeição dos testes

em estudo para cada cenário simulado, isto é, estimamos via simulação de Monte Carlo

P(Si ≥ χ2
α;k−1), com i = 1, 2, 3, 4 e χ2

α;k−1 o percentil (1− α) da distribuição χ2
k−1

Inicialmente avaliamos o efeito do aumento do número de parâmetros β no desempenho

dos testes considerando n = 30, k = 3 e p = 3, 4, 5, 6. Suas taxas de rejeição nula são

apresentadas na Tabela 4.1. Como podemos observar, dentre os quatro testes, o de pior

desempenho é o teste Wald (S2), apresentando taxas de rejeição muito acima dos níveis

nominais adotados, chegando a valores sete vezes maior do que o esperado, por exemplo,

quando α = 5% e k = 5 temos para ambos os modelos a taxa de rejeição igual a 37%.
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Os testes da razão de verossimilhanças (S1) e gradiente (S4) apresentam desempenho

bastante similar e liberal, embora não tanto como o teste Wald. Ainda, estes três testes

se mostram sensíveis quanto ao número de parâmetros β, isto é, conforme aumentamos a

dimensão de β,mais distorcidos se tornam os testes. Já o teste escore (S3), apresenta taxas

bastante próximas dos níveis nominais considerados, tendo comportamento ligeiramente

liberal, de maneira geral, e não se mostra sensível ao aumento do número de parâmetros

β, apresentando taxas próximas aos níveis nominais adotados independente da dimensão

de β. A exemplo, quando α = 10% e p = 3 temos as taxas de rejeição para o modelo t5
iguais a 19, 4% (S1), 30, 6% (S2), 10, 7% (S3) e 18, 4% (S4), fazendo p = 6, obtemos as

taxas de rejeição iguais a 33, 5% (S1), 52, 8% (S2), 11, 9% (S3) e 31, 2% (S4).

Tabela 4.1: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial potência com κ = 0, 3, consi-
derando n = 30, k = 3 e diversos valores para p.

α Teste Modelo t5 Modelo exponencial potência
p p

3 4 5 6 3 4 5 6
10% S1 19, 4 23, 3 27, 8 33, 5 19, 2 21, 3 26, 2 30, 8

S2 30, 6 36, 4 45, 7 52, 8 32, 3 37, 3 45, 6 52, 8
S3 10, 7 11, 2 11, 8 11, 9 9, 7 10, 5 10, 9 11, 3
S4 18, 4 22, 3 26, 1 31, 2 18, 5 20, 6 24, 8 29, 4

5% S1 12, 0 14, 9 18, 9 24, 5 11, 5 13, 7 17, 5 21, 8
S2 22, 3 28, 3 37, 0 44, 7 23, 9 28, 5 37, 0 45, 0
S3 5, 1 5, 5 6, 0 6, 3 4, 9 5, 4 6, 0 6, 0
S4 10, 8 14, 1 17, 7 22, 2 10, 8 13, 1 16, 6 20, 2

1% S1 3, 7 5, 2 7, 5 12, 0 3, 3 4, 6 6, 7 9, 9
S2 11, 2 16, 5 24, 3 32, 4 12, 7 16, 6 23, 6 31, 3
S3 3, 1 1, 1 1, 2 1, 3 1, 1 1, 2 1, 3 1, 5
S4 0, 9 4, 8 6, 7 10, 2 2, 9 4, 3 6, 1 8, 7

Na Tabela 4.2 avaliamos a influência do número de parâmetros δ nos modelos em

estudo, apresentando as taxas de rejeição dos testes sob investigação quando n = 30, p = 3

e k = 3, 4, 5, 6. Notamos que os testes avaliados têm comportamento similar ao observado

quando aumentamos o número de parâmetros β, isto é, os testes S1, S2 e S4 apresentam

taxas de rejeição bastante distorcidas, sendo o teste S2 o de pior desempenho. Além

disso, conforme aumentamos a dimensão de δ, podemos observar que os testes apresentam
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taxas de rejeição ainda mais distorcidas, mostrando a sensibilidade dos testes quando

aumentamos a dimensão de δ. Além disso, o teste S3 apresenta o melhor desempenho

dentre os testes em estudo, não sendo influenciado pelo número de parâmetros δ, isto é,

aprensentando taxas próximas aos níveis nominais adotados independente do número de

parâmetros. Por exemplo, para o modelo exponencial potência quando α = 1% e k = 4

temos as respectivas taxas de rejeição para os teste em estudo: 4, 4% (S1), 17, 8% (S2),

1, 3% (S3) e 3, 9% (S4), considerando k = 6, temos 6, 4% (S1), 35, 2% (S2), 1, 7% (S3) e

5, 3% (S4).

Tabela 4.2: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial potência com κ = 0, 3, consi-
derando n = 30, p = 3 e diversos valores para k.

α Teste Modelo t5 Modelo exponencial potência
k k

3 4 5 6 3 4 5 6
10% S1 19, 4 22, 1 24, 2 28, 4 19, 2 20, 9 22, 5 26, 6

S2 30, 6 36, 5 42, 3 54, 0 32, 3 37, 9 44, 8 58, 1
S3 10, 7 10, 8 11, 0 11, 3 9, 7 10, 5 9, 9 10, 6
S4 18, 4 21, 2 21, 7 25, 6 18, 5 20, 1 20, 6 24, 3

5% S1 12, 0 14, 2 15, 2 19, 3 11, 5 13, 0 13, 6 17, 4
S2 22, 3 28, 0 33, 5 45, 8 23, 9 29, 7 36, 1 49, 5
S3 5, 1 5, 4 5, 4 5, 7 4, 9 5, 2 5, 6 6, 0
S4 10, 8 13, 1 12, 8 16, 6 10, 8 12, 4 12, 0 15, 6

1% S1 3, 7 4, 5 5, 3 7, 6 3, 3 4, 4 4, 5 6, 4
S2 11, 2 16, 6 19, 9 31, 2 12, 7 17, 8 22, 3 35, 2
S3 0, 9 1, 0 1, 0 0, 9 1, 1 1, 3 1, 2 1, 7
S4 3, 1 3, 9 3, 8 5, 8 2, 9 3, 9 3, 7 5, 3

Nas Tabelas 4.3 e 4.4 apresentamos as taxas de rejeição dos testes em estudo para

os modelos t5 e exponencial potência, respectivamente, considerando p = 3, k = 4 e

diferentes tamanhos amostrais. Nosso objetivo aqui é verificar o comportamento dos

quatro testes conforme o tamanho da amostra aumenta. Como já observamos nas Tabelas

anteriores, para amostras de tamanho pequeno e moderado, o teste S2 apresenta o pior

desempenho, com taxas de rejeição muito acima dos níveis nominais considerados. Os

testes S1 e S4 são liberais, embora não tanto como o teste S2, e têm desempenho similiar. O

teste S3 apresenta melhor desempenho, com taxas de rejeição próximas dos níveis nominais
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considerados para todos os tamanhos amostrais. Como era de se esperar, conforme o

tamanho da amostra aumenta, os testes S1, S2 e S4 se apresentam menos discrepantes,

isto é, com taxas de rejeição menos distorcidas, mais próximas aos níveis de significância

adotados. Como exemplo, para n = 25 e α = 5%, temos as taxas de rejeição dos testes

iguais a 17, 7% (S1), 38, 4% (S2), 5, 1% (S3) e 15, 3% (S4) para o modelo t5 e 16, 5% (S1),

40, 5% (S2), 5, 3% (S3) e 4, 6% (S4) para o modelo exponencial potência. Aumentando n

para n = 120, temos 6, 5% (S1), 8, 1% (S2), 5, 2% (S3) e 6, 2% (S4) para o modelo t5 e

5, 9% (S1), 7, 9% (S2), 4, 9% (S3) e 5, 8% (S4) para o modelo exponencial potência.

Tabela 4.3: Tamanho dos testes para o Modelo t5 com p = 3, k = 4 e diversos valores para n.

α Teste n

25 35 45 55 75 100 120 150
α = 10% S1 27, 2 19, 1 16, 2 15, 1 12, 9 12, 3 12, 3 11, 4

S2 47, 3 30, 2 24, 5 20, 8 16, 9 15, 2 14, 9 12, 9
S3 10, 5 10, 7 10, 0 10, 9 9, 7 10, 1 10, 4 10, 1
S4 24, 4 17, 9 15, 3 14, 6 12, 3 12, 0 12, 1 11, 2

α = 5% S1 17, 7 11, 5 9, 5 8, 8 6, 6 6, 4 6, 5 5, 7
S2 38, 4 21, 6 16, 3 13, 3 9, 8 8, 7 8, 1 7, 0
S3 5, 1 5, 0 4, 9 5, 6 4, 5 4, 7 5, 2 4, 6
S4 15, 3 10, 2 8, 6 8, 2 6, 2 6, 2 6, 2 5, 4

α = 1% S1 6, 8 3, 5 2, 5 2, 4 1, 4 1, 5 1, 6 1, 2
S2 24, 9 10, 5 7, 0 5, 1 2, 6 2, 5 2, 0 1, 5
S3 0, 7 0, 9 0, 9 0, 9 0, 8 1, 0 1, 1 0, 9
S4 5, 2 2, 6 2, 1 2, 0 1, 2 1, 3 1, 5 1, 1

Com o objetivo de estudar o poder dos quatro testes para amostras de tamanho pe-

queno e moderado, simulamos as taxas de rejeição dos testes em investigação sob a hipótese

alternativa H1 : δ2 = δ3 = δ4 = δ 6= 0, considerando os modelos t5 e exponencial potência,

com n = 35, p = 3, k = 4, α = 10% e δ variando entre −5.0 e 5.4. Como podemos observar

nas simulações anteriores, os testes têm diferentes tamanhos quando usamos a distribui-

ção χ2 em amostras pequenas. Para superar este problema e garantir que todos os testes

tenham o mesmo tamanho, usamos 500.000 réplicas de Monte Carlo e estimamos, sob

hipótese nula, os valores críticos de cada teste para cada nível nominal considerado. Nas

Figuras 4.1 e 4.2 apresentamos as curvas de poder simuladas correspondentes aos qua-

tro testes para os modelos t5 e exponencial potência, respectivamente. Como podemos
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observar, para ambos os modelos as curvas de poder dos quatro testes se sobrepuseram,

praticamente, sendo a curva de poder do teste Wald um pouco abaixo das demais, prin-

cipalmente para o modelo exponencial potência. Como esperado, os poderes dos testes se

aproximam de 1 conforme |δ| aumenta.

Tabela 4.4: Tamanho dos testes para o Modelo exponencial potência com κ = 0, 3, p = 3, k = 4
e diversos valores para n.

α Teste n

25 35 45 55 75 100 120 150
α = 10% S1 25, 5 18, 5 15, 5 14, 3 13, 1 12, 0 11, 3 11, 1

S2 49, 1 34, 6 26, 5 21, 8 18, 2 16, 1 14, 6 13, 3
S3 9, 7 9, 5 10, 0 10, 3 10, 0 9, 9 9, 8 9, 8
S4 23, 1 10, 8 15, 2 14, 0 12, 8 11, 8 11, 2 10, 9

α = 5% S1 16, 5 10, 7 9, 2 7, 8 7, 0 6, 1 5, 9 5, 9
S2 40, 5 25, 3 18, 3 14, 2 10, 8 9, 1 7, 9 7, 9
S3 5, 3 5, 0 5, 1 5, 1 4, 9 5, 0 4, 9 4, 9
S4 14, 6 9, 8 8, 8 7, 4 6, 7 5, 9 5, 8 5, 9

α = 1% S1 6, 1 3, 0 2, 4 2, 0 1, 6 1, 4 1, 4 1, 2
S2 27, 0 13, 0 8, 3 5, 2 3, 6 2, 6 2, 5 1, 8
S3 1, 3 1, 1 1, 2 1, 0 1, 2 1, 0 1, 0 1, 0
S4 5, 0 2, 8 2, 1 1, 8 1, 5 1, 4 1, 3 1, 2
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Figura 4.1: Curva de poder dos quatro testes para o modelo t5 com n = 35, p = 3, k = 4

Figura 4.2: Curva de poder dos quatro testes para o modelo exponencial potência com
κ = 0, 3, n = 35, p = 3, k = 4
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4.5 Conclusões

Neste capítulo, obtivemos expansões assintóticas, sob hipóteses alternativas de Pit-

man, das funções de distribuição das estatísticas da razão de verossimilhanças, Wald,

escore e gradiente com o objetivo de comparar analiticamente o poder dos testes base-

ados em tais estatísticas até ordem n−1/2. Nosso trabalho estende os resultados obtidos

por Lemonte (2012), que compara o poder local dos quatro testes supracitados na classe

dos modelos lineares simétricos. Além da comparação analítica, realizamos um estudo de

simulação de Monte Carlo para avaliar o comportamento dos testes em estudo conside-

rando amostras de tamanho pequeno e moderado. Os resultados do estudo de simulação

de Monte Carlo adicionaram informações importantes. Para amostras de tamanho pe-

queno ou moderado, o teste escore foi o que apresentou o melhor desempenho dentre os

quatro testes em estudo e o teste Wald apresentou o pior desempenho. Ainda, as simu-

lações de poder sugeriram que, quando utilizado os valorer críticos estimados corretos, os

testes apresentam propriedades de poder semelhantes para pequenas amostras.
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CAPÍTULO 5

Considerações finais

As principais contribuições teóricas deste trabalho são enumeradas a seguir:

• No Capítulo 2, derivamos fatores de correção de Bartlett para os testes de hete-

roscedasticidade baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças e razão de

verossimilhanças perfiladas modificadas em modelos não-lineares simétricos hete-

roscedásticos (MNLSH). Os resultados obtidos estendem os trabalhos de Cordeiro

(2004), que obteve correções de Bartlett para a estatística da razão de verossimi-

lhanças na classe dos modelos não-lineares simétricos e Ferrari et al. (2004), que

derivaram um fator de correção de Bartlett para o teste de heteroscedasticidade

baseado na estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas para

o modelo normal linear heteroscedástico. Os estudos de simulação desenvolvidos

apontaram que as correções de Bartlett foram efetivas, melhorando a aproximação

da distribuição da estatística de teste pela distribuição χ2 de referência, tendo o teste

da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas o melhor desempenho dentre os

teste comparados, juntamente com o teste da razão de verossimilhanças Bartlett

bootstrap;

• No Capítulo 3, obtivemos um fator de correção tipo-Bartlett para o teste de he-

teroscedasticidade baseado na estatística gradiente na classe dos MNLSH. Este é

o primeiro trabalho a tratar de correções tipo-Bartlett para a estatística gradiente

para modelos que têm erros seguindo distribuição simétrica. Ainda, estendemos os
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resultados de Nascimento (2010), que avaliou apenas o teste escore corrigido para

a média na classe dos MNLSH. Além dos testes escore e gradiente corrigidos e não

corrigidos, consideramos para o estudo de simulação testes baseados em estatísti-

cas modificadas, alternativas à estatística escore, propostas por Kakisawa (1996) e

Cordeiro et al. (1998). Os resultados numéricos apontaram que os testes baseados

nas estatísticas escore modificadas e corrigida e na estatística gradiente corrigida

apresentaram desempenhos melhores do que os testes baseados em suas respectivas

versões não corrigidas, tendo os testes baseados nas estatísticas escore modificadas

e corrigida melhores desempenhos, de maneira geral;

• No Capítulo 4, estendemos os resultados obtidos por Lemonte (2012) para a classe

dos MNLSH, isto é, realizamos para esta classe de modelos um estudo de poder

local com o objetivo de estabelecer condições para poder comparar (localmente)

o poder dos testes de heteroscedasticidade baseados nas estatísticas da razão de

verossimilhanças, Wald, escore e gradiente. Em aplicações práticas, tais condições

podem ser verificadas numericamente após o ajuste do MNLSH aos dados. Para

avaliar o desempenho dos testes em pequenas amostras, foi realizado um estudo de

simulação de Monte Carlo, cujos resultados numéricos apontaram que o teste escore

tem o melhor desempenho e o teste Wald o pior desempenho dentre os quatro testes.

Ainda, os resultados numéricos sugeriram que, quando utilizado os valorer críticos

estimados corretos, os testes apresentam propriedades de poder semelhantes para

pequenas amostras.
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APÊNDICE A

Aspectos inferenciais do modelos não-lineares simétricos
heteroscedásticos

Neste apêndice, apresentamos os cálculos das derivadas para a obtenção da função

escore total do modelo não-linear simétrico heteroscedástico bem como sua matriz de

informação total de Fisher. Como definido na Seção 2.2, o logaritmo da função de ve-

rossimilhança do vetor de parâmetros θ = (δ>,β>, σ2)> do MNLSH definido em (2.4) é

dado por

l(θ) = l(θ;y) = −n
2

log σ2 − 1

2

n∑
`=1

logm` +
n∑
`=1

t(z`). (A.1)

Para representar as derivadas do logaritmo da função de verossimilhança, definimos as

derivadas de µ` com relação aos componentes de β por (i)` = ∂µ`/βi, (ij)` = ∂2µ`/∂βi∂βj,

(ij, l)` = (∂2µ`/∂βi∂βj)(∂µ`/∂βl), etc, e as derivadas de m` com relação aos componentes

de δ por ψ`a = ∂m`/∂δa, ψ`ab = ∂2µ`/∂δa∂δb, etc, onde os índices i, j, l, . . . variam em β

e os índices a, b, c, . . . variam em δ.
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Diferenciando (A.1) com relação aos componentes de θ, temos:

∂l(θ)

∂δa
= −1

2

n∑
`=1

1

m`

ψ`a −
1

2

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

1

m`

ψ`a,

∂l(θ)

∂βi
= −

n∑
`=1

t(z`)
(1) 1√

σ2m`

(i)` e

∂l(θ)

∂σ2
= − n

2σ2
−

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

1

2σ2
,

com a = 1, . . . , k e i = 1, . . . , p. Em notação matricial,

Uδ = −1

2
Ψ>(Mι− SMu),

Uβ = X̃SΦ(y − µ) e

Uσ2 = − n

σ2
+

1

2σ2
(y − µ)>SΦ(y − µ).

As segundas derivadas de (A.1) com respeito aos componentes de θ são expressas por

∂2l(θ)

∂δa∂δb
=

1

2

n∑
`=1

1

m2
`

ψ`aψ`b −
1

2

n∑
`=1

1

m`

ψ`ab +
1

4

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2`

1

m2
`

ψ`aψ`b

+
1

4

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

1

m2
`

ψ`aψ`b +
1

2

n∑
`=1

t(z`)
(1) 1

m2
`

ψ`aψ`b

− 1

2

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

1

m`

ψ`ab,

∂2l(θ)

∂βi∂βj
=

n∑
`=1

t(z`)
(2) 1

σ2m`

(j)`(i)` −
1√
σ2

n∑
`=1

t(z`)
(1)m

−1/2
` (ij)`,

∂2l(θ)

∂(σ2)2
=

n

2σ4
+

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2`

1

4σ4
+

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

1

4σ4
+

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

1

2σ4
,

∂2l(θ)

∂δa∂σ2
=

1

4σ2

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2`

1

m`

ψ`a +
1

4σ2

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

1

m`

ψ`a,

∂2l(θ)

∂βi∂δa
=

n∑
`=1

{t(z`)(2)z` + t(z`)
(1)} 1

2m`

1√
σ2m`

ψ`a(i)` e

∂2l(θ)

∂βi∂σ2
=

n∑
`=1

{t(z`)(2)z` + t(z`)
(1)} 1

2σ2

1√
σ2m`

(i)`,

com a, b = 1, . . . , k e i, j = 1, . . . , p. Tomando as esperanças das expressões acima, temos:
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E

[
∂2l(θ)

∂δa∂δb

]
=

(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

n∑
`=1

1

m2
`

ψ`aψ`b,

E

[
∂2l(θ)

∂βi∂βj

]
=

δ(0,1,0,0,0)
σ2

n∑
`=1

1

m`

(i, j)`,

E

[
∂2l(θ)

∂(σ2)2

)
=

n

4σ4
δ(0,1,0,0,2) −

n

4σ2
,

E

[
∂2l(θ)

∂δa∂σ2

]
=

(
δ(0,1,0,0,2) − 1

4

) n∑
`=1

ψ`a
σ2m`

e

E

[
∂2l(θ)

∂βi∂δa

]
= E

(
∂2l(θ)

∂βi∂σ2

)
= 0.

Assim, obtemos a matriz de informação de Fisher que é dada por

I = −E
(

∂2l

∂θ∂θ>

)
=


(
1−δ(0,1,0,0,2)

4

)
Ψ>M (2)Ψ 0

(
1−δ(0,1,0,0,2)

4

)
Ψ>Φι

0 −δ(0,1,0,0,0)X̃>ΦX̃ 0(
1−δ(0,1,0,0,2)

4

)
ι>ΦΨ 0 (1− δ(0,1,0,0,2)) n

4σ4

 .
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APÊNDICE B

Cálculo do fator de correção tipo-Bartlett para a estatística LR

Neste apêndice obtemos algumas derivadas, e momentos das derivadas, do logaritmo

da função de verossimilhança de θ∗ = (δ>,β>, γ)> do modelo reparametrizado expresso

por

l∗(θ) = l∗(θ∗;y) = −n
2

log γ +
n∑
`=1

t(z`) (B.1)

para a obtenção da constante c em (2.7) do fator de correção para a estatística LR . Desse

modo, definimos a seguinte notação adicional: q`a = ∂q`
∂δa
, q`ab = ∂q`a

∂δb
, etc. Além disso,

consideremos que os índices a, b, c, . . . variam em δ e os índices i, j, l, . . . variam em β.

Assim, as quatro primeiras derivadas de (B.1) com respeito aos componentes de δ são

dadas por

∂l∗(θ)

∂δa
=

1

2

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

1

q`
q`a,

∂2l∗(θ)

∂δa∂δb
=

1

2

n∑
`=1

{
t(z`)

(2)z2`
1

2q2`
q`aq`b − t(z`)(1)z`

1

2q2`
q`aq`b

+ t(z`)
(1)z`

1

q`
q`ab

}
,

∂3l∗(θ)

∂δa∂δb∂δc
=

1

2

n∑
`=1

{
t(z`)

(3)z3`
1

4q3`
q`aq`bq`c − t(z`)(2)z2`

3

4q3`
q`aq`bq`c

+ t(z`)
(2)z2`

3

4q3`
[q`acq`b + q`aq`bc + q`abq`c] + t(z`)

(1)z`
3

4q3`
q`aq`bq`c

− t(z`)
(1)z`

1

2q2`
[q`acq`b + q`aq`bc + q`abq`c] + t(z`)

(1)z`
1

q`
q`abc

}
e
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∂4l∗(θ)

∂δa∂δb∂δc∂δd
=

1

2

n∑
`=1

{
t(z`)

(4)z4`
1

4q4`
q`aq`bq`cq`d − t(z`)(3)z3`

3

4q4`
q`aq`bq`cq`d

− t(z`)
(3)z3`

1

q3`
[q`adq`bq`c + q`aq`bdq`c + q`aq`bq`cd + q`acq`bq`d

+ q`aq`bcq`d + q`abq`cq`d]

+ t(z`)
(2)z2`

15

8q4`
q`aq`bq`cq`d − t(z`)(2)z2`

9

2q3`
q`adq`bq`c

+ t(z`)
(1)z`

9

2q3`
q`adq`bq`c − t(z`)(1)z`

3

q2`
q`acdq`b

+ t(z`)
(2)z2`

1

2q2`
q`abcq`d − t(z`)(1)z`

1

2q2`
q`abcq`d

+ t(z`)
(1)z`

1

q`
q`abcd + t(z`)

(2)z2`
3

q2`
q`acdq`b

− t(z`)
(1)z`

15

8q4`
q`aq`bq`cq`d

}
.

As três primeiras derivadas de (B.1) com respeito aos componentes de β são dadas

por

∂l∗(θ)

∂βi
= − 1

γ1/2

n∑
`=1

t(z`)
(1)q

1/2
` (i)`, i = 1, . . . , p,

∂2l∗(θ)

∂βi∂βj
=

1

γ

n∑
`=1

t(z`)
(2)q`(i, j)` −

1

γ1/2

n∑
`=1

t(z`)
(1)q

1/2
` (ij)` e

∂3l∗(θ)

∂βi∂βj∂βl
= − 1

γ3/2

n∑
`=1

t(z`)
(3)q

3/2
` (i, j, l)` −

1

γ1/2

n∑
`=1

t(z`)
(1)q

1/2
` (ijl)`

+
1

γ

n∑
`=1

t(z`)
(2)q`{(ij, l)` + (i, jl)` + (il, j)`}.

As três primeiras derivadas de (B.1) com respeito a γ são dadas por

∂l∗(θ)

∂γ
= − n

2γ
− 1

2γ

n∑
`=1

t(z`)
(1),

∂2l∗(θ)

∂γ2
=

n

2γ2
+

3

4γ2

n∑
`=1

t(z`)
(1)z` +

1

4γ2

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2` e

∂3l∗(θ)

∂γ3
= − n

γ3
− 15

12γ3

n∑
`=1

t(z`)
(1)z` −

9

8γ3

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2` −

1

8γ3

n∑
`=1

t(z`)
(3)z3` .
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Algumas das derivadas mistas de (B.1) são dadas por

∂3l∗(θ)

∂δa∂δb∂βi
=

1

2

n∑
`=1

{
−t(z`)(3)z2`

1

2γ1/2q
3/2
`

(i)`q`aq`b − t(z`)(2)z`
1

2γ1/2q
3/2
`

(i)`q`aq`b

+ t(z`)
(1) 1

2γ1/2q
3/2
`

(i)`q`aq`b − t(z`)(2)z`
1

γ1/2q
3/2
`

(i)`q`ab

− t(z`)
(1) 1

γ1/2q
3/2
`

(i)`q`ab

}
,

∂3l∗(θ)

∂δa∂δb∂γ
=

1

2

n∑
`=1

{
−t(z`)(3)z3`

1

4γq2`
q`aq`b − t(z`)(2)z2`

1

4γq2`
q`aq`b

+ t(z`)
(1)z`

1

4γq2`
q`aq`b − t(z`)(2)z2`

1

2γq`
w`ab − t(z`)(1)z`

1

2γq`
q`ab

}
,

∂3l∗(θ)

∂βi∂βj∂δa
=

n∑
`=1

{
t(z`)

(3)z`
1

2γ
q`a(i, j)` + t(z`)

(2) 1

γ
q`a(i, j)`

− t(z`)
(2)z`

1

2γ1/2q`
q`aq

1/2
` (ij)` − t(z`)(1)

1

γ1/2q`
q`a(ij)`

}
,

∂3l∗(θ)

∂γ∂γ∂δa
=

1

8γ2

n∑
`=1

{
5t(z`)

(2)z2` + 3t(z`)
(1)z` + t(z`)

(3)z3`
} q`a
q`
,

∂3l∗(θ)

∂βi∂βl∂γ
=

n∑
`=1

{
−t(z`)(2)

1

γ2
q`(i, l)` − t(z`)(3)z`

1

2γ2
q`(i, l)`

+ t(z`)
(1) 1

2γ3/2
q
1/2
` (il)` + t(z`)

(2)z`
1

2γ3/2
q
1/2
` (il)`

}
,

∂3l∗(θ)

∂βi∂δa∂γ
=

n∑
`=1

{
t(z`)

(2)z`
1

4γ3/2q
1/2
`

q`a(i)` + t(z`)
(3)z2`

1

4γ3/2q
1/2
`

q`a(i)`

+ t(z`)
(2)z`

1

4γ3/2q
1/2
`

q`a(i)` + t(z`)
(1) 1

4γ3/2q
1/2
`

q`a(i)`

+ t(z`)
(2)z`

1

4γ3/2q
1/2
`

q`a(i)`

}
,

∂4l∗(θ)

∂βi∂βj∂δa∂δb
=

1

2

n∑
`=1

{
t(z`)

(4)z2`
1

2γq`
q`aq`b(i, j)` + t(z`)

(3)z`
1

γq`
q`aq`b(i, j)` ,

+ t(z`)
(3)z`

1

2γq`
q`aq`b(i, j)` + t(z`)

(2) 1

2γq`
q`aq`b(i, j)`

− t(z`)
(2) 1

2γq`
q`aq`b(i, j)` + t(z`)

(3)z`
1

γq`
q`ab(i, j)`

+ t(z`)
(2) 1

γq`
q`ab(i, j)` + t(z`)

(2) 1

γq`
q`ab(i, j)`

}
e
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∂4l∗(θ)

∂βi∂βj∂γ∂γ
=

n∑
`=1

{
t(z`)

(2) 2

γ3
q`(i, l)` + t(z`)

(3)z`
1

2γ3
q`(i, l)` − t(z`)(3)z`

1

γ3
q`(i, l)`

+ t(z`)
(4)z2`

1

4γ3
q`(i, l)` + t(z`)

(3)z`
1

4γ3
q`(i, l)` + t(z`)

(1) 3

4γ5/2
q
1/2
` (il)`

− t(z`)
(2)z`

1

4γ5/2
q
1/2
` (il)` − t(z`)(2)z`

3

4γ5/2
q
1/2
` (il)` − t(z`)(3)z2`

1

4γ5/2
q
1/2
` (il)`

− t(z`)
(2)z`

1

4γ5/2
q
1/2
` (il)`

}
.

A esperança das derivadas acima são expressas por

κab = E

[
∂2l∗(θ)

∂δa∂δb

]
=

1

2

n∑
`=1

{
δ(0,1,0,0,2)

1

2q2`
q`aq`b − δ(1,0,0,0,1)

1

2q2`
q`aq`b − δ(1,0,0,0,1)

1

q`
q`ab

}
,

κabc = E

[
∂3l∗(θ)

∂δa∂δb∂δc

]
=

n∑
`=1

{
δ(0,0,1,0,3)

1

8q3`
q`aq`bq`c − δ(0,1,0,0,2)

3

8q3`
q`aq`bq`c

+ δ(0,1,0,0,2)
1

4q2`
[q`acq`b + q`aq`bc + q`abq`c] + δ(1,0,0,0,1)

1

2q`
q`abc + δ(1,0,0,0,1)

3

8q3`
q`aq`bq`c

− δ(1,0,0,0,1)
1

4q2`
[q`acq`b + q`aq`bc + q`abq`c]

}
,

κabcd = E

[
∂3l∗(θ)

∂δa∂δb∂δcδd

]
=

n∑
`=1

{
δ(0,0,0,1,4)

1

16q4`
q`aq`bq`cq`d −

3

8
δ(0,0,1,0,3)

[
1

q4`
q`aq`bq`cq`d

+
6

q3`
q`adq`bq`c

]
+ δ(0,1,0,0,2)

[
16

16q4`
q`aq`bq`cq`d −

9

4q3`
q`adq`bq`c +

1

4q2`
q`abcq`d

+
3

2q2`
q`acdq`b

]
+ δ(1,0,0,0,1)

[
9

4q3`
q`adq`bq`c −

3

2q2`
q`acdq`b −

1

4q2`
q`abdq`c

+
1

2q`
q`abcd −

15

16q4`
q`aq`bq`cq`d

]}
,

κij = E

[
∂2l∗(θ)

∂βi∂βj

]
=

1

γ
δ(0,1,0,0,0)

n∑
`=1

q`(i, j)`,

κijl = E

[
∂2l∗(θ)

∂βi∂βj∂βl

]
=

1

γ
δ(0,1,0,0,0)

n∑
`=1

q`{(ij, l)` + (i, jl)` + (il, j)`},

κγγ = E

[
∂2l∗(θ)

∂γ2

]
=

n

4γ2
{

2 + 3δ(1,0,0,0,1) + δ(0,1,0,0,2)
}
,

κγγγ = E

[
∂3l∗(θ)

∂γ3

]
= − n

8γ3
{

8 + 15δ(1,0,0,0,1) + 9δ(0,1,0,0,2) + δ(0,0,1,0,3)
}
,
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κabγ = E

[
∂3l∗(θ)

∂δa∂δb∂γ

]
=

1

4γ

n∑
`=1

{
−δ(0,0,1,0,3)

1

2q2`
q`aq`b − δ(0,1,0,0,2)

1

2q2`
q`aq`b

+ δ(1,0,0,0,1)
1

2q2`
q`aq`b − δ(0,1,0,0,2)

1

q`
q`ab − δ(1,0,0,0,1)

1

q`
q`ab

}
,

κija = E

[
∂3l∗(θ)

∂βi∂βj∂δa

]
=

1

2γ

n∑
`=1

{
δ(0,0,1,0,1)q`a(i, j)` + 2δ(0,1,0,0,0)q`a(i, j)`

}
,

κγγa = E

[
∂3l∗(θ)

∂γ∂γ∂δa

]
=

1

8γ2
{5δ(0,1,0,0,2) + 3δ(1,0,0,0,1) + δ(0,0,1,0,3)}

n∑
`=1

q`a

q`
,

κijγ = E

[
∂3l∗(θ)

∂βi∂βj∂γ

]
= − 1

2γ2
{2δ(0,1,0,0,0) + δ(0,0,1,0,1)}

n∑
`=1

q`(i, j)`,

κijab = E

[
∂3l∗(θ)

∂βi∂βj∂δa∂δb

]
=

1

4γ

n∑
`=1

{
δ(0,0,0,1,2)

1

q`
q`aq`b(i, j)` + 3δ(0,0,1,0,1)

1

q`
q`aq`b(i, j)`

+ 2δ(0,0,1,0,1)
1

q`
q`ab(i, j)` + 4δ(0,1,0,0,0)

1

q`
q`ab(i, j)`

}
,

κijγγ = E

[
∂3l∗(θ)

∂βi∂βj∂γ∂γ

]
=

1

4γ3
{

8δ(0,1,0,0,0) − δ(0,0,1,0,1) + δ(0,0,0,1,2)
} n∑
`=1

q`(i, j)` e

κiab = κiaγ = κγγr = 0.

Ainda, como consequência da ortogonalidade global entre os parâmetros de interesse

e perturbação, tem-se que κai = κγa = κiγ = 0.

Algumas derivadas das esperanças acima são expressas por

(κab)c =
∂κab
∂δc

= −1

4
δ(0,1,0,0,2)

n∑
`=1

{
2

q`
q`aq`bq`c −

1

q2`
[q`acq`b + q`aq`bc]

}
+

1

4
δ(1,0,0,0,1)

n∑
`=1

{
2

q3`
q`aq`bq`c −

1

q2`
[q`acq`b + q`aq`bc − 2q`abq`c] +

1

q`q`abc

}
,

(κij)l =
∂κij
∂βl

=
1

γ

n∑
`=1

q`{(il, j)` + (i, jl)`},

(κabγ)γ =
∂κabγ
∂γ

=
1

8γ2
δ(0,0,1,0,3)

n∑
`=1

1

q2`
q`aq`b +

1

8γ2
δ(0,1,0,0,2)

n∑
`=1

{
1

q2`
q`aq`b +

2

q`
q`ab

}
− 1

8γ2
δ(1,0,0,0,1)

n∑
`=1

{
1

q2`
q`aq`b +

2

q`
q`ab

}
,

(κij)a =
∂κij
∂δa

=
1

γ
δ(0,1,0,0,0)

n∑
`=1

q`a(i, j)`,
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(κija)b =
∂κija
∂δb

=
1

2γ
{δ(0,0,1,0,1) + 2δ(0,1,0,0,0)}

n∑
`=1

q`ab(i, j)`,

(κγγa)b =
∂κija
∂δb

=
1

8γ2
{5δ(0,1,0,0,2) + 3δ(1,0,0,0,1) + δ(0,0,1,0,3)}

n∑
`=1

{
q`ab
q`
− q`aq`b

q2`

}
e

(κij)γ =
∂κij
∂δγ

= − 1

γ2
δ(0,1,0,0,0)

n∑
`=1

q`(i, j)`.

Como definido na Subseção 2.3.1, o fator de correção de Bartlett para a estatística LR

é definido por 1 + c/k, com

c = εp,k − εp.

Das expansões de Lawley (Lawley, 1956), temos que E(LR) = k + εp,k − εp + O(n−2),

sendo

εp,k =
∑
θ∗

(lrstu − lrstuvw), (B.2)

lrstu = κrsκtu
{κrstu

4
− (κrst)u+ (κrt)su

}
,

lrstuvw = κrsκtuκvw
{
κrtv

(κsuw
6
− (κsw)u

)
+ κrtu

(κsvw
4
− (κsw)v + (κrt)v(κsw)u + (κrt)u(κsw)v

)}
,

em que −κrs é o elemento (r, s) da inversa da matriz de informação de Fisher e a soma em

(B.2) varia sob todos os parâmetros de θ∗. A expressão εp é obtida de (B.2) considerando

a soma sob todos os parâmetros de perturbação. Dessa forma, podemos escrever c como

c = εk(δ) + εp,k(β, δ) + εp,k(δ, γ) + εp,q(β, δ, γ),

assim como em (2.7), com εk(δ) indicando que a soma em (B.2) é realizada sob todos

os componentes de δ, analogamente para os demais casos, considerando os respectivos

parâmetros. Considerando o caso de heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos,

isto é, m` = exp{ω>` δ}, e substituindo os κ′s obtidos anteriormente nas expressões dos

ε′s, após uma extensiva álgebra obtemos os componentes da constante c definida em (2.7)

expressos por
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εk(δ) =
M4

4
tr(H2

d) +
M2

3

6
ι>H(3)ι+

M2
3

4
ι>HHdHι,

εp,k(β, δ) = − M7

4δ(0,1,0,0,0)
ι>QHdZβdι−

M8

4δ(0,1,0,0,0)
ιHdZβdι

+
δ(0,0,1,0,1)
2δ(0,1,0,0,0)

ιQHdZβdι+ ι>QHdZβdι

− M7

4δ(0,1,0,0,0)
ι>QHdZβdι−

M8

4δ(0,1,0,0,0)
ιHdZβdι

+

(
M2

10

2(δ(0,1,0,0,0))2
+

M10

δ(0,1,0,0,0)

)
ι>QZβ �H �ZβQι

+
M2

10

4(δ(0,1,0,0,0))2
ι>QZβdHZβdQι−

M3M10

2δ(0,1,0,0,0)
ι>QZβdHHdι,

εp,k(δ, γ) = −M9M11

2
tr(Hd) +M2M11tr(Hd)−

M2
1M11

2
ι>H(2)ι

− M2
1M11

4
[tr(Hd)]

2 +

(
M1M6

4
+
M1(M6 − 4M5)

4

)
M2

11tr(Hd) e

εp,k(β, δ, γ) =
M1M10M11

4δ(0,1,0,0,0)

[
(ι>WZβdι)� (ι>Hdι) + ι>QHdZβdι

]
.
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APÊNDICE C

Cálculo do fator de correção cm para a estatísica LRm

Neste apêndice obtemos com detalhes a constante cm do fator de correção para a

estatística LRm para a classe dos MNLSH definido em (2.8). No que segue adotaremos as

seguintes notações: os índices a, b, c, . . . variam em δ, os índices i, j, l, . . . variam em β e os

índices r, s, t, . . . variam em θ∗ = (δ>,β>, γ)>. Para os valores esperados das derivadas do

logaritmo da função de verossimilhança: κrs = E(∂2l∗/∂θ∗r∂θ
∗
s), κrst = E(∂3l∗/∂θ∗r∂θ

∗
s∂θ

∗
t ),

etc. Denotamos as derivadas dos valores esperados das derivadas do logaritmo da função

de verossimilhança por (κrs)t = ∂κrs/∂θ
∗
t , (κrs)tu = ∂2κrs/∂θ

∗
t ∂θ

∗
u, etc. A matriz de

informação de Fisher tem como elementos −κrs, com −κrs os respectivos elementos da

sua inversa. Ainda, definimos τ rs = κraκsbσab, sendo σab a inversa da matriz κab e νrs =

κrs − τ rs.
A equação para o cálculo de cm obtida em Ferrari et al. (2004, Eq. 5) é expressa por

cm =
1

4
κabκcdκabcd − κabκcd(κacd)b + κabκcd(κac)db − κijκab(κiab)j

− κγγκab(κabγ)γ −
(

1

4
κabκcdκef +

1

2
κabκcfκde − 1

3
κabκcfκde

)
κacdκbef

+ (κabκcdκef + κabκcfκde)κacd(κbe)f − (κabκcdκef + κabκcfκde)(κac)d(κ
be)f

−
(

1

4
κijκabκcd +

1

2
κijκadκbc

)
κiabκjcd + (κijκabκkl)κiab(κjk)l

−
(

1

4
κγγκabκcd +

1

2
κγγκadκbc

)
κabγκcdγ + (κγγκabκγγ)κabγ(κγγ)γ. (C.1)

Considerando o caso de heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, isto é, o
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caso em que m` = exp{ω>` δ}, temos q` =
(
∏n
s=1ms)

1/n

m`
= exp{−(ω` − ω̄)>δ}, com

ω̄ = (ω̄1, . . . , ω̄k)
>. Do Apêndice B, sabemos que q`a = ∂q`

∂δa
, q`ab = ∂q`a

∂δb
, etc, portanto, te-

mos q`a = −(ω`−ω̄)aq`, q`ab = (ω`−ω̄)abq`, q`abc = −(ω`−ω̄)abcq` e q`abcd = (ω`−ω̄)abcdq`,

com ω̄a = 1
n

∑n
`=1 ω`a para a = 1, . . . , k. Ainda, seja (ω` − ω̄)a = ω`a − ω̄a, (ω` − ω̄)ab =

(ω`a − ω̄a)(ω`b − ω̄b), ` = 1, . . . , n, e assim sucessivamente. Dessa maneira, tomando a

esperança de algumas derivadas do logaritmo da função de verossimilhança obtidas no

Apêndice B temos os κ’s necessários ao cálculo de (C.1) expressos por

κabγ =
∆1

γ

n∑
`=1

(ω` − ω̄)ab,

κacd = ∆3

n∑
`=1

(ω` − ω̄)acd,

κabcd = ∆4

n∑
`=1

(ω` − ω̄)abcd,

(κγγ)
−1 = κγγ = ∆6γ

2.

Diferenciando algumas das esperanças acima, temos:

(κγγ)γ =
∆5

γ3
,

(κabγ)γ =
∆2

γ2

n∑
`=1

(ω` − ω̄)ab,

(κac)d = (κac)bd = (κacd)b = κiab = (κiab)j = 0,

Substituindo os κ’s na equação (C.1), temos que

cm =
1

4
∆4

n∑
`=1

(ω` − ω̄)aκ
ab(ω` − ω̄)b(ω` − ω̄)cκ

cd(ω` − ω̄)d

− 1

4
∆6∆

2
1

n∑
`=1

(ω` − ω̄)aκ
ab(ω` − ω̄)b(ω` − ω̄)cκ

cd(ω` − ω̄)d

− 1

4
∆2

3

n∑
`=1

n∑
s=1

(ω` − ω̄)aκ
ab(ωs − ω̄)a(ωs − ω̄)cκ

cd(ω` − ω̄)d(ωs − ω̄)eκ
ef (ωs − ω̄)f

− 1

6
∆2

3

n∑
`=1

n∑
s=1

(ω` − ω̄)aκ
ab(ωs − ω̄)b(ω` − ω̄)cκ

cf (ωs − ω̄)f (ω` − ω̄)dκ
de(ωs − ω̄)e

− ∆2∆6

n∑
s=1

(ωs − ω̄)aκ
ab(ωs − ω̄)b + ∆1∆5∆

2
6

n∑
`=1

(ω` − ω̄)aκ
ab(ω` − ω̄)b

− 1

2
∆2

1∆6

n∑
`=1

n∑
s=1

(ωs − ω̄)aκ
ad(ωs − ω̄)d(ω` − ω̄)bκ

bc(ωs − ω̄)c.
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Seja H = {h`s} = −(W − W̄ )[(W − W̄ )>V (W − W̄ )]−1(W − W̄ )>, com (W −
W̄ ) = (w1 − w̄, . . . ,wn − w̄)> e V matriz diagonal de ordem n com entradas v` =

(1− δ(0,1,0,0,2))/4, `, s = 1, . . . , n. Assim, temos que h`s = −(w`− w̄)aκ
ab(ws− w̄). Dessa

forma, cm pode ser reescrito como

cm =
1

4
∆4

n∑
`=1

h2`` −
1

4
∆2

1∆6

(
n∑
`=1

h``

)2

+
1

4
∆3

2

n∑
`=1

n∑
s=1

h``h`shss

+
1

6
∆2

3

n∑
`=1

n∑
s=1

h3`s + ∆2∆6

n∑
s=1

hss −∆1∆5∆
2
6v

n∑
`=1

h``

− 1

2
∆2

1∆6

n∑
`=1

n∑
s=1

h2`s,

em notação matricial, temos

cm =
1

4
∆4tr(H2

d)− 1

4
∆2

1∆6[tr(Hd)]2 +
1

4
∆2

3ι
>HdHHdι+

1

6
∆2

3ι
>H(3)ι

+ ∆2∆6tr(Hd)−∆1∆5∆
2
6tr(Hd)−

1

2
∆2

1∆6ι
>H(2)ι,

sendo Hd = diag{h11, . . . , hnn}, H(2) = (h2`s), H
(3) = (h3`s) e os ∆’s são escalares definidos

na Subseção 2.3.2.
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APÊNDICE D

Derivadas do logaritmo da função de verossimilhança de
θ = (β, δ)>

Neste apêndice obtemos algumas derivadas, e momentos das derivadas, do logaritmo

da função de verossimilhança de θ = (β, δ)> do modelo defindo no Capítulo 3 expresso

por

l(θ) = l(θ;y) = −1

2

n∑
`=1

log(φ∗`) +
n∑
`=1

t(z`) (D.1)

para a obtenção das quantidades A1, A2 e A3 do fator de correção tipo-Bartlett para a

estatística Sr e quantidades Ag1, A
g
2 e A

g
3 do fator de correção tipo-Bartlett para a estatística

Sg definidas nas Subseções 3.3.1 e 3.3.2, respectivamente. Para isto, consideremos algumas

notações: os índices a, b, c, . . . variam em δ, os índices i, j, l, . . . variam em β, as derivadas

de µ` com relação aos componentes de β são denotados por (i)` = ∂µ`/∂βi, (ij)` =

∂2µ`/∂βi∂βj, (ij, l)` = (∂2µ`/∂βi∂βj)(∂µ`/∂βl), etc, as derivadas de τ ∗` com respeito aos

componentes de δ são denotadas por (a)` = ∂τ ∗` /∂δa, (ab)` = ∂2τ ∗` /∂δa∂δb, (ab, c)` =

(∂2τ ∗` /∂δa∂δb)(∂µ`/∂δc), etc, h
′′

` = ∂2φ∗`/∂τ
∗
`
2, h

′′′

` = ∂3φ∗`/∂τ
∗
`
3 e h′′′′` = ∂4φ∗`/∂τ

∗
`
4.

As quatro primeiras derivadas de l(θ) com respeito aos componentes de β são dadas
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por

∂l(θ)

∂βi
= −

n∑
`=1

t(z`)
(1)√
φ∗`

(i)`,

∂2l(θ)

∂βi∂βj
=

n∑
`=1

t(z`)
(2) 1

φ∗`
(i, j)` −

n∑
`=1

t(z`)
(1) 1√

φ∗`
(ij)`,

∂3l(θ)

∂βi∂βj∂βl
= −

n∑
`=1

t(z`)
(3) 1

φ∗
`3/2

(i, j, l)` +
n∑
`=1

t(z`)
(2) 1

φ∗`
{(ij, l)` + (i, jl)` + (il, j)`}

−
n∑
`=1

t(z`)
(1) 1√

φ∗`
(ijl)` e

∂4l(θ)

∂βi∂βj∂βl∂βm
=

n∑
`=1

t(z`)
(4) 1

φ∗`
2 (i, j, l,m)` −

n∑
`=1

t(z`)
(3) 1

φ∗`
3/2
{(im, j, l)` + (i, jm, l)`

+ (i, j, lm)`} −
n∑
`=1

t(z`)
(3) 1

φ∗`
3/2
{(il, j,m)` + (i, jl,m)` + (ij, l,m)`}

+
n∑
`=1

t(z`)
(2) 1

φ∗`
{(ilm, j)` + (il, jm)` + (im, jl)` + (i, jlm)` + (ijm, l)`

+ (ij, lm)`}+
n∑
`=1

t(z`)
(2) 1

φ∗`
(ijl,m)` −

n∑
`=1

t(z`)
(1) 1√

φ∗`
(ijlm)`.

As quatro primeiras derivadas de l(θ) com respeito aos componentes de δ são dadas

por

∂l(θ)

∂δa
= −1

2

n∑
`=1

h′`
φ∗`

(a)` −
1

2

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

h′`
φ∗`

(a)`,

∂2l(θ)

∂δa∂δb
= −1

2

n∑
`=1

h′′`
φ∗`

(a, b)` +
1

2

n∑
`=1

h′2`
φ∗`

2 (a, b)` +
1

4

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2`

h′2`
φ∗`

2 (a, b)`

+
1

4

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

h′2`
φ∗`

2 (a, b)` −
n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

h′′`
φ∗`

(a, b)` +
1

2

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

h′2`
φ∗`

2 (a, b)`,

∂3l(θ)

∂δa∂δb∂δc
= −1

2

n∑
`=1

h′′′`
φ∗`

(a, b, c)` +
3

2

n∑
`=1

h′`h
′′
`

φ∗`
2 (a, b, c)` −

n∑
`=1

h′3`
φ∗`

3 (a, b, c)`

− 1

8

n∑
`=1

t(z`)
(3)z3`

h′3`
φ∗`

3 (a, b, c)` −
9

8

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2`

h′3`
φ∗`

3

+
3

4

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2`

h′`h
′′
`

φ∗`
2 (a, b, c)` −

15

8

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

h′3`
φ∗`

3 (a, b, c)`

+
9

4

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

h′`h
′′
`

φ∗`
2 (a, b, c)` −

1

2

n∑
`=1

t(z`)
(1)z`

h′′′`
φ∗`

(a, b, c)` e
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∂4l(θ)

∂δa∂δb∂δc∂δd
= −1

2

n∑
`=1

h′′′′`
φ∗`

(a, b, c, d)` + 2
n∑
`=1

h′`h
′′′
`

φ∗`
2 (a, b, c, d)` +

3

2

n∑
`=1

h′′2`
φ∗`

2 (a, b, c, d)`

− 6
n∑
`=1

h′2` h
′′
`

φ∗`
3 (a, b, c, d)` + 3

n∑
`=1

h′4`
φ∗`

4 (a, b, c, d)`

+
9

8

n∑
`=1

t(z`)
(3)z3`

h′4`
φ∗`

4 (a, b, c, d)` −
3

4

n∑
`=1

t(z`)
(3)z3`

h′2`h
′′
`

φ∗`
3 (a, b, c, d)`

+
87

16

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2`

h′4`
φ∗`

4 (a, b, c, d)` −
27

4

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2`

h′2` h
′′
`

φ∗`
3 (a, b, c, d)`

+
3

4

n∑
`=1

t(z`)
(2)z2`

h′′2`
φ∗`

2 (a, b, c, d)` +
n∑
`=1

t(z`)
(2)z2`

h′`h
′′
`

φ∗`
2 (a, b, c, d)`

+
1

16

n∑
`=1

t(z`)
(4)z4`

h′4`
φ∗`

4 (a, b, c, d)`.

Algumas das derivadas mistas de (D.1) são dadas por

∂3l(θ)

∂δa∂δb∂βi
= −1

4

n∑
`=1

t(z`)
(3)z2`

h′2`
φ∗`

3/2
(a, b, i)`

− 1

2

n∑
`=1

t(z`)
(2)z`

h′2`
φ∗`

5/2
(a, b, i)` −

1

4

n∑
`=1

t(z`)
(2)z`

h′2`
φ∗`

5/2
(a, b, i)`

− 1

4

n∑
`=1

t(z`)
(1) h′2`
φ∗`

5/2
(a, b, i)` +

1

2

n∑
`=1

t(z`)
(2)z`

h′′`
φ∗`

5/2
(a, b, i)`

+
1

2

n∑
`=1

t(z`)
(1) h′′`
φ∗`

5/2
(a, b, i)` −

1

2

n∑
`=1

t(z`)
(2)z`

h′2`
φ∗`

5/2
(a, b, i)`

− 1

2

n∑
`=1

t(z`)
(1) h′2`
φ∗`

5/2
(a, b, i)`,

∂3l(θ)

∂βi∂βj∂δa
= −1

2

n∑
`=1

t(z`)
(3)z`

h′`
φ∗`

2 (i, j, a)` −
n∑
`=1

t(z`)
(2) h

′
`

φ∗`
2 (i, j, a)`

+
1

2

n∑
`=1

t(z`)
(2)z`

h′`
φ∗`

3/2
(ij, a)` +

1

2

n∑
`=1

t(z`)
(1) h′`
φ∗`

3/2
(ij, a)` e

∂4l(θ)

∂βi∂βj∂δa∂δb
=

1

4

n∑
`=1

t(z`)
(4)z2`

h′2`
φ∗`

3 (i, j, a, b)`

+
7

4

n∑
`=1

t(z`)
(3)z`

h′2`
φ∗`

3 (i, j, a, b)` −
1

2

n∑
`=1

t(z`)
(3)z`

h′′`
φ∗`

2 (i, j, a, b)`
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− 1

2

n∑
`=1

t(z`)
(2) h

′′
`

φ∗`
2 (i, j, a, b)` + 2

n∑
`=1

t(z`)
(2) h

′2
`

φ∗`
3 (i, j, a, b)`

− 1

4

n∑
`=1

t(z`)
(3)z2`

h′2`
φ∗`

5/2
(ij, a, b)` −

5

4

n∑
`=1

t(z`)
(2)z`

h′2`
φ∗`

5/2
(ij, a, b)`

+
1

2

n∑
`=1

t(z`)
(2)z`

h′′`
φ∗`

3/2
(ij, a, b)` +

1

2

n∑
`=1

t(z`)
(1) h′′`
φ∗`

3/2
(ij, a, b)`

− 3

4

n∑
`=1

t(z`)
(1) h′2`
φ∗`

5/2
(ij, a, b)`.

Tomando a esperança das derivadas anteriores, temos:

κij = E

[
∂2l(θ)

∂βi∂βj

]
= δ(0,1,0,0,0)

n∑
`=1

1

φ∗`
(i, j)`,

κijl = E

[
∂3l(θ)

∂βi∂βj∂βl

]
= δ(0,1,0,0,0)

n∑
`=1

1

φ∗`
{(il, j)` + (i, jl)` + (ij, l)`} ,

κijlm = E

[
∂4l(θ)

∂βi∂βj∂βl∂βm

]
= δ(0,0,0,1,0)

n∑
`=1

1

φ∗`
2 (i, j, l,m)` {(il, j)` + (i, lm)` + (ij, l)`} ,

κab = E

[
∂2l(θ)

∂δa∂δb

]
=
δ(0,1,0,0,2) − 1

4

n∑
`=1

h′2`
φ∗`

2 (a, b)`,

κabc = E

[
∂3l(θ)

∂δa∂δb∂δc

]
=

3(δ(0,1,0,0,2)−1)

4

n∑
`=1

h′`h
′′
`

φ∗`
2 (a, b, c)`,

+
(7− δ(0,0,1,0,3) − 9δ(0,1,0,0,2))

8

n∑
`=1

h′3`
φ∗`

3 (a, b, c)`,
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κabcd = E

[
∂4l(θ)

∂δa∂δb∂δc∂δd

]
= −

n∑
`=1

h′`h
′′
`

φ∗`
2 (a, b, c, d)` −

3

4

n∑
`=1

h′′2`
φ∗`

2 (a, b, c, d)`,

+
21

4

n∑
`=1

h′2`h
′′
`

φ∗`
3 (a, b, c, d)` −

57

16

n∑
`=1

h′44
φ∗`

4 (a, b, c, d)`,

+
1

16
δ(0,0,0,4,4)

n∑
`=1

h′4`
φ∗`

4 (a, b, c, d)` +
9

8
δ(0,0,1,0,3)

n∑
`=1

h′4`
φ∗`

4 (a, b, c, d)`,

− 3

4
δ(0,0,1,0,3)

n∑
`=1

h′2` h
′′
`

φ∗`
3 (a, b, c, d)` +
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16
δ(0,1,0,0,2)

n∑
`=1

h′4`
φ∗`

4 (a, b, c, d)`,

− 27

4
δ(0,1,0,0,2)

n∑
`=1

h′2`h
′′
`

φ∗`
3 (a, b, c, d)` +

3

4
δ(0,1,0,0,2)

n∑
`=1

h′′2`
φ∗`

2 (a, b, c, d)`,

+ δ(0,1,0,0,2)

n∑
`=1

h′`h
′′
`

φ∗`
2 (a, b, c, d)`,

κija = E

[
∂3l(θ)

∂βi∂βj∂δa

]
= −1

2
δ(0,0,1,0,1)

n∑
`=1

h′`
φ∗`

2 (i, j, a)` − δ(0,1,0,0,0)
n∑
`=1

h′`
φ∗`

2 (i, j, a)` e

κijab = E

[
∂4l(θ)

∂βi∂βj∂δa∂δb

]
=

1

4
δ(0,0,0,1,2)

n∑
`=1

h′2`
φ∗`

3 (i, j, a, b)` +
7

4
δ(0,0,1,0,1)

n∑
`=1

h′2`
φ∗`

3 (i, j, a, b)`

− 1

2
δ(0,0,1,0,1)

n∑
`=1

h′′`
φ∗`

2 (i, j, a, b)` −
1

2
δ(0,1,0,0,0)

n∑
`=1

h′′`
φ∗`

2 (i, j, a, b)`

+ 2δ(0,1,0,0,0)

n∑
`=1

h′2`
φ∗`

3 (i, j, a, b)` e

κai = κabi = 0.
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Derivando algumas das esperanças acima, temos

(κij)l =
∂κij
∂βl

= δ(0,1,0,0,0)
∑
`=1

1

φ`
{(ij, l)` + (i, jl)`},

(κab)c =
∂κab
∂δc

=

(
δ(0,1,0,0,2) − 1

2

)∑
`=1

{
h′`h

′′
`

φ∗`
2 −

h′3`
φ∗`

3

}
( b, c)`,

(κab)cd =
∂2κab
∂δc∂δd

=

(
δ(0,1,0,0,2) − 1

2

)∑
`=1

{
h′′2`
φ∗`

2 +
h′`h

′′
`

φ∗`
2 −

5h′2` h
′′
`

φ∗`
3 +

3h′4`
φ∗`

4

}
(a, b, c, d)`,

(κabc)d =
∂κabc
∂δd

=
3(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

∑
`=1

{
h′′2`
φ∗`

2 +
h′`h

′′′
`

φ∗`
2 −

2h′2` h
′′
`

φ∗`
3

}
(a, b, c, d)`,

+
(7− δ(0,0,1,0,3) − 9δ(0,1,0,0,2))

8

∑
`=1

{
3h′2` h

′′
`

φ∗`
3 − 3h′4`

φ∗`
4

}
(a, b, c, d)` e

(κabi)j = (κab)i = 0.
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APÊNDICE E

Cálculo dos termos Ag
1, A

g
2 e Ag

3 do fator de correção tipo-Bartlett
para a estatística Sg

Neste apêndice discutimos o cálculo dos termos Ag1, A
g
2 e Ag3 que compõem o fator de

correção tipo-Bartlett para a estatística gradiente (Sg), definido na Subseção 3.3.2 por

{1− (cg + bgSg + agS
2
g )}, (E.1)

sendo

ag =
Ag3

12(k − 1)((k − 1) + 2)((k − 1) + 4)
, bg =

Ag2 − 2Ag3
12(k − 1)((k − 1) + 21)

e

cg =
Ag1 − A

g
2 + Ag3

12(k − 1)
,

para a classe dos MNLSH. No que segue, estaremos considerando m`(τ
∗
` ) = exp(τ ∗` ), isto

é, heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos. A obtenção de Ag1, A
g
2 e Ag3 é feita

substituindo em suas expressões, dadas na Subseção 3.3.2, os momentos do logaritmo da

função de verossimilhança calculados no Apêncide D. Aqui, iremos obter com detalhes o

termo Ag3.

Como definido na Subseção 3.3.2, temos que

Ag3 =
1

4

∑′
κjrsκklu(3m

jrmskmlu + 2mjkmrlmsu),

onde
∑′ denota que o somatório foi realizado sob os (p + k) parâmetros, isto é, os índi-

ces j, r, s, k, l, u variam sob todos os parâmetros do modelo. Substituindo os momentos

calculados no Apêndice D em Ag3 e rearranjando os termos, temos que:
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Ag3 =
3

4
Q2

1

∑
i,`

(∑′
(a)im

ab(b)i

)(∑′
(c)im

cd(d)`

)(∑′
(e)`m

ef (b)`

)
+

1

2
Q2

1

∑
i,`

(∑′
(a)im

ad(d)`

)(∑′
(b)im

be(e)`

)(∑′
(c)im

cf (f)`

)
,

em que Q1 = 1
8
{1− 3δ(0,1,0,0,2) − δ(0,0,1,0,3)}. Em notação matricial, temos

Ag3 =
3

4
Q2

1ι
>(Zδ −Zδ0)d(Zδ −Zδ0)(Zδ −Zδ0)dι+

1

2
Q2

1ι
>(Zδ −Zδ0)(3)ι.

Para os termos Ag1 e Ag2, podemos reescrevê-los como

Ag1 = Ag11 + Ag12 + Ag13 + Ag14 + Ag15 + Ag16 e Ag2 = Ag21 + Ag22 + Ag23 + Ag24,

em que

Ag11 = 3
∑′

κtrsκkvu[m
travu(msk + 2ask) + atrmskavu + 2mtkarvasu],

Ag12 = −12
∑′

(κtr)s(κkv)u(κ
stκrkκvu + astarkavu + κskκvtκru + askavtaru),

Ag13 = −6
∑′

κtrs(κkv)u[(a
su − ksu)(ktkkvr − atkavr) +mrt(askavu + kskkvu)],

Ag14 = −12
∑′

κtrs(κkv)u[a
rs(κtkκvu − atkavu) + arkavsmtu],

Ag15 = 6
∑′

κtrsum
trasu − 6

′∑
κutrs[m

tr(asu − κsu) + 2mtuars],

Ag16 = 12
∑′

κturs(κ
trksu − atrasu),

Ag21 = −3
∑′

κtrsκkvu
[
mtrmskmvu +mtrmskmvu + 2mtkmrvmsu ,

Ag22 = −3

4

∑′
κtrsκkvu

[
(3mtrmskmvu + 2mtkmrvmsu)

]
,

Ag23 = 6
∑′

κtrs(κkv)u[m
su(κtkκvr − atkavr) +mtr(κskκvu − askavu)] e

Ag24 = 6
∑′

(κtrs)um
trmsu − 3

∑′
κtrsum

trmsu,

e substituir os momentos calculados no Apêndice D em cada um dos Ag1i’s e Ag2j’s, com

i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 e j = 1, 2, 3, 4, e assim obter as expressões matriciais de Ag1 e Ag2,

apresentadas na Subseção 3.3.2.
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APÊNDICE F

Poder local: obtenção dos bil’s e ξ e comparação de funções de
poder

Neste apêndice iremos obter com detalhes os coeficientes bil’s e ξ que determinam as ex-

pansões assintóticas das funções de distribuição das estatísticas da razão de verossimilhan-

ças (S1), Wald (S2), escore (S3) e gradiente (S4) sob uma sequência de alternativas de Pit-

man. Ainda, iremos apresentar com detalhes a comparação das funções de poder dos testes

baseados nas estatísticas supracitadas até ordem n−1/2 sob uma sequência de alternativas

de Pitman. Para isto, introduziremos as seguintes notações:os índices a, b, c, . . . variam

em δ, os índices s, t, v, . . . variam em β, Ua = ∂l(θ;y)/∂δa, Uab = ∂2l(θ;y)/∂δa∂δb, Uabc =

∂3l(θ;y)/∂δa∂δb∂δc, Usta = ∂3l(θ;y)/∂βs∂βt∂δa, κab = E(Uab), κabc = E(Uabc), κa,bc =

E(UaUbc), κa,b,c = E(UaUbUc), κsta = E(Usta), κa,b,cd = E(UaUbUcd) − κa,bκcd, κa,b,c,d =

E(UaUbUcUd)− κa,bκc,d − κa,cκb,d − κa,dκb,c.
Os κ’s acima satisfazem algumas relações, as chamadas identidades de Bartlett, que

facilitam seus cálculos. Algumas destas relações são expressas por: κa,b = −κab, κa,bc =

(κbc)a − κabc e κa,b,c = 2κabc − {(κab)c + (κac)b + (κbc)a}.
Além de alguns dos κ’s calculados no Apêndice D, outros κ’s necessários ao cálculo
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dos coeficientes bil’s e ξ são expressos abaixo:

κs,t,v = δ(0,1,0,0,0)

n∑
`=1

1

φ∗`
{(sv, t)` + (s, tv)` + (st, v)`

− (s, vt)` − (st, v)` − (t, vs)`},

κa,b,c = 2κabc =
3(δ(0,1,0,0,2)−1)

2

n∑
`=1

h′`h
′′
`

φ∗`
2 (a, b, c)`,

+
(7− δ(0,0,1,0,3) − 9δ(0,1,0,0,2))

4

n∑
`=1

h′3`
φ∗`

3 (a, b, c)`,

κs,ta = −κsta =
1

2
δ(0,0,1,0,1)

n∑
`=1

h′`
φ∗`

2 (s, t, a)` + δ(0,1,0,0,0)

n∑
`=1

h′`
φ∗`

2 (s, t, a)`,

κs,ta = −δ(0,1,0,0,0)
n∑
`=1

φ∗`(s, ta)`,

κa,bc = = −
3(δ(0,1,0,0,2)−1)

4

n∑
`=1

h′`h
′′
`

φ∗`
2 (a, b, c)`,

−
(7− δ(0,0,1,0,3) − 9δ(0,1,0,0,2))

8

n∑
`=1

h′3`
φ∗`

3 (a, b, c)` e

κa,bs = κa,b,s = 0.

Para obter os coeficientes bil’s e ξ na classe dos MNLSH para o teste de H0 : δ1 = δ
(0)
1 ,

devemos substituir os κ’s obtidos neste Apêndice e no Apêndice D nas expressões dos bil’s

e ξ apresentadas na Seção 4.2. Aqui, obteremos em detalhes os coeficientes b041 e ξ. Os

coeficientes são obtidos de forma análoga.

Da Seção 4.2, temos que o coeficiente b041 é dado por

b041 =
1

4

k∑
a,b,c=1

κabcκ
a,bε∗c −

1

2

k∑
a,b,c=1

(κabc + 2κa,bc)ε
∗
aε
∗
bε
∗
c

− 1

4

k∑
a,b,c=1

(4ka,bc + 3kabc)aabε
∗
t −

1

2

k∑
r=2

k∑
b,c=1

(κabc + κa,bc)εaε
∗
bε
∗
c .

Substituindo os κ’s em b041, temos que

b041 =
1

4

k∑
a,b,c=1

n∑
`=1

Q1(a, b, c)`κ
a,bε∗c +

1

2

k∑
a,b,c=1

n∑
`=1

Q1(a, b, c)`ε
∗
aε
∗
bε
∗
c

+
1

4

k∑
a,b,c=1

n∑
`=1

Q1(a, b, c)`aabε
∗
c ,
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em que Q1 = 1
8
{1− 3δ(0,1,0,0,2) − δ(0,0,1,0,3)}. Reorganizando os termos, temos que

b041 =
1

4
Q1

n∑
`=1

(
k∑

a,b=1

(a)`κ
a,b(b)`

)(
k∑
c=1

(c)`ε
∗
c

)
+

1

2
Q1

n∑
`=1

(
k∑
a=1

(a)`ε
∗
a

)(
k∑
b=1

(b)`ε
∗
b

)
(

k∑
c=1

(c)`ε
∗
c

)
+

1

4
Q1

n∑
`=1

(
k∑

a,b=1

(a)`a
∗
ab(b)`

)(
k∑
c=1

(c)`ε
∗
c

)
.

Em notação matricial, temos

b041 =
1

4
Q1tr{ZδdT }+

1

2
Q1tr{T (3)}+

1

4
Q1tr{ZδdT }.

Da Seção 4.2, temos que ξ é dado por

ξ =
1

2

k∑
a=1

p∑
s,t=1

κstaκ
s,tε∗a,

com Q2 = −1
2
{δ(0,0,1,0,1) + 2δ(0,1,0,0,0)} Substituindo os valores dos κ’s e rearranjando os

termos, temos

ξ =
1

2
Q2

n∑
`=1

1

φ∗`

(
p∑

s,t=1

(s)`ast(t)`

)(
k∑
t=1

(a)`ε
∗
a

)
.

Em notação matricial,

ξ =
1

2
Q2tr{ΛZβdT }.

Para a comparação dos poderes dos testes da razão de verossimilhanças, Wald, escore

e gradiente até ordem n−1/2, sob uma sequência de hipóteses contíguas convergindo para

a hipótese nula à taxa de n−1/2, temos da Seção 4.3 que

πi − πj =
3∑
`=0

(bj` − bi`)Gk−1+2l,λ(xα), i, j = 1, 2, 3, 4, i 6= j,

sendo os bi`’s e bj`’s os coeficientes apresentados na Seção 4.2 e πi a função de poder dos

testes supracitados. Dessa maneira, temos

π1 − π3 =
3∑

k=0

(b3k − b1k)Gk−1+2`,λ(x)

= (b30 − b10)Gk−1,λ(x) + (b31 − b11)Gk+1,λ(x)

+ (b32 − b12)Gk+3,λ(x) + (b33 − b13)Gk+5,λ(x). (F.1)

Substituindo os coeficentes bi`’s e bj`’s em (F.1), temos

π1 − π3 = Q1tr{(Zδ −Zδ0)dT }(Gk+1,λ(x)−Gk+3,λ(x))

+
1

3
Q1tr{T (3)}(Gk+3,λ(x)−Gk+5,λ(x)). (F.2)
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Sabemos ainda que

Gm,λ(x)−Gm+2,λ(x) = 2gm+2,λ(x),

sendo gm,λ(x) a função densidade de probabilidade de uma variável aleatória qui-quadrado

não central com m graus de liberade e parâmentro de não centralidade λ. Dessa maneira,

podemos reescrever (F.2) como

π1 − π3 =
1

2
Q1tr{(Zδ −Zδ0)dT }gk+3,λ(x) +

1

6
Q1tr{T (3)}gk+5,λ(x).

De maneira análoga procedemos para obter as demais expressões πi − πj.
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APÊNDICE G

Coelhos europeus na Austrália

Tabela G.1: Peso das lentes dos olhos de coelhos europeus (y), em miligramas, e a idade (x),
em dias, numa amostra contendo 71 observações. (Wei, 1998, Exemplo 6.8)

x y x y x y x y
15 21,66 75 94,60 218 174,03 347 188,38
15 22,75 82 92,50 219 173,54 354 189,70
15 22,30 85 105,00 224 178,86 357 195,31
18 31,25 91 101,70 225 177,68 375 202,63
28 44,79 91 102,90 227 173,73 394 224,82
29 40,55 97 110,00 232 159,98 513 203,30
37 50,25 98 104,30 232 161,29 535 209,70
37 46,88 125 134,90 237 187,07 554 233,90
44 52,03 142 130,68 246 176,13 591 234,70
50 63,47 142 140,58 258 183,40 648 244,30
50 61,13 147 155,30 276 186,26 660 231,00
60 81,00 147 152,20 285 189,66 705 242,40
61 73,09 150 144,50 300 186,09 723 230,77
64 79,09 159 142,15 301 186,70 756 242,57
65 79,51 165 139,81 305 186,80 768 232,12
65 65,31 183 153,22 312 195,10 860 246,70
72 71,90 192 145,72 317 216,41
75 86,10 195 161,10 338 203,23
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