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Resumo

Nesta tese abordamos o aperfeicoamento de testes de hipdteses na classe dos modelos
nao-lineares simétricos heteroscedasticos. Inicialmente, aprimoramos os testes de hete-
roscedasticidade baseados nas estatisticas da razao de verossimilhancas e razao de ve-
rossimilhancas perfiladas modificadas. A versao modificada da verossimilhanga perfilada
considerada neste trabalho é a proposta por Cox e Reid (1987). Em seguida, obtemos um
fator de correcao tipo-Bartlett para o teste de heteroscedasticidade baseado na estatistica
gradiente. A estatistica gradiente foi proposta por Terrell (2002) e tem recebido crescente
atencao na literatura, uma vez que além de ter estrutura simples de calcular e implemen-
tar, é assintoticamente equivalente as estatisticas da razao de verossimilhancas, Wald e
escore. Ainda, realizamos um estudo de poder local dos testes da razao de verossimilhan-
cas, Wald, escore e gradiente a fim de avaliar (localmente) o poder dos quatro testes. Para
cada abordagem realizada, foi desenvolvido um estudo de simulagao de Monte Carlo a fim
de avaliar o desempenho dos testes sob investigacao.

Palavras chave: Correcao de Bartlett; Correcao tipo-Bartlett; Estatistica gradiente;
Modelos nao-lineares simétricos heteroscedasticos; Poder local; Testes de hipoteses; Ve-
rossimilhanca perfilada; Verossimilhanca perfilada modificada.



Abstract

In this thesis, we deal with improvement for hypotheses tests in heteroscedastic symme-
tric nonlinear models. First, we derive Bartlett adjustments for likelihood ratio statistics
and modified profile likelihood ratio statistics in order to improve likelihood ratio and
modified profile likelihood ratio tests, respectively. Next, we calculate a type-Bartlett ad-
justment to improve the gradient test, a new hypotheses test proposed by Terrell (2002)
which is asymptotically equivalent to likelihood ratio, Wald and score tests. We also treat
about the local power of likelihood ratio, Wald, score and gradient tests in heteroscedastic
symmetric nonlinear models. For each approach, we develop a Monte Carlo simulation
study in order to evaluate the performance of the tests in finite-size samples.

Keywords: Bartlett correction; Heteroscedastic symmetric nonlinear regression mo-
dels; Hypotheses tests; Local power; Modified profile likelihood; Profile likelihood; Type-
Bartlett correction.
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CAPITULO 1

Introducdo

Embora muito atrativa, a suposicao de normalidade para os erros de modelos de regres-
sao com resposta continua nem sempre é adequada. A presenca de observacoes extremas
no conjunto de dados, por exemplo, interfere nas estimativas dos parametros dos mode-
los normais, isto é, tais estimativas sao sensiveis a observacoes aberrantes. Alternativas
robustas ao modelo normal tém sido amplamente estudadas na literatura, entre elas, mo-
delos cujos erros seguem distribuicoes pertencentes a familia simétrica, uma vez que esta
classe de distribuigoes contempla, também, distribui¢coes com caudas mais pesadas que a
da normal, e assim, acomodando melhor as observagoes extremas, reduzindo a influéncia
exercida por tais observagoes sob as estimativas dos parametros do modelo. Além da dis-
tribuicao normal, pertencem & familia de distribuicoes simétricas as distribui¢oes Cauchy,
t—Student, t—Student generalizada, logisticas I e II, logistica generalizada, exponencial
poténcia, Kotz, Kotz generalizada, entre outras. Detalhes sobre as distribui¢oes simétricas
podem ser obtidos em Fang et al. (1990) e Fang e Anderson (1990).

Podemos encontrar aplicagoes desta familia de distribui¢coes nas mais diversas areas do
conhecimento, tais como engenharia, biologia, medicina, ciéncias sociais, economia, entre
outras. Diversos artigos tém sido desenvolvidos com aplicagoes da distribui¢ao simétrica,
por exemplo, Lang et al. (1989) introduziram o modelo de regressao t—Student como
alternativa robusta ao modelo normal, Cordeiro et al. (1998) obtiveram uma corregao de

viés para os estimadores do modelo nao-linear com erros t—Student, sendo estes resultados



estendidos por Cordeiro et al. (2000) para a classe dos modelos nao-lineares simétricos,
Cysneiros et al. (2007) introduziram os modelos lineares simétricos heteroscedasticos e
desenvolveram métodos de influéncia local e Cysneiros et al. (2010b) aperfeicoaram o
teste escore para esta classe de modelos, Cysneiros et al. (2010) fizeram corre¢ao de viés
para os estimadores do modelo nao-linear simétrico heteroscedastico.

Além da distribuicao, é extremamente importante verificar se a suposi¢ao de variancia
constante (homoscedasticidade) dos erros é satisfeita, dado que a violagao desse pressu-
posto altera completamente a estratégia da modelagem. Os testes de heteroscedasticidade
comumente utilizados na literatura baseiam-se em resultados assintoticos, sendo os mais
empregados os testes da razao de verossimilhancas, escore e Wald, cujas estatisticas de
teste sao equivalentes até primeira ordem ! e tém distribuigao assintética nula x% com erro
de ordem n~!, sendo k o niimero de restricoes impostas pela hipétese nula e n o tamanho
da amostra. Recentemente, Terrell (2002) propos um novo teste assintotico cuja estatis-
tica de teste é chamada estatistica gradiente. Esta estatistica apresenta uma estrutura
simples, a qual nao depende da matriz de informacao observada, nem da esperada. Além
disso, a estatistica gradiente é de facil implementacao e sob hipdtese nula tem distribui-
¢ao assintotica y2 a menos de termos de ordem n~!. Em contrapartida, ao contrario das
estatisticas da razao de verossimilhangas e escore, a estatistica gradiente nao é invariante
sob reparametrizagdes nao-lineares (Terrell, 2002). Diversos trabalhos na literatura tém
abordado a estatistica gradiente como tema, dentre eles, Lemonte (2011), Lemonte (2012),
Lemonte e Ferrari (2012), Lemonte e Ferrari (2012b), Vargas et al. (2013), Lemonte (2014)
e Vargas et al. (2014).

Por se basearem em resultados assintéticos, a aproximacao da distribuicao das estatis-
ticas dos testes da razao de verossimilhancas, escore, Wald e gradiente pela distribuicao
qui-quadrado de referéncia pode nao ser satisfatoria, conduzindo a testes com taxas de
rejeicao distorcidas quando o tamanho da amostra é pequeno ou até mesmo moderado.
Uma estratégia para melhorar a aproximagao da distribuigao das estatisticas de teste pela
distribuicao qui-quadrado ¢ modificar tais estatisticas através um fator de corre¢ao. Para
a estatistica da razao de verossimilhangas, Bartlett (1937) propos um fator de corregao a
ser multiplicado por tal estatistica de modo que a sua versao corrigida apresenta distri-

buigao nula x7 com erro de ordem n~2. Para a estatistica escore, Cordeiro e Ferrari (1991)

1Sejam {a, }n>1 € {by}n>1 sequéncias de ntimeros reais, dizemos que a,, é de ordem menor que b,
denotando por a, = o(b,), se lim,,_,~ a,/b, = 0. Dizemos que a,, é de ordem, no mdzimo, igual a by,
denotando por a, = O(by,), se a razdo |a,/by,| for limitada para todo n suficientemente grande, isto &, se
existirem K € R e ng(K) tal que |a,/b,| < K, ¥n > no(K).
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propuseram um fator de correcao tipo-Bartlett cujo calculo envolve a propria estatistica
escore, derivando assim uma estatistica corrigida cuja distribuigao nula é x2 sob erro de
aproximacao de ordem n~2. Maiores detalhes sobre correcoes de Bartlett e tipo-Bartlett
podem ser encontradas em Cordeiro e Cribari-Neto (2014). Para a estatistica gradiente,
Vargas et al. (2014) derivaram um fator de correcao tipo-Bartlett, fornecendo uma esta-
tistica corrigida cuja distribui¢ao assintotica nula é x7 sob erro de aproximacio de ordem
n=2.

Quando o modelo em investigacao envolve parametros de perturbagao, a inferéncia do
estudo pode ser baseada através da verossimilhanca perfilada. A inferéncia fundamentada
em verossimilhanca perfilada trata os parametros de perturbacao como conhecidos, isto
é, na pratica, estamos substituindo tais parametros por suas respectivas estimativas de
méxima verossimilhanca. Este procedimento pode introduzir viés na funcao escore e na
informacao, veja Ferrari et al. (2005), além disso, o aumento do nimero de parametros de
perturbagao implica numa menor qualidade das aproximacgoes assintoticas. Para superar
tais problemas, algumas modificagbes para a funcao de verossimilhanca perfilada foram
propostas na literatura, entre elas, as propostas por Barndorff-Nielsen (1983; 1994), Cox
e Reid (1987), McCullagh e Tibishirani (1990) e Stern (1997), que estdo descritas com
detalhes em Severini (2000, Capitulo 9) e Pace e Salvan (1997, Capitulo 11). Devido as
boas propriedades que se obtém com a ortogonalidade global dos parametros do modelo,
dentre elas a independéncia assintotica dos estimadores de méaxima verossimilhanga dos
parametros de interesse e perturbagao e o menor custo computacional na determinacao
numérica das estimativas de méxima verossimilhanga destes parametros, veja Silva (2005),
neste trabalho consideraremos a versao proposta por Cox e Reid (1987).

Assim como o teste da razao de verossimilhancas usual, o teste baseado na verossimi-
lhanca perfilada modificada tem sua estatistica de teste com distribui¢cao nula assintotica

1 sendo esta aproximacao insatisfatéria quando o

X: a menos de termos de ordem n~
tamanho da amostra é pequeno. Visando melhorar a aproximacao da distribuicao da
estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas pela distribuicao x? de
referéncia, DiCiccio e Stern (1994) propuseram um fator de corregao de Bartlett para esta
estatistica, derivando uma estatistica corrigida cuja distribui¢ao nula é x? com erro de
aproximacao de ordem n 2.

Considerando os quatro testes assintoticos equivalentes existentes na literatura, a sa-
ber, testes da razao de verossimilhancas, Wald, escore e gradiente, um questionamento

pertinente ¢ apontar o teste que seja mais adequado para um determinado estudo em de-
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senvolvimento. Da literatura sabe-se que, até primeira ordem, os quatro testes tém poder

1/2 0 mesmo tamanho, o que implica

igual sob alternativas de Pitman e até ordem n~
que a escolha pode ser baseada em um critério que seja determinado através da compa-
racio (local) dos seus poderes até ordem n~'/2. Para isto, Hayakawa (1975) desenvolveu
expansoes assintoticas sob uma sequéncia de hipoteses alternativas contiguas que conver-
gem para hipotese nula & taxa de n~/2, para as distribuicoes das estatisticas da razao
de verossimilhangas e Wald. Harris e Peers (1980) obtiveram resultado anélogo para a
estatistica escore e recentemente Lemonte e Ferrari (2012) para a estatistica gradiente.
Assim, o objetivo do estudo do poder até ordem n~'/? é estabelecer condicoes através das
quais podemos comparar localmente os poderes dos quatro testes assintoticos em estudo a
partir das distribui¢oes nao nulas sob hipoteses alternativas de Pitman de suas respectivas
estatisticas de teste (até tal ordem).

Diversos trabalhos tém contemplado os modelos simétricos, refinamentos de testes de
hipoteses e estudo de poder local. Ferrari et al. (2004) calcularam um fator de correc¢ao
de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas para
o modelo normal linear estudado por Simonoff e Tsai (1994). Considerando a classe dos
modelos nao-lineares simétricos, Cordeiro (2004) obteve um teste da razao de verossimi-
lhangas corrigido e Cysneiros et al. (2010b) um teste escore corrigido. Lemonte (2012)
realizou um estudo de poder local dos testes da razao de verossimilhangas, Wald, escore
e gradiente na classe dos modelos lineares simétricos.

Nesta diregao, esta tese tem trés objetivos principais. O primeiro é obter fatores de
correcao de Bartlett para aprimorar os testes da razao de verossimilhancas e razao de
verossimilhangas perfiladas modificadas para a classe dos modelo nao-lineares simétricos
heteroscedasticos (MNLSH), sendo o segundo teste baseado na verossimilhanga perfilada
modificada proposta por Cox e Reid (1987), generalizando os resultados obtidos por Ferrari
et al. (2004) e Cordeiro (2004). O segundo objetivo é derivar um fator de corregao tipo-
Bartlett para a estatistica gradiente na classe dos MNLSH considerando a metodologia
proposta por Vargas et al. (2013). O terceiro objetivo da tese é estender os resultados
obtidos por Lemonte (2012) para os modelos nao-lineares simétricos heteroscedéasticos,
isto é, realizar um estudo de poder local dos testes da razao de verossimilhancgas, Wald,
escore e gradiente na classe dos MNLSH.

Esta tese é dividida em cinco capitulos e sete apéndices. No Capitulo 2, fazemos
uma breve introducao ao modelo em estudo e apresentamos alguns aspectos inferenciais

do mesmo. Ainda, obtemos fatores de correcao de Bartlett para as estatisticas da razao
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de verossimilhancas e razao de verossimilhancas perfiladas modificadas. Um estudo de
simulagao de Monte Carlo é realizado para avaliar o desempenho dos testes corrigidos e nao
corrigidos em amostras finitas. A efeito de comparagao, também sao considerados testes
cujas respectivas estatisticas de teste sao obtidas utilizando a técnica de reamostragem
bootstrap (Efron, 1979), a saber, teste da razao de verossimilhangas bootstrap e razao de
verossimilhangas Bartlett bootstrap (Rocke, 1989).

No Capitulo 3, derivamos um fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradi-
ente para o teste de heteroscedasticidade na classe dos MNLSH. Um estudo de simulacao
de Monte Carlo para avaliar o comportamento em amostras finitas do teste gradiente
corrigido e nao corrigido e diferentes testes disponiveis na literatura é realizado. As ava-
liagoes consideraram tamanho e poder dos testes sob diversos cenarios. Ainda, aplicamos
a metodolia estudada a um conjunto de dados reais.

No Capitulo 4, realizamos um estudo de poder local dos testes da razao de verossimi-
lhancas, Wald, escore e gradiente na classe dos MNLSH. Para isto, derivamos expansoes
assintoticas para a distribuigao das estatisticas dos quatro testes supracitados sob hipote-
ses alternativas de Pitman e comparamos analiticamente os seus poderes até ordem n~—'/2.
Ainda, apresentamos um estudo de simulagao de Monte Carlo para avaliar o desempenho
dos testes em amostras de tamanho pequeno e moderado. No Capitulo 5, fazemos algumas
consideracoes finais gerais dos resultados obtidos na tese. Nos apéndices sao apresentados
detalhes técnicos.

E valido observar que esta tese foi escrita de maneira que os Capitulos 2, 3 e 4 possam
ser lidos individualmente e em qualquer ordem, assim, algumas notacoes e resultados

bésicos sao apresentados mais de uma vez.



CAPITULO 2

Refinamento dos testes da razdo de verossimilhancas e razdo de
verossimilhancas perfiladas modificadas

2.1 Introducao

Quando o tamanho da amostra é pequeno ou moderado, sabemos da literatura que
o teste da razao de verossimilhancas pode apresentar taxas de rejeicao distorcidas, isto
é, muito diferentes do esperado. Tal fato se deve & aproximacao da distribuicao de sua
estatistica de teste pela distribuicao qui-quadrado de referéncia, que pode nao ser satis-
fatoria, uma vez que este teste é baseado em resultados assintoticos. Dessa maneira, se
faz necessario o desenvolvimento de procedimentos inferenciais mais acurados, isto é, que
nos garanta uma inferéncia mais precisa.

A fim de melhorar a aproximacao da distribuicao da estatistica da razao de verossimi-
lhangas pela distribuigao x? de referéncia, Bartlett (1937) propos um fator de corregao a
ser incorporado a tal estatistica de modo a obter um teste aprimorado, proporcionando
uma inferéncia mais confidvel quando o tamanho da amostra é pequeno.

Ao realizar inferéncia em modelos com parametros de perturbacao, podemos basear
nossas investigagoes em verossimilhanca perfilada, que é uma funcao que s6 depende do
parametro de interesse, sendo os parametros de perturbagao substituidos por estimativas
consistentes. O teste da razao de verossimilhancas baseado em verossimilhanca perfilada
tem sua estatistica de teste equivalente & estatistica da razao de verossimilhancas usual,
com distribuicdo assintotica nula x?. No mais, um ponto que devemos levar em consi-
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deracao é a quantidade de parametros de perturbacao, uma vez que a verossimilhanca
perfilada pode fornecer estimadores de méxima verossimilhanca inconsistentes e ineficien-
tes para problemas que envolvem um grande nimero destes parametros. Para minimizar
o efeito do nimero de parametros de perturbagao, Cox e Reid (1987) propuseram uma
versao modificada para a verossimilhanca perfilada, a qual exige ortogonalidade entre os
parametros de interesse e perturbacao.

Como mencionado anteriormente, a estatistica da razao de verossimilhancgas perfila-
das modificadas é assintoticamente equivalente a estatistica da razao de verossimilhancas
usual, isto é, tem distribuicao assintética nula y?, podendo nao ser bem aproximada pela
distribui¢do qui-quadrado de referéncia quando o tamanho da amostra é pequeno e/ou
moderado. Com o objetivo de melhorar a aproximagao da distribuicao da estatistica deste
teste pela distribuigao x? de referéncia, DiCiccio e Stern (1994) propuseram um fator de
corregao de Bartlett derivando o teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas
corrigido, o qual confere uma inferéncia mais precisa quando o tamanho da amostra nao
¢ suficientemente grande.

A metodologia das correcoes de Bartlett tem recebido bastante atengao na literatura
e diversos trabalhos abordando esta tematica tém sido propostos. Na classe dos modelos
simétricos, Ferrari e Uribe-Opazo (2001) obtiveram um fator de corre¢ao de Bartlett para
a estatistica da razao de verossimilhancas para modelos lineares, sendo estes resultados
estendidos para os modelos nao-lineares por Cordeiro (2004). Ferrari et al. (2004) obti-
veram um fator de correcao de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas
perfiladas modificadas para o modelo normal linear heteroscedastico. Uma alternativa
numérica a correcao de Bartlett analitica para a estatistica da razao de verossimilhancas
¢ a corregao de Bartlett bootstrap, proposta por Rocke (1989). Tal fator de corregao é
obtido a partir da técnica de reamostragem bootstrap (Efron, 1979), sendo uma alterna-
tiva bastante atrativa, principalmente para casos em que ¢é dificil calcular a correcao de
Bartlett analitica.

Nesta dire¢ao, nosso objetivo é obter fatores de correcao de Bartlett para as estatis-
ticas da razao de verossimilhancas e razao de verossimilhancas perfiladas modificadas na
classe dos modelos nao-lineares simétricos heteroscedasticos, generalizando os resultados
obtidos por Cordeiro (2004) e Ferrari et al. (2004). No que segue, iremos definir o modelo
nao-linear simétrico heteroscedéstico (MNLSH) e apresentaremos aspectos inferenciais
do mesmo. Na Secao 2.3, abordaremos as correcoes de Bartlett analiticas e numérica e

apresentaremos expressoes, em notagao matricial, para os fatores de corregao de Bartlett
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para as estatisticas da razao de verossimilhangas e razao de verossimilhancas perfiladas
modificadas para o teste de heteroscedasticidade na classe dos MNLSH. Para avaliar o de-
sempenho dos testes em estudo considerando amostras de tamanho pequeno e moderado,
na Seg¢ao 2.4 iremos realizar um estudo de simulagao de Monte Carlo sob diversos cenérios.
Ainda para o estudo de simulacao, consideraremos, para efeito de comparacao, os testes
da razao de verossimilhancas bootstrap e razao de verossimilhancas Bartlett bootstrap.

Conclusoes acerca dos resultados obtidos sao apresentadas na Secao 2.5.

2.2 Especificacao do modelo

Suponha vy, ..., y, varidveis aleatorias continuas independentes. Dizemos que yy, ¢ =
1,...,n, segue distribuigao simétrica com p, € R e ¢, > 0 parametros de locagao e

dispersao, respectivamente, se sua funcao de densidade ¢ escrita como
(v 10, 04) = ——gus), ye € R, £= 1 (21)
T\Ye; g, Pe) = —F7——=9\Ug), Yo y t=1L1,..., N, .
Vo

para alguma funcao ¢(-), usualmente denominada geradora de densidade, tal que g(uy) >
0, para u, > 0 e fooo ue_l/gg(w)due =1, com uy = (y; — pe)*/é¢. Denotamos a variavel
aleatoria simétrica por y, ~ S(ug, ¢¢,g), para £ = 1,...,n. Além da normal, a classe
de distribuigoes simétricas contempla as distribui¢des normal contaminada, t—Student,
t—Student generalizada, Kotz, Kotz generalizada, logistica tipos I e II, logistica generali-
zada, exponencial poténcia, entre outras.

Para determinar o modelo nao-linear simétrico heteroscedastico, duas estruturas de
regressao foram introduzidas a classe de distribuigdes simétricas (2.1). Assumimos para

a resposta média g = (p1,...,1,) " a seguinte estrutura:

M@Zf(xé;ﬁ>7 t=1,....n, (22)

em que f(+;-) ¢ uma fun¢do ndo-linear, continua e duplamente diferenciavel com respeito
aos componentes de B = (8o, 81, .-, Bp-1)", que é um vetor de parametros desconhecidos
a serem estimados (p < n) , e &y = (xp1,...,Tom)  é 0 vetor de m variaveis explicativas
associadas a /—ésima observagao. Ainda, é assumido uma componente sistematica para

o vetor de parametros de dispersao ¢ = (¢1,...,¢,)" dado por

Oy = 02m(7'g), (=1,....n, (2.3)
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com m(ry) > 0, sendo 7y = wg ' §, wp = (Wyy, ..., we,) | um vetor de varidveis explicativas
que pode ter componentes comuns com g, § = (J1,...,0;) um vetor de parametros
desconhecidos a serem estimados e 0 € (0,00) uma constante desconhecida. Para efeito
de simplifica¢do, no que segue, denotaremos m(7y) = my.

Assim sendo, o modelo nao-linear simétrico heteroscedéstico é dado por

Yo = e+ \/Peeg; L=1,...,n, (2.4)

em que €, ~ S(0,1, g), sendo i, e ¢y como definidos em (2.2) e (2.3), respectivamente.

A contribuicao deste capitulo esta centrada em testar a hipotese nula Hy : d = dg, em
que dp ¢ um vetor de dimensao k x 1 de constantes especificadas tal que m(w,"dp) = 1
para todo ¢ = 1,...,n, contra H; : § # d9. Dessa forma, o numero de parametros de
interesse ¢ k e o niimero de parametros de perturbagao ¢ p+ 1. O logaritmo da funcao de
verossimilhanca do vetor de parametros @ = (8',8",0%)", dado o vetor de observacoes

Y= (y1,...,Yn) ", do modelo definido em (2.4) é expresso por

‘ B n ) 1 n n
1(6:y) = —logo® — 5 ;logme + ;t(»@),

(ye—tre

com t(z) = logg(z7), sendo z = \Ju; = NCT ) ¢ =1,...,n. A funcio escore total
de @ = (6",8",0%)7 tem a forma U() = (Us',Us',U,2)" e seus componentes (ver

Apéndice A) s@o expressos, em notagao matricial, por

1
Us = —E\I’T(ML— SMu),
Us = XS®(y—p)e
n 1 T
2 = ——S+-—y—pn) Se(y—
U, pol sy Chal ) (y — ),
- T o _ —24'(%) 10,2y _ 99(z7) _
em que X = du/0B"',S = diag{sy,...,s,}, com s, = S € Jg(2) = 5=+, @ =
4 4
diag{1/¢1,...,1/é,}, ¥ & uma matriz n x k com a {—ésima linha dada por dm,/05",
M = diag{1/m1,...,1/m,}, w = (uy,...,u,)" et é&um vetor nx 1 de uns. Algumas das

distribuicoes simétricas sao listadas na Tabela 2.1, em que também incluimos expressoes
para g(z?%) e s.

A matriz de informagcao de Fisher para o modelo resultante (ver Apéndice A) é expressa

da forma
(1—5(0,1,0,0,2)> T M@ 0 (1—5(0,1,0,0,2)) T d,
621 4 ~ _ 4
I = —E <8080T> == 0 —5(071707070)XT(I)X 0 5
1-6
(7(02’0’0’2>) Lo 0 (1 =901,002) 357
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sendo M@ = M ® M, em que ® denota o produto Hadamard, isto é, produto elemento
a elemento (Rao, 1973, pag. 30), Supeae) = E{t(z)M%(20)P(20) Bt (2) D26} para
a,b,c,d,e € {1,2,3,4} e t(z)® = %, para k = 1,2,3,4 e ¢ = 1,...,n. Os valores
dos d’s correspondentes a algumas distribuicées simétricas podem ser encontrados em

Zk
4
Uribe—Opazo et al. (2008)

Tabela 2.1: Expressoes para g(z?), gg/ ((522)) e s para algumas distribuigoes simétricas.
Distribuicoes 9(2?) o s
exp{—122
1. Normal % —% 1
2. Cauchy 11422 — T =7
3 Stud 1/%[%{—32]_”7+1 v+1 v+1
- t-Student B(1/2.0/2) IO w+22)
(g . exp{—22} 1—exp{—22} 2(1—exp{—22%})
4. Logistica tipo I cm, - Hexg{,zz} 1+ex§{722}
¢~ 1,484300029
ot : exp{—=z} _ 1 _(exp{lz[}—-1) (exp{|2[}—1)
5. Logistica tipo II Trexp{—2}7 2 (lexp=l+D (el exp{<} D)
6. Exponencial poténcia c(k)exp {—%,22/(1*'“)} , ZQ(Q_(I;/L:;W z2<zfﬁ;;’“))

c(k)™t =

[(1+ Lh)pt0th)/2

Na presenca de parametros de perturbacao, podemos realizar inferéncias com base
na funcao de verossimilhanca perfilada, sendo tais parametros sao substituidos por suas
respectivas estimativas de maxima verossimilhanca para valores fixos dos parametros de
interesse, resultando em uma funcao de verossimilhanga que depende apenas dos parame-
tros de interesse. O logaritmo da funcao de verossimilhanca perfilada do modelo resultante
é dado por

,(8) = 1,(8;y) = 1(8,Bg, 55 v), (2:5)
sendo 66 e (f% os estimadores de maxima verossimilhanca de 3 e o2 dado §, respectiva-
mente. Supondo validas as condigoes gerais de regularidade, B 5€ &% sao, respectivamente,
solucoes das equacoes Ug = 0 e U,2 = 0, as quais nao podem ser obtidas em forma fe-
chada. Dado isto, os estimadores de maxima verossimilhanca de B e o2 restritos a & sao
obtidos computacionalmente a partir de técnicas iterativas de maximizagao restrita. Mai-
ores detalhes destas técnicas podem ser obtidas em Nocedal e Wright (1999, Capitulo 18).
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A obtencao do estimador de méaxima verossimilhanca de § pode ser feita maximizando
o logaritmo da fungdo de verossimilhanca dado em (2.5) sujeita as restricoes Ug = 0 e
Uy = 0.

Para testar a hipotese nula de interesse, isto é, Hy : § = 09, contra a hipotese alter-
nativa Hy : & # 99, sendo dp um vetor k x 1 de constantes especificadas, a estatistica da

razao de verossimilhangas (LR) ¢ dada por
LR = 2{1,(8) — 1,(80)},

sendo 8 o estimador de méxima verossimilhanca de 8. Assintoticamente e sob a hipotese
nula, LR tem distribuigao x3, sendo k o ntimero de restrigoes impostas por Hy, sob erro
de ordem n~.

Ao substituir os parametros de perturbacao por suas respectivas estimativas de mé-
xima verossimilhanca estamos, de certo modo, os tratando como conhecidos. Por esta
razao, a funcao de verossimilhanca perfilada pode apresentar viés na funcao escore e na
informacao (Ferrari et al., 2005). Ainda, este procedimento pode fornecer estimadores
de méxima verossimilhanca inconsistentes e ineficientes para problemas com um ntmero
grande de parametros de perturbagao. Cox e Reid (1987) propuseram uma versao modifi-
cada da funcao de verossimilhanga perfilada com o intuito de atenuar o efeito do ntimero
de parametros de perturbacao, entretanto, esta versao requer ortogonalidade entre os pa-
rametros de interesse e os de perturbacao, o que em nosso caso de estudo implica que
& deve ser ortogonal aos demais parametros. Como podemos observar na matriz de in-
formacao de Fisher, (8, 02)" é ortogonal a B e para satisfazer tal restricio é preciso
que a transformacao (6',8",0%) — (6',8",7) nos conduza & ortogonalidade entre § "
e 7, ou seja, é necessario e suficiente que E(—0l/00,07) = 0, a = 1,...,k. Seguindo a
metodologia de Cox e Reid (1987, Eq. 4), temos que a transformacao desejada é obtida a

partir do sistema de equagoes diferenciais

n Oo? 1

204 96, T 22 — 00, my

que tem como solucao (Simonoff e Tsai, 1994)

o’ = S S
(HZ:I mf)l/n

Considerando o modelo reparametrizado, o logaritmo da funcao de verossimilhanca
perfilada modificada (Cox e Reid, 1987) ¢ dado por

len8) = 13(0:9) — - los{detl;" (5 5. 73]}
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em que
n

[5(8;y) = 1°(8, Bs,45: ), com 45 = d5(][mo)*",
/=1

é o logaritmo da funcao de verossimilhanca perfilada para &, sendo
(6% y) = — log 7y + it(ze)
2 =1

o logaritmo da fung¢ao de verossimilhanga para o vetor de parametros 8* = (ﬁT, 6, ' e
7*(8; B3,7) é o bloco da matriz de informagao observada para os parametros de perturbagao

(B",~)" avaliada em (5,55,’)/5), exXpresso por

- o r 0

*
Ty

em que jgg € uma matriz quadrada de ordem p cujas entradas sao dadas por

821*(9* y) 1 - 1 - 1/2
ko 2 T od) E D1 _ E Ha D251
jﬁ,@ 8/8386[ 7 — (Zé) q@(]? )é + 71/2 — (ZZ> qZ (] )Z
€
0?1*(0*; y) n 3 — "
PP U Gt ) S U B o DYSCH I B w PTG
j’Y’Y 8,-}/2 2,)/2 4,)/2 — (Zf) ZE 4’72 pa (ZE) ZE

, n ms 1/n . .
6 wm escalar, com g, = W™ (5 1), (911,/08,) (Ope/OB)  (jL)e = PpueOB,08:
A estatistica da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas (LR,,) para o teste

de Hy contra H; é dada por

LR, = 2{icr(8) — lor(do)}, (2.6)

sendo & o estimador de méxima verossimilhanca de 8. Sob Hj, a estatistica LR,, tem

distribuigdo assintética x2, com erro de aproximagao de ordem n~*.

2.3 Correcoes de Bartlett

Quando a distribuicao nula exata da estatistica de teste é desconhecida ou dificil
de ser obtida, é comum na literatura o uso de testes assintoticos. Os testes de razao de
verossimilhangas usual e verossimilhancas perfiladas modificadas sao baseados em grandes

amostras e suas respectivas estatisticas de teste, LR e LR,,, tém distribuicao assintotica
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nula x%, sendo k o nimero de restri¢des impostas por Hy, sob um erro de aproximagao de
ordem n~!. No entanto, quando o tamanho da amostra nao é suficientemente grande, a
aproximacao da distribuicdo das estatisticas LR e LR,, pela distribuicao x? pode nao ser
satisfatoria, conduzindo a taxas de rejeicao bastante distorcidas e podendo resultar numa
tomada de decisao equivocada.

Uma maneira de melhorar a aproximagao das distribuicoes das estatisticas LR e LR,,
pela distribuigdao x? ¢ introduzir fatores de corregao de Bartlett (Bartlett, 1937; DiCiccio
e Stern, 1994) a essas estatisticas de modo que o erro de aproximagao das distribuigoes
das estatisticas corrigidas pela distribuicdo x? de referéncia seja menor que o erro de
aproximagao para as respectivas versoes nao corrigidas. Os fatores de correcao de Bartlett
nao dependem de um modelo paramétrico particular, sendo bastante gerais, o que implica
que suas expressoes devem ser obtidas para cada problema de interesse.

Uma outra alternativa para atenuar a distor¢ao das taxas de rejeicao do teste da razao
de verossimilhancas quando lidamos com amostras pequenas ¢é aplicar a técnica bootstrap
(Efron, 1979). O teste da razao de verossimilhangas bootstrap segue a metodologia des-
crita por Efron e Tibshirani (1993), que baseada na estatistica LR possibilita encontrar a
distribui¢do empirica da mesma, a partir da amostra observada y = (y1,...,¥,) ' . Ainda,
podemos considerar o teste da razao de verossimilhangas Bartlett bootstrap proposto por
Rocke (1989) como alternativa numérica do teste da razdo de verossimilhangas corrigido

via correcao de Bartlett.

2.3.1 Correcao de Bartlett para a estatistica LR

Sabe-se que para grandes amostras e sob hipotese nula, a estatistica LR tem dis-
tribuicao qui-quadrado com erro de aproximagao de ordem n~!. Bartlett (1937) propos
multiplicar a estatistica LR por um fator de corregao (1+c/k)~! derivando uma estatistica

corrigida LR* expressa por

LR
C1+c/k’

em que ¢ é uma constante de ordem n~! que pode ser estimada sob Hj e escrita em funcao

LR*

de momentos das derivadas do logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga (Lawley, 1956).
Em particular, P(LR* < z) = P(x} < z) + O(n™?) sob Hy. Maiores detalhes sobre
corregao de Bartlett podem ser encontrados em Cordeiro e Cribari-Neto (2014).

Para o teste de Hy : 6 = 8¢9 X Hp : & # &g na classe dos MNLSH considerando

heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, isto é, m, = exp(we'd), temos que a
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constante ¢ do fator de correcao de Bartlett para a estatistica LR é dada por

c= ek’(é) + Epvk(/ﬁ’ 5) + epvk;(67 7) + €P7k(167 5a 7)7

sendo
€k<5) =
Ep,k(/Bvé) =
+
+
+
ep,k(dav) =
ep,k(ﬁaayv) =

em que Q = diag(q, ...

M. M2 M2
—4tr(H3) + %LTH@)L + Tsl,THHdHL,

4
M
——7LTQHdZﬂdL —

Mg
——  WH_ 73,41
40(0,1,0,0,0) 4epd

40(0,1,0,0,0)
)

) QHy Zgat + T QHaZpat
20(0,1,0,0,0)

M
4(5(0,1,0,0,0)

M, Mg ) T
+ L' QZs o> H G ZsQ
(2(5(0,1,0,0,0))2 0(0,1,0,0,0) p p

M,
4<5(0,1,0,0,0) )2
_ M9M11

M,
M H.Zm

T
L QHdZ dl —
s 4(5(0,1,0,0,0)

M3M10

L' QZ3aH Z54Qr —
20(0,1,0,0,0)

M2M
tr(Hy) + My My tr(Hg) — 1THLTH(2)L

M2M;y, M Mg My (Mg — 4Ms)

M1M10M11

[(LTWZ@dL) ©O) (LTHdL) + LTQHngdL} s
40(0,1,0,0,0)

L'QZ3aHH g,

; [tr(Hd)]2+< Tt T )Mlzltr(Hd)e

(2.7)

. Gn), com q = exp{—(w; — @) 6} e @ = (@0y,..., )", W =

oT/06, H = {hy;} = —(W = W)[(W —W)TV(W - W) {(W — W)T, com (W —
W) = (w; — w,...,w, — w)" e V matriz diagonal de ordem n com entradas v, =
(1= bi0n002)/4 s =1,....n, H® = (h2), H® = (h3)), Zs = X(X QX)X 4

vetor n x 1 de uns, os subscritos d indicam que apenas os elementos da diagonal principal

das matrizes foram considerados. Ainda, os escalares M; a M;; expressos por

Ml -
My, =
M, =

M; =

Mg =

1
_5{5(0,0,1,0,3) + 35(0,1,0,0,2) + 5(1,0,0,0,1)}7

_M17 M3 - Mlv

1

E{5(0,0,0,1,4) + 65(0,0,1,0,3) + 75(0,1,0,0,2) + 5(1,0,0,0,1)}7
n

—5{2 +381,0,00,1) + 9(0,1,0,0,2) }

n
—§{8 + 156(1,0,0,0,1) + 99(0,1,0,0,2) + 0(0,0,1,0,3) }+
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1
M; = 1{5(0,0,0,1,2)+3(5(o,0,1,0,1)}7

1
Mg = 5{5(0,0,1,0,1)+25(0,1,0,0,0)},

1
My = E{5(0’0’0’1’4) + 80(0,0,1,0,3) + 136(0,1,0,0,2) + 30(1,0,0,0,1) }
M10 = —Mg e
4
My, =

n{2 + 0(0,1,0,0,2) + 3910001}

Podemos observar que a constante ¢ do fator de correcao envolve apenas operacoes simples
de matrizes e podem ser facilmente implementados em pacotes de computacao simbélica e
linguagens de programacao que permite execugao de operagoes simples de algebra linear,

tais como, Ox e R. Detalhes sobre a obtencao da constante ¢ sao apresentados no Apéndice
B.

2.3.2 Correcao de Bartlett para a estatistica LR,,

A estatistica LR,,, assim como a estatistica da razao de verossimilhancas usual, tem
distribuigao nula assintética x2 sob erro de aproximagao de ordem n~!. DiCiccio e Stern
(1994) propuseram uma corre¢ao de Bartlett para esta estatistica, reduzindo o erro de
aproximacao para ordem n~2. A estatistica corrigida ¢ dada por

LR,
LR = ——+-,
1+ cn/k
sendo c,, uma constante de ordem n~! tal que, sob Hy, E(LR*,) = k+0(n™%/?). A equacio
geral para c¢,, é definida em DiCiccio e Stern (1994, Eq. 25). Baseado nessa expressao,
Ferrari et al. (2004, Eq. 5) obtiveram uma equagdo para o célculo de ¢, que pode ser
empregada em qualquer classe de modelos que usa a particao do vetor de parametros tal
como feita neste capitulo. No Apéndice C, obtemos com detalhes ¢,, para o teste de Hy
que, considerando heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, na classe dos MNLSH,
¢é escrito em notacgao matricial como
1 1 1 1
C = ZJ\mr(ﬂg) — Z1\4121\411[1;1r(Hd)]2 + ZMfLTHdHHdL +3 MAWTH®),
1
— M My tr(Hg) — MyMs M tr(Hg) — 51\4121\411J1LI<2>L. (2.8)

A constante ¢,, envolve apenas operacoes simples de matrizes, tal como a constante ¢ do
fator de correcao da estatistica LR. Ainda, o fator de correcao c¢,, depende apenas da
matriz de covariaveis W, do ntimero de parametros desconhecidos em ¢, e do niimero
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de observacoes, assim, nao dependendo de parametros desconhecidos ou do niimero de
parametros de perturbacao. Além disso, pode-se observar que a nao linearidade do mo-
delo nao exerce influéncia sobre o fator de correcao c¢,, para a estatistica da razao de

verossimilhancas perfiladas modificadas para o teste de heteroscedasticidade.

2.3.3 Correcao de Bartlett bootstrap para a estatistica LR

Como alternativa aos testes assintéticos, pode-se realizar inferéncias baseadas em tes-
tes com valores criticos (p—valor) obtidos através da técnica bootstrap (Efron, 1979). O
teste da razao de verossimilhangas bootstrap apresenta inferéncia confiavel e nao envolve
calculos complexos, no mais, é computacionalmente custoso. Considerando a técnica bo-
otstrap (Efron, 1979), Rocke (1989) prop6s uma forma numérica alternativa ao céalculo do
fator de correcao de Bartlett para a estatistica LR, derivando uma estatistica da razao
de verossimilhancas bootstrap (LR;, ) que é obtida como segue. Inicialmente geramos
B amostras bootstrap (v3,...,y5) a partir do modelo assumido considerando Hy verda-
deira e substituindo os parametros por suas respectivas estimativas restritas calculadas
usando a amostra original (yi,...,y,). Depois calculamos o valor da estatistica da razao
de verossimilhangas para cada pseudo-amostra bootstrap. Denotamos por LR?, ., sendo
b=1,...,B, a b—ésima amostra bootstrap. A estatistica da razao de verossimilhancas
Bartlett bootstrap é calculada por
=L

boot

LRZoot =

sendo k o nimero de restri¢des impostas por Hy e LRy, = = 25:1 LR}, .. Sob Hy, a
estatistica LR}, , segue uma distribuigao x3, aproximadamente.

E valido salientar que a estatistica da razio de verossimilhancas bootstrap (L Ryt )
nao segue distribuicao x2, sendo o teste baseado nesta estatistica realizado como descrito

a seguir:

e Para o nivel de significancia fixado («), calcule o percentil 1 — « da distribuicao
empirica de LRyy0r, que € estimado pelo valor g_q) tal que

#{LRboot < Cj(lfoz)}
B

=1-aq,

com # denotando a cardinalidade do conjunto. Rejeite a hipotese nulase LR > §1_,.
De forma alternativa, a regra de decisao pode ser escrita com base no p—valor
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bootstrap dado por
* #{LRgoot 2 LR}
= E .

Assim, rejeitamos Hy para p* menor que o nivel de significancia considerado.

Trabalhos recentes na literatura realizam inferéncia baseada nos testes da razao de
verossimilhangas bootstrap e Bartlett bootstrap (Bayer e Cribari-Neto, 2013; Cribari-Neto
e Queiroz, 2014). Uma vantagem de utilizar a corregao de Bartlett bootstrap ao invés da
técnica bootstrap usual é devido a sua eficiéncia computacional. Para obter o valor critico
do teste utilizando a corregao de Bartlett bootstrap é necessario um nimero de amostras
bootstrap menor do que as necessarias quando é utilizada a técnica bootstrap usual, o
que implica que a correcao de Bartlett bootstrap é computacionalmente mais eficiente do

que a técnica bootstrap usual, ver Rocke (1989).

2.4 Resultados numéricos

Realizamos estudos de simulagao de Monte Carlo a fim de comparar os desempenhos
dos testes da razao de verossimilhancas usual e as demais versoes apresentadas neste
capitulo. A saber, consideramos os testes baseados nas seguintes estatisticas: razao de
verossimilhangas (LR), sua versao corrigida via Bartlett (LR*), razao de verossimilhangas
perfiladas modificadas (LR,,), sua versao corrigida via Bartlett (LR},), razao de verossimi-
lhangas bootstrap (LRpoet) € razao de verossimilhangas Bartlett bootstrap (LR}, ,). Ava-
liamos os desempenhos dos testes segundo a proximidade das probabilidades de rejeicao
da hipotese nula quando esta é verdadeira (probabilidade do erro tipo I) aos respectivos
niveis nominais dos testes para cenarios com um ntmero fixo de parametros de interesse
e de perturbagao, variando o tamanho amostral e estudamos separadamente o efeito do
numero de pardmetros de perturbacao e de interesse. Ainda, apresentamos gréaficos de
discrepancia de quantis para alguns dos cenérios simulados.

Baseamos o estudo da simulagao no modelo de regressao

p—1

ye = Bo + exp{Bizn} + Zﬁsxgs ‘e, 0=1,...,n,

s=2

sendo €, variaveis aleatérias independentes em que ¢, ~ S(0, 02 exp{w, '8}, g). As hipote-

ses testadas foram Hy : 6 = 0, sendo & um vetor k—dimensional, assim indicando que o
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modelo é homoscedastico contra a hipotese alternativa Hy : §; # 0 para pelo menos um 1,
1=1,... k.

Para o estudo de simulagao foram consideradas as distribuicoes simétricas t—Student
com 5 graus de liberdade (v) e exponencial poténcia com parametro de forma x = 0, 3.
Lucas (1997) e Villegas et al. (2013) abordam aspectos de robustez do modelo t—Student
para quando fixamos os graus de liberdade e apontam que tal modelo acomoda melhor
observagoes aberrantes quando os graus de liberdade sao fixados, por esta razao nestre
trabalho consideramos v fixo. A escolha dos graus de liberdade e do parametro de forma
das respectivas distribui¢oes tiveram base nos coeficientes de curtose apresentados pelas
distribuicoes para os valores dos graus de liberdade e parametro de forma adotados. Como
nosso interesse é trabalhar com distribui¢oes simétricas com caudas mais pesadas que
as da normal (coeficiente de curtose igual a 3), escolhemos v = 5 para a t—Student
e k = 0,3 para a exponencial poténcia pois para estes respectivos valores dos graus
de liberdade e parametros de forma tais distribuigoes apresentam curtose iguais a 9 e
3,67, respectivamente, isto é, maiores que a curtose da distribuicao normal. Para os
parametros de regressao assumimos Sy =...=f, ;1 =1, 02 =1,0; =0,1;0, = 0,3;3 =
0,5 e ds = 05 = 1,0. As covariaveis z,...,Tp_1 € We, ..., wy foram mantidas fixas
e geradas como amostras aleatorias da distribui¢ao U(0,1). O ntmero de réplicas de
Monte Carlo e bootstrap foi fixado em 10.000 e 500, respectivamente, e os niveis nominais
considerados foram oo = 1%, 5% e 10%. As simulagoes foram realizadas usando a linguagem
de programagao matricial 0x (Doornik, 2006) e os graficos de discrepancia de quantis foram
feitos usando o software estatistico R.

Considerando cada tamanho amostral e nivel nominal estipulado, calculamos as taxas
de rejeigdo para cada teste, isto é, estimamos via simula¢do de Monte Carlo P(LR >
X%a;k))7 P(LR" > X%a;k:))’ P(LR,, > X%a;k))7 P(LR;, > X%a;k))’ P(LR;, > X%a;k:))’ com
X%a;k) sendo o percentil (1 — ) da distribuigdo 3. Para o teste bootstrap, a taxa de
rejeicao foi obtida a partir do calculo da probabilidade P(LR > 1—q)), em que §1—q) ¢ 0
percentil (1 — «) estimado da distribuigao empirica de LRy, Nas Tabelas apresentadas
todas as entradas sao porcentagens.

As Tabelas 2.2 e 2.3 apresentam as taxas de rejei¢ao nulas dos diferentes testes para
os modelos t5, exponencial poténcia, respectivamente, para p = 3,5 e k = 3 quando
o tamanho da amostra aumenta. Como podemos observar nestas Tabelas, o teste da
razao de verossimilhangas é consideravelmente liberal, como exemplo, na Tabela 2.2 para

p = 3,a = 5% e considerando todos os tamanhos amostrais (n = 30, 40, 50, 100), as taxas
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de rejei¢ao do teste LR sao iguais a 13,6%,11,9%,10,7% e 9,5%, respectivamente. A
versao corrigida para o teste da razao verossimilhancas atenua a distor¢ao do teste usual,
embora ainda apresente taxas de rejeicao maiores que os niveis nominais considerados, a
exemplo, considerando o mesmo cenério anterio, as taxas de rejeicao do teste LR* para
os quatro tamanhos amostrais sao 7,0%, 6,6%, 5,9% e 5,4%, respectivamente. De forma
geral, para ambos os testes, conforme o tamanho da amostra aumenta, as distor¢oes dos
testes diminuem.

Os resultados de simulagao para o modelo t5 apresentados na Tabela 2.2 indicam que
os testes corrigidos LR} e LR; , apresentam os melhores desempenhos, sendo o teste
LR}, o de melhor desempenho, seguido do teste LR}, . Por exemplo, parap =3 e a =
5%, as taxas de rejei¢do nulas do teste LR’ para os quatro tamanhos amostrais sdo
5%,4,9%, 5%, 5, 3% e as taxas correspondentes para o teste LRy, , sdo 5,3%, 5,4%, 5%, 4, 4%.
De forma geral, o bom desempenho do teste LR} pode ser observado em todos os cena-
rios. Na Tabela 2.3 sao apresentados os resultados para o modelo exponencial poténcia,
em que podemos observar que os testes corrigidos LR, e LR; , apresentam melhores
desempenhos outra vez, sendo o teste LR}, o de melhor performance, seguido do teste
LR} . Por exemplo, para p =5 e a = 10%, as taxas de rejei¢ao nulas do teste LR;, , para
os quatro tamanhos amostrais foram 10%,9,9%, 10%, 9, 9%, enquanto que para o teste
LR}, foram 7,2%,9,1%,9, 9%, 10, 6%.

Na Tabela 2.4 avaliamos o efeito do nimero de parametros de perturbacao no de-
sempenho dos testes, fixando o tamanho amostral (n = 35), o nimero de parametros de
interesse (k = 3) e variando o numero de parametros de perturbagao (p = 2, 3,4, 5) para os
modelos t5 e exponencial poténcia. Para ambos os modelos, os testes usuais e suas versoes
corrigidas sao bastante distorcidos e conforme o ntimero de parametros de perturbacao au-
menta, a distor¢ao dos testes LR e LR* aumenta também. Em contrapartida, o aumento
do numero de parametros de perturbacao foi indiferente para os demais testes, tendo os
testes corrigidos LR}, e LR}, desempenhos melhores, destacando-se, de forma geral, o
teste LRy, ,. Por exemplo, para o modelo ¢; considerando p = 4 ¢ o« = 5%, temos as taxas
de rejei¢ao nulas dos testes iguais a 15,8% (LR), 8,8% (LR*), 4,5% (LR.,), 4,7% (LRY,),
5,1% (LRpoot) € 5,0% (LR;,,,). Considerando o mesmo cenario, temos para o modelo
exponencial poténcia as seguintes taxas de rejei¢ao nulas: 14,7% (LR), 8,8% (LR*),
3,4% (LR,,), 41% (LR:,), 5,3% (LRyoot) € 5,1% (LR;, ;).

O efeito do aumento do ntimero de parametros de interesse no desempenho dos tes-

tes ¢ avaliado na Tabela G.1. Para isto, fixamos o tamanho amostral (n = 35) e o
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Tabela 2.2: Tamanho dos testes para o Modelo t5 com p = 3,5, k = 3 e diversos valores para n.

Q Teste p=3 p=>5
n n
30 40 50 100 30 40 50 100
a=10% LR 21,2 19,4 18,3 16,3 33,0 25,5 19,7 14,4
LR* 13,2 12,5 11,4 10,7 21,1 15,9 13,8 11,6
LR, 9,2 94 9,4 10,0 8,8 10,2 9,9 9,9
LRy, 9,6 9,7 9,6 10,3 9,3 10,4 10,1 10,1

LRy, 10,4 11,1 10,2 9,6 10,6 10,0 10,2 10,5
LR, 10,4 10,9 10,2 9,5 10,5 10,0 10,0 10,5

a=5% LR 13,6 11,9 10,7 9,5 22,6 16,8 12,3 7,7
LR* 70 6,6 59 54 12,9 88 7.4 58
LR, 4,7 47 4,9 5,1 4,2 50 4,5 5,0
LR, 50 4,9 50 53 4,5 52 4,6 5,2
LRpoor 52 54 51 4,6 55 50 51 53
LR, 53 54 50 4.4 52 4,9 51 5,2
a=1% LR 47 40 3,4 2,6 9,5 6,5 3,8 1,9
LR* 1,6 1,4 1,2 1,1 39 24 1,9 1,1
LR, 0,9 0,9 1,0 1,0 1,0 0,9 1,0 1,0
LR, 1,0 0,9 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0
L Ryoor L2 1,2 1,2 1,1 1,3 1,3 1,1 1,2
LE;,, L1 1,0 1,1 0,9 L1 1,2 1,0 1,0

niamero de parametros de perturbagao (p=3), variando o nimero de parametros de in-
teresse (k=2,3,4,5). O desempenho dos testes foi semelhante ao apresentado na Tabela
2.4, tendo o teste LR, ,, apresentado taxas mais proximas aos niveis nominais adotados
quando comparado aos demais testes corrigidos, principalmente para o modelo exponen-
cial poténcia. Por exemplo, considerando o cenario em que k = 3 ¢ a = 1%, temos
as taxas de rejeigao dos testes para o modelo exponencial poténcia iguais a 3,9% (LR),
1,1% (LR*), 0,7% (LR,,), 0,9% (LR,), 1,2% (LRpoet) € 1,0% (LR;,,,). Considerando o
mesmo cenario, para o modelo t5 temos taxas de rejeicao iguais a 4% (LR), 1,8% (LR*),
0,8% (LRy,), 0,8% (LRZ,), 1,1% (LRpoot) € 0,9% (LR},,,).

Os resultados numérios apresentados nas Tabelas 2.2-G.1 evidenciam a superioridade
no desempenho dos testes corrigidos perante os nao corrigidos em amostras de tamanho

pequeno e moderado. De modo geral, o teste Bartlett bootstrap teve melhor desempenho,
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Tabela 2.3: Tamanho dos testes para o Modelo exponencial poténcia com « = 0,3, p = 3,5,
k = 3 e diversos valores para n.

« Teste p=3 p=2>
n n
30 40 50 100 30 40 50 100
a=10% LR 22,6 17,2 14,9 12,1 32,0 22,2 20,2 14,2
LR* 14,9 12,8 11,6 10,4 22,4 18,6 16,2 13,7
LR, 789 93 9,7 6,1 83 9,1 10,2
LR}, 8,8 9,7 10,2 10,0 7.2 91 99 10,6

LRww 10,7 10,5 10,0 10,0 10,0 10,1 10,0 10,0
LR;,, 10,6 10,4 10,0 9,9 10,0 9,9 10,0 9,9

a=5% LR 14,1 10,1 8,6 6,4 22,8 14,2 12,0 7,8
LR* 85 6,9 6,1 55 14,0 10,8 9,3 7,4
LR, 3,5 4,4 4,7 4,8 2,6 3,8 4,2 4,7
LR, 4,2 50 52 51 3,3 4,3 4,8 4,9
LRpoort 54 51 52 5,0 53 54 51 5,0
LE;,, 55 4,9 4,9 5.1 51 51 51 5,0
a=1% LR 47 3,0 2,4 1,0 9,6 4,8 3,6 1,9
LR* 2,2 1,5 1,4 1,1 4,7 3,2 2,8 1,9
LRy, 0,4 0,8 1,2 1,0 0,4 0,6 0,7 0,9
LR, 0,6 1,0 1,3 1,1 0,5 0,7 0,8 1,0
LRypor 1,3 1,2 1,3 1,1 L3 1,1 1,3 1,1
LR, 1,2 1,0 1,0 1,1 L1 1,0 1,1 1,0

seguido do teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas corrigido. O teste
da razao de verossimilhancas corrigido atenua as distor¢oes do teste usual, embora ainda
apresente taxas de rejeicao um pouco distorcidas, sobretudo quando aumentamos o nimero
de parametros nos modelos.

Nas Figuras 2.1 - 2.4 construimos o gréafico do quociente da diferenca entre o quantil
exato (estimado por simulacao) e o quantil assintético (y?) pelo quantil assintético para
os modelos t5 (Figuras 2.1 e 2.2) e exponencial poténcia (Figuras 2.3 e 2.4) considerando
n =35, p=3,5e k = 3. Consideramos apenas os testes corrigidos, uma vez que os testes
baseados nas estatisticas LR e LR,, apresentaram comportamento liberal e conservativo,
respectivamente, indicando que tais estatisticas nao tém suas respectivas distribuicoes
bem aproximadas da distribuicao x? de referéncia. Dos graficos, quanto mais proxima a
curva de discrepancia estiver da ordenada nula, melhor é a aproximacao da distribuicao
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Figura 2.1: Discrepancia relativa de quantis para o modelo t5 com n =35, p=3, k=3
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Figura 2.2: Discrepancia relativa de quantis para o modelo t5 com n =35, p=5, k=3
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Figura 2.3: Discrepancia relativa de quantis
k = 0,3, considerandon =35, p=3, k=3
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Figura 2.4: Discrepancia relativa de quantis para o modelo exponencial poténcia com
k = 0,3, considerandon =35, p=5, k=3
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Tabela 2.4: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial poténcia com k = 0,3, consi-
derando n = 35, k = 3 e diversos valores para p.

« Teste Modelo t5 Modelo exponencial poténcia
P p

2 3 4 5 2 3 4 5)

10% LR 16,3 19,4 24,5 29,1 15,4 19,0 23,0 28,6
LR* 11,4 12,9 15,4 17,9 12,3 13,7 15,8 18,8

LR, 9,4 9,4 97 90 85 83 17,6 7,5

LRy, 97 97 10,0 9,3 94 96 8,5 8,7

LRyt 9,6 9,8 10,4 10,3 10,4 9,8 10,4 9,5

LRy, 9,6 9,8 10,2 10,0 10,2 9,7 10,3 9,4

5% LR 9,3 11,9 15,8 19,4 8,9 11,5 14,7 19,1

LR* 59 7,0 88 10,5 6,4 7,5 88 11,4
LR, 45 47 4,5 4,3 4,2 38 34 36
LR: 4,8 4,9 4,7 4,5 50 4,6 4,1 4,3
LRpo: 4,9 4,9 51 51 56 50 53 51
LR, 48 49 50 4,8 55 4,9 51 5,0

1% LR 2,8 4,0 58 7.5 2,7 3,9 5,3 7,9
LR* 1,2 1,8 2,3 3,2 1,5 1,1 2,4 3,8
LR, 0,7 0,9 1,0 0,9 0,8 0,7 0,6 0,6
LR:, 0,8 0,9 1,0 1,0 1,0 0,9 0,7 0,7
LRpo: 0,9 1,1 1,2 1,2 Lo 1,2 1,4 1,2
LR, 0,8 09 1,0 1,0 0,9 1,1 1,2 1,0

nula da estatistica de teste pela distribuicao x? de referéncia. Para ambos modelos é
notorio que a distribuicao nula da estatistica da razao de verossimilhancas corrigida nao é
bem aproximada pela distribuicao x? de referéncia em todos os cenarios considerados, uma
vez que as curvas de discrepancia estao bem acima da ordenada nula. Em contrapartida, a
curva de discrepancia das estatisticas da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas
corridida e Bartlett bootstrap se aproximaram bem da ordenada nula, indicando boa
aproximacao de suas respectivas distribuicoes nula pela distribuicao x? de referéncia, o

que foi refletido no desempenho dos testes apresentados nas Tabelas 2.2-G.1.
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Tabela 2.5: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial poténcia com k = 0,3, consi-
derando n = 35, p = 3 e diversos valores para k.

o Teste Modelo t5 Modelo exponencial poténcia
k k

3 4 5) 2 3 4 5)

10% LR 16,0 19,5 21,5 23,9 16,4 18,9 20,0 21,8
LR* 11,4 12,3 13,7 15,2 12,0 13,7 14,1 15,4

LR, 9,1 91 9,7 10,2 9,0 8,3 8,0 7,3

LRy, 9,4 9,4 10,0 10,3 10,0 9,5 9,0 8,5

LRyt 9,9 9,8 10,4 10,5 10,2 9,8 10,4 10,7

LRy, 9,8 9,9 10,2 10,4 10,2 9,7 10,2 10,8

5% LR 9,2 11,8 13,0 15,0 9,6 11,5 12,1 13,4

LR* 6,0 7.0 7.2 86 6,2 7.5 7.7 809
LR, 47 4,4 4,5 5,4 4,8 3,8 3,7 3,5
LR:, 50 4,6 4,7 5.4 50 4,6 4,4 4,2
LRy 5,0 4,9 51 53 52 50 53 56
LR, 49 49 50 5.2 51 4,9 50 56

1% LR 2,9 4,0 4,1 5,6 2,9 3,9 4,0 4,6
LR* 1,4 1,8 1,7 2,2 1,5 1,1 2,0 2,5
LR, 0,9 0,8 0,9 1,0 0,8 0,7 0,7 06
LR:, 1,0 0,8 1,0 1,0 L1 0,9 0,9 0,8
LRpwe 1,1 1,1 1,2 1,3 1,2 1,2 1,4 1,3
LR, 0,9 09 1,0 1,2 L0 1,0 1,2 1,3

2.5 Conclusoes

Para amostras de tamanho pequeno e até moderado, a distribuicao da estatistica da
razao de verossimilhancas nao é bem aproximada da distribuicao x? limite, como con-
sequéncia, o teste apresenta taxas de rejeicao bastante distorcidas, sendo assim importante
desenvolver estratégias de inferéncia mais acuradas para quando o tamanho da amostra
nao for grande o suficiente.

Neste capitulo apresentamos correcoes de Bartlett para os testes da razao de verossimi-
lhancas baseados na verossimilhancga usual e verossimilhanca perfilada modificada. Nosso
trabalho generaliza os resultados apresentados por Cordeiro (2004), que obteve um fator
de corre¢ao de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhangas para o modelo

linear simétrico e Ferrari et al. (2004), que obteve um teste da razao de verossimilhangas
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perfiladas modificadas para o modelo normal linear. Afim de comparar o desempenho
dos testes, também foram considerados os testes da razao de verossimilhancas bootstrap
e Bartlett bootstrap.

Os resultados numeéricos mostraram que o teste da razao de verossimilhancas usual é
bastante liberal e sua versao corrigida via Bartlett, embora atenue tal tendéncia, ainda
apresenta taxas de rejeicao distorcidas conforme o ntimero de pardmetros no modelo au-
menta. O teste da razao de verossimilhancgas perfiladas modificadas apresenta desempenho
superior ao teste usual e nao sofre efeito do aumento do niimero de parametros no modelo.
Em particular, pode-se observar também a superioridade do desempenho dos testes da
razao de verossimilhancas perfiladas modificadas corrigido e Bartlett bootstrap em amos-
tras de tamanho pequeno e moderado, dessa maneira, em aplicagoes praticas, sugerimos

0 uso destes testes.
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CAPITULO 3

Refinamento dos testes escore e gradiente

3.1 Introducao

Assim como o teste da razao de verossimilhancas, os testes escore e gradiente também
podem ser aprimorados, derivando testes cuja distribuigao de suas respectivas estatisticas
é melhor aproximada da distribuicao qui-quadrado de referéncia. Para obter os testes
escore e gradiente melhorados, sao incorporados fatores de corre¢ao, denominados fatores
de correcao tipo-Bartlett, as estatisticas destes testes. Os fatores de correcao para as
estatisticas escore e gradiente foram obtidos, respectivamente, por Cordeiro e Ferrari
(1991) e Vargas et al. (2013).

Diversos trabalhos na literatura tém abordado esta tematica, dentre eles, Cysneiros
et al. (2010b) derivaram um fator de corre¢ao tipo-Bartlett para a estatistica escore na
classe dos modelos nao-lineares simétricos, tendo seus resultados posteriormente generali-
zados por Nascimento (2010), que aprimorou o teste escore para os modelos nao-lineares
simétricos heteroscedasticos e avaliou numericamente apenas os testes sob os parametros
de locagao. Vargas et al. (2014) obtiveram um fator de corregao tipo-Bartlett para a esta-
tistica gradiente na classe dos modelos lineares generalizados. Nesta diregao, iremos obter
um fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente para o teste de heteros-
cedasticidade na classe dos modelos nao-lineares simétricos heteroscedésticos (MNLSH).
Este trabalho é pioneiro no sentido de aprimorar o teste gradiente para modelos com
erros seguindo distribuigao simétrica. No mais, diferentemente das estatisticas da razao

de verossimilhancas e escore, a estatistica gradiente nao ¢ invariante sob reparametriza-
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¢oes nao-lineares (Terrell, 2002). Desse modo, neste capitulo nao iremos utilizar a mesma
parametrizacdo do Capitulo 2. Aqui, nosso vetor de parametros sera 8 = (37,867,
onde faremos testes para um subconjunto d; de . No que segue, apresentamos o modelo
nao-linear simétrico heteroscedastico seguindo a nova parametrizacao e seus aspectos in-
ferenciais. Na Sec¢ao 3.3, discorremos sobre as corregoes tipo-Bartlett para as estatisticas
escore e gradiente, obtendo expressoes em notagao matricial para os fatores de corregao
tipo-Bartlett para o teste de heteroscedasticidade na classe dos MNLSH. Ainda, consi-
deramos estatisticas de teste alternativas a estatistica escore corrigida. Com o intuito
avaliar o desempenho dos testes sob investigacao, na Secao 3.4 sera realizado um estudo
de simulacao de Monte Carlo sob diversos cenarios. Para efeito de comparacao, iremos
considerar no estudo de simulacao os testes da razao de verossimilhancas usual e corri-
gido, sendo o segundo obtido para a classe dos MNLSH, considerando a parametrizagao
adotada neste capitulo, por Brito (2009). Na Segdo 3.5 apresentamos uma aplica¢ao a

dados reais. Consideragoes sobre os resultados obtidos sao apresentados na Segao 3.6.

3.2 Aspectos inferenciais

Sejam i, . .., ¥y, variaveis aleatorias continuas independentes simétricas (2.1). O mo-

delo de interesse é definido por
Yo = pe +/oree; €0~ S(0,1,9), £=1,...,n, (3.1)

sendo py como definido em (2.2) e ¢, definido por

* *
oy =m(r)), £L=1,...,n, (3.2)
com m(1;) > 0, sendo 7, = szé, w; = (L, we, ..., wg—1)" um vetor de varidveis expli-
cativas e § = (0g, 01, ...,0,_1) " um vetor de parametros desconhecidos a serem estimados.

O logaritmo da funcao de verossimilhan¢a do vetor de parametros @ = (5T, ﬁT)T,

dado os valores observados yi, . . ., y,, do modelo definido em (3.1) é expresso por

10:y) = 5 D log(67) + (=),

com t(z;) e z; tal como definidos na Segao 2.2. Ainda, assumimos [(6;y) regular com
respeito as derivadas dos componentes de 3 e § até quarta ordem (Cox e Hinkley, 1974,
Cap. 9).

28



As funcgoes escore de § e 3 sao dadas em notacao matricial, respectivamente, por
1 -
Us = §WTA(SF1u —Fyu) e Ug=XTSA(y — p),

em que X = du/08, W = 91*/98, A = diag{1/¢%,...,1/¢*}, S = diag{s1,..., s},
com Sy = —%, Fy, = diag{h!,...,hl}, com h, = 0¢;/01, para £ = 1,...,n, u =
(u1,...,uy)" e ¢ um vetor de n x 1 de uns. Caracteristicas de algumas distribui¢oes
simétricas sao apresentadas na Tabela 2.1.

A matriz de informagao de Fisher para 6 tem estrutura bloco-diagonal, Ky = diag{ K,
Kz}, onde

K5 = WTVW € K/B = —5(071707070)XTA_1X,

com V = diag{vy, ..., v,}, sendo vy = (1 — 3(0.1.000))7,°) /405> € Stapede) = E{t(z)1,
t(20) PP #(20) D #(2) D926} para a,b,c,de € {1,2,3,4} e t(z)®) = 0%(z,)/02F, para
k=1,2,3,4el =1,...,n. Os valores dos ¢’s variam dentre as distribuigoes simétricas,
em Uribe-Opazo et al. (2008) podem ser encontrados estes valores. Os parametros
e 3 sao globalmente ortogonais (Cox e Reid, 1987) e seus respectivos estimadores de
méaxima verossimilhanca sao assintoticamente independentes. As estimativas de maxima
verossimilhanca de 5 e B podem ser obtidas iterativamente a partir do método scoring-
Fisher, (ver Cysneiros et al. (2010)).

Considere a particio § = (Jy,d1)', em que &y ¢ um escalar e &; = (61,...,0 1) .
Estamos interessados em testar a hipotese nula Hy : d; = 5§0) contra a hipotese alternativa
Hy:0, # 5%0), sendo 5%0) um vetor de dimensdo (k — 1) x 1 de constantes especificadas
tal que m(sz(siO)) = 1, ou seja, sob Hy temos ¢; = m(dp), indicando que o modelo é
homoscedastico.

A partigao em § induz as parti¢goes na matriz W, fungao escore Ug e matriz informacao
de Fisher K expressas, respectivamente, por: W = (Wy, W), sendo Wy = 1 um vetor
nx 1 deuns e Wy = 017*/061, Us = (U;O,U(;IT)T, com U, = %WJA(SFlu — Fiu),
Us, = %WlTA(SFlu — Fii) e

Koy K5051
K =
K5150 Kv5151’
com Ks5, = Wy VWo, K5 5 =Kg 5 =W VWyeKg 5 =W, VWi,
A inversa da matriz de informagao de Fisher é dada por K, ' = diag{K; *, Kz '}.

Utilizando a férmula de inversa de matrizes simétricas particionadas (Rao, 1973, pag. 33),
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apoOs alguma algebra, chegamos a

K5050 K5051
K;'=
0100 101

sendo K991 = (RTV R)™1, K%% — K%8T — (RTVR)I1CT e K%% = (W, VW,) '+
C(R'"VR)"'C', com

R=W;, -W,CeC= (W, VW,) (W, 'VWy).

A fim de testar Hy contra H; na classe dos MNLSH, consideremos os testes da razao de
verossimilhancas, escore e gradiente, cujas estatisticas de teste sao dadas, respectivamente,

por

LR = 2{l(8:,50,8) — (8”50, B)},
}l[WJ\(Sﬁla C R (R VR WiA(§Fyi — ) o
S, = S WA R - Rl (6, - 6),

em que b1, 50, ,(;' denotam os estimadores de méxima verossimilhanca irrestritos de dy, dg
e 3, respectivamente, e 50, B os estimadores restritos de g e 3, respectivamente. Os sinais
“*7e ‘7 7 denotam que as quantidades foram avaliadas, respectivamente, sob os estimadores
de méaxima verossimilhanca irrestrito e restrito dos parametros. Sob H, e para grandes
amostras, as trés estatisticas, LR, S, e S,, sdo equivalentes e tém distribui¢iao xi_;, em
que (k — 1) é o nimero de restri¢des impostas por Hy, sob um erro de ordem n~! (Sen e
Singer, 1993; Lemonte e Ferrari, 2012).

3.3 Correcao tipo-Bartlett

Como vimos no Capitulo 2, Bartlett (1937) propds um fator de corregdo que ao ser
incorporado & estatistica LR melhora a aproximacao da distribuicao da estatistica pela x?
de referéncia, isto é, o erro de aproximacao é reduzido. A fim de aprimorar o teste escore,
Cordeiro e Ferrari (1991) propuseram um fator de corregdo para a estatistica desse teste,
produzindo uma estatistica corrigida cuja distribuicao nula é x? com erro de aproximacao
de ordem n~2. Esse fator de correcao é um polindémio na prépria estatistica e por tal
razao nao é um fator de Bartlett genuino, sendo denominado na literatura por fator tipo-
Bartlett. Recentemente Vargas et al. (2013) obtiveram um fator de correcao tipo-Bartlett

30



para a estatistica gradiente considerando os resultados de Cordeiro e Ferrari (1991). A
estatistica gradiente corrigida tem distribuicao nula y2, agora com erro de aproximacao
de ordem n~%, (Vargas et al., 2013).

3.3.1 Correcao tipo-Bartlett para a estatistica .5,

Como mencionado anteriormente, a estatistica escore (.S,) tem distribuigao nula assin-
totica x2_,, com (k — 1) sendo o nimero de restrigoes impostas por Hy. Além disso, para
pequenas amostras a aproximacao da distribuigao de S, pela distribuicao qui-quadrado de
referéncia pode nao ser satisfatoéria, conduzindo a testes distorcidos. Para contornar tal
problema, Cordeiro e Ferrari (1991) propuseram um fator de corregao tipo-Bartlett que
quando incorporado a estatistica S, produz uma estatistica corrigida cuja distribuicao é
melhor aproximada pela distribuicao x? do que a versao usual.

A estatistica escore corrigida (S¥) é definida por
S* = 8{1— (c+bS, +aS?)},

com os coeficientes

As Ag — 2A3 . A — As + A
ec =

RhE Dk -+ (-0 +D) " RE-Dk-n+2) " -1

a =

de ordem n~'. As quantidades A;, Ay e Az (ver Cordeiro, 1999) sao fungoes de momentos
das derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanga do modelo sob investigacao e
dependem das hipoteses testadas. A estatistica S tem distribuigao nula X?k—l) sob erro
de aproximagao de ordem n~2. No caso de S’ envolver parametros desconhecidos, estes
devem ser substituidos pelos respectivos estimadores de méaxima verossimilhanca e isto
nao afeta a ordem de aproximagao da distribuicao S* pela distribui¢ao x? (Cordeiro e
Ferrari, 1991).

A estatistica S’ pode ser uma fungao nao-mondétona de S,.. Em virtude disto, algumas
alternativas a esta estatistica foram propostas na literatura. Kakisawa (1996) sugeriu
uma transformagao monotona envolvendo a estatistica S, e os coeficientes a,b e c. A

transformacao é dada por Sy, = S + P(S,), com
Ly 2 4.9\ o8 4,9 205
P(S,) = 1€ Sy + 2beS: + | 2ac + gb S? 4 3abSt + ~a S5

um polinémio de grau 5 em S,. Ainda, Cordeiro et al. (1998) obtiveram uma estatistica
modificada (S} ) para melhorar a estatistica escore que é fungao monétona de S,. A
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estatistica alternativa S ¢ dada por

( exp(—2—0>><
Sy = {@(@ST—I—\/?)—@(\/%?)} se a >0,

| 55 exp(—c){1 —exp(—2bS,)} sea=0eb#0

Se a =b =0, S é uma transformacao monoétona de S, e nao hé necessidade de definir
uma estatistica alternativa. As trés estatisticas S, Sy, e S;, sdo equivalentes até segunda
ordem, isto &, elas diferem em termos de ordem O, (n~%/?2) (Cordeiro, 2003).

Para testar Hy : 6; = 5§0) contra Hy : 8, # 6%0) na classe dos MNLSH considerando
heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, isto ¢, m(7)) = exp(7;)), temos que os

termos A;, Ay e A3 sao dados por:

A1 = 3Q3LTAZﬂd(Z5 — Z(;O)ZﬁdAL + 3Q1Q2LTAZBd(Z5 — Z(;O)Zts()dl,

—|— 3Q%LTZ50d(Z5 — Z50)Z50dl’ —|— 3Q1Q2LTAZﬁd(Z5 — Z50)Z50dL

+ 12Q1Qaot " AZp, Z5)(Z5 — Zsy)at + 12Q31" Zs,, Z5)(Zs — Zsy)at

+ 6Q2(26(01.000) +3Q2)t TAZSP © (Zs — Zsy) At + 18Q31" Zs,'P © (Zs — Zso )t

— 6(N1 — 3N2 -+ N5)tr{(Z5 — Zéo)dZtsozi} — 6(N3 — N4 + Nﬁ)tr{Ang(Z(s — Z50)d},
Ay = 120507 (Zs — Zsy)aZso(Zs — Zsy)at — 12Q1Qat ' AZg (Zs — Zs,)(Zs — Zs,)at

— 12Q%LTZ50d(Z5 — Z50)(Z5 — Z&g)dl’ 24@ T250 (Z5 — Z(;O)(Z)L
+ 3(Ny — 3Nt {(Zs — Z5,) P} e

Ag = 12Q%LT(Z5 — Z(;O)d(Z(; — Z(SO)(ZJ — Z(;O)db + SQ%LT<Z5 — Zgo)(g)l,,

com Zg = (XTAX’)*IXT, Z[(,Z) = Zg © Zg Zg, = diag{zp,,-..,28,,}, ZLs =
WWIVW) "W, Zs, = diag{zs,,, ..., 25,,}, Zso = Wo(Wo VW) "Wy, Z5,, =
diag{zo,ys-- -, 20m, }, (Zs—Zso)a = Zs, — Zs,,, © denota o produto Hadamard, isto é, pro-
duto elemento a elemento (Rao, 1973, pag. 30), e @1, Q2, N1, Na, N3, Ny, N5 sdo escalares
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iguais a

1
Ql = g{l - 36(0,1,0,0,2) - 5(0,0,1,0,3)}7

Q2 = —%{5(0,0,1,0,1) +25(0,1,0,0,0) }

N, = %{1 +40(1,0,0,0,1) + 69(2,0,0,0,2) + 46(3,0,0,0,3) + 6(4,0,0,0,4) }+

Ny, = %{1 +40(1,0,0,0,1) + 20(2,0,0,0,2) + 40(1,0,0,0,1)0(2,0,0,0,2) T+ 4(5(2170’0,071) + 5(22,0,0,0,2)}7
N3 = 3{5(2,0,0,0,0) +20(30,00.1) + 04,0002 }5

Ny = W{l +20(1,0,0,0,1) + 0(2,0,0,0,2) }

N5 = %{25(1,1,0,0,3) — 0(0,1,0,0,2) T 0(3,0,0,0,3) T 20(2,0,0,0,2) + 0(2,1,0,0,4) + (5(0,1,0,0,1))2} e

1
Ng = 1{25(1,1,0,0,1) + 0(2,1,0,02) + 0(0,1,0,0,0)0(0,1,0,0,2) } -

Os termos Aj, A e Az foram calculadas em Nascimento (2010) e os §’s necesséarios sao
aprensentados em Uribe-Opazo et al. (2008). Os momentos das derivadas do logaritmo
da funcao de verossimilhanca necessarios ao calculo de A, Ay e Az sao apresentadas no
Apéndice D.

3.3.2 Correcgao tipo-Bartlett para a estatistica S,

O teste gradiente proposto por Terrell (2002) aparece na literatura como alternativa
aos testes assintoticos classicos. Além de ter sua estatistica de teste (S,) assintoticamente
equivalente as dos testes da razao de verosimilhancgas, escore e Wald, a estatistica gradiente
é muito simples de ser computada, nao envolvendo nem a matriz de informacgao observada,
nem a esperada.

Assim como as estatisticas de teste LR e S,, para pequenas amostras a estatistica
S, pode apresentar distribuigao mal aproximada pela distribui¢ao x? de referéncia. Para
superar esta dificuldade, Vargas et al. (2013) propuseram um fator de corre¢ao para a
estatistica Sy, de modo que sua versio corrigida (S;) apresenta distribui¢ao nula X%kflw
em que (k — 1) é o numero de restrigoes impostas por Hy, sob erro de aproximagao de
ordem n 2.

Antes de definir 5], consideremos algumas notagoes adicionais: Dado o vetor de paré-
metros desconhecidos @ = (6',87)7, com & = (8y,61) ", sendo B = (Bo, B1,---,B,) ", do
um escalare &, = (01,...,0p_1) ", seja ks = E[0?1(0)/00,00), k,ss = E[0%1(0)/00,00,00,),
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etc, (Kps)t = Okips /007, (Kps)tu = 0%kps/ 00700

*, etc. O teste que estamos interessados em

realizar é

Hy: 6, =68 x Hy : 6, # 6, (3.3)

em que 5§0) ¢ um vetor de dimensao (k — 1) x 1 de constantes especificadas. A matriz de

informagao de Fisher de @ é dada por

Ks O

KG:{ 0 Kjp

], com K,;:[

. -1 - . .
Seja K, ~ a notacao para a inversa de Ky. Definamos as matrizes

A5 0 [ Ky, O
A[O Kﬁ_l]’ com A5[ 0" o

e M = Kg_l — A.
A estatistica gradiente corrigida (S;) ¢ definida como (Vargas, 2013, Capitulo 3)

Sg = Sg{1 = (cg + byS, + agSZ)},

sendo

Af A§ — 2A]
a, = 3 b — 2 3

120k —1)((k—1)+2)((k—1)+4)" 7 12(k—-1)((k—1) +21)’

C:ﬂ—£+£
g 12(k - 1)
Os termos AY, A e A§ sao fungoes dos momentos das derivadas do logaritmo da fungao
de verossimilhanca do modelo sob investigacao, sendo expressos, respectivamente, por
/ . . .
Agll _ 32 K jrshki [m]ualu(msk + 2ask) + ajrmskalu + 2m]karlasu]
/ . . . .
_ 122 (’er)s("ikl)u(’fg Krk,ilu + asgarkalu + lQSinlj KT askaljaru>
/ . . .
. 62 K'jrs("'ikl)u[(asu . /ﬂ',su>(l§,]k/ﬁ}lr . ajkalr) + mjr(askalu + Hsuﬁ,/lu)
+ QCLTS(Kjk,‘ilu o ajkalu) + 2arkalsmju]
!/
/ . . .
+ 62 Rjrsu?’ @’ — 6 Z K,;Zl [m’"(a™ — K*") + 2m"*a"]

I . )
122 ,{gﬂu)(ﬁjrﬁsu _ a]rasu)’
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/ . . .
Ay = -3 E K jrs Kklu [m”mSkal“ + mImaFml + omIF e
1 gr. sk, lu gk, rl, su
+ = Bm " mm™ + 2m? m " m)]

4

/
+ 62 'Litrs("'ikv)u [msu(ﬁtknvr _ atkavr> + mtr</€skﬁ,’vu o askavu)]

!/
!/ . .
+ 6 E (Kjrs)um’ ™ m* — 3 g Kjrsum’ m*" e

1 / . .
g r. sk __lu k. rl __su
Al = 2 g Kjrskin (3m7 m* P m™ 4+ 2m/ m"™m®),

TS

com j,7,s,k,l,u variando sob todos os parametros do modelo, sendo k™, a"™, m"™ os ele-
mentos (rs) da matrizes K, 1A, M., respectivamente, e 0s somatorios Z/ denotando
que a soma foi realizada sob todos os parametros de 6. Para a classe dos MNLSH, os
momentos das derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca necesséarias ao calculo
de AY, AJ e A} sao dados no Apéndice D.

Para testar H, contra H; tal como definido em (3.3) na classe dos MNLSH conside-
rando heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, isto é, m(7)) = exp(7;), os termos

A, A e A do fator de corregao tipo-Bartlett para a estatistica S, sdo dados por

Al = 12001,000Qat "AZ5® © (Zs — Zs) AL+ 3Q3 AZp,(Zs — Zsy) Zs, At
+ 6Q%A(Zs — Zs5,) © Zg P AL+ 3Q1Qot " AZg,(Zs5 — Zs,) Zs, 0
+ 3Q1Qat" Zsyy(Zs — Zsy) Zp,Ar +3Q1Qot (Zs — Zsy)a(Zs — Zs,) Zp, At
+ 6Q1Qot"(Zs — Zsy)aZsy Zp, AL+ 3Q1 (Zs — Zsy)a(Zs — Zsy) Zsoyt
+ 6Qi"(Zs — Zsy)aZiso Zsogt + 3QT" Zsoy(Zs — Zsy) Zsggt
+ 6Q%(Zs — Zs,) © Zs, D1+ 6Qstr{Zs,,(Z5 — Zs,)a}
— 12Q5%1{A(Zs — Zsy)aZp,} + 6Qutr{A(Zs — Zs,)aZp, },
Ay = —3Q1Q3t"(Z5 — Zs,)a(Zs — Zsy) Zp, Mt — 3Q5L" (Zs — Zs5y)a(Zs — Zsy) Zsy it

— 3Q%LT(Z5 — Zgo)dZ(so(Zg — Z5O)dl, — 6Q%L(Z5 — Zgo)(Q) ® Z50L
9 3
- ZQ%J(Z& — Zsy)a(Zs — Zs,)(Zs — Zsg)at — §Q%LT(Z¢S — Zs,)h

— 3Qstr{(Zs — Zs,)} e

3 1
A = ZQ%LT(Za —Zsy)a(Zs — Zs,)(Zs — Zs,)at + iQ?LT(Za — Zs,) P,

35



com (3, Q4, Q5 escalares iguais a

1
Qs = T {76(0.1002) — 1+ 68(0,0,1,0,3) + 60,0014 } -

1
Qs = 1 {00012 5000101 + 4001000} €
Qs = —Qo

Os termos A, AJ e Af do fator de correcdo tipo-Bartlett para a estatistica S, sao
calculados com detalhes no Apéndice E, sendo os valores dos d’s necessarios ao calculo

apresentados em Uribe-Opazo et al. (2008).

3.4 Resultados numéricos

Considerando os testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhangas (LR),
sua versao corrigida via Bartlett (LR*), escore (S,), sua versao corrigida via corregao
tipo-Bartlett (S;), as versdes modificadas propostas por Cordeiro et al. (1998) (S} ) e por
Kakisawa (1996) (Sy,), gradiente (S,) e sua versao corrigida via correcao tipo-Bartlett
(S¥), realizamos um estudo de simulagao de Monte Carlo onde avaliamos os seus respec-
tivos desempenhos segundo a proximidade entre as probabilidades de rejeicao da hipotese
nula quando esta era assumida verdadeira (probabilidade do erro tipo I) e os respectivos
niveis nominais. Para realizar este estudo, consideramos diversos cenéarios, a saber: fixa-
mos o nimero de parametros de interesse e de perturbacao, variando o tamanho amostral
e estudamos separadamente o efeito do nimero de parametros de perturbagao e interesse
fixado o tamanho amostral. Ainda, apresentamos, para alguns cenarios simulados, os
graficos de discrepancia de quantis e avaliamos os poderes dos testes em estudo.

Para o estudo de simulagao, consideramos o modelo nao-linear simétrico heteroscedés-
tico -

e =Bo+exp{Bizn} + > Bt +e, L=1,....m,
5=2
sendo €, variaveis aleatorias independentes tais que €, ~ S(0, exp{szé}, g). O teste de
interesse é Hy : 6; = 0, sendo §; um vetor de dimensao k — 1, contra H; : §; # 0 para
pelo menos um 4, i = 1,...,k — 1. Sob Hy, temos que exp{w,' 8} = exp{d}, indicando
que o modelo é homoscedastico.
As distribuigoes simétricas consideradas no estudo de simulagao foram a t—Student

com 5 graus de liberdade (v) e exponencial poténcia com parametro de forma x = 0, 3.

36



A escolha dos graus de liberdade e do valor do parametro de forma seguiram o objetivo
do estudo, que é trabalhar com distribui¢oes com caudas mais pesadas que as da normal
(curtose igual a 3). Assim, escolhemos v = 5 e k = 0,3 devido o coeficiente de curtose
apresentado pelas distribuigoes t—Student e exponencial poténcia para tais valores ado-
tados para os graus de liberdade e parametro de forma, que eram, respectivamente iguais
a9 e 3,67, isto é, maiores que o da distribui¢ao normal.

Para os parametros do modelo, assumimos 3y = ... = 8,1 = 1, 6; = 0,1; 02 =
0,3; 03 = 0,5 e 04 = 05 = 06 = 1. As covariaveis s, ..., Typ-1 € W2, ..., W1 foram
geradas da distribuigao U(0, 1). Fixamos o nimero de réplicas de Monte Carlo em 10.000
e consideramos os niveis nominais o = 1%, 5% e 10%. Para as simulacoes, usamos a
linguagem de programagao matricial 0x (Doornik, 2006). Os graficos de discrepancia de
quantis foram feitos usando o software estatistico R.

Nas Tabelas a seguir, apresetamos as taxas de rejeicao dos testes estudados para cada
tamanho amostral e nivel de significancia estipulado. As taxas de rejeicao sao obtidas via
simulagao de Monte Carlo, onde estimamos P(T" > Xi;k—l)v com T'= LR,LR",S,,S;, S,
G

o 09 Sy € Xi;k—l sendo o percentil (1 — «) da distribui¢ao x?_,. Todas as entradas das

Tabelas sao porcentagem.

Nas Tabelas 3.1 e 3.2 avaliamos o comportamento dos testes para os modelos t5 e
exponencial poténcia, respectivamente, quando o tamanho da amostra aumenta, fixando
o namero de paramentros (p = 3,5 e k = 3). Em todos os cenarios estudados pode-se
observar que o teste da razao de verossimilhangas usual (LR) é bastante liberal, isto é,
rejeita mais do que deveria. Quando o tamanho da amostra (n) aumenta, as taxas de rejei-
¢ao se tornam proximas dos niveis nominais considerados, embora o teste ainda apresente
carater liberal, por exemplo, quando p = 3 e & = 10%, temos para o modelo t5 as taxas de
rejeicao de LR para n = 20 e 50, iguais a 26, 7% e 14%, respectivamente. O teste baseado
na versao corrigida (LR*) apresenta comportamento semelhante, embora as taxas sejam
mais proximas aos niveis nominais adotados, evidenciando a eficidcia da correcao. Por
exemplo, ainda para o modelo t5, p = 3 e a = 10%, as taxas de rejeicao do teste LR* para
n = 20 e 50 sdo, respectivamente, 14, 7% e 11,3%. O teste escore (.S,) apresentou taxas de
rejeicao bastante proximas aos niveis nominais adotados, independente do tamanho amos-
tral. De maneira geral, o teste S, tem carater ligeiramente liberal, principalmente para o
caso em que p = b5, sendo tal tendéncia atenuada por sua versao corrigida (SF). As versoes

modificadas do teste S;, os testes S; e S,

s apresentam comportamento bastante similar

ao teste S*. Como exemplo, para o modelo exponencial poténcia, quando p = 5 e a = 5%,
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temos as taxas de rejeicao dos testes para n = 30 iguais a 5,6% (S,), 4,9% (S}, Si, e S},)
e para n = 50, 5,3% (S,), 4,9% (S}, Sy e S;)). O teste gradiente (S,) apresenta compor-
tamento semelhante ao teste LR, no mais, com taxas menos distorcidas. O teste baseado
na sua versao corrigida (Sj) atenua o comportamento extremamente liberal do teste Sy,
aproximando a taxa de rejeicao do teste aos niveis nominais adotados. Para o modelo t5
com p =3 e a = 1%, quando n = 20, temos os tamanhos dos testes dados por 5,3% (5,)
e 1,6% (S;) e para n = 40, temos 2,1% (S,) e 1,1% (S;). Considerando o mesmo cenario
para o modelo exponencial poténcia, temos para n = 20 as taxas iguais a 5,1% (5,) e
1,3% (S;) e para n = 40, 2,1% (S,) e 1,2% (S;).

Na Tabela 3.3 avaliamos o efeito do nimero de parametros de perturbacao no de-
sempenho dos testes, para isto, é fixado o tamanho amostral (n = 35), o nimero de
parametros d (k = 3) e variando o numero de parametros de perturbagao (p = 3,4,5,6).
A partir dos resultados obtidos podemos observar que o teste LR é bastante sensivel ao
aumento do nimero de parametros de perturbacao, isto é, conforme p aumenta, as taxas
de rejeicao deste teste se tornam mais distorcidas, o deixando extremamente liberal. Ob-
servamos ainda que a tendéncia liberal do teste LR é atenuada por sua versao corrigida
LR*, a ver, para o modelo t5 e a = 10%, temos as taxas de rejeicdo para k = 3 iguais
a 16,9% (LR), 11,9% (LR*) e quando k = 5, iguais a 23,1% (LR), 13,5% (LR*), e
no modelo exponencial poténcia para k = 3, 15,8% (LR), 12,4% (LR*) e para k = 5,
22,9% (LR), 16,2% (LR*). No que diz respeito ao comportamento dos demais testes con-
forme o ntimero de parametros de perturbacao aumenta, com excessao do teste S,, que
teve comportamento semelhante ao teste LR, nenhum deles se apresentou sensivel ao au-
mento do nimero de parametros de perturbacao. Ainda, observa-se que o teste S,., dentre
os trés testes nao corrigidos, apresenta melhor desempenho, com taxas de rejeicao bem
proximas aos niveis nominais adotados, embora ligeiramente acima dos niveis nominais
adotados. O teste S corrige a tendéncia liberal do teste S,, aproximando ainda mais as
taxas de rejeigao dos niveis nominais considerados. Observa-se também que os testes S;
e S;, tém desempenhos semelhantes ao teste S;'. A exemplo, para a = 10% e k = 5, temos
as taxas de rejeicao dos testes iguais a 11, 7% (5,), 10,4% (S*, S,
10,5% (S7), 10,1% (S*, S

r1?

Sy,) para o modelo t5, e
Sy,) para o modelo exponencial poténcia. Como mencionado
anteriormente, o teste gradiente sofre influéncia do ntimero de parametros de perturbacao,
isto ¢, conforme p aumenta, também aumenta a taxa de rejeigao do teste S,. Além disso,
tal teste tem comportamento extremamente liberal, tal como o teste LR. O teste gradi-

ente corrigido S; atenua a tendéncia liberal do teste Sy, como era esperado, e, de modo
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Tabela 3.1: Tamanho dos testes para o Modelo t5 com n = 35, p = 3,5, k = 3 e diversos valores
para n.

Q Teste p=3 p=2>
n n
20 30 40 50 20 30 40 50
a=10% LR 26,7 18,4 15,8 14,0 41,2 28,9 19,0 19,2
LR* 14,7 12,0 11,7 11,3 23,2 16,7 12,9 12,4
Sy 11,0 10,4 10,8 10,3 13,7 11,9 10,8 11,0
Sk 10,0 9,8 10,2 9,8 11,3 10,5 10,0 10,2
Sy 10,1 9,8 10,2 9,8 11,4 10,5 10,1 10,2
Sy, 10,1 9,8 10,2 9,8 11,4 10,5 10,1 10,2
Sy 24,1 17,1 15,2 13,5 38,1 27,1 18,4 18,7
Sy 10,6 10,5 9,9 9,8 13,1 13,2 10,6 11,4
a=5% LR 17,7 11,0 9,9 7,7 31,7 19,8 11,5 11,4
LR* 82 6,4 6,1 57 15,4 9,6 6,5 6,3
Sy 57 50 55 50 7.5 6,1 50 54
Sk 55 4,8 5,3 4,8 6,2 51 4,9 52
Sy 55 4,8 5,3 4,8 6,3 51 4,9 52
Sy, 55 4,8 5,3 4,8 6,3 5,1 4,9 52
Sy 15,2 9,7 8§88 7,3 28,3 17,9 10,9 11,0
S 5,6 54 4,9 50 80 6,9 5,6 6,1
a=1% LR 6,5 3,2 2,6 20 1.4 7,7 3,7 3,7
LR* 2,0 1,3 1,2 1,3 55 2,6 1,5 1,3
Sy 0,9 0,8 0,9 1,8 2,8 2,0 1,7 2,1
Sk ,1 08 09 1,1 1,2 0,6 0,8 1,4
Sy ,1 08 09 1,1 ,3 0,8 08 1,4
Sy, 1,1 0,8 09 1,1 1,3 0,7 08 1.4
Sy 53 2,4 2,1 1,7 15,2 6,3 3,3 3,3
S¥ 1,6 1,0 1,1 1,0 2,8 1,7 1,3 1,5

[

geral, nao sofre influéncia do niimero de parametros de perturbacao, apresentando taxas
proximas aos niveis nominais adotados independentemente do valor de p. Por exemplo,
para p = 3 e o = 5%, temos as taxas de rejeigdo para o modelo 5 iguais a 9,5% (.S,),
6,1% (S;), e para o modelo exponencial poténcia 8,6% (S,), 5,8% (S}), enquanto que
para p =5 e o = 5%, temos os tamanhos dos testes para o modelo ¢5 iguais a 14% (.5,),
6,4% (S;), e para o modelo exponencial poténcia 13,3% (S,) e 6% (S7).

A fim de estudar o efeito do niimero de paradmetros de interesse nos testes, fixamos o
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Tabela 3.2: Tamanho dos testes para o Modelo exponencial potencia com x = 0.3, p = 3,5,
k=3en.

Q Teste p=3 p=2>
n n
20 30 40 50 20 30 40 50
a=10% LR 25,2 18,6 14,4 13,8 37,7 26,7 20,3 16,6
LR* 16,7 13,9 12,6 10,9 24,4 18,2 14,3 12,3
Sy 9,7 99 10,4 9,7 12,4 10,8 10,3 10,6
Sk 10,3 10,2 10,2 9,7 11,3 10,2 10,0 10,1
Sy 10,3 10,2 10,3 9,7 11,3 10,2 10,0 10,2
Sy, 10,3 10,2 10,3 9,7 11,3 10,2 10,0 10,2
Sy 23,0 18,0 13,9 13,5 34,9 24,6 19,2 16,2
Sy 11,3 11,4 9,9 10,2 10,8 12,1 10,6 10,2
a=5% LR 16,3 11,1 8,2 7,3 27,9 18,0 12,5 9,7
LR* 9,6 7,7 6,6 58 16,2 10,9 7,8 6,8
Sk 4,8 5,2 54 50 6,9 56 52 53
S 54 55 4,8 4,9 6,1 4,9 50 4,9
Sy 54 55 4,9 49 6,2 4,9 50 4,9
Sy, 54 55 4,9 49 6,2 4,9 50 4,9
Sy 14,6 10,5 7,8 7,1 24,5 15,8 11,4 9,3
S 6,2 6,0 5,0 5,1 6,0 6,4 5,4 51
a=1% LR 6,2 3,4 23 21 13,9 7,0 3,9 2,7
LR* 2,9 1,9 1,8 1,2 59 3,1 2,2 1,5
Sy 0,9 1,4 1,2 1,0 L,9 1,0 1,2 1,1
Sk 1,2 1,4 0,5 0,8 L7 07 1,0 0,8
Sy 1,2 1,4 0,8 1,5 L7 07 1,0 0,8
Sy, 1,2 1,4 0,8 1,5 1,7 07 1,0 0,8
Sy 51 3,2 2,1 1,9 11,8 56 3,3 2,5
S¥ 1,3 1,2 1,2 1,2 1,5 1,5 1,3 1,0

[

tamanho amostral (n = 35) e o nimero de pardmetros de perturbagao (p = 3), variando
os valores de k em k = 3,4,5,6. Na Tabela 3.4 apresentamos os resultados referentes
a esse estudo. Pode-se observar que, assim como para os parametros de perturbacao,
conforme aumeta-se o valor de k, o teste LR se torna mais distorcido, isto é, suas taxas
de rejeicao se distanciam cada vez mais dos niveis nominais adotados. Ainda, observa-
se que o comportamento liberal do teste LR é atenuado por sua versao corrigida LR*,

que aproxima as taxas de rejeicao aos niveis nominais adotados, embora ainda apresente
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Tabela 3.3: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial poténcia com k = 0.3, conside-
rando n = 35, k = 3 e diversos valores para p.

«Q Teste Modelo t5 Modelo exponencial poténcia
p P

3 4 5 6 3 4 5 6
10% LR 16,9 20,8 23,1 29,1 15,8 19,0 22,9 26,9
LR* 11,9 13,3 13,5 16,9 12,4 14,0 16,2 17,9
S, 10,8 11,5 11,7 11,1 9,6 10,8 10,5 10,9
St 10,3 10,6 10,4 10,0 9,7 10,7 10,1 10,5
S+ 10,3 10,6 10,4 10,0 9,7 10,7 10,1 10,5
* 10,3 10,6 10,4 10,0 9,7 10,7 10,1 10,5
5,4
0,6

S*
S, 16,3 20,1 22,1 28,3 18,7 21,3 26,4

sz 11,4 11,6 11,9 15,3 6 11,2 11,6 14,4
5% LR 10,1 13,0 15,0 20,2 8,8 11,7 14,5 18,0
LR* 6,2 7,2 17,3 10,0 6,6 7,9 9,0 11,0
S, 53 56 57 57 50 56 5,4 5,8
S* 53 52 50 5,3 4,8 52 5,0 5,9
S* 53 52 50 5,3 4,8 52 50 5,9
S* 53 52 50 53 4,8 52 50 5,9
S, 9,5 12,5 14,0 19,6 8,6 11,3 13,3 17,6
S: 6,1 6,2 6,4 9,0 58 59 6,0 8,1
1% LR 3,0 4,2 55 87 2,9 3,8 5,1 7,4
LR* 1,2 1,7 2,0 3,2 1,6 2,0 2,5 3,2
S, 0,9 1,2 1,2 1,3 L1 1,1 1,3 1,4
S L1 1,1 1,1 1,4 0,9 0,7 1,1 1,8
S L1 1,1 1,1 1,4 0,9 0,8 1,1 1,9
S L1 1,1 1,1 1,4 0,9 0,8 1,1 1,8
S, 2,6 4,0 4,6 8,2 2,6 3,7 4,1 6,7
S* L4 1,4 1,4 29 L4 1,5 1,3 2,0

s}

carater ligeiramente liberal. A exemplo, para a = 5% e k = 3, o modelo t5 apresenta
as taxas de rejeicao para os testes LR e LR* iguais a 10,1% e 6,2%, respectivamente,
e o modelo exponencial poténcia 8 8% e 6,6%, respectivamente. Aumentando o valor
de k para k = 5, temos para o modelo t5, 12,1% (LR) e 5,9% (LR*), e para o modelo
exponencial poténcia, 11,3% (LR) e 6,5% (LR*). O teste escore apresenta taxas bastante
proximas dos niveis nominais considerados, sendo, de forma geral, ligeiramente liberal. A

sua versao corrigida tente a atenuar tal comportamento, trazendo as taxas para valores
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Tabela 3.4: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial poténcia com k = 0.3, conside-
rando n = 35, p = 3 e diversos valores para k.

«Q Teste Modelo t5 Modelo exponencial poténcia
k k

3 4 5 6 3 4 5 6
10% LR 16,9 19,4 20,5 22,7 15,8 17,3 19,1 21,5
LR* 11,9 11,8 10,9 11,9 12,4 12,1 12,2 13,9
S, 10,8 10,6 10,2 10,9 9,6 9,7 9,5 10,5
St 10,3 10,1 9,7 10,2 9,7 10,0 9,3 9,8
S+ 10,3 10,1 9,7 10,2 9,7 10,0 9,3 9,8
10,3 10,1 9,7 10,2 9,7 10,0 9,3 9,8
8,7 5,4
0,7 0,6

S*
Sy 16,3 18,6 21,0 16,6 17,8 20,1

S: 11,4 11,9 10,7 13,2 6 11,2 10,9 12,9
5% LR 10,1 11,7 12,1 14,4 8,8 10,0 11,3 13,5
LR* 6,2 6,4 509 63 6,6 6,3 6,5 7,7
S, 53 53 53 5.2 50 52 52 5,6
S* 53 53 52 4,9 4,8 5,3 4,6 4,2
S* 53 53 52 4,9 4,8 53 4,7 4,3
S* 53 53 52 4,9 4,8 53 4,7 4,3
S, 9,5 10,8 10,7 12,9 8,6 9,7 10,4 12,2
S: 6,1 6,2 59 7.5 58 548 56 7,1
1% LR 3,0 3,6 3,8 5,0 2,9 3,1 3,4 4,2
LR* 1,2 1,4 1,2 1,3 1,6 1,6 1,6 1,6
S, 0,9 1,1 09 1,1 L1 1,3 1,2 1,5
S 1,0 1,2 1,0 1,1 0,9 1,2 0,6 0,3
S 1,0 1,2 1,0 1,1 0,9 1,3 0,7 06
S Lo 1,2 1,0 1,1 0,9 1,3 0,7 0,5
S, 2,6 3,0 3,0 4,0 2,6 2,8 2,9 3,5
S* 1,4 1,5 1,3 20 1,4 1,4 1,2 1,6

s}

ainda mais préoximos dos niveis nominais adotados. Ainda, as versoes modificadas dos

testes escore, S e S,

> apresentam comportamento semelhante ao do teste S;. Por exem-

plo, para a = 5% e k = 5, temos para o modelo 5 as taxas de rejeicao dos testes iguais a

5,3% (S,) e 5% (57, S7

r1)

Sy,) e para o modelo exponencial poténcia, 5,2% (.5,), 4,6% (S})
e 4,7% (S;,Sr). O teste gradiente tem comportamento semelhante ao do teste LR, no
mais, apresenta taxas de rejeicao menores que as do teste LR. O teste gradiente corrigido,

como era esperado, aprimora o teste S, trazendo as taxas de rejeicao para valores proxi-
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mos aos niveis nominais adotados. A saber, para o = 1% e k = 4, temos para o modelo
t5 as taxas de rejeicao dos testes S, e S; iguais a 3,0% e 1, 5%, respectivamente, e para
o modelo exponencial poténcia, 2,8% e 1,4%, respectivamente.
Nas Figuras 3.1-3.4 construimos o grafico de discrepancia relativa de quantis para
os modelos t5 (Figuras 3.1-3.2) e exponencial poténcia (Figuras 3.3-3.4) considerando o
cenario em que n = 30, p= 3,5 e k = 3. A discrepancia relativa é definda como
ST(1—a) =2 ,(1-a)
Xi(1—a)
onde ST (1 — «) denota o quantil amostral de ordem (1 — «) do conjunto de valores
simulados da estatistica de teste ST (LR, LR*,S,, S*, S* | S*

17 727

?

Sy ou Sy, conforme o caso)
e x2_, denota o correspondente quantil da distribui¢do x7 ;. Sendo assim, quanto mais
proxima da ordenada nula a curva de discrepancia estiver, melhor aproximada esti a
distribuicao nula da estatistica de teste pela distribuicao assintética y? de referéncia.
Analisando as Figuras 3.1-3.4, podemos observar que as estatisticas LR, LR* e S, nao
tém distribuicao nula bem aproximada pela distribuicao x? de referéncia, uma vez que suas
curvas de discrepancia estao bastante acima da ordenada nula em todos os cenérios, o que
ratifica a tendéncia liberal dos testes baseados nestas estatisticas ja observada na simulacao
para o tamanho dos testes. Ainda, podemos observar que, de forma geral, as estatisticas

S, Sx, S

Sy, €5, tém curvas de discrepancia bastante proximas a ordenada nula e para

ambos os modelos considerando o cenario em que p = 3, Figuras 3.1 e 3.3, as estatisticas
Sy, Sy, Sy, € S, apresentam curvas melhor aproximadas da ordenada nula e praticamente
sobrepostas, mostrando que a aproximagao da distribuicao nula de tais estatisticas pela
distribuicao qui-quadrado de referéncia é bastante similar. Considerando o cenario em que
p =5, Figuras 3.2 e 3.4, podemos observar que as estatisticas Sy, S;, e Sy, tém a curva de
discrepancia melhor aproximada da ordenada nula, com destaque para o modelo t5, Figura
3.2. Ainda para este cenério, a estatistica S apresenta curva de discrepancia préxima,
porém ligeiramente acima, da ordenada nula, confirmando a tendéncia ligeiramente liberal
do teste baseado em tal estatistica.

Para o estudo do poder, consideramos apenas as estatisticas que apresentaram taxas
de rejeicao proximas aos niveis nominais considerados e distribui¢ao nula com boa apro-
ximagao pela distribui¢ao x? de referéncia, isto ¢, as estatisticas S,, S¥, Sys 5y, €5;. Os
resultados foram obtidos a partir da hipdtese alternativa H; : 9o = d3 = § # 0, considera-
mos para os modelos t5 e exponencial poténcia os cenérios em que n = 30, p = 3,5, k = 3,

a = 10% e diferentes valores para ¢, com 0 variando entre 0,1 e 5,0 e sao apresentados
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Figura 3.1: Discrepancia relativa de quantis para o modelo t5 com n =30, p=3, k=3

— IR == Sr*
© IR* == S2*
L= T Sr Sg

s Sg*

'f

Discrepancia relativa dos quantis
00

02

Quantis assintéticos

Figura 3.2: Discrepancia relativa de quantis para o modelo t5 com n =30, p=5, k=3
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Figura 3.3: Discrepancia relativa de quantis para o modelo exponencial poténcia com
k = 0.3, considerandon =30, p=3, k=3
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Figura 3.4: Discrepancia relativa de quantis para o modelo exponencial poténcia com
k = 0.3, considerandon =30, p=5, k=3

o |
- — LR Sr1*
LR* L B ra
------ Sr Sg
w @ ] s e *
o r &g
= (=]
@
3
3 bWW
2 o | M
o a
m
=
®
o W |
@ o
G
C
o
o o |
S o
®
=)
o
o

Quantis assintoticos

45



na Tabela 3.5. Notamos que, de forma geral, os testes baseados nas estatisticas S, e S
apresentaram poderes semelhantes e ligeiramente superiores aos dos demais testes. Para
o modelo exponencial poténcia considerando o caso em que p = 5, pode-se observar ligeira
vantagem do poder do teste baseado em S; perante o teste baseado em S, para todos os

valores assumidos por 0.

Tabela 3.5: Poder dos testes para o Modelo t5 e exponencial poténcia com x = 0.3, considerando
n=30,p=3,5,k=3¢ea=10%.

0 Modelo t5 Modelo exponencial poténcia
Teste Teste

ST S: S: 1 S :2 S; ST S : S :1 S 72 S;
p=3
0,1 10,8 10,3 10,3 10,3 10,1 10,1 10,6 10,6 10,6 10,8
0,5 14,3 13,6 13,7 13,6 14,8 16,4 17,0 17,0 17,0 15,3
1,0 22,6 21,4 21,4 21,4 21,2 29,1 30,3 30,4 30,4 30,1
1,5 38,7 37,4 37,5 37,4 37,9 49,7 50,1 50,1 50,5 46,6
2,0 78,8 77,8 77,8 77,8 79,1 70,2 77,5 77,5 77,5 80,3
2,5 79,3 78,2 78,2 78,3 79,8 81,4 79,7 81,1 81,1 83,4
3,0 87,8 87,3 87,3 87,3 86,8 85,9 86,1 86,1 86,1 88,5
3,9 97,5 97,3 97,3 97,3 98,8 96,2 96,1 96,1 96,1 98,0
4,0 98,0 97,9 97,9 97,9 98,6 97,4 96,2 97,4 97,4 98,2
4,5 98,7 98,6 98,6 98,6 99,7 98,0 98,0 98,0 98,0 99,0

I
ot

12,5 10,8 10,8 10,8 13,4 11,6 10,5 10,6 10,6 13,5
12,7 11,4 11,4 11,4 156 15,3 14,9 14,9 14,9 16,9
26,9 24,4 24,4 24,4 27,3 23,7 23,3 23,4 23,3 24,5
36,5 34,5 34,5 34,5 39,8 41,4 40,3 40,4 40,4 45,5
69,6 67,9 67,9 67,9 67,1 60,2 61,6 69,0 68,9 71,8
74,6 72,5 72,5 72,5 73,8 63,2 62,6 62,6 62,6 71,9
82,2 80,2 80,2 80,2 81,7 88,3 88,2 88,4 88,3 925
91,2 90,6 90,6 90,6 90,5 91,6 91,0 91,5 91,5 94,8
96,5 95,9 95,9 95,9 93,6 93,4 93,4 93,4 93,4 95,1
96,8 96,4 96,4 96,4 98,7 96,3 96,4 96,4 96,4 98,0
99,2 99,1 99,1 99,1 99,9 99,1 99,1 99,1 99,1 99,9

G b W WD~ OOo I
O UTO Ul UlO Ul O Ut =
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3.5 Aplicacao

No que segue, aplicamos a metodologia dos testes apresentados nas segoes anteriores
a um conjunto de dados reais (ver Apéndice G). Os dados analisados referem-se ao peso
das lentes dos olhos de coelhos europeus na Austrélia (Oryctolagus Cuniculus), y, em mg,
e a idade do animal, x, em dias, numa amostra contendo 71 observacoes. Estes dados
foram analisados por Wei (1998, Exemplo 6.8), que verificaram a suspeita de dois pontos
aberrantes sob estimagao de minimos quadrados, assim, indicando que tal conjunto de
dados suporta erros com caudas mais pesadas que as da normal. Dessa maneira, os dados
foram reanalizados por Cysneiros et al. (2005), que adotaram erros seguindo distribuigoes
simétricas, dentre elas, a distribuicao t—Student com 4 graus de liberdade. A escolha
dos graus de liberdade foi baseada no modelo que apresentou o menor AIC. O grafico de
residuos contra valores ajustados (veja Cysneiros et al., 2005, Segdo 3.2) mostraram que
as observagoes 4,15,16 e 17 apresentaram, em valor absoluto, residuos grandes, dando
alguma evidéncia de heteroscedasticidade. Dessa maneira, consideramos um modelo mais
geral do que o ajustado por Cysneiros et al. (2005).

O modelo heteroscedastico utilizado é dado por

Yo = exp (ﬁo - xeﬂ_l&) e,

com €, ~ S(0,exp{fBs + Bsz¢}) e £ = 1,...,71. Nosso interesse principal agora ¢é testar

Hy : By = 0 contra Hy : B4 # 0. Para este teste, temos que os valores das estatisticas
de teste e seu respectivos niveis descritivos, entre parénteses, sao dados, respectivamente,
por LR = 8,368 (0,004), LR* = 8,348 (0,004), S, = 6.766 (0,009), S = 6.678 (0,010),
Sy, =6.679 (0,010), Sy, = 6.678 (0,010), S, = 7,828 (0,005) e S; = 7.430 (0,006). Dessa
maneira, ao nivel nominal de 1%, temos que os testes baseados nas estatisticas escore
corrigida (S}) e nas versoes modifidacas (S;,) e (S},) conduzem a nao rejeigao da hipétese

nula, enquanto que os demais testes conduzem a rejeicao da hipétese nula.
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3.6 Conclusoes

Neste capitulo, apresentamos os fatores de correcao tipo-Bartlett para o aperfeicoa-
mento dos testes escore e gradiente na classe dos modelos nao-lineares simétricos heteros-
cedésticos, sendo o ajuste para a estatistica escore nesta classe de modelos inicialmente
obtido por Nascimento (2010).

A fim de avaliar o desempenho dos testes corrigidos e suas respectivas versoes nao
corrigidas na classe dos MNLSH, realizamos um estudo de simulacao de Monte Carlo sob
diversos cenarios. Além dos testes escore, gradiente e suas versoes corrigidas, consideramos
para efeito de comparacao os testes da razao de verossimilhancas usual e o corrigido via
corre¢ao de Bartlett, obtido para a classe de modelos em estudo por Brito (2009).

Os resultados numéricos mostraram que os testes da razao de verossimilhangas e gra-
diente tém comportamento similar, apresentando tendéncia liberal, a qual é acentuada
conforme o nimero de pardmetros do modelo aumenta (seja parametros de perturbagao
ou de interesse). As versoes corrigidas destes testes, assim como esperado, atenuam a
tendéncia liberal de suas respectivas versoes nao corrigidas, aproximando as taxas de re-
jeicao dos testes aos niveis nominais considerados, sendo o teste gradiente corrigido mais
eficiente dentre os dois, isto é, apresentando taxas mais proximas dos niveis de signifi-
cancia considerados. O numero de pardmetros do modelo tem leve influéncia sobre o
desempenho dos testes da razao de verossimilhancas e gradiente corrigidos se comparada
com a influéncia exercida sobre suas versoes nao corrigidas, isto é, quando aumentamos
o nimero de parametros do modelo, a distor¢ao destes testes é menor do que a das suas
respectivas versoes nao corrigidas. Dentre os testes nao corrigidos, o teste escore apre-
senta o melhor desempenho, tendo, de modo geral, caréter ligeiramente liberal, sendo
tal tendéncia atenuada por sua versao corrigida. Além disso, os testes escore modifica-
dos propostos por Cordeiro et al. (1998) e Kakisawa (1996) apresentaram desempenho
idéntico ao teste escore corrigido, salvo alguns cenarios. Ainda, os testes escore usual,
corrigido e as versoes modificadas nao sofreram influéncia do nimero de parametros, isto
é, independente do niimero de parametros do modelo, as taxas de rejeicao dos testes se
apresentaram estaveis e proximas aos niveis nominais considerados. Com relagao ao poder
dos testes, pode-se observar que, de forma geral, os testes escore usual e gradiente cor-
rigido apresentaram poderes semelhantes e ligeiramente superiores ao dos demais testes.
Diante de todos os resultados obtidos, recomendamos para aplicagoes praticas o uso dos

testes escore modificados e corrigido.
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CAPITULO 4

Poder local dos testes da razdo de verossimilhancas, Wald, escore e
gradiente

4.1 Introducao

Em virtude da dificuldade de se obter, quando existente, a distribuicao nula exata das
estatisticas de teste, é comum na literatura realizar inferéncias a partir de testes de hipo-
teses baseados em grandes amostras. Os testes assintoticos mais utilizados sao os testes da
razao de verossimilhangas, escore e Wald. Satisfazendo as condi¢oes de regularidade, as
estatisticas desses trés testes sao assintdticamente equivalentes até primeira ordem, tanto
sob hipdtese nula como sob alternativas de Pitman (sequéncia de hipoteses alternativas
contiguas convergindo para a hipétese nula sob taxa de convergéncia de n=/2, sendo n o
tamanho da amostra).

Um novo teste assintotico, o teste gradiente, foi proposto na literatura por Terrell
(2002). A estatistica gradiente, além de apresentar estrutura bastante simples, nao de-
pendendo da matriz de informacao observada, nem da esperada, compartilha das mesmas
propriedades assintoticas de primeira ordem das estatisticas da razao de verossimilhan-
cas, escore e Wald. Recentemente Lemonte e Ferrari (2012) obtiveram uma expansao
assintotica para a distribuicao da estatistica gradiente sob uma sequéncia de hipoteses

alternativas contiguas convergindo para a hipotese nula sob taxa de convergéncia n~'/2,
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mostrando que a estatistica gradiente também é equivalente as estatisticas de teste clés-
sicas sob hipoteses alternativas de Pitman.

Diante dos quatro testes assintoticos equivalentes existentes na literatura, um pos-
sivel questionamento seria indicar qual teste mais adequado para determinado estudo.
Até primeira ordem, tais testes tém poder igual sob alternativas de Pitman e até ordem
n~1'/2, 0 mesmo tamanho. Dessa maneira, um critério de escolha dentre eles pode ser
determinado através da comparacio dos seus poderes até ordem n~'/2. Hayakawa (1975)
desenvolveu expansoes assintoticas sob uma sequéncia de hipoteses alternativas de Pitman
para as distribuicoes das estatisticas da razao de verossimilhancas e Wald, Harris e Peers
(1980) obtiveram resultado analogo para a estatistica escore e recentemente Lemonte e
Ferrari (2012) para a estatistica gradiente. A partir dessas expansoes assintoticas é feita
a comparacao do poder dos quatro testes até ordem n~ /2.

Trabalhos na literatura tém explorado o estudo do poder local. Lemonte (2011) com-
parou o poder local de testes em modelos nao-lineares da familia exponencial, Lemonte
e Ferrari (2012b) em modelos de dispersao, Lemonte (2012) em modelos lineares simé-
tricos e Lemonte (2014) em modelos nao-lineares de efeitos mistos. Nesta dire¢ao, nosso
objetivo é realizar um estudo comparando o poder local dos testes da razao de veros-
similhancas, Wald, escore e gradiente para a classe dos modelos nao-lineares simétricos
heteroscedasticos, estendendo os resultados obtidos em Lemonte (2012), para isto, iremos
derivar as expansoes assintoticas nao nulas até ordem n~/? das funcoes de distribuicéo
das respectivas estatisticas de teste sob uma sequéncia de alternativas de Pitman. No que
segue, discorremos acerca do poder local na Secao 4.2, derivando expansoes assintoticas
sob hipoteses alternativas de Pitman para a distribuicao das estatisticas de teste em es-
tudo. Na Secao 4.3, realizamos a comparacao analitica do poder dos quatro testes. A
fim de comparar o desempenho dos testes considerando amostras de tamanho pequeno e
moderado, na Secao 4.4 realizamos um estudo de simulagao de Monte Carlo avaliando o

desempenho dos testes quanto a tamanho e poder para diversos cenarios. Apresentamos

conclusoes acerca dos resultados obtidos na Secao 4.5.

4.2 Poder local

O modelo em estudo ¢é definido em (3.1) por

}/f:“é—{_ V Cbz@ES €€N5(071ag)7 (= 1,...,77,,
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com iy = f(ze; B) e ¢ = m(7}) > 0 tais como definidos em (2.2) e (3.2), respectivamente.
Seja @ = (6",8")T o vetor de parametros de dimensao (k + p) x 1, com & = (8,61 "),
sendo dy escalar e 8; = (1,...,0,-1)", ¢ B = (B0, B1,.--,5Bp-1)". Os vetores § e 3 sdo
globalmente ortogonais no sentido de Cox e Reid (1987), isto é, a matriz de informagao
de Fisher para 0 tem estrutura bloco-diagonal, sendo definida na Segao 3.2.

Estamos interessados em testar Hy : §; = 6§0) contra Hy : 07 # 6%0), sendo 5§0) um
vetor (k—1)-dimensional de constantes especificadas de tal modo que sob Hy, ¢ = m(dy),
para ¢ = 1,...,n, indicando que o modelo é homoscedéstico.

As estatisticas da razao de verossimilhangas (LR), Wald (W), escore (S,) e gradiente
(S,) para o teste de Hy na classe dos MNLSH sdo expressas por

LR = 2{l(b:,00.8) — U8, 50, B)},
= [6, - 8T (R VRS, — 6],
S, =

}L[WJ\(S‘E'& C R (R VR WiA(§Fyii — B o
S, = S WA R - Rl (8, - 6),

com Wi, A, S, F;, R,V ,u e ¢ definidos no Capitulo 3. Os sinais ** " e ‘~ 7 denotam
que as quantidades foram avaliadas, respectivamente, sob os estimadores de maxima ve-
rossimilhanca irrestrito e restrito dos parametros. Para grandes amostras e sob Hy, a
distribui¢do das quatro estatisticas de teste LR, W, S, e S, é aproximadamente xi_; e
para uma sequéncia de hipoteses alternativas de Pitman convergindo para Hj sob taxa de
n~Y2 ¢ aproximadamente X%k—l),)d ou seja, qui-quadrado nao central com k — 1 graus de
liberdade e um parametro de nao centralidade A. A sequéncia de hipdteses alternativas de
Pitman ¢é definida como: H; : 1 = 5:&0) +€ come=(e,...,e6,_1) ", sendo €, = O(n~Y/?),
parar=1,...,k— 1.

Seja S;, 1 = 1,2,3,4, denotando as estatisticas da razao de verossimilhancas, Wald,
escore e gradiente, respectivamente. Assumindo a hipotese alternativa local Hy : 6; =
59 1€, sendo € = (€1,...,€x—1) come, = O(n~"/?) parar =1,...,k—1, iremos derivar
as expansoes assintoticas para a distribuicao das estatisticas Si,S»,.55 e Sy, até ordem
n~Y2 na classe dos MNLSH. Para isto, incialmente consideremos algumas notacoes. Seja

Kfl K—l
€ = (e(’gT,OT) , com €5 = [ S0do 001 } €,

—Ip
sendo I_; uma matriz identidade de ordem (k—1) e 0 um vetor p x 1 de zeros. Ainda, os
indices a, b, ¢, ... variam em 8, os indices s, t,v, ... variam em 3, U, = 9l(0;y)/00,, Uap =
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0%1(0;y)/ 00,00y, Uspe = 0°1(0;y)/00,00,00c, Usta = 9°1(0;y) /085051000, kap = E(Ua),
Rabe = E(Uabc)a Ra,be = E(Uanc)a Rabec = E(UanUc) € Rsta = E(Usta)-

A distribui¢do nao nula das estatisticas S;, com i = 1,2,3,4, sob alternativas de
Pitman para o teste de Hy : §; = 650) na classe dos modelos nao-lineares simétricos

heteroscedasticos pode ser expressa por

3
P(S; < z4) = G (za) + Z birGr_1122(Ta) + O(n71), (4.1)

k=0

com o valor z, obtido de ]P’(Xg_l <a)=1—ae Gy1,(r,) sendo a funcao de distribui-
¢ao acumulada de uma variavel aleatoria qui-quadrado nao central com k£ — 1 graus de
liberdade e parametro de nio centralidade ), sendo A = €' (Ks,5, — Ks,50, K. 5 (150K5051)6 e

os coeficientes b;’s, com 1 =1,2,3,4el=0,1,2,3, dados por

b11 - b(l)l + 57 b21 - bgl + 57 b31 - bgl + 67 b41 - bgl + 57

k
12 =033 = —¢ Kab,c€q€p€ecs

a,b,c=1

1 @ 1 &
* %k %k *
b22 = 5 E Ra,bc€q€p€e + 5 E RabeMab€,,

a,b,c=1 a,b,c=1

1 & 1 &
* %k %k *
biz = 0, baz = —2by3 = 6 E Rabc€a€p€esy b3g = —5 E Ra,b,cMab€. €

a,b,c=1 a,b,c=1

k k
1 N 1 * k%
baz = 4 Z KabcMab€, + 4 Z (Kabe + 2Ka,be) €265 €¢

(l,b,C:l (l,b,CII
sendo
k k
11 — _6 (K'abc - 'Lia,b,c)EaEbEc - 5 (K'abc + Kva,bc>aab60
a,b,c,=1 a,b,c=1
1 k k
* %
- 5 ("iabc + Ra,bc)GaEbeca
a=2 a,b=1
1 k k
0 _ * k% *
v, = -3 E (Kabe + 2Kabe )€€ €n + E Ka,bcMab€,.
a,b,c=1 a,b,c=1
k k k
1 2 a,b _x 1 * %
— 5 (Habc + ﬂa,bc)’f €. — 5 (Habc + fia,b(:)eaebecy
a,b,c=1 a=2 b,c=1
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k k
bo o 1 2 * ok ok 1 *
31 — _6 (/fabc_ ﬁa,b,C)eaebec + 5 Ka,b,cMab€,
a,b,c=1 a,b,c=1
k
1
-3 E (K/abc + 2Kqbe aabe - = E g /fabc + Ka,be €aebecv
a,b,c=1 a=2 b,c=1
1< 1 ¢
bo . ab * 9 * k%
41 = 4_1 RabeR 7€, — 5 (K’abc + "{a,bc)eaebec
a,b,c=1 a,b,c=1
1 k 1 k k
* Xk
B 4_1 (4ka,bc + 3]{7abc)aabEC o 5 Z z :(Habc + Ka7b0)ea€b€c €
ab,c=1 a=2 b,c=1
k
5 _ 12 : 2 : Kt KZSt *
2 sta
a=1 s,t=1
e bip = —(bi1 + bz + bi3), para ¢ = 1,2,3,4. Aqui, € denota o r—ésimo elemento do vetor

€*, aqp € Mg, representam os elementos (a,b) das matrizes A e M definidas na Secdo
3.3.2, K;l = (k™), com a,b = 1,... k, e Kgl = (k*"), com s,t = 1,...,p. Além
disso, todas as quantidades das expressoes b;’s sao avaliadas sob Hy, com exce¢ao do
€*. Ainda, podemos observar que os coeficientes b;’s podem ser escritos em funcao da
contribui¢do dos &’s para o poder local (b%) e da contribui¢do dos 3’s para o poder local
(€). As expressoes dos b;’s podem ser utilizadas para qualquer classe de modelos que siga
a mesma parametrizacao dos MNLSH e que os vetores 3 e d sejam globalmente ortogonais.
Tais expressoes foram obtidas inicialmente por Lemonte (2014).

Substituindo os x’s referentes a classe dos MNLSH calculados no Apéndice D e consi-
derando heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, isto é, m(7}) = exp(7}), temos
que o parametro de nao centralidade A ¢ dado por A = €' (W7 VR)e e os coeficientes

bi’s e & para o teste de Hy : 6; = 5%0) por

bo = —gQuHT®} by = — QT+ Qutr{(Zs — Za)aT),
by = éQltT{T(S)} by = —Qrtr{(Zs — Z5,)aT'},

bo = —3Qur{(Zs — Zs,)aT} — {Qur{TO),

Wy = ST} + Qi Zo )

1 1
bgl = §Q1tr{T(3)} — Qltr{(Z5 — Z50)dT} —|— intr{ngT},
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1 1

W = SQu{T®} + Qutr{(Zs — Zsg)aT} + 5 Qitr{Zay, T},
1 1 1

b21 = ZQltr{ngT} + §Q1tr{T(3)} + ZQIU{Z&MT} [

¢ = %Qgtr{AZBdT},

sendo t = (t1,...,t,)" = Wes, T =diag{ts,...,to}, T® =T 0T eT® =T® o T,
sendo ® a notagao para o produto Hadamard, isto é, produto elemento a elemento (Rao,

1973, pag. 30). Detalhes sobre a obtencao dos b;’s e £ sdo apresentados no Apéndice F.

4.3 Comparacao entre as funcoes de poder

Dado que os testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhancas, Wald, escore
e gradiente tém o mesmo poder sob uma sequéncia de hipoteses alternativas contiguas
até primeira ordem, comparemos, entao, analiticamente seus poderes locais até termos

1/2

de ordem n~'/2, isto é, ignorando termos de ordem menor que n~'/2, confrontando os

poderes locais dos testes rivais. Definimos a funcao de poder dos testes baseados nas
estatisticas 5;, i = 1,2,3,4, para o teste de Hy : d; = 5§0) e sob uma sequéncia de

hipoteses alternativas contiguas como
T = 7TZ'(.’Ea) =1- ]P)(Sl < .’L'a) = ]P)(SZ > l‘a),

com P(S; < z,) definido em (4.1). Dessa maneira, temos que

3

mi— = (bje — bit)Gr-rs2ea(wa), §=1,2,3,4, i #j,

=0

onde os b;’s e b;,’s sao apresentados na secao anterior. Sabemos ainda que

Gma() — Graox(2) = 2gm12(2),

sendo g, () a funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatoria qui-quadrado

nao central com m graus de liberade e paramentro de nao centralidade A. Apos alguma
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algebra, apresentada com detalhes no Apéndice F, temos que

T =T = Kigrin(r) + Kagusa(®) + Ksgrisa (),

1
T — T3 = D) 2gk+3,,\($) ) 39k+5,x(95)7 (4-2)
1 1
m -7y = Kygrra(z) — 3 2Gkt3 () — §K39k+5,x(95)7
Ty —m3 = Ksgpiy1a(2) — 3Kogkisa(x) — 3K3gk45 (),
3 3
Ty — Ty = —K49k+1,A(9C) - §K29k+3,A($) - §K39k+5,k($) €

3
3 —my = Kigpria(x)+ 5 2Gk+3 ) (T) + K3gr5.2 (),

com

Ky = Q1 (0{(Z5 — Zs5o)aT} — tr{Z5,T} + tr{Z5,,T}),

1
Ky = —Qltr{(zé - ZJO)dT}; K3 = _ngtr{T(B)}’

Ky = —%Ql (t0{ Zs, T} — tr{ Zs,aT} — tr{(Zs — Zsy)aT}) ©
K5 = tI‘{ngT} — tI‘{Z(sOdT} — tI‘{(Z5 — ZJO)dT}-

Com base nas expressoes m; — m;, podemos comparar analiticamente os poderes locais
dos testes rivais. A partir da equagao (4.2), podemos observar que 7w > 73 se Ko < 0
e K3 <0em <mgse Ko >0e K3 > 0. Ainda, temos que nao é possivel a igualdade
entre m; e 73, uma vez que K3 # 0. Satisfeitas as condigbes acima, este resultado se
observa para as diversas distribui¢oes pertencentes a familia simétrica. De forma anéloga,
podemos proceder para as demais diferengas entre os poderes locas dos testes rivais, isto

é, temos que
e T >myse K120, Ko >0eKyg>0em <myse K1 <0, Kh<0e K3 <0,
e m >myse Ky >0, Ko <0, K3<0em <myse Ky <0, K3 >0, K3>0,
e My >mgse Ky >0, Ko <0, K3<0em<mgse Ky <0, Ky >0, K3>0,
o Mo >myse Ky <0, Ko <0, K3<0em<myse Ky >0, Ky >0, K3>0,
e m3>myse Ky >0, Kb 20, K3>0emg<myse Ky <0, Ky <0, K3<0.

E valido salientar que as condices impostas aos Ky, ¢ = 1,2,3,4,5, podem ser veri-

ficadas numericamente em aplicagoes praticas apos o ajuste do MNLSH aos dados. Um
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questinamento pertinente é quanto ao desempenho dos testes quando estamos lidando
com amostras de tamanho pequeno ou moderado e qual deles é mais confiavel. Na Secao

seguinte iremos avaliar o desempenho dos testes nestas condig¢oes via simulacao de Monte

Carlo.

4.4 Resultados numeéricos

Nesta Secao desenvolvemos um estudo de simulacao de Monte Carlo a fim de avaliar o
desempenho dos testes da razao de verossimilhancas, Wald, escore e gradiente em amostras
de tamanho pequeno e moderado. Para isto, consideramos o modelo de regressao tal como

definido na Segao 3.4, isto é,

p—1
ye = Po + exp{frzn} + Zﬁsmgs +e, L=1,...,n,
s=2

com e, sendo variaveis aleatorias independentes com distribuigao simétrica, em notacgao,
er ~ S(0,exp{w, "8}, g). O interesse do estudo consiste em testar Hy : §; = 0, contra H; :
pelo menos uma desigualdade, sendo d; um vetor de dimensao k — 1. Sob Hy, temos que
exp{w,' 8} = exp{dy}, indicando que o modelo ¢ homoscedastico. As variaveis resposta
foram geradas das distribui¢oes t—Student (¥ = 5) e exponencial poténcia (k = 0,3).
Assumimos By = ... = -1 = 1,01 =0,1; 62 =0,3; 03 = 0,5 € 0y = d5 = 06 = 1. As
covariaveis T, ..., Tg—1 € Wea, . . ., wep—1 foram geradas da distribuicao U(0, 1). O nimero
de réplicas de Monte Carlo foi fixado em 10.000 e os niveis nominais considerados foram
a = 1%, 5% e 10%. Para as simulagoes, usamos a linguagem de programacao matricial
0x (Doornik, 2006). Os graficos de poder foram feitos usando o software estatistico R.
Nas Tabelas a seguir sao apresentadas, em porcentagem, as taxas de rejeicao dos testes
em estudo para cada cenario simulado, isto é, estimamos via simulagao de Monte Carlo
P(S; > Xa_1), com i =1,2,3,4 e x7,_, o percentil (1 — ) da distribuigao x7_,
Inicialmente avaliamos o efeito do aumento do nimero de paradmetros 3 no desempenho
dos testes considerando n = 30, k = 3 e p = 3,4,5,6. Suas taxas de rejeicao nula sao
apresentadas na Tabela 4.1. Como podemos observar, dentre os quatro testes, o de pior
desempenho é o teste Wald (S5), apresentando taxas de rejeigdo muito acima dos niveis
nominais adotados, chegando a valores sete vezes maior do que o esperado, por exemplo,

quando o = 5% e k = 5 temos para ambos os modelos a taxa de rejeicao igual a 37%.
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Os testes da razao de verossimilhangas (S;) e gradiente (S;) apresentam desempenho
bastante similar e liberal, embora nao tanto como o teste Wald. Ainda, estes trés testes
se mostram sensiveis quanto ao niimero de parametros 3, isto é, conforme aumentamos a
dimensao de B, mais distorcidos se tornam os testes. Jé o teste escore (S3), apresenta taxas
bastante proximas dos niveis nominais considerados, tendo comportamento ligeiramente
liberal, de maneira geral, e nao se mostra sensivel ao aumento do ntimero de parametros
3, apresentando taxas proximas aos niveis nominais adotados independente da dimensao
de B. A exemplo, quando o = 10% e p = 3 temos as taxas de rejeicao para o modelo ts
iguais a 19,4% (S1), 30,6% (Sz2), 10,7% (S3) e 18,4% (S,), fazendo p = 6, obtemos as
taxas de rejeigao iguais a 33,5% (S1), 52,8% (Ss), 11,9% (S3) e 31,2% (S4).

Tabela 4.1: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial poténcia com k = 0,3, consi-
derando n = 30, k = 3 e diversos valores para p.

Q Teste Modelo t5 Modelo exponencial poténcia
P p

10% S 10,4 23,3 27,8 33,5 19,2 21,3 26,2 30,8
S 30,6 36,4 45,7 52,8 32,3 37,3 456 52,8
Ss 10,7 11,2 11,8 11,9 9,7 10,5 10,9 11,3
S 18,4 22,3 26,1 31,2 18,5 20,6 24,8  29.4

5% S 12,0 14,9 18,9 24,5 11,5 13,7 17,5 21,8
S5 22,3 28,3 37,0 44,7 23,9 285 37,0 45,0
Ss 51 55 6,0 6,3 4,9 54 6,0 6,0
S 10,8 14,1 17,7 22,2 10,8 13,1 16,6 20,2

1% S 3,7 5,2 17,5 12,0 3,3 4,6 6,7 9,9
S5 11,2 16,5 24,3 32,4 12,7 16,6 23,6 31,3
Ss 3,1 1,1 1,2 1,3 L1 1,2 1,3 1,5
S 0,9 4,8 6,7 10,2 2,9 4,3 6,1 8,7

Na Tabela 4.2 avaliamos a influéncia do numero de parametros ¢ nos modelos em
estudo, apresentando as taxas de rejeicao dos testes sob investigacao quandon = 30, p = 3
e k=3,4,5,6. Notamos que os testes avaliados tém comportamento similar ao observado
quando aumentamos o nimero de parametros 3, isto é, os testes Si, Sy e Sy apresentam
taxas de rejeicao bastante distorcidas, sendo o teste Sy o de pior desempenho. Além

disso, conforme aumentamos a dimensao de §, podemos observar que os testes apresentam
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taxas de rejeicao ainda mais distorcidas, mostrando a sensibilidade dos testes quando
aumentamos a dimensao de d. Além disso, o teste S3 apresenta o melhor desempenho
dentre os testes em estudo, nao sendo influenciado pelo ntimero de parametros 9, isto é,
aprensentando taxas proximas aos niveis nominais adotados independente do ntimero de
parametros. Por exemplo, para o modelo exponencial poténcia quando o« = 1% e k = 4
temos as respectivas taxas de rejei¢ao para os teste em estudo: 4,4% (S1), 17,8% (Ss),
1,3% (S3) e 3,9% (S4), considerando k = 6, temos 6,4% (51), 35,2% (S2), 1,7% (S3) e
5,3% (S4).

Tabela 4.2: Tamanho dos testes para o Modelo t5 e exponencial poténcia com k = 0,3, consi-
derando n = 30, p = 3 e diversos valores para k.

Q Teste Modelo t5 Modelo exponencial poténcia

k k

3 4 5 6 3 4 5 6
10% S 10,4 22,1 24,2 28,4 19,2 20,9 22,5 26,6
S5 30,6 36,5 42,3 54,0 32,3 37,9 44,8 58,1
Ss 10,7 10,8 11,0 11,3 9,7 10,5 9,9 10,6
S 18,4 21,2 21,7 25,6 18,5 20,1 20,6 24,3

5% S 12,0 14,2 15,2 19,3 11,5 13,0 13,6 17,4
S5 22,3 28,0 33,5 458 23,9 29,7 36,1 49,5
Ss 51 54 54 57 4,9 52 56 6,0
S 10,8 13,1 12,8 16,6 10,8 12,4 12,0 15,6

1% S 3,7 45 53 7.6 3,3 4,4 4,5 6,4
S5 11,2 16,6 19,9 31,2 12,7 17,8 22,3 35,2
Ss 0,9 1,0 1,0 0,9 L1 1,3 1,2 1,7
S 3,1 3,9 38 5,8 2,9 3,9 3,7 53

Nas Tabelas 4.3 e 4.4 apresentamos as taxas de rejeicao dos testes em estudo para
os modelos t5 e exponencial poténcia, respectivamente, considerando p = 3, k£ = 4 e
diferentes tamanhos amostrais. Nosso objetivo aqui é verificar o comportamento dos
quatro testes conforme o tamanho da amostra aumenta. Como jé observamos nas Tabelas
anteriores, para amostras de tamanho pequeno e moderado, o teste Sy apresenta o pior
desempenho, com taxas de rejeicao muito acima dos niveis nominais considerados. Os
testes S e Sy sao liberais, embora nao tanto como o teste Sy, e tém desempenho similiar. O

teste S3 apresenta melhor desempenho, com taxas de rejei¢ao proximas dos niveis nominais
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considerados para todos os tamanhos amostrais. Como era de se esperar, conforme o
tamanho da amostra aumenta, os testes S, Sy e Sy se apresentam menos discrepantes,
isto é, com taxas de rejeicao menos distorcidas, mais proximas aos niveis de significancia
adotados. Como exemplo, para n = 25 e o = 5%, temos as taxas de rejeicao dos testes
iguais a 17,7% (S1), 38,4% (S2), 5,1% (S3) e 15,3% (S,) para o modelo t5 e 16,5% (S1),
40,5% (Ss), 5,3% (S3) e 4,6% (S4) para o modelo exponencial poténcia. Aumentando n
para n = 120, temos 6,5% (S1), 8,1% (S2), 5,2% (S3) e 6,2% (S4) para o modelo 5 e
5,9% (S1), 7,9% (S2), 4,9% (S3) e 5,8% (S4) para o modelo exponencial poténcia.

Tabela 4.3: Tamanho dos testes para o Modelo t5 com p = 3, k = 4 e diversos valores para n.

«Q Teste n

25 35 45 25 7 100 120 150

a=10% S 27,2 19,1 16,2 15,1 12,9 12,3 12,3 11,4
Ss 47,3 30,2 24,5 20,8 16,9 15,2 14,9 12,9
Ss 10,5 10,7 10,0 10,9 9,7 10,1 10,4 10,1
S 24,4 17,9 15,3 14,6 12,3 12,0 12,1 11,2
a=5% S 17,7 11,5 9,5 88 6,6 6,4 6,5 57
Ss 38,4 21,6 16,3 13,3 9,8 87 81 17,0
Ss 51 50 4,9 56 4,5 4,7 52 4,6
S 15,3 10,2 8,6 82 6,2 62 62 54
a=1% 5 6,8 3,5 25 24 14 1,5 1,6 12
Ss 24,9 10,5 7,0 51 26 25 20 15
Ss 0,7 0,9 09 09 08 1,0 1,1 0,9
S 52 26 2,1 20 1,2 1,3 15 1,1

Com o objetivo de estudar o poder dos quatro testes para amostras de tamanho pe-
queno e moderado, simulamos as taxas de rejeicao dos testes em investigagao sob a hipotese
alternativa Hy : 0o = 03 = 64 = 0 # 0, considerando os modelos t5 e exponencial poténcia,
comn =35p=3k=4,a=10% e § variando entre —5.0 ¢ 5.4. Como podemos observar
nas simulagoes anteriores, os testes tém diferentes tamanhos quando usamos a distribui-
cao x? em amostras pequenas. Para superar este problema e garantir que todos os testes
tenham o mesmo tamanho, usamos 500.000 réplicas de Monte Carlo e estimamos, sob
hipotese nula, os valores criticos de cada teste para cada nivel nominal considerado. Nas
Figuras 4.1 e 4.2 apresentamos as curvas de poder simuladas correspondentes aos qua-
tro testes para os modelos t5 e exponencial poténcia, respectivamente. Como podemos
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observar, para ambos os modelos as curvas de poder dos quatro testes se sobrepuseram,
praticamente, sendo a curva de poder do teste Wald um pouco abaixo das demais, prin-
cipalmente para o modelo exponencial poténcia. Como esperado, os poderes dos testes se

aproximam de 1 conforme |§| aumenta.

Tabela 4.4: Tamanho dos testes para o Modelo exponencial poténcia com k = 0,3, p =3, k =4
e diversos valores para n.

«Q Teste n

25 35 45 55 75 100 120 150

a=10% S 25,5 18,5 15,5 14,3 13,1 12,0 11,3 11,1
S5 49,1 34,6 26,5 21,8 18,2 16,1 14,6 13,3
Ss 9,7 9,5 10,0 10,3 10,0 9,9 9,8 9,8
S 23,1 10,8 15,2 14,0 12,8 11,8 11,2 10,9
a=5% S 16,5 10,7 9,2 7,8 7.0 6,1 59 59
S5 40,5 25,3 18,3 14,2 10,8 9,1 7,9 7,9
Ss 53 50 51 51 49 50 4,9 4,9
S 14,6 9.8 88 7.4 6,7 59 58 59
a=1% S 6,1 3,0 24 20 1,6 1,4 1,4 1,2
S5 27,0 13,0 83 52 3,6 26 25 1,8
Ss L3 1,1 1,2 1,0 1,2 1,0 1,0 1,0
S 50 2,8 2,1 1,8 1,5 1,4 1,3 1,2
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Figura 4.1: Curva de poder dos quatro testes para o modelo t5 com n =35, p=3, k=4
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Figura 4.2: Curva de poder dos quatro testes para o modelo exponencial poténcia com
k=03, n=35 p=3, k=4
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4.5 Conclusoes

Neste capitulo, obtivemos expansoes assintéticas, sob hipoteses alternativas de Pit-
man, das fungoes de distribuicao das estatisticas da razao de verossimilhancas, Wald,
escore e gradiente com o objetivo de comparar analiticamente o poder dos testes base-
ados em tais estatisticas até ordem n~'/2. Nosso trabalho estende os resultados obtidos
por Lemonte (2012), que compara o poder local dos quatro testes supracitados na classe
dos modelos lineares simétricos. Além da comparacao analitica, realizamos um estudo de
simulacao de Monte Carlo para avaliar o comportamento dos testes em estudo conside-
rando amostras de tamanho pequeno e moderado. Os resultados do estudo de simulacao
de Monte Carlo adicionaram informacoes importantes. Para amostras de tamanho pe-
queno ou moderado, o teste escore foi o que apresentou o melhor desempenho dentre os
quatro testes em estudo e o teste Wald apresentou o pior desempenho. Ainda, as simu-
lagoes de poder sugeriram que, quando utilizado os valorer criticos estimados corretos, os

testes apresentam propriedades de poder semelhantes para pequenas amostras.
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CAPITULO b

Consideracdes finais

As principais contribuic¢oes teoricas deste trabalho sdo enumeradas a seguir:

e No Capitulo 2, derivamos fatores de correcao de Bartlett para os testes de hete-
roscedasticidade baseados nas estatisticas da razao de verossimilhangas e razao de
verossimilhancas perfiladas modificadas em modelos nao-lineares simétricos hete-
roscedésticos (MNLSH). Os resultados obtidos estendem os trabalhos de Cordeiro
(2004), que obteve corregoes de Bartlett para a estatistica da razao de verossimi-
lhangas na classe dos modelos nao-lineares simétricos e Ferrari et al. (2004), que
derivaram um fator de correcao de Bartlett para o teste de heteroscedasticidade
baseado na estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas para
o modelo normal linear heteroscedastico. Os estudos de simulagao desenvolvidos
apontaram que as correcoes de Bartlett foram efetivas, melhorando a aproximagao
da distribuicao da estatistica de teste pela distribuicao x? de referéncia, tendo o teste
da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas o melhor desempenho dentre os
teste comparados, juntamente com o teste da razao de verossimilhangas Bartlett

bootstrap;

e No Capitulo 3, obtivemos um fator de corre¢ao tipo-Bartlett para o teste de he-
teroscedasticidade baseado na estatistica gradiente na classe dos MNLSH. Este é
o primeiro trabalho a tratar de correcoes tipo-Bartlett para a estatistica gradiente
para modelos que tém erros seguindo distribui¢ao simétrica. Ainda, estendemos os
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resultados de Nascimento (2010), que avaliou apenas o teste escore corrigido para
a média na classe dos MNLSH. Além dos testes escore e gradiente corrigidos e nao
corrigidos, consideramos para o estudo de simulagao testes baseados em estatisti-
cas modificadas, alternativas a estatistica escore, propostas por Kakisawa (1996) e
Cordeiro et al. (1998). Os resultados numéricos apontaram que os testes baseados
nas estatisticas escore modificadas e corrigida e na estatistica gradiente corrigida
apresentaram desempenhos melhores do que os testes baseados em suas respectivas
versoes nao corrigidas, tendo os testes baseados nas estatisticas escore modificadas

e corrigida melhores desempenhos, de maneira geral;

No Capitulo 4, estendemos os resultados obtidos por Lemonte (2012) para a classe
dos MNLSH, isto é, realizamos para esta classe de modelos um estudo de poder
local com o objetivo de estabelecer condigbes para poder comparar (localmente)
o poder dos testes de heteroscedasticidade baseados nas estatisticas da razao de
verossimilhancas, Wald, escore e gradiente. Em aplicagoes praticas, tais condigoes
podem ser verificadas numericamente apos o ajuste do MNLSH aos dados. Para
avaliar o desempenho dos testes em pequenas amostras, foi realizado um estudo de
simulagao de Monte Carlo, cujos resultados numéricos apontaram que o teste escore
tem o melhor desempenho e o teste Wald o pior desempenho dentre os quatro testes.
Ainda, os resultados numeéricos sugeriram que, quando utilizado os valorer criticos
estimados corretos, os testes apresentam propriedades de poder semelhantes para

pequenas amostras.
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APENDICE A

Aspectos inferenciais do modelos ndo-lineares simétricos
heteroscedasticos

Neste apéndice, apresentamos os célculos das derivadas para a obtencao da fungao
escore total do modelo nao-linear simétrico heteroscedastico bem como sua matriz de
informacao total de Fisher. Como definido na Secao 2.2, o logaritmo da funcao de ve-
rossimilhanca do vetor de parametros @ = (§',8",0%)" do MNLSH definido em (2.4) é
dado por

B . B _2 - 1 n n
1(0)=1(0;y) = 5 log o 5 ;logmg + ;t(zg). (A.1)

Para representar as derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca, definimos as
derivadas de p, com relagao aos componentes de 3 por (i), = Oue/Bi, (i5)e = 0%/ 05:05;,
(i3, 0)e = (0*1e/0B;08;)(O1e/DBy), ete, e as derivadas de m, com relagao aos componentes
de & por Vg = Omy /04, Ve = 0% p1e /05,00y, etc, onde os indices 7,7, 1, ... variam em (3

e os indices a, b, ¢, ... variam em 9.
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Diferenciando (A.1) com relagdo aos componentes de 6, temos:

o) 11 1 a. 1
a(sa - _2;m€wéa_2;t(zé) meewém
ol(0) & I
- _ t(z)W
5 Do) il
one) n Z 1. 1
g0 = T 2t g
=1
coma=1,....,kei=1,...,p. Em notacao matricial,
1
Us = —§\IJT(ML—SMu),
Us = XS®(y—p)e
n 1
Up = ——+ 55y —p) Sy —p).

As segundas derivadas de (A.1) com respeito aos componentes de 6 sao expressas por

o) _ liiww Z s+ th L b
85aa(5b - 9 m2 La Pl — Lab 4 2 La' P lb

+ —Z 2)" 2weaweb+ Z 2 QWaWb
my

1 1
) t(20) ™M 20— rap,
=1

0%1(6) “ 1 1 <& 1

= t(z)@ 1) — t(20)Om, 2 ,
aﬂlaﬂj ; ( E) O.2m€<j )K \/p yo ( ) 14 (])E
0°1(0 n - - u 1
T = g 2 ey ot Vs + 3 e Ve

=1 =1 =1
d*1(0 1 < &
BY; éa)z ) t(z0)? —@/)za 102 Zt(zz)( ) 24—ta,
@ =1 =1

0%1(0) = 1 1

— t (2) t Mhh_=- = o(i
95,05, ;{ (20)'% 20 + t(20) }ng \/UQ—WW (i) e
0%1(0) & 11

— )@ )1~ i
aﬂiao_g ézl{ (ZK) Zy + (Zé) }20_2 O'2mg (2)47

coma,b=1,...,kei,j=1,...,p. Tomando as esperancas das expressoes acima, temos:
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n

2 (5 _
E [8 Z(O)} = Uo100n = 1) Z%@Z)&L@Z}éba

00,00, 4 —
_82l(9)} 01000 & 1
E = _
| 0B3:08; ; my

n
8(02)2) T 4ot 5(01002) 402

[0%1(0)] 01002) —1 Yea
b _85(1802} B ( ) Z o? mg

UG
S[e)] 1<e> )
aﬁiada 8@002
Assim, obtemos a matriz de informacao de Fisher que é dada por
. (1—5(02,0,0,2)> T M@y 0 (1—5(02,0,0,2)> T oy
I=-E|—=)= 0 -5 XTox 0
<6080T> | So100m) T (©:1.0:0.0) .
( Z > L OV 0 (1=6(0,1,0,02)) 157
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APENDICE B

Célculo do fator de correcdo tipo-Bartlett para a estatistica LR

Neste apéndice obtemos algumas derivadas, e momentos das derivadas, do logaritmo
da funcao de verossimilhanca de 6* = (5T, B8, 7)" do modelo reparametrizado expresso

por
. . n -
! (9> l (0 7y> = —§log’y + ;Zl t(Zg) (Bl)

para a obtencao da constante ¢ em (2.7) do fator de corregao para a estatistica LR . Desse

an,
Odp ?

consideremos que os indices a, b, ¢, ... variam em 6 e os indices ¢, j,[, ... variam em (3.

modo, definimos a seguinte notagao adicional: ¢y, = g%, Qoap = etc. Além disso,

Assim, as quatro primeiras derivadas de (B.1) com respeito aos componentes de § sao

dadas por
al;;f) = 5 Z Ze Ze—Qem
226[:553 T2 Z { Ve 2(1]2 Qeales — t<Z€)(1)Z£2—;?Qeang
+ t(Ze)(l)Zeéqfab} ;
% - % ; {t(zf)(g)Z? %%qéb% — t(z0)? 2} %Wu%b%c

(1)

_l_

3 3
(20)® 2 103 [Geacen + Qealeve + QeavGec) + (2¢) 27y 3 Qe dee
dp dy

1

— t(z (1),2@—
(=) 2q;

1
[QZaCQEb + qealrbe + q&zbq&:} + t(zé)(l)zéq_q&zbc} €
¢
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1

o' (0 3
( ) {t(zé)(4) 221 T 14eaqevqecded — t(Zz)(3)Zg 1 9¢aqevqecqed
4q, 4q,

1
00,00,00.06, 2

1
— t(z) 3)23 ? [QeadqemQec + QeaQevadec + QeaqevGecd + Qracqended
i

+  QaQeveQed + Geabqecqed)

@ .29

15
+ t(2)P22— g eQed — t(20)"" 2 == Qa c
(20)" 2 8q4 qraqevqecqed (20)'7 2 25 deadlenqe

- ) V2
T 3 Qadqevqec — U\Re)" 25 Geacdqeb
o3 4

(1)

1 1
+ t(Ze)(Z)Z — QrabeQea — t(20)"" 20— Qeabeed
"2} 20}

1 3
+ t(20) "M 20— qrabea + t(zf>(2)zg_2q€acdq€b
qe qy
15
- t(Zz)(l)Zejqéaq£bq£cqéd}-
8¢y

As trés primeiras derivadas de (B.1) com respeito aos componentes de 3 sdo dadas

por
= —— t(Zg)( )qg (1), i=1,...,p,
Ip; yi/2 —1
0%1*(0) 1 <
= —  1/2/. .
0505, Z 20)Pqu(i, §) 71/2;t<2£) q," " (ij)e e
63Z*<9) 1 - (3) / 1 .  1/2/. .
1 n
2D ) Dad D+ D + (.50}
=1

As trés primeiras derivadas de (B.1) com respeito a v sdo dadas por

owO) _ _n LSy,
oy 2y 2y ’
/=1
021*(6) n 3 & 1 &
— (1) (2)
oy T 2y Tape Ha) 2t 2 t(z0) 2 e
931*(0) n 15 «— 9 <& 1 <&
- S () Wz — 022 - 3 i(z)®
R ~3 1273 ; t(zf) 20 3 £ t(ze) 7 83 £ t(Zg) 7
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Algumas das derivadas mistas de (B.1) sao dadas por

L) - lzn: _t(zf)(zi)zg;(i)m Qep — t(Zf)(Q)Ze;(i)zqé Qev
1 1
+ t(z)) V) —— (i o —t(z) P zp———— (i @
( 6) 2,}/1/2(]3/2( )qu qeb ( f) 171/2(]?/2( )ZCM b
1
- t<zf)(l)ﬁ<i>ZQZab}a
71/2%/

n

031 (6)

1 1 1
—_— - —t(2,)3) 53 Y (2) 2 .
96,00,0 24 { (20)" 2 g —— Quaqer — t(20)"7 25 e Qealth

+ t(z)M QQZaQZb — t(20) P2 3271% (Zé)(l)zéﬁ(ﬂab} ;

82;;;5(]%)&1 = {75 Zé—qéa(l Pe+ t(z)? )%Qea(iyj)e
— t(z)®? 271/2 gy (i5)s — t(Ze)(l)ﬁq@a(ij)e} ,

% = SL 2 {5t(20)® 27 + 3t(20) Mz + t(20) } %

b))l e+ ) 2;/2 q;%m} ,

8%?18;5(58)7 = ;1 {t(ze)@)zeW%a(i)e + t(Ze)(B)Z?MTiq;/QQZa(i)e
£t W%( i)+ t(zg)(l)qua(i)g
+ t(ze)(z)ZZqua(i)g} ,

% = % ;1 {t(Zz)M)Z?ﬁ%a%(@j)z + t(Zz)(B)Ze%qga%(i,j)z :

+ t(20)Pz 271 (4, 9)e + t(Zz)(Q)ﬁ%a%(i,j)z
- t(zz)@)ﬁ%a%(i, J)e+ t(ZZ)(?))ZK%QZab(ia J)e
+ t<Z€)(2)%QZab(i;j)f + t(Ze)@)%QZab(i,j)e} e

70



_O0E) zn:{t(zz)@)zqg(i,l)z+t(zz)( )ZeLQe( e — t(zé)(s)zﬂi‘ﬂ(i’l)t’
OBOB0NDY 7 2 v

+

1 1 3
B2 _— o (; B ,(d ) 1/2
(20)'" 2 e qe(7,1)e + t(2¢) 25473 qe(7,1)e + t(20) e q," " (il)e

1 1/2,. 3 1/2,. 1 1/2
- t(Zé)(2)26475/2 q,"(il); — t(ZIZ)(Z)ZIZWq/ (il)e = t(z)"® 2] 1757 0, (il);
ISy
452 2 (ZW} '

A esperanca das derivadas acima sao expressas por

a?z*(e)] 1 & { | ) .
/{ab = E = — 5 ,1,0,0, —qKaqH) — 5 10,0,0, _QEaQZb _ 5 0,0,0, _qeab ’
[aaaaéb 2; (01002)2613 (10001)2613 (10001)%

— t(Zg)(z)Zg

0°1(0) - 1 3
abe = E = 5 - o . — 6 “ .
Kab [a&aaabaac ; (0,0,1,0,3) 8q§’ deaqevqe (0,1,0,0,2) _8q§’ qeaqevqr

1 1 3
+ 00,1002 5 i [@eacter + QeaGeve + Qeabec) + 9(1,0,0,0, 1)2—CMQ£abc + 5(1,0,0,0,1)8—q§)9za61£bwc

1
- ,0,0,0, ) ac aqtbe ab{tc s
5(10001)@ [Qeaces + Qealeve + Qeavqe ]}
7

0%1*() = 1 3 1
abe = E = 5 a c - _5 a1 Ya c
Kabed {8%8(5;,8(50(50[ ; (0,0,0,1,4) 16q21 Qeaqevqecqed 3 (0,0,1,0,3) qz* Qeaqevqecqed

6

16 9 1
+ EQEadQqu&} +0(0,1,0,0,2) [ 4Q12angCIecqu = 13 QaddenGee + 5 tabeded
¢

16q q; 4q;

LacdYlb J 1,0,0,0,1 Lad4ebYlc Lacd4eb LabdYlc

+ %%%abcd 16 4%aner¢6]124}
kij = B g;l;ggﬂ 7 0(0,1,0,0,0) éi
ki = K %] = ;5(0,1,0,00 fzn:(kf{ i, D¢+ (3, 50)e + (il J)e},
kyy = E :82651(20)} = 4—:2 {2 +30(1,0,0,0,1) + 5(0,1,0,0,2)} )
Kypy = B :83(;;(30)] = _Sl,yg {8 +150(1,0,0,0,1) + 99(0,1,0,0,2) + 5(0,0,1,0,3)} )
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9%1*() J— 1 1
= Bl =—Y) -0 — Qtay — 0 —
Kaby {aéa(%b&y Ay ~ (0,0,1,0,3) 2q§ Qealrn (0,1,0,0,2) 2q§ Qealrb

1 1 1
+ 6(1’0’0’0’1)2_%?%&%’ - 5(0,1,0,0,2)q—%zb - 5(1,0,0,0,1)Q_Q&Lb )

Kija = E 82;1%} Z {800,0,1,0.1)@a(F, 5)e + 26(0,1,00,0)8ealts )}

Kyya = E %] = 8_72{55(0’1’0’0’2) +381,0,00,1) + 9(0,0,1,0,3) } ; q;_j’

Kijy = B %] = —#{25(0,1,0,0,0) + 0(0,0,1,0,1) } il qe(i, j)e

Kijab = FE %1 = % EZ”; {5(0,0,0,1,2)iQEaQZb(iy.j)Z + 35(0,0,1,0,1)i%a%(i,])é

1 o 1 o
+ 25(0,0,1,0,1)&(15@(@7]% + 45(0,1,0,0,0)q—CJeab(Z,J)e} ;

%1% (0
Rijyvy = E{Wﬁﬁ)av} 3{8 (0,1,0,0,0) —500101)+5(00012};Qe21

Kiagb = Riagy = Byyr = 0.

Ainda, como consequéncia da ortogonalidade global entre os parametros de interesse
e perturbacao, tem-se que Ky; = Kyq = Kiy = 0.

Algumas derivadas das esperangas acima sao expressas por

8/'{(11) 1
(fiab)c = 8o, 0 1,0,0,2) Z { —taqevqec — qg [Q&cha; + C]eangc]}

1 (2 1 1
+  —0(1,000,1 {—qgang%c — = [Qeacter + Qealove — 2qeabec) + } )
1 ) ; q q7 QeGeabe

(9/@]

(kijhi = = —Zq/z{ (i, j)e + (@, 31)e},

amm 1 “ 1 1 (1 2
a = —=—-——=0 S Yla —0 Y% T Yla
(Kabry )y oy 37 (0,0,1,0,3) ; 2 Qeaqey + 872 (0,1,0,0,2) - {qz? Qeaqey + w qe b}
2
- —510001)2{ 2Q£a¢]£b+q—(1£ab}
OK;;
(Kij)a = 8(5] = —0(0,1,0,0,0) Z%z i, 7)e
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(Kija)o = a(sj, - %{%,071,0,1) + 2001000} ) _ dean(i, e
=1
8/@' ja 1 Y o KL
(Kypa)o = 8(5;, = 8_72{55(0’1’0’0’2) +36(1,000.1) + 60,0103 } - { q; T ble

0/@- 1 -
(Kij)y = L = —— 601000 qe(t, 7)e-
)y 857 72 ( );

Como definido na Subsecao 2.3.1, o fator de correcao de Bartlett para a estatistica LR
é definido por 1 + ¢/k, com
C=€pk — €p.
Das expansoes de Lawley (Lawley, 1956), temos que E(LR) = k + €,1 — €, + O(n™2),

sendo

Epk — Z(lrstu - lrstuvw)a (B2)

0*
Rrstu
lrstu - /{rslftu {Tt - (Rrst)u + (’{rt)su} y
lrstuvw - Krsﬁtu/{vw {/{rtv (RS% - (K/sw)u>
Rsyw
+ Rrtu (T - (K'sw)v + ("frt)v(/{sw)u + ('%”t)u("isu;)v)} )

em que —K"® & o elemento (r, s) da inversa da matriz de informagao de Fisher e a soma em
(B.2) varia sob todos os parametros de 8*. A expressao ¢, ¢ obtida de (B.2) considerando

a soma sob todos os parametros de perturbagao. Dessa forma, podemos escrever ¢ como

c= Ek(a) + €P7k</87 6) + 6p,k<5> PY) + 6p#1<187 6? 7)7

assim como em (2.7), com €;(d) indicando que a soma em (B.2) é realizada sob todos
os componentes de §, analogamente para os demais casos, considerando os respectivos
parametros. Considerando o caso de heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos,
isto 6, my = exp{w, 8}, e substituindo os k’s obtidos anteriormente nas expressoes dos
€'s, ap6s uma extensiva dlgebra obtemos os componentes da constante ¢ definida em (2.7)

€Xpressos por
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M M2 M2
(8) = T‘*tr(Hg)+?%TH(?’)HT?’JHHU[HL,

M
pi(B,0) = ————— 1" QHyZgar —

Mg
— ———1H; 73,40
44(0,1,0,0,0) aepd

44(0,1,0,0,0)
)
MLQHdZﬂdL -+ LTQHdZﬁdl’
20(0,1,0,0,0)
M
_ —7LTQHngdL—
40(0,1,0,0,0)
ME, My ) T
+ L'QZs © H © ZgQu
(2(5(0,1,0,0,0))2 0(0,1,0,0,0) ’ ’
Mz,
4(0(0,1,0,0,0))?

My M M2M
pr(0,7) = — 92 Ltr(Hy) + MMy tr(Hyg) —1T“JH<2>L

M?M MyMg — My(Mg — 4M,
g e (e 25000 0

My Mo M
k(B.8.7) = o [(LTW Zpat) © (T Hat) + ¢ QHaZpat]
(0,1,0,0,0)

Mg
———— 1 H Z 34t
40(0,1,0,0,0) p

MSMl(]

LT QZﬁdHHdL,
20(0,1,00,0)

LTQZﬂdHZ3dQL —

) MEtr(Hy) e
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APENDICE C

Calculo do fator de correcdo ¢, para a estatisica LR,,

Neste apéndice obtemos com detalhes a constante c,, do fator de correcao para a
estatistica LR, para a classe dos MNLSH definido em (2.8). No que segue adotaremos as
seguintes notacoes: os indices a, b, ¢, . .. variam em &, os indices i, 7, [, ... variam em 3 e os
indices r, s,t, ... variam em 0* = (JT, g8, 7)T. Para os valores esperados das derivadas do
logaritmo da fungao de verossimilhanga: k., = FE(9?1*/00:00%), k.o = E(31* /00700%007 ),
etc. Denotamos as derivadas dos valores esperados das derivadas do logaritmo da fungao
de verossimilhanca por (kK.s); = Okps/00F, (Kps)tu = Oks /00700, etc. A matriz de

informacgao de Fisher tem como elementos —k,,, com —k"* os respectivos elementos da

ra ,.sb b

sua inversa. Ainda, definimos 7" = K"*k*° 0, sendo o4, a inversa da matriz k% e V™ =

KIS — 778

A equagdo para o calculo de ¢, obtida em Ferrari et al. (2004, Eq. 5) é expressa por

1 3
Cm = Z_l/fabKCdﬁabcd — KK Kaea)p + KK Kae)ab — K7 K™ (Fiap) ;

1 1 1
— g "iab(ﬁ;ab’y)'y o <Z"€ab"€0d/€ef + §/€ablicf K:de N g/{jab"ic‘f lide) KacdFbef
+ (Kjabchd/{ef + Kab/{af"{de)/{acd(/{be)f o (I{abﬁcd/{ef + /{ab/{cf/{de) (’iac)d(/{be)f

— (Zﬁ”n“bnc‘i + élizjliadlibc KiabKjed + (li”liablikl>limb(/£jk)l

1 1
— (meﬁabﬁc‘j + 5/{”/{“‘1/4’5) KabyKedy + (Iiwlfab/{’”’)mabw(mw)v. (C.1)

Considerando o caso de heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos, isto é, o
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caso em que my = exp{w/d}, temos ¢ = W = exp{—(w; — @)"d}, com

@ = (@1,...,@;)". Do Apéndice B, sabemos que ¢, = 25 s Qea = s

EIR
mos qp, = —(wz—@)a% Qap = (Wi—@)abqe, Qrape = —(We—@)abeQe € Qgpeq = (Wo—D) abeadr,

com W, = + Z?_l wre Para @ = 1,... k. Ainda, seja (wp — @)q = Wrg — Wa, (Wp — @)ap =

etc, portanto, te-

(Weg — Wa)(we, — wp), £ = 1,...,n, e assim sucessivamente. Dessa maneira, tomando a
esperanca de algumas derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanga obtidas no

Apéndice B temos os k’s necesséarios ao célculo de (C.1) expressos por

Ay _
Raby = — (wé_w)aba
7 /=1
n
Raged = A32<w€_w)acd7
/=1
n
Kabed — A4 Z(wé )abcd7
/=1
(’iw)_l = 7= A%

Diferenciando algumas das esperancas acima, temos:

A
(Kyy)y = ’7_5
Ay
("’iab’y)'y = _2 aba
/=1
(K'ac)d - (’iac) (Hacd) /{iab:(/{i(zb)jzoy

Substituindo os x’s na equagao (C.1), temos que

n

1

en = 74 D (wp = @)or™ (Wi — @)p(wr — @)er(wp — @)

(=1
_ iA6A Z Wy — (wy — @)p(wp — @)k wy — @)g
AT S o @)k — @)l — ) — @)l — ) w0 — )

/=1 s=1
B %A§ ez: Szn:l(“’@ — @)k (ws — @)p(wp — @)k (W — @) pwy — @)ar™(ws — @)e
e EAYYAY Zn:(ws — @)ak®(ws — @)y + A1 A5A2 zn:(wg — @)ak®(wp — @)

s=1 /=1
— SA%A 33 (w0 - D)o, — B)a(es — D (s — @)
/=1 s=1
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Seja H = {hy} = —(W = W)[(W = W) V(W - W)} (W - W), com (W —
W) = (w, — w,...,w, —w)' eV matriz diagonal de ordem n com entradas v, =
(1 =10(0,1,002)/4, £,5s=1,...,n. Assim, temos que hys = —(w; — W) kP (w, — w). Dessa

forma, ¢,, pode ser reescrito como

2
) n 1 n 1 n n
Cm = ZLA4 ; hi, — ZA?AG <; h“) + ZAg Z Z heeheshss

/=1 s=1
e Sh 3 RN ST T %
(=1 s=1 s=1 =1
BTN S I
(=1 s=1

em notagao matricial, temos
1 2 Lo o Lo L2 Trr@s
Cm = ZA4tr(Hd) — ZAlAﬁ[tr(Hd)] + ZIASL H;HHg . + 6A3L H®),
1
+ AgAﬁtr(Hd) — A1A5A§tr(Hd) — EA%Aﬁl/TH(z)Ly

sendo Hy = diag{hi1, ..., hnn}, H® = (h2), H®) = (h3,) e os A’s sio escalares definidos
na Subsec¢ao 2.3.2.
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APENDICE D

Derivadas do logaritmo da funcdo de verossimilhanca de

0 = (/875)T

Neste apéndice obtemos algumas derivadas, e momentos das derivadas, do logaritmo
da fungio de verossimilhanga de 8 = (3,8)" do modelo defindo no Capitulo 3 expresso

por
16) = 1(8:9) =~ D los(0) + D 1(=0) (D.1)

para a obtencao das quantidades A;, Ay e Az do fator de correcao tipo-Bartlett para a
estatistica S, e quantidades AY, AJ e AJ do fator de corregao tipo-Bartlett para a estatistica
Sy definidas nas Subsegoes 3.3.1 e 3.3.2, respectivamente. Para isto, consideremos algumas
notagoes: os indices a, b, ¢, ... variam em 9, os indices 7, j, [, ... variam em 3, as derivadas
de py com relagao aos componentes de B3 sdo denotados por (i), = ue/05;, (ij)e =
O?ue/0Bi0B;, (i4,1)e = (0%1e/DB:08;)(Ope/0B,), etc, as derivadas de 7; com respeito aos
componentes de d sao denotadas por (a), = 97//0d,, (ab), = 0*1) /05,00, (ab,c), =
(0%7} /08,00,) (e D6), etc, hy = B¢t )02, by = 03¢5 /Or;% e by = 0'¢; /o™

As quatro primeiras derivadas de [(8) com respeito aos componentes de 3 sao dadas
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por

A(0)  t(z)V
o~ e e
UO) O @1l 0 o 1
0608 = =) ’tf(Z’])é -~ t(z) \/—Z(Z])éa
_oune) g t(20)®——(4, 4,1 e+z 200 —{(ij, D) + (3, 50)¢ + (il, §)¢}
aﬁlaﬂjaﬁl —1 ¢53/2
& 1
_ £(2) D il
; (2¢) \/(b—z(w)
0*1(0) R w 1. NG e
508,080, = 2 t(ze) zQ(%]al,m)E 2 t(ze) pr 3/2{(7,m Js e+ (i, gm, 1),

+ Z jvlm } Z Zf 3/2{ Zl ja )€+(Z7jl7m)€+ (Zjalym)f}

3

1
+ t(20)? pe —{(ilm, j)e + (il, jm)e + (im, jl)e + (i, jlm)e 4 (2jm, 1)
=1 ¢
& 1
+ (ig,Im)e} + (2¢) (2) (ijl,m)e — Y t(z)Y =(ijlm)e.
St 210" 7
As quatro primeiras derivadas de [(@) com respeito aos componentes de d sdo dadas
por
0l(0) R, 1 « o M
= -3 c(@)e— 5D tz) Mz (a),
3%, Z g3 2 g
9%1(0) 1< hY 1~ 17 1< o o N
= =) Hab+ 5> —Slab)+ > tz2)P2F—5(a,b)
00,06, 2= &; 24 ¢; 4 = oy
LS00, e o, N P
+ 5 > t(z2)Vz—5(a,b)e — Y t(ze) V2= (a,b) + 5 > t(z) ng(a, b)e,
=1 ¢ =1 ¢ =1 ¢
%1(0) 1 o= R 3 <~ hyh N
— 7 = _Z —(a,b,¢c) + = —-(a,b,c)e Z s(a,b,c),
00,00,00.. 2 &= oy 24~ ¢; — ¢
1 9 <
- 3 t(z0)® 25 (a, b, ) — 3 > tz) P25
=1 2 =1 ¢
3 kY 15 < h
+ 1 Zt(z )22 é*; (a,b,c)p — 5 Zt(zz)(l)z%)—é(a, b, c)y
(=1 ¢ (=1 £
9 n he R 1 n h
+ 1 t(z0) Mz Qf*; (a,b,c)p — 5 t(zg)(l)z%s—i(a, b,c)e e
=1 £ =1 ¢
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84l(0) 1 n h//// n 3 n h//2
T T = 2 b,c,d)y+ = £ b,c,d
00,00,00,004 2 = QS E + Z CL ¢ Z + 9 g 22 (a> e )Z
h/2h// n 4
— 62 ; Z(abcdqu?)z: (a,b,c,d)
=1 "¢ =1 4
9 n /4 3 n 121
+ 3 t( )(3) ? ((l, b7C d) —Zt(Zg)(g)ZZ? Z*g (CL b7 G, d)
8 ¢ 4 o
=1 =1
87 ! 27 hZh)
+ 6 t(Zg)@)Z —(a,b,c,d)y — y t(z0) P 22 5*3 (a,b,c,d)
=1 Z =1 ¢é’
3 n @) .2 n //
+ 7 t(20)'" zf — abcdg—i-the —L(a,b,e,d),
=1
LS i 24( )
+ — t(20)"V 2y —7(a,b,¢,d
16 £ oy
Algumas das derivadas mistas de (D.1) sao dadas por
2°1(0) 1 & h/?
B S _- )3 {4 b
a(saa(gbaﬁi 4 ; (ZE) 2y ¢Z3/2 (CL, 7Z>Z
1 n h'2 1 n h'2
g t(Zg)(Z)Zg(ng (@b, A—le_zlt(z,g)(z)%f{ 5, b,i)e
1 n h/2 ' 1 n R -
- 12 t(z) zg la,b,i)e+ Egt(@)@)z@@;ﬂ (a,b,i),
N L PN NEES S CACER )
5 - Ze @5/2 a,0,1)¢ 5 o Z¢ Zngzg,ﬂ a,0,1)e
1 n h/2 .
- 52@)(1) 73 (a,0,0),
=1 o
831(0) 1 n h! n h/
Vv TE —= t(20)® 2—5 (i, 4, a) — t(z)P =51, 4,a
08:08;00, 3 2 1) g g ; ) G
1 h, 1 o
T 3 - t(z)? ZW(% a)e + 3 - t(z0)" )W(U; a)ee
01(0) 1< N
- 7 = t (4) 2 b
0Bi0B;00,05, 4 ; e ¢>3;‘°’(Z b
7 n I£2 1 n "
+ =) t(z) )Zg—3(i,j, a,b)y— = t(z)® (,7,a,b)
4 =1 gb}‘ 2 =1 4



LS~y @
= 52 )T 5 (0 a, b)e+2 ) t(z)®—5(i, 4, a,b)
(=1 i =1 i
1 n h/2 - 5 n h/2 N
- Z Z t(Zﬁ)(?))Zl? *é/g (Z]7 a, b)f - Z Z t(Zg)Q)Zg *é/g (Zj7 a, b)ﬁ
=1 o =1 oy
1 n h N 1 n R N
+ 5 Z t(zé)(Q)Ze *32/2 (ij,a,b)e + 3 Z t(zg)(l) *34/2 (ij,a,b),
=1 o =1 o
3¢ hZ
-1 t(zf)(1)¢*—§/2(7“]7 a,b)y.
=1 f

Tomando a esperanca das derivadas anteriores, temos:

'62l(0)} 1,
kij = E =0 g —(2,7)e,

o = 2[0S L s 50
il _aﬁlaﬁjaﬂl (0,1,0,0,0) ‘e ¢}7 yJ)e ,J0)e YN

1

941() . o g
S|~ duesao 2 gl LmA et G im (3.0,

[021(0 ) — 1< B2
Kap = E al )} — 01002 Z—gg(a,b)ea

NE

Kijim = F

| 00,00, 4 = o
[ 9%1(0) 3(6(0,1.002-1) s~ hyhy
abe — E = — 7b7 )
Fab _aaaacsbaaj 4 ; 7 (0o
_'_ (7 B 6(070717073) — 95(07170’072)) i h—?<a, b, C)E,

8

81



Rabed

Rija

Rijab

Rai

L[ 96)
00,00,00,.004 -
n 1231

— hh(abc,d)g—g
(=1 ¢4’ =1

g E
3 5 n h/f h/’
- Y(0,0,1,0,3 3

275 h/?h”
- Y(0,1,0,0,2
1 o

=1
" by
5(071707072) Z *2 (a/7 b7 C7 d)[,
=1 ¢€

o) 1 1
b [8&8@-85&] -

[ oue) ] 1
[8@8@8@8&] -

3 =

)
¢

n "

1 Ry 1
=0(0,0,1,0,1) 5 (1, J,a,0)0 — =
2 ; ¢’ 2

h/2 o
25(0:1,0,00 Z (Z ]>avb)€ €
=1 ¢13

Rabi = 0.

87
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(a,b,c,d)e + 5(01002)

?(Zajv a, b)f




Derivando algumas das esperancas acima, temos

(Kijhi 8@/;1 5(01000)2 { ij,0)e + (4, 70)e},

EMa 5 -1 h/h// h/3
(Kap)e = (%b _ ( (0,1,0,;2) >Z{ z*ge }(b c)e,

=1 ¢ 0
82&“} 5(071’07072) -1 h//2 R 5h/2h// 3h/4
(I‘iab)cd = 95 85d - ( 9 Z zg + 22( - KZSZ + ;1 (a,b, C, d)g,
¢ =1
a/‘ia . 3 5 _ 1 h//2 h h/// 2h/2h//
(Kabe)a = 855 = ( (01002 { = Z*Z J*:gé } (a,b,c,d)y,
/=1 Z ¢
_ 1231 /4
I (7— 0(0,0,1,0,3) 9501002)) Shéh A bedy o
8 Uy G )y

(Kabi); = (Kap)i = 0.
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APENDICE E

Calculo dos termos AY, AJ e Aj do fator de correcdo tipo-Bartlett
para a estatistica 5|,

Neste apéndice discutimos o calculo dos termos Af, Aj e A que compdem o fator de

corregao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente (5,), definido na Subse¢ao 3.3.2 por
{1 = (cg + byS, + agsg)}, (E.1)

sendo
w - Al b — A7 — 243 .
ST RE-D((k-D+2)((k—1)+4) ¢ 12(k—1)((k— 1) +21)
A] - AT+ A
I 12(k—1)
para a classe dos MNLSH. No que segue, estaremos considerando my(7;) = exp(7}), isto

C

é, heteroscedasticidade com efeitos multiplicativos. A obtencao de A{, A e Aj é feita
substituindo em suas expressoes, dadas na Subsecao 3.3.2, os momentos do logaritmo da
funcao de verossimilhanca calculados no Apéncide D. Aqui, iremos obter com detalhes o
termo Af.

Como definido na Subsec¢ao 3.3.2, temos que
1 / . .
Aj = ZZ /ﬁjrsﬁklu(?)m”mSkml“ + 2m7Fm msv),

/ L. . . ~ . , , .
onde Y denota que o somatorio foi realizado sob os (p + k) parametros, isto é, os indi-
ces j,r, 8, k,l,u variam sob todos os pardmetros do modelo. Substituindo os momentos
calculados no Apéndice D em Aj e rearranjando os termos, temos que:
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em que Q1 = %{1 — 36(0,1,002) — 9(0,0,1,0,3) }- Em notacdo matricial, temos
; 3 o L o T (3)
A3 = ZQIL (Z5 — le())d(Zg — Z(;O)(Z5 - Z«Sg)d’/ + inL <Z5 - Z50) L.
Para os termos Af e AJ, podemos reescrevé-los como

Al = Al + Al + Al + Al + A5 + Alg e A= AJ) + A% + Al + A3,

em que
/
Ay, = 3 E KirsKroa M@ (m* + 2a°%) + a""m*a"™ + 2m™a"™ 0],
/
A$1]2 = 192 E ('%tr)s (Kkv)u(K/Stlirk/ivu + astarkavu + /{sk/ﬁvtﬁru + aska,vtaru)7
/
Agg = —6 E Rtrs(ﬁkv)uKasu . ksu) (ktkkvr . atkavr) + mrt(askavu + kskk_vu)]’
/
A?4 = —192 § Kirs (/‘ikv)u [&TS(HtkHUu o atkavu) 4 arkavsmtu] 7

/
!/
¢ t t
Al = 6 E Kirsum' a*" — 6 g Kpslm' (@™ — k™) 4+ 2m™a"|,
g ! tu tri.su tr _su
Ay = 125 Rie(RTE™ —a'"a®™),

/
A, = -3 E KtrsKkou [mt’"mSkm”“ + mTmFm 4 2mEm v ms ,
g 3 ! tr, sk, __ovu tk, v, su
Aj, = ~1 E KirsKkou [(Bm m>m”™ + 2m" m"™m )] ,
/
th th tr(, sk k
Ay = 6 E Rirs(KEy )u[m* (KR — a™a’) + m™ (R*" k"™ — a**a™)] e

/ /
g _ tr, su tr, su
A3, = 6 E (Kgrs)um ™ m®® — 3 E Ktrsum' m®,

e substituir os momentos calculados no Apéndice D em cada um dos Af;’s e Af;’s, com
i = 1,2,3,4,5,6 e j = 1,2,3,4, e assim obter as expressoes matriciais de AJ e Aj,

apresentadas na Subsecao 3.3.2.
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APENDICE F

Poder local: obtencdo dos b;;'s e £ e comparacio de funcdes de
poder

Neste apéndice iremos obter com detalhes os coeficientes b;;’s e £ que determinam as ex-
pansoes assintoticas das fungoes de distribuicao das estatisticas da razao de verossimilhan-
cas (S7), Wald (S2), escore (S3) e gradiente (S4) sob uma sequéncia de alternativas de Pit-
man. Ainda, iremos apresentar com detalhes a comparacao das fungoes de poder dos testes
baseados nas estatisticas supracitadas até ordem n~/? sob uma sequéncia de alternativas
de Pitman. Para isto, introduziremos as seguintes notacoes:os indices a, b, ¢, ... variam
em &, os indices s,t,v, ... variam em 3, U, = 0l(0;y) /364, Uw, = 0?1(0;y) /36,00, Ugpe =
835(9; y)/35a35b35c, Usta = 335(0; y)/aﬂsaﬁtadl, Rab = E(Uab)a Rabe = E<Uabc); Kabe =
E(Uanc),%a,b,c = E(UanUC), Rsta = E(Usta)a Rab,ecd = E(UanUcd) — RapKReds Kape,d =
E(U,UUUy) — Kaphicd — Kackbd — Ka,dFbc-

Os k’s acima satisfazem algumas relagoes, as chamadas identidades de Bartlett, que
facilitam seus calculos. Algumas destas relagoes sao expressas por: kqp = —kab, Kqpe =
(Kbe)a — Kabe € Kape = 2Kabe — {(Kab)e + (Kac)b + (Kbe)a }-

Além de alguns dos k’s calculados no Apéndice D, outros k’s necessarios ao calculo
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dos coeficientes b;;’s e £ sao expressos abaixo:

"1
Kstw = 0(0,1,00,0) Z —{(sv,t)e + (s,tv)e + (st,v)s
=1 "¢
— (s,vt)e — (st,v)e — (t,v8)e},

3(6 1) — hphy
Kabe = 2Kabe = Goro0a I)Z “F(a,b,0)y,

2 =
(7= 60,0,1,0,3) — 990,1,002)) <=
+ A Z f3 (a,b,c)
=1 "4
n h/
Ksta = —HKsta = —5(00 1,0,1) Z (5,t,a)¢ + 6(0,1,0,0,0) f (s,t,a)y,
=1 ¢€
’is,ta = _6(071707070) Z 9252 87 ta/ f
=1
3(0(0,1,0,0,2)— 1)~ R hy
Rape = = — 4 Z ¢ ( b C)
=1 E
(7- 0(0,0,1,0,3) — 99(0,1,0,0,2) ) h
- 3 Z 5(a,b,¢c)p e
0
Rapbs = KRabs = 0.

Para obter os coeficientes b;’s e & na classe dos MNLSH para o teste de Hy : 6; = 5§0),
devemos substituir os k’s obtidos neste Apéndice e no Apéndice D nas expressoes dos b;’s
e £ apresentadas na Segao 4.2. Aqui, obteremos em detalhes os coeficientes 03, e £. Os
coeficientes sao obtidos de forma anéloga.

Da Segao 4.2, temos que o coeficiente b3, ¢ dado por

k k

1 1
0 ab * ko k%
by = Z 2: Kabeh ™€, — 5 2 : (’iabc + 2th,bC)‘EtzebEc
a,b,c=1 a,b,c=1
1 k 1 k k
* k%
B Z (4ka,bc + 3kabc>aab6t - 5 Z 2 : (Kabc + KG,bC)EGEbGC'
a,be=1 r=2 b,c=1

Substituindo os k’s em 09, temos que

k n
% SN Qula by ettt + = Z S Qufasbcleteier

a,b,c=1 (=1 abc 1¢=1

k n
i Z Z Q1(a, b, c)pagqpes,

a,b,c=1 (=1
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em que Q1 = £{1 — 30(0,1,00,2) — 0(0,0,1,0,3 }- Reorganizando os termos, temos que

by = i@l Z (Z (a)gﬁavb(b)g> <Z(C)e€:> + %Ql Z (Z(a)ed;) (Z(b)ﬁZ)

/=1 \a,b=1 c=1 /=1 a=1 b=1
k n k k
<Z<c>eez> oy (Z <a>ea:b<b>e> (Z@ze:) .
c=1 {=1 \a,b=1 c=1

Em notacgao matricial, temos
1 1 1
by, = ZQltr{ZédT} + §Q1tr{T(3)} + ZQltr{ngT}.

Da Secao 4.2, temos que £ é dado por

E § s t *
RstaK™’

alstl

com )y = —%{5(070717071) + 25(07170,070)} Substituindo os valores dos k’s e rearranjando os
termos, temos

£ = ‘Q2Z ;@ <Z(S)zast(t)e> (Z(a)zé(ﬁ) :

=1 s,it=1 t=1
Em notacao matricial,
£ = S Qutr{AZpT}
Para a comparacao dos poderes dos testes da razao de verossimilhancas, Wald, escore
e gradiente até ordem n~'/2, sob uma sequéncia de hipéteses contiguas convergindo para

—-1/2

a hipotese nula a taxa de n™"/=, temos da Secao 4.3 que

3

m— =Y (bje — bit)Grorran(wa), 1,5 =1,2,3,4, i # j,
=0

sendo os biy’s e bj,’s os coeficientes apresentados na Secao 4.2 e 7; a fungao de poder dos

testes supracitados. Dessa maneira, temos

3
T — T3 = Z (bsk — b1k) Gr—14207()
—0
= ( 30 — bw) k— 1,,\(I) (bs1 - b11)Gk+1,A(I)
+ (bs2 — b12)Grysa(w) + (b33 — b13)Grisa(T). (F.1)

Substituindo os coeficentes b;’s e bj’s em (F.1), temos

m —m3 = Qtr{(Zs — Zsy)aTHGrr1,0(7) — Grisa(2))

b QT (Grrsa(r) — Crasale)). (F.2)
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Sabemos ainda que

GmaA() — G (®) = 2gm122(2),

sendo g, a () a fungao densidade de probabilidade de uma variavel aleatoria qui-quadrado
nao central com m graus de liberade e paramentro de nao centralidade A. Dessa maneira,

podemos reescrever (F.2) como

1 1
™ — Ty = EQltr{(Zd — Zso)dT }grisa(w) + éQltr{T(S)}gk+5,)\(x)'

De maneira analoga procedemos para obter as demais expressoes m; — 7;.
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APENDICE G

Coelhos europeus na Australia

Tabela G.1: Peso das lentes dos olhos de coelhos europeus (y), em miligramas, e a idade (z),
em dias, numa amostra contendo 71 observagoes. (Wei, 1998, Exemplo 6.8)

x Y x Y x Y x Y
15 21,66 75 94,60 218 174,03 347 188,38
15 22775 82 92,50 219 173,54 354 189,70
15 22,30 85 105,00 224 178,86 357 195,31
18 31,25 91 101,70 225 177,68 375 202,63
28 44,79 91 102,90 227 173,73 394 224,82
29 40,55 97 110,00 232 159,98 513 203,30
37 50,25 98 104,30 232 161,29 535 209,70
37 46,88 125 134,90 237 187,07 554 233,90
44 52,03 142 130,68 246 176,13 591 234,70
50 63,47 142 140,58 258 183,40 648 244,30
50 61,13 147 155,30 276 186,26 660 231,00
60 81,00 147 152,20 285 189,66 705 242,40
61 73,09 150 144,50 300 186,09 723 230,77
64 79,09 159 142,15 301 186,70 756 242,57
65 79,51 165 139,81 305 186,80 768 232,12
65 65,31 183 153,22 312 195,10 860 246,70
72 7190 192 145,72 317 216,41
75 86,10 195 161,10 338 203,23
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