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“Simplicity is a great virtue but it requires hard work to achieve it and education to appreciate it.
And to make matters worse: complexity sells better.”
(Edsger W. Dijkstra)






RESUMO

Métodos Sequenciais de Monte Carlo, ou Filtros de Particulas, compreendem uma classe de
algoritmos capazes de lidar com o problema da filtragem em modelos dindmicos ndo-lineares e
nao-Gaussianos. Apesar de constituir um conjunto de procedimentos com uma vasta bagagem de
propriedades ja estabelecidas, tanto para a filtragem de estados latentes quanto para a estimacao de
parametros estaticos, muitas aplicagdes envolvendo tais algoritmos ainda apresentam resultados
sub6timos ainda despercebidos na literatura. E possivel demonstrar que a degenerago de alguns
métodos se deve a problemas na implementacdo ou na interpretacio dos mesmos, € nao a
falhas nos algoritmos. Neste contexto, focando na estimagdo Bayesiana de parametros estéticos,
buscamos evidenciar as verdadeiras fontes dos problemas de degeneracdo apontados na literatura
e propomos o estabelecimento de diretrizes adequadas de implementacdo a partir da revisao e
andlise numérica dos principais algoritmos. Em especial, mostramos que, diferentemente dos
resultados apresentados em diversas obras, mesmo problemas complexos podem ser tratados a

partir de metodologias relativamente simples.

Palavras-chave: Modelos Dindmicos, Métodos de Monte Carlo Sequenciais, Filtros de Particu-

las, Filtragem Bayesiana, Aprendizagem de parametros.






ABSTRACT

Sequential Monte Carlo methods, or Particle Filters, comprise a class of algorithms capable of
dealing with the filtering problem in non-Gaussian and non-linear dynamic models. Although
constituting a set of procedures with a large repertoire of properties already established, both for
the filtering problem as for the estimation of static parameters, many applications involving such
algorithms have sub-optimal results still unnoticed in the literature. It is possible to show that the
degeneration of some procedures is overestimated due to interpretation or implementation issues,
not to flaws in the algorithms. In this context, focusing on the Bayesian estimation of static
parameters, we highlight the true sources of the well known degeneration phenomena pointed
out by some works and we propose the establishment of appropriate implementation guidelines
through the review and analysis of the main algorithms. In particular, we show that, unlike the
results presented in several works, even complex problems can be treated by relatively simple

methodologies.

Key-words: Dynamic Models, Sequential Monte Carlo methods, Particle Filters, Bayesian

filtering, Parameter learning.
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CAPITULO

INTRODUCAO

1.1 Motivacao

A estimacao dos estados (latentes) de um sistema que evolui ao longo do tempo gerando
sequéncias ruidosas de medicdes, uma técnica formalmente denotada por filtragem, tem sido uti-
lizada como alternativa de solu¢cdo em um vasto conjunto de aplicagdes, dentre as quais podemos
citar: reconhecimento de fala (Juang e Rabiner (1991), Gales e Young (2008)), processamento
de imagens (Zhao e Li (2010), Han et al. (2011)), localizacao/rastreamento (Arulampalam et al.
(2004), Nemeth, Fearnhead e Mihaylova (2014)), robética (Thrun, Burgard e Fox (2005), Kwok
e Rad (2006), econometria (Genon-Catalot, Jeantheau e Laredo (2000), Lopes e Tsay (2011)),
epidemiologia (Vidal-Rodeiro e Lawson (2006), Dukic, Lopes e Polson (2012)), etc. Problemas
desta natureza sao usualmente modelados de maneira eficaz por séries temporais provenientes
de Modelos Markovianos Ocultos (Hidden Markov Models (HMMs)), uma classe de processos
estocdsticos fundamentada na observagdo indireta Y de uma sequéncia Markoviana latente X. A
implementacdo de estruturas estocdsticas como a de um HMM basicamente reduz o problema
original A especificacio de uma distribuico a posteriori' Py(X.,|Y;.,) referente 2 dindmica de
evolugdo dos estados ocultos condicionada as n medi¢des disponiveis até 0 momento mais atual.
Esta abordagem assegura a concep¢ao de modelos de alta capacidade descritiva, capazes de se

adequar a cendrios bastante complexos.

Outro grande desafio relacionado ao problema da filtragem diz respeito a estimacao
dos paramétros estdticos 8 do modelo. A breve descricdo acima assume que o modelo ja é
completamente especificado, focando seus esfor¢oes na estimacdo da sequéncia de estados
latentes. A dificuldade encontrada na realizacao de inferéncia paramétrica neste cendrio € fruto
da impossibilidade de lidarmos com uma forma fechada para a verossimilhanca Py (Y;.,) destes

modelos na grande maioria dos casos.

' Vale ressaltar aqui que o termo “a posteriori” é utilizado neste ponto como um mero vicio de linguagem, j4 que

a especificacdo em si do problema nao € atrelada a metodologia Bayesiana.
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Durante vérios anos a teoria da filtragem foi dominada por aplica¢des fundamentadas no
filtro de Kalman (Kalman (1960), Kalman e Bucy (1961)) e suas variantes, as quais assumem
que o problema pode ser descrito (a0 menos aproximadamente) por processos Gaussianos com
interagcdes lineares tanto nas observacdes quanto na evolugdo dos estados latentes. A partir
destes ferramentais é possivel obter formas exatas trataveis tanto para Py (X).,|Y1.,) quanto para
Py(Y1.,), 0 que viabiliza o tratamento analitico da estimagdo de estados latentes e pardmetros
estaticos. Apesar de construir solugdes eficientes e sem a presenca de erros aproximagao, o
filtro de Kalman trabalha com imposicdes muito fortes. A hipétese de um regime Gaussiano
apresenta bons resultados em um nimero consideravel de problemas, entretanto, na maioria dos
casos, a hipétese de linearidade do modelo € muito grosseira devido a complexa interacio entre
varidveis ndo observaveis e medi¢des. Na prética, ndo devemos entdo esperar uma formulagdo

analiticamente tratdvel para a distribui¢do alvo do problema da filtragem.

Com o objetivo de simultaneamente usufruir da flexibilidade dos HMMs e superar
a questdo da intratabilidade, uma série de métodos computacionais baseados em simulacdes
de Monte Carlo foram introduzidos ao longo das ultimas décadas. Neste trabalho estaremos
particularmente interessados em uma cole¢do especifica de algoritmos denominados métodos
Sequenciais de Monte Carlo (Sequential Monte Carlo (SMC)), também conhecidos como Filtros
de Particulas (FPs), focando sua aplicacdo tanto na estimac¢do dos estados latentes quanto na
dos possiveis parametros estdticos do sistema. Algoritmos do tipo filtro de particulas t€m sido
utilizados ao longo das ultimas décadas como um ferramental bastante robusto no tratamento
do problema da filtragem envolvendo sistemas ndo-lineares e ndo Gaussianos. Sua grande
contribuicao em comparacdo as abordagens tradicionais apoiadas em métodos de Monte Carlo
via Cadeias de Markov (Markov Chain Monte Carlo (MCMCQ)) € a eficiéncia computacional,
todavia suas estimativas sdo mais imprecisas. Na espinha dorsal do método encontra-se uma
versao sequencial do esquema de amostragem por importancia, a qual propaga uma nuvem de
varidveis aleatdrias (particulas) recursivamente através da regra de Bayes. Diferentemente de
outras técnicas mais tradicionais como o filtro de Kalman Estendido (Anderson e Moore (1979)),
o “Unscented Kalman filter” (Julier e Uhlmann (1997)), ou métodos baseados em malhas de
discretizacdo (Bergman (1999)), a implementacdo dos filtros de particulas ndo faz uso de técnicas
de linearizagdo local, hipéteses rigorosas a respeito da representacao funcional do modelo ou
onerosos esquemas de discretizagdo espacial, conferindo mais flexibilidade ao método. Além
disso, a estrutura dos filtros de particulas pode ser explorada a fim de permitir a utilizacao de
técnicas baseadas em MCMC ou maximizacgdo de verossimilhanga para o problema de inferéncia
envolvendo parametros estdticos, ou pode até mesmo ser modificada de modo a acomodar o
problema de estimagdo paramétrica dentro do préprio esquema de amostragem por importancia;

em todos os casos os procedimentos sdo ndo triviais e apresentam desafios especificos.
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1.2 Revisao bibliografica

Variagdes do esquema de amostragem por importancia, implementadas sob uma perspec-
tiva sequencial, sdo conhecidas desde a década de 70 (Handschin (1970), Akashi e Kumamoto
(1977)), porém niao motivaram um nimero expressivo de aplicacdes por apresentar um comporta-
mento instavel. O problema da instabilidade, popularmente denotado por degeneragcdo amostral,
ocorre devido ao desequilibrio gerado nos pesos de importancia de cada estado ao longo de
vdrias iteracdes; a medida que o algoritmo evolui, o nimero de particulas com peso insignificante
¢é cada vez maior, aumentando naturalmente a variabailidade das estimativas. Visando contornar
o problema da degeneracdo amostral, Gordon, Salmond e Smith (1993) introduziram um passo
intermedidrio de reamostragem (Filtro Bootstrap), o qual seria responsavel por eliminar particu-
las associadas a regides de probabilidade desprezivel. O novo método conseguiu de fato controlar
melhor a variabilidade em torno das estimativas, fazendo com que os filtros de particulas se
consolidassem definitivamente como uma ferramenta eficaz para o tratamento do problema
da filtragem. A questdo da reamostragem € um ponto chave na implementacao dos filtros de
particulas, exercendo influéncia significativa principalmente quando o modelo € influenciado
pela presenca de parametros estdticos desconhecidos. Desta forma, dedicaremos um pouco mais

de atenc¢do a revisao dos principais métodos de reamostragem no préoximo pardgrafo.

A primeira proposta de reamostragem baseou-se na ideia de que a nuvem de particulas
pode ser considerada um vetor com distribui¢do multinomial cujas probabilidades sdo especifica-
das por seus respectivos pesos de importincia. Apesar do relativo sucesso da metodologia, esta
ideia de reamostragem trouxe uma nova dificuldade para a aplicacdo do filtro: a amostragem
multinomial concentra a populagdo de particulas em um conjunto restrito de pontos, diminuindo
a diversidade e caracterizando um cendrio de empobrecimento amostral. E ficil perceber que
a excessiva propagacao de réplicas restringe a exploracdo do espaco de estados do modelo a
cada iteracdo, induzindo o método a gerar aproximacdes menos refinadas. Outras propostas
tradicionais de reamostragem também fazem uso de uma determinada distribui¢ao para o vetor
de particulas e ttm como premissa basica garantir que o nimero de réplicas de cada ponto seja
proporcional a seu peso de importancia. Nesta linha temos a amostragem estratificada proposta
por Kitagawa (1996), a qual divide o intervalo (0, 1] em N estratos (categorias), igualmente espa-
cados, visando a geracdo de N varidveis uniformes auxiliares; a amostra final € obtida a partir da
comparacdo das varidveis auxiliares com uma funcio de soma cumulativa dos pesos. De maneira
similar, o algoritmo de amostragem sistemdtica apresentado por Carpenter, Clifford e Fearnhead
(1999) também explora a ideia de estratificacdo mas de uma maneira distinta. Nesta segunda
formulagdo as categorias sao definidas a partir de uma varidvel uniformemente distribuida em
(0, 1] gerada a priori, as N — 1 varidveis auxiliares restantes sdo definidas deterministicamente a
partir da primeira e o algoritmo segue em um mecanismo similar a abordagem estratificada. Liu
e Chen (1998) propuseram um procedimento de reamostragem em dois estdgios: cada particula

é replicada deterministicamente de acordo com seu respectivo peso, em seguida a amostra é
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completada a partir de um sorteio multinomial. Os pesos empregados no passo multinomial sdo
expressos pela diferenca (residuo) entre o peso original de cada particula e sua proporcao de
réplicas, com respeito a populagao total N, caracterizando assim um esquema de amostragem
residual. Fearnhead e Clifford (2003) apresentaram um dispositivo andlogo onde um conjunto
inicial de particulas € preservado seguindo um critério de minimizagao dos erros de aproximagao
do algoritmo. Os demais pontos sdo obtidos da realizacdo de uma passo de amostragem sistema-
tica. Crisan, Del Moral e Lyons (1999) construiram um procedimento inspirado em processos
de ramifica¢do, de modo que o nimero de replicacdes de cada particula pudesse ser obtido de
uma distribuic@o independente. Neste caso, o tamanho final da amostra pode ser varidvel ou ndo
dependendo da escolha das distribui¢des. Outra linha de métodos de reamostragem presente na
literatura parte da criacdo de novos valores (proles) na proximidade das melhores particulas ao
invés da simples replicacdo das mesmas. A versdo mais basica de métodos SMC, apresentada por
Gordon, Salmond e Smith (1993), sugere o acréscimo de pequenas perturbarcoes (“roughening’)
as réplicas originais. Li, Sattar e Sun (2012) e Fu e Jia (2010) propdem técnicas deterministicas
para o espalhamento dos pontos. Ja Higuchi (1996), Kwok, Gu e Zhou (2005) e Park et al.
(2009) argumentam que novas particulas podem ser geradas a partir da aplicaciao de operadores

herdados dos algoritmos genéticos.

Alguns autores mostram que uma maior eficicia da metodologia poderia ser adquirida
a partir da reestruturacao de outros pontos além da reamostragem. Uma das propostas mais
significativa na literatura, introduzida por Pitt e Shephard (1999), inverte a ordem dos passos de
amostragem e reamostragem. O procedimento € realizado a partir da inser¢do de uma variavel
auxiliar, sugerindo a famosa conotacao filtro auxiliar, de modo que a informagao disponibilizada
pela observagdo mais recente possa ser levada em consideragcdo no processo de reamostragem.
Outra sugestdo bastante robusta € a utilizacdo de estratégias do tipo Rao-Blackwellization.
Liu e Chen (1998) mostram que em diversas situacdes o problema pode ser analisado por
instancias: uma parte menor do problema € tratado numericamente enquanto o restante problema,
condicionado a primeira parte, € desenvolvido de maneira analitica. De uma maneira geral, a
Rao-Blacwellizacdo do algoritmo € capaz de reduzir a variabilidade final das estimativas, no
entanto a estrutura necessdria para seu desenvolvimento restringe o campo de aplica¢des. Musso,
Oudjane e Le Gland (2001) argumentam que a degeneracdo amostral pode ser combatida através
de um procedimento de regulariza¢do o qual consiste em reamostrar a nuvem de pontos a partir
de uma distribui¢do aproximada por nicleos estimadores ao invés de realizar tal procedimento
exclusivamente a partir dos pesos de importancia. A estratégia de regularizacdo apresenta
resultados bastante satisfatorios e possui propriedades analiticas importantes ja demonstradas,
conforme podemos verificar nas obtras de Le Gland e Oudjane (2004), Kiinsch (2005), Crisan e
Miguez (2014). Quanto ao desenvolvimento de melhores distribuicdes propostas para o passo de
amostragem, Doucet, Godsill e Andrieu (2000) sugerem o uso de distribui¢des aproximadas por
um esquema de lineariza¢ao do modelo, um dispositivo similar ao utilizado no filtro de Kalman

estendido.
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Aplicacdes envolvendo a estimagdo de parametros estaticos no contexto da filtragem
eram restritas a problemas que possibilitavam a obtencdo (a0 menos aproximada) da funcao
de verossimilhanga das observagdes. Com o intuito de contornar tal restri¢ao, Kitagawa (1998)
sugeriu, em uma abordagem pioneira, inserir estes parametros na componente nao observada
do modelo, dando inicio ao conceito de estados aumentados. Vale ressaltar que os pardmetros
desconhecidos do modelo ndo possui dindmica natural, logo a sucessiva utilizacido de passos
de reamostragem degenera esta nuvem de pontos ainda mais rapidamente. No mesmo trabalho,
Kitagawa introduziu a ideia de evolucao artificial inspirada em passeios aleatérios, a fim de
acrescentar diversidade as particulas originalmente estéticas. Liu e West (2001) propuseram
uma nova dinadmica de evolugdo artificial que preserva os dois primeiros momentos empiricos
da populagdo, uma propriedade alcancada através da aproximacao de distribui¢des a posteriori
por meio de misturas de fungOes Gaussianas. Apesar de figurar entre os métodos pioneiros,
o filtro de Liu e West ainda ¢ uma das abordagens de referéncia hoje devido a sua eficiéncia
e generalidade nas hipéteses de construgcao do algoritmo. Uma segunda linha de algoritmos,
trabalhada por Gilks e Berzuini (2001), Storvik (2002), Fearnhead (2002) e Carvalho et al.
(2010), surgiu em seguida na tentativa de dar diversidade a populacdo de parametros através
da amostragem direta das distribui¢des a posteriori dos parametros estaticos. Nestes casos, as
metodologias sdo condicionadas a existéncia de estatisticas suficientes capazes de ser atualizadas
recursivamente. De uma maneira em geral estes trabalhos indicam que as abordagens dependentes
da propagacdo de estatisticas suficientes apresentam resultados mais efetivos se comparados
com o filtro de Liu e West, mas este apresenta uma estrutura mais flexivel, podendo ser utilizado
em uma maior variedade de contextos. Seguindo uma linha mais tradicional, uma proposta
de grande impacto na literatura, introduzida por Andrieu, Doucet e Holenstein (2010), indica
que os filtros de particulas podem ser utilizados como um passo intermedidrio de algoritmos
MCMC para modelos de verossimilhanga intratdvel. Em linhas gerais, filtros de particulas sdao
utilizados para estabelecer estimativas ndo viciadas da fun¢do de verossimilhanga, a qual pode
ser utilizada para a realizacdo de passos de amostragem por rejeicao (e.g. Metropolis-Hastings).
Na mesma linha, Singh (2015) estendem a metodologia de modo a considerar varia¢des do tipo
amostrador de Gibbs. Recentemente, Chopin, Jacob e Papaspiliopoulos (2013) apresentaram uma
nova metodologia fundada no uso de passos MCMC associados aos filtros de particulas. Nesta
aproximacdo, para cada individuo da populacdo dos parametros estéticos, € lancado um filtro
independente para a estimacao dos estados latentes. O objetivo do método € utilizar as nuvems
independentes para obter estimativas da fung¢do de verossimilhanca para cada particula 0\,
eliminando assim a necessidade de propagacdo de estatisticas suficientes. A metodologia € tao
abrangente quanto a proposta por Liu e West, e apresenta resultados ainda melhores. Entretanto,
o método demanda um esfor¢co computacional muito grande, podendo ser tdo caro quanto versoes
mais convencionais do algoritmo MCMC aplicadas ao mesmo problema. No ambito frequentista,
Malik e Pitt (2011) e Poyiadjis, Doucet e Singh (2011) desenvolveram implementagdes capazes

de explorar as particulas do sistema para construir uma aproximacao consistente da funcao de
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verossimilhanca e realizar os procedimentos cldssicos de inferéncia.

Por fim, destacamos que a flexibilidade oferecida pelos modelos de filtro de particulas
habilita sua aplicagdo em cendrios além dos HMMs. Este tipo de abordagem extrapola os objeti-
vos deste trabalho, porém avaliamos que nao podem deixar de ser citadas em qualquer trabalho
de revisdo acerca de métodos sequenciais de Monte Carlo. Chopin (2002) e Fearnhead e Taylor
(2013) trabalham com um algoritmo que incorpora cada nova observagdo (proveniente de uma
amostra de varidveis iid) sequencialmente e atualiza a incerteza a respeito dos parametros a partir
das técnicas sequencias de Monte Carlo. A falta de dindmica dos parametros € tratada neste caso a
partir de um passo Metropolis-Hastings. Lopes, Polson e Carvalho (2012) desenvolvem um algo-
ritmo similar porém explorando a ideia de propaga¢do de estatisticas suficientes. Basicamente, o
passo Metropolis no algoritmo de Chopin € substituido pela propaga¢do de um conjunto auxiliar
de estatisticas suficientes que se comporta como processo de estados latentes nos algoritmos de
filtragem convencionais. Uma discussdo mais abrangente a respeito de amostradores sequenciais

em um contexto geral pode ser encontrada em Del Moral, Doucet e Jasra (2006).

1.3 Objetivos

Motivado pelo tradicional filtro de Liu e West (LIU; WEST, 2001), o objetivo da pesquisa
era (a principio) desenvolver novos métodos sequenciais eficientes, baseados em algoritmos
estimadores de distribuicdo (LARRANAGA; LOZANO, 2002), capazes de incorporar ao pro-
blema da filtragem a incerteza a respeito de possiveis parametros estaticos sem a geracao de
novas exigéncias com relagdo as formas funcionais dos modelos em questdo. A busca por um
algoritmo inovador seria relevante uma vez que importantes registros na literatura (STORVIK,
2002; CARVALHO et al., 2010; LOPES; TSAY, 2011; PRADO; LOPES, 2013; KANTAS et al.,
2015) asseguravam que apesar de o método de Liu e West ser capaz de gerar resultados satisfa-
térios em alguns casos, seu desempenho apresentaria um severo comportamento degenerativo
em diversas situagdes, incluindo problemas relativamente simples. Todavia, uma anélise mais
criteriosa (verificagdo de algoritmos e cddigos) dos trabalhos ja consolidados indicaram que
o fendmeno de degeneracao do filtro de Liu e West era basicamente fruto de implementagdes
sub6timas e/ou até mesmo equivocadas. Resultados similares foram observados também com
respeito a outros algoritmos, como os baseados na propagacdo de estatisticas suficientes, por
exemplo. Desta forma, dedicamos a maior parte do trabalho aos aspectos computacionais do
topico, evidenciando o quanto os resultados apresentados por estes algoritmos podem ser eficazes

desde que implementados sob certos cuidados.

Dadas as consideragdes elucidadas acima, o primeiro grande objetivo deste trabalho é
evidenciar o efeito negativo que passos inadequados de reamostragem (especialmente o método
multinomial) podem induzir nos algoritmos para a estimacao de parametros estdticos. Tal efeito

¢é ignorado de forma recorrente em diversos trabalhos, induzindo autores a atribuir problemas
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de degeneragdo a outros fatores. Ainda nesta linha, buscamos desenvolver novas metodologias
para amenizar o efeito de degeneragcdo observado independentemente do reamostrador e da
metodologia de amostragem de pardmetros estaticos. Desta forma, a primeira andlise culminaria
com um conjunto de diretrizes otimizadas de implementacdo capazes de corrigir problemas

significativos de degeneracdo ja identificados na literatura.

O segundo grande propésito € diretamente apontado para o método de Liu e West.
Buscamos inicialmente estabelecer um critério pratico para a calibragem dos parametros do
algoritmo e mostrar como tal critério se relaciona com as escolhas tradicionais baseadas no
conceito de fator de desconto. Em seguida, procuramos demonstrar experimentalmente que
varios exemplos de degeneracdo apontados na literatura com respeito a este método sao frutos
de implementag¢des subdtimas e ndo de problemas referentes ao método. Por fim, discutiremos
aplicacdes a dados reais de modo a ilustrar a verdadeira eficicia do algoritmo. A ideia em torno
deste segundo objetivo ndo € identificar o método de Liu e West como a melhor op¢do possivel
e nem menosprezar implementacdes apresentadas por outros autores, mas sim indicar como
uma simples ferramenta, tratada muitas vezes como um mero ~’quebra-galho”, pode ser uma

alternativa muito relevante a métodos computacionalmente mais onerosos.

1.4 Organizacao do Trabalho

A sequéncia da tese € composta por outros 6 capitulos. No capitulo 2 abordaremos
brevemente o paradigma Bayesiano de inferéncia, apresentaremos conceitos cruciais para o bom
entendimento do tdpico tais como o de cadeia Markoviana Oculta e definiremos formalmente
o problema da filtragem assim como seus principais desafios. No capitulo 3 discutiremos com
mais detalhes o ferramental numérico englobado pela classe dos métodos sequenciais de Monte
Carlo. Discutiremos os conceitos bésicos a respeito de MCMC, amostragem por importancia e a
construcdo geral dos filtros de particulas. Abordaremos ainda de uma forma mais aprofundada

as metodologias citadas anteriormente para o tratamento de parametros estaticos.

O capitulo 4 trata das principais contribui¢des deste trabalho: desenvolvimento de dire-
trizes de implementacgdo e avaliagdo dos métodos sob as novas perspectivas. Para a avaliacao
numérica, serd considerada uma extensa lista de experimentos simulados considerando os mo-
delos mais recorrentes na literatura. O capitulo 5 fica a cargo da apresentacdo e da discussao
destes resultados experimentais. O capitulo 6 € reservado a uma segunda avalia¢do experimental
dos métodos, porém considerando dados reais. Este dltimo conjunto de testes visa confirmar a
eficdcia das propostas em situacdes complexas que tiram os métodos da possivel zona de conforto
criada por avaliagdes a partir de dados simulados. O ultimo capitulo trata das considere¢des

finais da tese e projeta o futuro do trabalho.
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CAPITULO

CONCEITOS PRELIMINARES

2.1 Inferéncia Bayesiana

O campo da estatistica Bayesiana (??) engloba um ferramental bastante robusto para a
realizac@o de inferéncias a respeito de fendmenos observados na natureza € em nosso cotidiano.
Diferentemente do paradigma frequentista, a abordagem Bayesiana entende que a incerteza a
respeito dos parametros de um modelo pode ser expressa a partir de distribui¢des de probabilidade,
permitindo que estas entidades possam ser estudadas de maneira similar a uma varidvel aleatéria
qualquer. Esta incerteza € representada inicialmente por uma distribui¢do a priori a qual cumpre
o papel de conhecimento prévio em torno dos alvos do processo inferencial. A informacao a
priori n@o precisa ser necessariamente precisa (informativa) ou restritiva, uma vez que seu real
objetivo € oferecer um grau de liberdade adicional a modelagem do fendmeno em questdo. Com
o auxilio da regra de Bayes esta distribui¢do é combinada com a informac¢ao fornecida pelas

observagdes através da funcdo de verissimilhanga, culminando assim na distribuicdo a posteriori

P(eb’l:n)‘x P(ylzn|9) 77"(9) (2.1)
———— —_——
posteriori verossimilhanga priori

A relacdo (2.1) deve ainda ser complementada pela constante de normalizac¢io

P(ylzn) — ]EE[P(yI:mG)], (22)

a qual nem sempre pode ser tratada analiticamente devido a complexa forma funcional das
densidades envolvidas. Este problema pode ser agravado caso os dominios de integracio estejam
ligados a espagos de dimensdo elevada, o que inviabiliza a utilizacdo de métodos cldssicos de
quadratura. Desta forma, hd uma grande motivagdo para a busca de metodologias numéricas

mais robustas de integracdo como as aproximag¢des de Monte Carlo por exemplo.
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A informacao contida em uma distribui¢ao a posteriori sintetiza de maneira elegante

a incerteza acerca do modelo e a partir dela € possivel extrair conhecimentos cruciais para

a tomada de decisdo a respeito das quantidades desconhecidas do estudo. Com o intuito de

obter as melhores estimativas possiveis, especifica-se uma fun¢io de perda (8, 0) a qual pode

ser utilizada para quantificar o risco assumido em se utilizar 6 como uma estimativa para a
quantidade fixa 0:

R(576) = EY13,1|9[L<8(Y1:n)79)]' (2.3)

Ao associar a incerteza acerca de 0 a fungado de risco esperado (2.3) obtemos o conceito de Risco

Bayesiano:

%(8,0) =Eq[R(5,0)]
:/9/ L(3(y1:0), 0)p(dy1.0|0)7(d6)
|:/9L(6(y1;n)a 9)p(d9|y1:n)} p(dy1:n)

= oyn

> / ) {min/eL(S(yhn),Q)P(dey)’l:n)} pdy1n)

1)

~E,, [minEay,, [L(3(71,),0)] 24
Desta forma, podemos adotar o seguinte estimador

0= argminEg), [L(6,0)]. (2.5)

s :
Claramente, o emprego de fungdes de perda distintas acarretard na constru¢ao de estimativas
finais distintas. Uma escolha bastante comum, a qual serd adotada neste trabalho, € a funcdo de

perda quadratica

L(5,6) = (6 — 6)'Q(5 — ), (2.6)

onde Q € uma matriz simétrica positiva definida. A expressdo resultante em (2.6) ¢ uma forma
quadrética em 0, portanto seu minimo pode ser obtido igualando o respectivo gradiente a zero.

Neste caso, obtemos a estimativa final
6 =Eq,,, (0), 2.7)

correspondente a media a posteriori de 6.

A inferéncia Bayesiana conta também com critérios objetivos para a selecio de um
modelo paramétrico M; dentre uma familia de candidatos {M j}l}’:l' Este passo € indispensavel ja
que o processo inferencial parte da especificacdo de um modelo probabilistico M para o problema
de interesse. Caso o modelo definido ndo forne¢a uma descri¢do apropriada ao fendmeno em
questdo, o mecanismo de inferéncia pode culminar em resultados espurios. Seguindo a discussado

proposta em Gamerman e Lopes (2006), o modelo M;, associado ao vetor de parametros 6, €
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responsavel pela distribuicdo a posteriori

_ p(y1:a|0,M;)7(60;|M;)

p(6jlyin,Mj) = (2.8)
(6lyren, M) p(yialM;)
A razdo de chances do modelo M; com respeito ao modelo M) € dada por

P(Mjly1n) _ p(y1alM;) P(M;) (2.9)

P(Mkb’l:n) - p()’l:n|Mk) P(Mk),
B
ik

sendo B j; denominado o fator de Bayes. O fator de Bayes pode ser entendido como a razao de
verossimilhangas de M para M. Desta forma, a relagdo B, > 1 evidencia que o modelo M; €

mais plausivel que o modelo M;, para a andlise dos dados y.,.

2.2 Cadeias de Markov

Um processo estocdstico pode ser descrito sucintamente como uma colecio de varidveis
aleatdrias
X ={X;,t >0}

definida em um espago mensurdvel (Q,.7). Para os propésitos deste trabalho, Q se resumird
ao espaco Euclidiano n-dimensional R” equipado com a o-dlgebra de Borel (R"), a menor
o-dlgebra de R” contendo todos os abertos. O indice ¢ € [0,+o0) associado a cada varidvel

aleatdria (v.a.) X; € convenientemente interpretado como o tempo.

Defini¢do 1. Um processo estocdstico X é dito mensurével se, para cada A € Z(R"), o conjunto

{(t,0), X;(®w) € A} pertence a 5-dlgebra produto A([0,+)) ® .%. Ou seja, se a aplicagdo
(1,0) = Xi (@) : ([0, 400) x Q, B([0,+)) ® F) — (R", B(R"))

€ mensuravel.

Ao associar o-algebras a um dado processo estocdstico, temos como objetivo rastrear
a informacdo disponivel. Desta forma, considerando o fluxo temporal da dindmica envolvida,
podemos estabelecer nogdes de passado, presente e futuro e entdo avaliar o quanto um observador
externo do processo pode inferir do estado presente comparado ao montante de informagao

conhecida do passado ou ao montante a ser revelado em pontos futuros.

Defini¢do 2. Uma filtracdo associada ao espago amostral (,.%#) é definida por uma familia
crescente F = {.%;, t > 0} de o-dlgebras de .7 : F#; C % C .% para quaisquer 0 < s < 1.

Dizemos que o processo estocastico X ¢é adaptado a filtragdo {.%; } se, para cadat > 0,
X; é uma v.a. .%;-mensuravel. A escolha mais simples de filtracdo é aquela gerada pelo processo

estocdstico em questdo: .ZX := 6 (X;,0 < s <t), amenor o-dlgebra com respeito a qual X; é
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mensurdvel para qualquer s € [0,7]. Claramente, todo processo X ¢ adaptado a filtragdo .Z#X. A

ZX pode ser interpretada como: no instante de tempo ¢, um observador externo de

afirmacdo A €
X sabe dizer se o evento A ja ocorreu. Um espaco mensurdvel (Q,.%) associado a uma medida
de probabilidade P e a uma filtracdo [F € denotado por espago de probabilidade filtrado e é

representado por (Q,.%,F,P).

Defini¢do 3. Sejam (Q,.%]) e (Q,,.%,) dois espagos mensurdveis. Um nicleo de transi¢do de
(Q1,.%)) para (£,.%,) é uma fungdo Q : Q) x Qy — [0, 40| satisfazendo

1. Vx € Qi, O(w,-) é uma medida positiva em (Q,,.%>);

2. VA € .%;, afungdo x — Q(x,A) é .7 -mensurdvel.

Se Q(x,Q) =1, Vx € Qy, dizemos que Q é um nicleo de transi¢do, ou simplesmente um ntcleo.
Se Q| = Q, = Q (similarmente .7 = %, = .%) e Q(x,Q) = 1, Vx € Q, dizemos que Q define

um nicleo de transi¢do Markoviano em (Q,.%).

Dizemos que um nucleo de transi¢do Q admite uma densidade com respeito a medida u
em Q; se existirir uma fun¢@o ndo-negativa q : ) X Q — [0, +o0|, mensurdvel com respeito a

o-dlgebra produto .7 ® %>, tal que

0(xA) = [ geyudy), e
A funcdo g € denominada a funcdo densidade de transicdo ou funcdo densidade condicional.

Definicao 4 (Cadeia de Markov (homogénea)). Sejam (,.#,F, P) um espaco de probabilidade
filtrado. Um processo estocdstico {X; }x>o € dito uma Cadeia de Markov Homogéna sob P, com
respeito a filtracao [F e ao nicleo de transi¢ao Q, se ele for F-adaptado e para quaisquer k > 0 e
AeQ,

P(Xiy1 € A[F) = O(Xi,A). (2.10)

A distribui¢do de X é denominada a distribuicdo inicial.

Uma cadeia de Markov define um processo estocdstico cuja distribui¢do de probabilidade
dos estados no instante k depende exclusivamente da configuracio dos estados na posi¢do imedi-
atamente anterior k — 1. Uma propriedade fundamental destas cadeias € que suas distribui¢cdes
finito-dimensionais podem ser completamente especificadas pela distribui¢do inicial em conjunto

com o nucleo de transi¢do da cadeia:

k

ELf (o, X)) = [ . em)v(dxo) [T Q0j-1.d))

Jj=1

onde v expressa a distribui¢do inicial da cadeia, k >0 e f € .% (Qk“)
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Em diversas situacdes € desejavel que a cadeia de Markov sob estudo apresente um
comportamento de estabilidade a medida que as observagdes evoluem no tempo, isto €, buscamos
a existéncia de uma medida 7 tal que se X, ~ 7 entdo X,,;| ~ 7, para n suficientemente grande.

Formalmente, 7 deve satisfazer a relacdo de invariancia
7(A) = / O(x,A)r(dx), VA€ 7. 2.11)

Nestes casos, a cadeia € dita estacionaria com medida invariante 7. Esta classe especifica de

cadeias serd particularmente interessante para o desenvolvimento de métodos MCMC (Capitulo
3).

2.3 Cadeias Markovianas Ocultas

Modelos Markovianos Ocultos podem ser entendidos, de uma maneira informal, como
cadeias de Markov observadas sob a influéncia de alguma fonte de ruidos. A metodologia lida
basicamente com um processo estocdstico X C R™, o qual representa a evolugdo dos estados
latentes do sistema segundo uma estrutura Markoviana, e sua respectiva sequéncia de observacdes
parciais Y C R™. O objetivo principal desses modelos € avaliar fun¢des associadas a sequéncia
de estados latentes xi., = {x1,x2,...,x,} condicionada aos valores observados parcialmente;
um procedimento que passa fundamentalmente pela especificacdo da densidade condicional

Po(x1:N|y1:n), 6 € R™. Uma descri¢do mais rigorosa do modelo é apresentada a sequir.

Figura 1 — Representacdo grafica da estrutura de dependéncia de uma cadeia Markoviana oculta; {y,}}_ ilustra a
sequéncia de observagdes, {x; }}_ a cadeia de Markov latente e 6 o vetor de pardmetros estdticos.
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Definicao 5 (Modelo Markoviano Oculto). Sejam (Q1,.%]) e (Q,,.%,) espagos mensuraveis
e suponha que Q e G representem, respectivamente, um nucleo de transicdo Markoviano em
(Q1,-#1) e um nicleo de transigdo de (Q,.%]) para (Q,,.%,). Considere ainda o nicleo Marko-
viano definido no espago produto (Q; x Q;,.%| ® .%,) por

T ((x,y),C) = //CQ(x,dx')G(x’,dy'), () EXXY,CEF 0T  (2.12)

A cadeia de Markov {X;, Y} } x>0 com niicleo de transi¢do 7 e distribui¢do inicial V ® G, onde V

¢ uma medida de probabilidade em (Q},.%]), é denominada modelo oculto de Markov.

Neste trabalho estaremos interessados no caso particular de modelos cujas relagdes de
transi¢ao possam ser representadas por meio de fung¢des densidade de probabilidade em seu
sentido mais usual (com respeito a medida de Lebesgue). Para tal, precisamos deixar claras as

hipéteses de dominagdo acerca do modelo.

Definicdo 6. Sejam A e u medidas de probabilidade em (Q;,.%#]) e (Qy,.#;), respectivamente,
tais que para todo x € Q1, Q(x,-) e G(x, -) sejam absolutamente continuos com respeito a A e u,
G(x,) < u(-) e Qx,-) < A(+), com fungdes densidade de transi¢do g(x,-) e g(x,-). Neste caso,
para qualquer A € .1, temos que

0(x.4) = [ alx.x)2(av)

e o modelo € dito completamente dominado. O ntcleo de transicdo Markoviano conjunto 7' €

entdo dominado pela medida produto A ® ut e admite a fungdo densidade de transig¢do
t((x), (¢,3) = qlx.x)g(+',y). (2.13)

Ressaltamos que nos modelos completamente dominados, a notagdo v serd utilizada para
representar a fungdo densidade de transicdo do estado inicial Xy (com respeito a 1) ao invés
da propria distribuicao de probabilidade. Com esta notag¢do, o problema pode ser formalmente

descrito por:

v(xo) distribuicdo inicial;
q(xelx—1), t>1, dindmica de evolugdo dos estados latentes;
gylxe), >0, dinamica das observagdes parciais,

onde v,q e g sdo funcdes densidade de probabilidade. Desta forma, € suficiente especificar

V, g e g para obter uma descri¢do completa do problema.

A definicdo de cadeia oculta de Markov carrega nas entrelinhas um conceito crucial para
o desenvolvimento de solucdes para o problema da filtragem: independéncia condicional das
observacdes. E possivel demonstrar que (CAPPE; MOULINES; RYDEN, 2005), condiciona-
das ao processo latente {X; }r>0, as observagdes {¥} }x>0 sdo independentes e, para cada n, a

distribui¢do condicional de Y, depende apenas de X;,.
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2.4 O Problema da Filtragem

O objetivo primério dos modelos ocultos Markovianos € a realiza¢do de inferéncias a
respeito da sequéncia ndo-observada Xy, X1, ..., X;, condicionada a um conjunto de observacdes
Y0,Y1,Ya,....Y;. Nesta secao formalizaremos esta questao além de apresentar alguns dos desafios
impostos por ela. Seguindo as defini¢cdes apresentadas anteriormente, a discussdo serd focada em

modelos completamente dominados por medidas de Lebesgue.

Definicéio 7 (Verossimilhanga). Seja {Xg,Y; }x>0 um modelo oculto de Markov em (Q; x Q)
com nucleo de transicdo T' = Q X G completamente dominado, conforme (2.13). A verossimi-
lhanca das observacgdes € a funcdo densidade de probabilidade de Yy, Y, ...,Y;, definida para
qualquer sequéncia de observagdes (yo,y1,---,:) € 9’2“, por

Lo )= X X [ Xt ) g (X | Xp— dxodx;...dx;. 2.14
Gon) = [ [+ [ vixolg(ro o>{gg<yk| v o} o 214

A construcao da fun¢do de verossimilhanca das observacdes € um quesito basico em
qualquer problema de inferéncia estatistica. No entanto, nos modelos em questao, esta relacao
em separado ndo é sensivel ao comportamento do objeto de estimagdo (sequéncia oculta) como
nos problemas classicos de inferéncia paramétrica. O foco da inferéncia deve ser entdo um elo

de ligacdo entre os espacgos das observacdes e dos estados latentes.

Definiciio 8 (Filtragem e Predi¢do). Sejam r!’ )e p(’ ) as func¢des densidade de probabilidade de

Xo:+ € X;4+1 condicionadas a sequéncia de observacdes Y(.:
t t
Xox[Yor ~ ", Xes1[You ~ 1.

O processo de inferéncia das densidades r*) e p() ¢ denominado filtragem e predico, respecti-

vamente.

Em aplicacdes envolvendo aprendizagem em tempo real, estaremos interessados na
inferéncia a respeito do estado mais atual, dada a sequéncia de observacdes. Nestes casos, o foco

do problema da filtragem € a densidade marginal

m(t)(xtb’O:t) :/---/”(l)(XO:z‘yO:z)dxo---dxt—l-

A densidade alvo do problema da filtragem € suficiente para descrever uma relacdo de transi¢ao

entre os espagos Qp e Qj:
- dadoumevento A € f{gﬂrl, V0 > / o / ) (x0:¢ |y0:r )dx0:; € uma funcdo Q’;l -mensuravel;
A

- dada uma sequéncia yg.;, A — / . / ) (x0:t|y0:¢ )dx0.s € uma medida de probabilidade
A

em (Ql—i—l ’ j&l®t+1)'
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Neste cendrio, a verossimilhanga das observacdes aparece apenas como um instrumento comple-
mentar para a obtenc¢do de f (). Esta relacdo de complementacgdo fica evidente ao analisarmos as

seguintes recursoes obtidas a partir do Teorema de Bayes:

(e e ) q (e 1)

D (x0x |yox) = r(t_l)(XO:zfl|}’0:171)L(t_l)())0:z71)g 00 (2.15)
t
P(t71)<xt‘YO:t—l) :/‘I(xt|xt—l)m(t1)(xt—l|y0:t—1)dxt—1, (2.16)
(r—1) L
m®) (% |01 ) :L(t—l)(yojt)g()’z‘xt)P (x| y0: 1)‘ 2.17)

L([) (yO:t)
As equacdes acima induziriam naturalmente um algoritmo de estimag¢do para o problema da
filtragem caso as expressodes envolvidas pudessem ser tratadas analiticamente em casos gerais.

Contudo, sdo raras as subclasses do modelo cujas estruturas admitem este tratamento.

Uma vez solucionado o problema da filtragem, estaremos interessados em avaliar quanti-

dades da forma:
1(h) = E[h(Xox) [yos] = / - / h(x0)r® (xou [you )dxo - - -z, (2.18)

onde £ : Qﬁ“ — R é uma funcao integravel com respeito a densidade filtrada. Escolhas bastante

usuais de integradores sdo
h(x0:) = X0 € h(xo;) = xzsz —Elx; |y0:t]]ET [xe [o:]

as quais resultam em estimativas para média e variancia condicionais, respectivamente. Mesmo
obtendo expressdes fechadas para a densidade filtrada ' ), na pratica ainda podemos encontrar
dificuldades na conclusdo da andlise devido a relagdo integral acima. O custo de lidarmos com a
auséncia de restri¢des fortes na especificagdo funcional das densidades de transicao € basicamente
o surgimento de integrandos complicados o suficiente para impossibilitar o desenvolvimento de

solugdes puramente analiticas.

2.5 Suavizacao

Suavizacdo corresponde a um procedimento intimamente relacionado a questdo da
filtragem. Enquanto os dispositivos de filtragem focam na inferéncia dos estados latentes Xo.;
mais atuais condicionados nas medi¢des Y., disponiveis até o presente instante ¢, os métodos de
suavizacdo visam estimar a distribuicdo de um estado X; dadas todas as medi¢des até um instante
posterior Y; ;. Como um resultado imediato do acesso a informacdes extras, temos a constru¢ao

de estimativas mais suaves se comparadas as obtidas no passo de filtragem.

Definicao 9 (Suavizacdo). Assuma que em um dado instante de tempo k temos acesso as
medicdes Y., com ¢t > k e considere gb(k’t ) a distribuicdo de X condicionada a esta sequéncia de
informacgdes:

Xe[Yor ~ 0% k<.



2.6. Pardmetros Estdticos 41

O processo de inferéncia da densidade q)(k’[ ) é denominado suavizagao.

Uma andlise mais precisa do problema da suavizacio pode ser feita a partir dos resultados
ja estabalecidos para densidade de filtragem ri1) (x0:|v1:¢), para tal basta utilizarmos um passo de

integracdo marginal com respeito as variaveis latentes (Xo.x—1,Xg+1:)-

ok (x) = / r) (xo |yo:r ) Aok 14 1:

k
)’0 / /{[ g2(yolxo) Hq xj|x] 1) yj|xj)dx]]
'

J=1

X [61(xk+1|x)g(yk+1|xk+1) I1 Q(xj|xj1>8(w|xj)dxj] }v

j=k+2

onde Hlj‘-zl q(xjlxj—1)g(vjlx)dx; e TTj—g 2 q(xjlxj—1)g(v)lx;)dx; sdo vazios parak =0 et =1,
respectivamente. Para simplificar a notacdo, € comum definir as quantidades

k
) (voux) / / x0)g(volxo) [ T a(xjlxj—1)g(yjlx;)dx; (2.19)
j=1
€
ﬁ(tvt)E
(k) l x; |x;)dx; 2.20
B yk-l—lta xk+1|x )’k+1|xk+1) H (lexj—l)g(yj|x]) Xj, (2.20)
j=k+2

denominadas sequencias sucessivas e retroativas, respectivamente. Assim, chegamos a seguinte
familia de recursdes sucessivas-retroativas (“forward-backward recursions”) para o problema de

suavizagao:
1

000 / a® (o) BE) (s 1,%), k<1 2.21)

(k1) () —
(P (X) L(t) (yO:t

Formulas recursivas mais sofisticadas podem ser desenvolvidas para o tratamento do
problema da estimacao. Tais abordagens ndo sdo discutidas aqui pois nosso objetivo € apresentar
apenas os pilares da teoria e ndo cobrir todo o tema; uma excelente revisdao das recursoes de

suavizagdo € apresentada no trabalho de Cappé, Moulines e Ryden (2005).

2.6 Parametros Estaticos

Nas secoOes anteriores, assumimos que as funcdes de densidade v, g e g eram completa-
mente conhecidas, permitindo assim que a inferéncia fosse concentrada no problema dos estados
latentes. Contudo, € comum conhecermos apenas as familias correspondentes a cada uma das

densidades, de modo que sua especificacdo completa passaria pela selecao adequada de um vetor
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de parametros 6 € R"¢. A formulacdo mais adequada do modelo seria entdo da forma:

Vo (x0) distribuicdo inicial,
qo(xelx—1), t>1, dindmica de evolugdo dos estados latentes;
govlxt), >0, dinimica das observagdes parciais.

Neste caso, a fun¢do de verossimilhancga herda prontamente a dependéncia de 0:

t
LY (vox) ://“'/VG(X0>86()70’X0){ng()’k‘xk)qe(xk‘xk1)}dx0dx1---dxt- (2.22)
k=1

Diferentemente da sequéncia de estados latentes X;.;, o vetor 8 é uma quantidade fixa, isto é,
nao possui dindmica de evolucao natural. Por esta razao 6 é comumente denominado o conjunto

de pardametros estdticos do modelo.

A inferéncia destes parametros pode seguir as metodologias tradicionais, frequentista
ou Bayesiana, partindo da fun¢do de verossimilhanca (2.14). No ambito frequentista, métodos
baseados na maximazac¢do da funcao de verossimilhanca Lg) normalmente fazem uso da fungdo
score e da matriz de informacdo, as quais estdo relacionadas as duas primeiras derivadas da
funcdo log-verossimilhanca com respeito a 6. Em um primeiro momento, € possivel explorar
as identidades de Fisher-Louis (Cappé, Moulines e Ryden (2005)) de modo a expressar essas

quantidades em termos das densidades de transi¢ao do modelo:

vol(6) = [ Vologpa(ros,0u)r§ (ioalyos)doa, (2.23)
~V310(0) = (V3O HV3I"(0)) ~ [ [V3poios.oa)
+{vglog po(xo:.y0:1) H g log po (X0, y0:1) }' | ré’ (v |you ) dxou, (2.24)

onde
11(6) := long)

1

Po(x0:,y0:1) = Vo (x0)ge (yolxo) [ T g0 (velxi) g6 (xilxi—1)-
k=1

Entretanto, apesar da simplicidade usual das densidades de transicdo g e g, assim como da
condi¢do inicial v, as integrais acima impossibilitam o tratamento analitico das quantidades de
interesse. No contexto Bayesiano, um problema andlogo surge na especificacio da distribuicio a

posteriori

f)
(vo.r)p(0) (2.25)
t

It
p(9|y :t) - 0 .
" [ o0p(6)a0

Novamente, a complexidade do passo de integracao impossibilita o desenvolvimento de uma

tratativa analitica para o problema.
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De uma forma geral vimos que os problemas de filtragem, suavizagdo e aprendizagem
de pardmetros estdticos sdo formalmente bem definidos, no entanto compartilham a dependéncia
de integrais multiplas, de dimensdes elevadas, com respeito a funcdes ndo triviais. Em alguns
casos € possivel realizar ajustes finos no modelo, tais como transformacgdes ou condicionamentos
parciais, de modo a diminuir a complexidade das recursdes envolvidas, porém estes casos sdao
menos numerosos. Na prética tratamentos analiticos para estas integrais nao sdo acessiveis, o que

fornece uma grande motivacao para o desenvolvimento de um ferramental numérico robusto.
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CAPITULO

METODOS DE MONTE CARLO

Métodos de Monte Carlo englobam uma familia de algoritmos fundamentados na si-
mulacgdo de eventos probabilisticos com o intuito de construir aproximag¢des numéricas para
problemas complexos. Neste trabalho estaremos particularmente interessados em procedimentos
do tipo Integracdo de Monte Carlo, uma subclasse de procedimentos ligados a aproximacao de
integrais em cendrios onde os tradicionais métodos de quadratura ndo apresentam desempenho

satisfatério. De uma forma geral, o problema se resume ao codmputo de integrais da forma

(.7%) = Ealf ()] = | 1(0m(a). G

onde € representa o espaco amostral de interesse, f : 2 — R é uma fun¢ido mensurdvel qualquer

e 7 ¢ uma medida de probabilidade cuja interpretacdo varia de acordo com a aplicagdo.

Integradores de Monte Carlo tratam o problema (3.1) através de aproximagdes da medida

continua 7 por meio de medidas aleatdrias da forma

N
(dx) =) ©- 8 (dx), (3.2)

i=1

onde o : Q — R é uma fun¢@o auxiliar de ponderagdo, d,(-) € o operador delta de Dirac e
AN

{x(’) } . € um suporte aleatdrio obtido por meio da realizacdo de algum modelo probabilistico
1=

de tratamento simples. Tal perspectiva € consistente por ser capaz de assegurar que a proximidade

entre as distribuicdes 7 e 7 aumenta a medida que o tamanho amostral N cresce. Assim, podemos

substituir o calculo de integrais complexas pela estimativa da média ponderada:

(.7) ~ (.3
y 3 (@)
=Y [0 W) = L) (). (.3

cuja consisténcia € assegurada pela Lei dos Grandes Nimeros (LGN).
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Em cenérios ideais, podemos considerar que o mecanismo de amostragem do suporte
€ capaz de simular realizagdes diretamente do modelo 7 de modo a construir aproximagdes

simplificadas

M=

Oy (i) (dx). (3.4)
i=1

Neste caso, temos a seguinte estimativa:

/f )#(dx) = 1Zf( ), (3.5)

a qual também converge para a solucdo do problema (3.1) por um argumento andlogo ao
considerado na relacdo (3.3). Além disso, temos que o dispositivo oferece estimativas nao
viciadas cuja variancia é dada por

Varl(f, )] = /)

= & [ ()~ Bl X)) ), (36)

indicando que a precisdo da estimativa aumenta a medida que o tamanho amostral N cresce.
Podemos assegurar ainda que, sob condi¢des de regularidade, a distribuicdo das estimativas
construidas por meio de integradores de Monte Carlo pode ser estudada com o auxilio do
Teorema Central do Limite (TCL):

VN ((£.8)= (£.m)) L N (0, VaralF(X)]) | 3.7

a medida que N — +-oo. Desta forma, em linhas gerais, o problema da integracdo € substituido

pela busca de uma sistemadtica eficiente para a simulacio de valores provenientes da distribui¢ao
AN
alvo 7. Dentre as virtudes da integracao de Monte Carlo podemos citar o fato de que {x(’)}

i=1
garante automaticamente uma cobertura das regides mais releventas do dominio de integracao
(espago amostral) e sua taxa de convergéncia da ordem de 1/+/N independe da dimensio do
problema. Em contrapartida, nem sempre € possivel amostrar diretamente do modelo 7 € mesmo

metodologias de amostragem indireta podem ser computacionalmente complexas.

As préximas secdes apresentam sucintamente alguns dos principais métodos de simulacio
de varidveis aleatdrias: amostragem por rejeicdo, amostragem por importancia e Monte Carlo via
Cadeias de Markov (Markov Chain Monte Carlo (MCMC)). A abordagem visa elucidar apenas
os conceitos basicos empregados no campo dos métodos SMC, os quais constituem o principal
objeto de estudo deste trabalho. As se¢des seguintes apresentam com mais riqueza de detalhes
as ideias principais acerca dos algoritmos de amostragem sequencial ou filtros de particulas. A
discussdo abordard tanto os conceitos de filtragem pura quanto a aprendizagem de parametros

estdticos, a partir de uma revisao dos principais algoritmos encontrados na literatura.
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3.1 Amostragem por Rejeicao

Obter amostras oriundas do modelo 7, passo indispensdvel para a implementagdo dos
integradores de Monte Carlo, pode ser uma tarefa bastante complexa analitica € computacional-
mente. Nos casos mais simples seria possivel explorar, por exemplo, a utilizagdo de métodos de
transformacdo como os dispositivos de Box-Muller ou da transformacéo inversa. No entanto, tais
métodos ndo podem ser aplicados de forma ampla e objetiva, dificultando a construcao eficaz
de algoritmos mais robustos. Uma abordagem tradicional que pode ser estendida a uma familia
mais vasta de problemas, denominada amostragem por rejeicdo, sugere que o procedimento
pode ser realizado de maneira indireta através da simulacdo de pontos provenientes de uma
distribuicdo proposta g de tratamento mais simples. As instancias geradas indiretamente a partir
do modelo g sao aceitas ou rejeitadas segundo um critério quantitativo capaz de assegurar ao
final do algoritmo a obtencdo de uma amostra aleatéria da distribui¢@o alvo 7. A premissa basica
para a aplicacdo do algoritmo € a escolha de uma proposta absolutamente continua com respeito

ao alvo, isto é, devemos escolher ¢ tal que
T(A)=0=¢q(A) =0, VA€ AB(Q). (3.8)

Tal relacdo entre medidas € usualmente expressa por ¢ < T € assegura que a distribui¢do
proposta seja incapaz de realizar observagdes de probabilidade nula com respeito ao modelo
original. Além disso, € preciso garantir a existéncia de uma cota superior kK para a densidade de

7T com respeito a g:

CCZZ—Z()C) <k, VxeQ.

Algoritmo 1: Amostragem por Rejeicao

Entrada: Tamanho amostral (N), medidas alvo (7) e proposta (g);
AN
Saida: Amostra {X(‘) } o T,

1 parai< 1 até N faca

2 repita

3 amostre x ~ ¢;

4 amostre U ~ u(0,1);
s | atéU < L9 (x);

6 X0 x;

7 fim
N

retorna {X(i) } E

®

O dispositivo pratico de rejeicao pode ser explorado também em cendrios onde a forma

funcional de 7 € conhecida a menos de uma constante de normalizacdo:
1
m(dx) = Zn(dx), Z=Eqy[1],

a qual pode ser inserida no algoritmo de forma direta.
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O método da amostragem por rejeicao pode ser justificado por um argumento geométrico
simples e pode ser explorado nos mais variados contextos, entretanto, sua eficiéncia € fortemente

dependente do parametro k. A taxa de aceitacdo do método pode ser obtida da seguinte forma:

P (U < %%(X)) =, {P (U < l‘;—n(x)‘x)l

q Kdq

ldr

8, | )
q
1 fdrn

/o d—q(x)Q(dX)

1 1
. /Q A(d) = - (3.9)

K

Na prdtica, quando K € associado a valores elevados (muito superiores a 1), a vasta maioria dos
pontos gerados pelo modelo proposto serdo descartados. Situacdes desta natureza sao observadas
principalmente quando a diferenca entre as medidas 7 e ¢ é muito significativa, o que ocorre
frequentemente quando a complexidade de 7 € grande. Nestes casos, a busca por estratégias tao
abrangentes quanto este dispositivo, porém de menor custo computacional, € tratada como um

problema de grande relevancia no contexto dos métodos de Monte Carlo.

3.2 Amostragem por Importancia

O dispositivo de amostragem por importancia pode ser entendido como uma solucdo
imediata para o problema de eficiéncia apresentado pela técnica de amostragem por rejeicao. Este
segundo conceito também faz uso de um modelo proposto g o qual segue as mesmas condig¢des
de regularidades do caso anterior. Entretanto, o passo de rejeicao € substituido por uma espécie
de passo de “corre¢ao” que possibilita o aproveitamento de todos as observagdes geradas a partir

de g, conferindo mais eficiéncia ao método.

O integrador de Monte Carlo obtido obtido por meio desta perspectiva € associado a um

problema transformado, o que pode ser descrito pela relacao fundamental:

an

E comum resumirmos a relagdo acima através da introducdo da seguinte quantidade

_d7‘C

CO(X) = d_q

(x), (3.11)

a qual é popularmente conhecida como peso de importancia de x, ou simplesmente, importdncia

de x. Em notacdo integral, obtemos:

(r.m)= [ (@-£)(a(d). (3.12)
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A medida proposta g € escolhida de modo a garantir a utilizagdo de um modelo similar a 7w e

AN
do qual seja possivel obter realizacdes {x(’) } ] independentes e identicamentes distribuidas.
=

Neste caso, lidaremos com aproximagdes da forma:

1Y :
©-8(dx) ¢ (fiA)= Y (@1 (). (3.13)

1=

=

”MZ

1
N !

—_

as quais consistem de estimativas ndo viciadas e consistentes em analogia com os resultados ja

mencionados no inicio do capitulo. Podemos considerar também a versdao normalizada de (3.13):

1lv 1_v_ (o f) (x(i)> - jzvl(drf) (x(i)>, (3.14)

NZk 1w(xk)) _i:1

@(-) = a)(-)/é ® (x<k>) .

A corre¢do adotada acima € assintoticamente consistente ja que

(f,7) =

onde

]%Igla) (x(k)> o, E, {Z’—Z(X)} =Eq[1] =1,

a medida que N — +oo. Apesar de acrescentar um pequeno vicio as estimativas, a versao
normalizada (3.14) pode ser explorada em situagdes onde 7 € conhecida a menos de uma
constante e, além disso, oferece um menor erro quadratico médio de aproximagdo conforme
apontado por Liu (2004).

E razodvel assumir que a variabilidade dos estimadores obtidos com o auxilio da amos-

tragem por importancia dependa diretamente da distribuicdo proposta g. De fato,

Varl (7, )] = . Var [(@ - £)(X)]
T 2
=5 | [ 7t - ( | <w-f><x>q<dx>) ]
1 -
:NFK (/f )]
=+ (Egl(0- /()] - BAF(X))). (3.15)

Desta forma, podemos tentar obter a proposta capaz de minimizar a dispersdo das estimativas.

Considerando g uma proposta qualquer e tomando

g =If|- 7 /Ez]|f(X)]], (3.16)
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obtemos:
Varg (@ £)(X)] = Eg[(@ - £)*(X)] = EZ[f(X)]
[ (@ AE)rdx)
[ Bl

(X)], (3.17)

sendo a penultima passagem uma aplicacdo direta da desigualdade de Jensen. Assim, a relacao

(3.16) corresponde a escolha 6tima de distribuicao proposta.

A eficiéncia dos integradores de Monte Carlo construidos a partir da amostragem por
importancia pode ser acessada através de um estudo comparativo entre estes estimadores e
aqueles obtidos por meio de simulacdo perfeita — como no caso do método da rejei¢ao por
exemplo. Liu (2004) mostra que a variabilidade do procedimento baseado em amostragem por
importancia pode ser dada alternativamente por:

Var ™ [(£,7)] = Varg[(@- F)(X)] & NVara FOOH Varlo()]). B8

Utilizando a variabilidade ja conhecida do estimador obtido por meio de M observagdes proveni-

entes de dispositivos de simulagdo perfeita,
1
VarlPeD[(f, )] = 27 Vara[ (), (3.19)

temos que a eficiéncia relativa entre as duas abordagens segue da razao:

Var(imp)
Var(per)

(F,70)] ~ %{1 1 Var,[0(X)]}. (3.20)

Finalmente, notemos que o tamanho amostral N,; — tamanho amostral em um experimento
baseado em amostragem perfeita para garantir a mesma efetividade do estimador por importantica

— pode ser extraido imediatamente da relacao acima:

Nos B - N
{1+ Varg [0(X)]} = 1= Ney = - ] <M (3.21)

Por esta razdo, a quantidade acima é denotada o Tamanho Efetivo da Amostra (TEA). Como
a funcdo @ € conhecida a menos de uma constante em muitas situagdes, a variancia presente

no denominador acima € estimada através do coeficiente de variagdo dos pesos ainda nao

(0 _5>2/N.52’ (3.22)

normalizados:

=

CVyloX)] ~ 1

~
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onde ) = @ (x(i)> e = li\,Zévzl o). Assim, o TEA do experimento pode ser expresso por

N
Nep = 1 4 Var,[o(X)]
N N
T 140V, [0X)]
. Nw)? 1
- YV (@D)2 YN (@)

Na prética, o tamanho efetivo amostral informa que a inferéncia baseada em amostragem por

(3.23)

importancia carrega um montante de informacao equivalente aquela oferecida por meio de uma
amostra iid de tamanho inferior. Este resultado € bastante intuitivo uma vez que as aproximacoes
por importancia ganham mais eficiéncia computacional através da construcao de solugdes um

pouco mais grosseiras.

3.3 Monte Carlo via Cadeias de Markov

Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov sdo baseados na geracdo de cadeias de
Markov cuja distribui¢@o estaciondria coincide com o modelo alvo 7. Neste caso, assim como na
amostragem por rejeicado, teremos ao final do algoritmo uma amostra governada pela medida
7. De forma sucinta, a ideia € gerar uma cadeia suficientemente longa e tomar como amostra
resultante um subconjunto das ultimas observacdes geradas pela cadeia. Neste caso, o desafio
passa a ser determinar procedimentos eficientes para a simulacdo de cadeias ergddicas com a
distribuicao estaciondria adequada. A metodologia padrio apoia-se na obtencdo de nticleos de

transi¢do K os quais satisfazem o Principio do Balanceamento Detalhado:

P (X)K(x,y) = ¢ (y)K(y,x), (3.24)

para alguma funcdo ¢ : Q — R. Caso a condicao de balanceamento detalhado seja satisfeita
para o nucleo de transicao K e ¢ seja uma funcdo densidade de probabilidade, entdo a cadeia é

reversivel, portanto estaciondria, e possui ¢ como densidade associada a distribui¢do invariante.

A versdo mais utilizada deste algoritmo explora a perspectiva de Metropolis-Hastings

(MH), a qual define a transi¢ao da cadeia a partir de uma mistura finita

K (xp,Xn41) = 0nq(Xpt1]xn) + (1 — 04;) 8y, (Xp+1), (3.25)

onde g é um densidade proposta (usualmente simétrica) e @, € (0, 1) é um pardmetro de aceita¢do
que evolui sequencialmente como funcao de x, e x, 1. Dada a natureza da transicdo adotada
por este dispositivo, temos que a evolucdo da cadeia pode ser implementada de forma direta por
meio de uma passo de rejeicdo. Uma variante simplificada do método € descrita pelo Algoritmo

13 a seguir.
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Algoritmo 2: Metropolis-Hastings

Entrada: Tamanho amostral (N), densidades de transi¢do (K), inicial (v) e alvo (7);
AN
Saida: Amostra aleatdria {X (@) } | ~ T,
=

1 amostre X ~ V;

2 n+1;

3 repita

4 amostre X, ~ K(X,,_1,-);
5 amostre U ~ u(0,1);

n(Xn)K(Xerth) )
7E(Xn71)K(Xn717Xn) ’

6 Ocemin(l

7 se U < o entao
8 L X, — X;;
9 senao

10 L Xy < Xn—15

11 n<—n+1;
12 até critério de parada,
13 retorna N ultimas observagdes da cadeia;

Um segundo dispositivo bastante popular na literatura consiste do Amostrador de Gibbs,
o qual explora a ideia de distribuicdes condicionais completas para a constru¢cdo de um nicleo de
transi¢do adequado ao principio do balanceamento detalhado. Se X € R™ ¢ distribuida segundo
7, entdo o conjunto de distribui¢des condicionais completas { p }i*, é composto pela familia

de modelos probabilisticos associadoss a:
X|X_i, i=1,2,...,n, (3.26)

onde X_; = (X1,X2, ..., Xi—1,Xi+1,..-,Xn, ). A estratégia consiste basicamente de gerar novas ob-
servacdes iterativamente a partir da familia de condicionais completas. Assim como o Algoritmo
MH, o amostrador de Gibbs satisfaz o principio do balanceamento detalhado com respeito a

medida 7, o que garante uma amostragem consistente.

A metodologia MCMC conta ainda com vasto conjunto de tépicos importantes. Uma
andlise mais completa envolveria o estabelecimento de critérios de parada para os algoritmos
assim como o desenvolvimento de um dispositivo de selecdo mais adequado com respeito a
amostra final. Poderiamos também focar em pontos mais especificos como na especificagdo de
nucleos de transicdo mais eficazes no Algoritmo MH ou na determinacdo de amostragem por
blocos no Amostrador de Gibbs. Entretanto, estas discussdes fogem dos objetivos deste trabalho.
Excelentes revisdes do topico podem ser obtidas nas obras de Gilks, Richardson e Spiegelhalter
(1995) e Gamerman e Lopes (2006). Apesar de sua flexibilidade, os métodos MCMC podem
ser desvantajosos no contexto da inferéncia sequencial. E possivel obter versdes robustas destes
algoritmos neste cendrio porém 0s mesmos serdo frequentemente complexos em termos de
tempo e/ou memdria. Desta forma, € conveniente concentrar esforcos na busca por metodologias

alternativas também.
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Algoritmo 3: Amostrador de Gibbs
Entrada: Tamanho amostral (N), densidades inicial (V) e condicionais completas

{P}; N
Saida: Amostra {X(i) } [ T,

1 amostre X ~ V;
2 n+1;
3 repita
4 para i < 1 até n, faca
5 L amostre X, ~ p(i) (x| X_in);
X, (X]n,in, ...,ann)t;
n<—n+1;
até critério de parada;
retorna N ultimas observacdes da cadeia;

3.4 Amostragem Sequencial por Importancia

Aplicacdes envolvendo estruturas de dimensdes elevadas podem ser muito complexas
para serem tratadas por meio das abordagens de simulag¢ao direta. Uma forma alternativa de
lidar com tais aplicagdes seria considerar o problema multidimensional como um processo
sequencial cuja dimensdo cresce gradativamente a cada instante de evolucdo. Consideremos por
exemplo o problema de amostrar da distribui¢do 7, definida no espago produto (Q"*, % (Q")).

Um dispositivo sequencial de amostragem poderia explorar a fatoragao

T (dx1:n) = Tn—1(dX1:0-1) Tpn—1 (dXn|X1:0-1)
n

= i (dxr) [ T i (dxilerion), (3.27)
i=2

(1:N)

com o intuito de operar sempre em dimensdes menores: amostra-se X, ~ 71 no instante de
partida e entdo, condicionado as realizacdes ja obtidas, amostra-se Xi(I:N) ~ T;);—1 NOS instantes
i=2,3,...,n. Além de facilitar o processo de amostragem, esta perspectiva oferece interpreta-
coes frutiferas por se adaptar perfeitamente a problemas reais naturalmente sequenciais, como

aplicacdes envolvendo processos estocdsticos por exemplo.
A metodologia sequencial mais comum consiste de um extensdo do dispositivo de
amostragem por importancia onde as distribui¢cdes propostas assumem a forma fatorada
qn (dxlzn> =(qn—-1 (dxl:nfl >Qn\n—l (dxn |x1:n71)
n
= q1(dx1) [ T gii—1 (dxilxi:i-1), (3.28)
i=2
e como consequéncia imediata, temos também uma generalizacdo da condi¢do bdsica de regula-

ridade

q<<LmT e dili—1 < Ti)i—15 i=,2,...,n. (3.29)
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A densidade associada aos pesos de importincia @, : Q" — R resulta da combinagdo das
fatoracdes (3.27-3.28), um procedimento que pode ser realizado de forma recursiva dando

origem a um dispositivo pratico de atualizagdo:

. d(ﬂ:n—l X nn|n—l)

= (*1:0—1,%n)

d(qn,1 X Qn\n—l) " !

dm, dnn|n—l
= X1—1) " X

dqu- ( dQn|n71 ( n)

dnn\nfl
= Wp—1X1:n—1) * Xn)- (3.30)
" ( " ) dqn\n—l( )

Considerando a filtragem ff ‘=0 (X, k=1,2,...,n), podemos ainda explorar o esquema de

atualizag@o acima para deduzir

ar 1 1
Equ,l [wnJrl(Xl:nJrl)‘yrf] = Eqn+1 wf’l(XI:n) . d nr |n (XI:anJrl) 3;3(
dn+1in ]
dﬂn+l|n X
- wn(Xlzn) 'quH,l —(XI:anJrl) Jn
dqn+1|n ]
= 0p(X1:n) - Eg, ., [1 ‘g&ﬂ
= 0, (X1:n)- (3.31)

Neste caso, se esta sequéncia de ponderagdes satisfazer a condigdo E,, [|@,(X1.,)|] < +oe,
Vn, entdo tal sequéncia constituirda um Martingale. Mais ainda, se pudermos assegurar que
sup, E,, [@,(X1.,)] < 4oo, entdo teremos a constru¢do de uma aproximagdo minimamente consis-
tente devido ao Teorema da Convergéncia de Martingales (SHIRYAEV, 1995). Desta forma, além
de atender a condi¢do bésica de regularidade (3.29), a escolha das distribui¢des propostas deve

ser feita de modo a evitar o possivel crescimento indiscriminado das esperangas E,, [@(X.,)].

YN
pou A . . ~ 1 o g
Ao final do n—ésimo passo teremos uma sequéncia de realizacdes {xg)n} multidimen-

sionais as quais podem ser entendidas como uma amostra de N trajetorias realizadas ao longo do
tempo. A cada uma destas trajetorias estd associado um peso de importancia a),El) =, (xgl)n>,
culminando entdo em uma medida aleatdria no espago produto (Q", Z(Q")):

A 1 ¥
Fudxin) = 4 Y- o8 (dx1.n). (3.32)

X
i=1 1:n

Assim como na versao convencional, podemos considerar um passo de normalizacdo de pesos,
Ay

T, sdo conhecidas a menos de uma constante:

sobretudo quando as densidades

fou(dxin) = o) i=12,..N. (3.33)

=
s

Can(l) -0 (i_) (dxlzn)a ~r(ti) — a)lgl)/

Xlin

i=1 1

J
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Algoritmo 4: Amostragem Sequencial por Importancia

Entrada: Tamanho amostral (N) e distribui¢des alvo 7, e proposta (g, );

Saida: Aproximacao discreta 7T, (dx.,) = Zi.\; ] (Z),(ll) . 5x<i) (dx1.);
I:n

[

para i< 1 até N faca
2 | Amostre Xl(l) ~q1;

Calcule a)l(i) = ;ﬂ (Xl(i)>;
611

w

(i)

4N0rrnahzea)1 —a)1 /Z] 10)1), i=1,2,....N,;

wn

para k < 2 até n faca

6 parai < 1 até N faca
7 Amostre Xk(l) ~ q,(;&(_l;
) _ &0 D=1 () ).
8 Calcule 0" =@, - — (Xl'kaXk )
dqpp—1 \
9 Normalize a)k a)k /Z lwk , 1=1,2,...

10 retorna {Xl(zl,a),(,)}N N

1=

o

N

A grande desvantagem do mecanismo sequencial de amostragem por importincia € a

perda de precisao a medida que a dimensdo n aumenta. Este fenomento pode ser verificado a

partir das propriedades de Martingales herdadas pela sequéncia { @, }:

Vary, [0,(X1:,)] = Varg, [EQn+1 [wnﬂ(xl:nﬂ)

= Varan [wn+1 (Xlzn+1)] - ]Eqn |:Varq,,+1 {wnqtl (Xl:n+1) 0—;5(

< \Varg, [0 11(X1:041)]-

7|

(3.34)

Ao lidarmos com um conjunto de pesos com alto grau de dispersdo, teremos necessariamente uma

fracao considerdvel de trajetdrias associadas a massas probabilisticas muito inferiores as demais.

Em termos préticos, estaremos explorando regides de baixa importancia do dominio, o que causa

perdas importantes a estimativa final. Este problema pode ser contornado a partir da criacao de

um procedimento capaz de remover as trajetorias menos provaveis e substitui-las por copias

daquelas distribuidas em regides mais favordveis. Evidentemente, tal procedimento necessita

garantir a preservacdo das propriedades matemadticas do algoritmo original. Um mecanismo

desta natureza € denominado reamostragem e constitui uma parte indispensdvel dos algoritmos

sequenciais de amostragem.
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Reamostragem

O procedimento de reamostragem pode ser entendido como um passo de sele¢io respon-
(i)

sdvel por multiplicar ou descartar cada uma das trajetorias x;.,

i)

de acordo com sua importancia
c?),(l . A execucgdo deste passo garante que elementos ocupando regides de baixa relevancia sejam
descartados da populagdo em favorecimento daqueles mais adaptados. A ponderagdo 1/N é
atribuida a cada um dos elementos selecionados de modo que a nova populacao possa ser inter-
pretada como uma espécie de amostra aleatéria da medida . O mecanismo pode ser descrito

sucintamente como uma transformag¢ao na medida aleatéria normalizada 7,:
Y o\ L g
T, = Z Wy 6)(({) (dxl:n) ~ Ty = [_V Z‘T én 5){%,21 (dX1;n), (3.35)
: a :

onde
£V € 10,1,2,...,N},
()

corresponde ao nimero de replicagdes da trajetoria x;.,

. Tal transformacao deve, por questdes de

consisténcia, atender a seguinte restricao

E &

ﬁ,f] —N&¥, Vi=1,2,..N, (3.36)

a qual é denominada condigdo de ndo enviesamento. Basicamente, ao garantir 0 cumprimento
desta ultima propriedade, o dispositivo assegura a construcao de estimativas nao viciadas da

medida 7:

Mesmo com a restrigdo imposta pela condi¢do de ndo enviesamento, ainda € possivel
Ay N
. L. . .. . i
construir varios dispositivos de amostragem capazes de gerar o conjunto {gé )} . Dentre as
i=1
possibilidades disponiveis na literatura, seria razoavel assumir que as melhores estratégias sao

aquelas capazes de garantir a dispersdo minima dos elementos:
gD ¢ HN@,S")J : { @,S")H . (3.38)

Neste caso teriamos um processo de reamostragem praticamente deterministico, garantindo o
acréscimo de um montante minimo de ruido as estimativas finais do algoritmo. No entanto, é
bastante comum que a metodologia de reamostragem seja adotada de acordo com a facilidade
de implementacgdo. As principais estratégias encontradas na literatura sdo listadas a seguir; uma

revisdo mais ampla pode ser encontrada no trabalho de Li, Bolic e Djuric (2015).
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Reamostragem Multinomial

A reamostragem multinomial € uma técnica amplamente explorada por ser bastante

intuitiva e dispor de rotinas ja implementadas em diversas linguagens. O procedimento consiste

em amostrar um vetor &, = (551) : 5,&2), s ﬁ,EN)> com o auxilio da distribui¢dio multinomial com
parametros N e W,, = < 0 ,(ll), (Z),(lz), o (Z),(ZN) ) . A condicdo de ndo enviesamento segue como uma

consequéncia imediata das propriedades relativas a distribuicao multinomial:

&, | FX ~ Mult(N,W,) = E [5,@ |.ZX } —NoW, (3.39)

Algoritmo 5: Reamostragem Multinomial

Entrada: Tamanho amostral (N) e probabilidades (W,,);
Saida: Numeros de replicagdes &,;
1 Amostre &, ~ Mult(N,W,,);

2 retorna &,;

O numero de replicacdes g,S") de cada elemento pode oscilar no intervalo [0,N], o que
indica a construcdo de estimativas com alto grau de variabilidade. Além disso, o dispositivo
multinomial coloca muito pressao seletiva na populagdo: individuos associados a pouca, mas
ndo desprezivel, massa probabilistica tendem a ser descartados com facilidade. O fendmeno
de enxugamento acelerado da populacdo pode induzir efeitos muito negativos no processo

inferencial, sobretudo no que diz respeito a estimativa das caudas da distribui¢do de interesse.

Reamostragem Residual

O procedimento de reamostragem residual escolhe deterministicamente um primeiro

conjunto de réplicas én segundo o dispositivo pratico:
g — LN-(Z),S")J, i=1,2,...N. (3.40)

O objetivo principal deste passo é impossibilitar a eliminacdo de individuos associados a ponde-
ragdes superiores ou iguais a 1 /N, induzindo assim uma menor pressio seletiva na populag@o.
Uma vez que o passo deterministico seleciona um montante N de réplicas inferior ao tamanho
original N da populagdo, faz-se necessdrio a implementacdo de um mecanismo de amostragem
complementar

&, ~ Mult(N,W,), (3.41)

com parametros residuais

N=N-N e o= _ i=1,2,..N.

O vetor final de réplicas é obtido da soma dos elementos obtidos apds os dois primeiros passos

E=E&+E, (3.42)
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Algoritmo 6: Reamostragem Residual
Entrada: Tamanho amostral (N) e probabilidades (W,,);

Saida: Nimeros de replicagdes &,;
1 N« 0;
2 parai< 1 até N faca
3 én(i) “— {N -(I);Si)J;
| el e o -8,
5 N+ N+ é,gi);
6 parai< 1 até N faca
7 | @Y ol N/ (N —R);
s, (ol o, ..al):
9 Amostre &, ~ Mult (N, W,);

0 &, <&, +En;
11 retorna &,;

Este procedimento reduz consideravelmente a variabilidade do processo de selecdo se
comparado com a perspectiva multinomial, contudo o espalhamento na distribuicao de réplicas
ainda ndo é minimo: 5,5’) € H -d)rEZ)J , LN- d),gl)J +N] .

Reamostragem Sistematica

Amostragem sistemdtica refere-se a uma nomenclatura adotada no ambito estatistico
para o tradicional Amostrador Estocdstico Universal (Stochastic Universal Sampler (SUS))
desenvolvido na literatura dos algoritmos genéticos (BAKER, 1987). O dispositivo parte da
criacdo de duas instancias: um conjunto de N estratos proporcionais as ponderacdes de cada
individuo e um apontador ¢ uniformemente distribuido no intervalo (0, 1/N]. Os individuos sdo
escolhidos entdo através da constru¢io de N ponteiros auxiliares, partindo de ug e igualmente

espagados por 1/N, cujas posi¢oes sdo comparadas com a amplitude de cada estrato.

Cay

&y

Figura 2 — Representag@o grafica do esquema de reamostragem sistematica.
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Algoritmo 7: Reamostragem Sistemadtica
Entrada: Tamanho amostral (N) e probabilidades (W,);

Saida: Numeros de replicagdes &,;
Amostre u ~ U(0,1/N);

- (1
2 Soma<—0),(, );

&) «0;
4 Residuo + N;

p—

w

5 j«1;

6 repita

7 se Soma < u entao

8 repita

9 j—Jj+1

10 én(J ) 0;

11 Soma <+ Soma—i—(I),gj);
12 até Soma > uou j=N;
13 senao

w | | B

15 Residuo < Residuo—1;
16 u<u+1/N;

17 até j = N;

18 é,EN) <+ Residuo;

19 retorna &,;

Como pontos a favor do dispositivo de amostragem sistematica destacam-se: o cum-
primento da condicdo de ndo enviesamento, espalhamento minimo do ndmero de réplicas de
cada elemento, complexidade de tempo linear com respeito ao tamanho amostral N e facilidade
de implementagdo. Este mecanismo pode também ser explorado com o intuito de otimizar
o desempenho da abordagem residual ja que o passo complementar de selecio multinomial
pode, sem restricdes, ser substituido pela abordagem sistematica. Neste caso o lago principal
continuaria oscilando entre 1 e N porém o espacamento entre os apontadores seria alterado para
1/N. O algoritmo resultante é habitualmente denotado por Amostragem Residual Sistemdtica
(LI; BOLIC; DJURIC, 2015). A dificuldade no trato matemaético deste dispositivo € vista como o
principal impedimento quanto  sua utilizacio (DOUC; CAPPE, 2005; BAIN; CRISAN, 2009); a
auséncia do formalismo quantitativo dificulta o estabelecimento de propriedades de convergéncia

dos métodos sequenciais apoiados por esta abordagem.
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Reamostragem por Ramificacao

A ideia de amostragem por ramificicagio consiste em tratar o vetor &, como um processo
de ramificacdo N —dimensional. Basicamente, cada um dos elementos do vetor evolui segundo
um modelo da forma:

[ 0),5 J com probabilidade 1— {N (I),gl }
LN ")J +1 com probabilidade {N (@ } ' G4

onde
{N-al'} =n-a - |N-al|.
A dindmica do processo € estabelecida de modo a garantir que o tamanho amostral mantenha-se

fixo em N; para tal basta estabelecer uma correlagcdo negativa entre as N instancias do processo.

Algoritmo 8: Reamostragem por Ramificacao

Entrada: Tamanho amostral (N) e probabilidades (W,,);
Saida: Nimeros de replicagdes &,;

g+ N, h<+<N,;

parai< 1 até N — 1 faca

3 Amostre u ~ U(0,1);

4 {N (I),(,i)} + {g N- d),(,")} < 1 entao

5 seu<l-— ({N @, }/{g}) entio

[ ST

6 L &V wr(l)J;

7 senio

| [ 80 val oL

9 | sendo

10 seu<1—(1—{N-d‘),(,i)}/(l—{g})) entio
11 L érgi) — LN- C'Or(;i)J +1;

12 senio

3 & |[N-al |+ (h— Le)):
14 g(—g—N-d),(,i);

15 | h<—h—§,§i);

16 (S,EN)

17 retorna &,;

As condi¢des de ndo enviesamento e espalhamento minimo seguem trivialmente da
relacdo (3.43). Além disso, Bain e Crisan (2009) mostram que a forma quadratica associada a
matriz de covariancia do vetor &, gerado pelo dispositivo de reamostragem por ramificagio é
limitada superiormente, um resultado importante para a determinagdo de taxas de convergéncia
de amostradores sequenciais. Por esta razdo, a amostragem por ramificacdo pode ser mais

vantajosa que a sistematica.
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Amostragem Sequencial por Importancia com Reamostragem

O algoritmo de amostragem sequencial com reamostragem apresenta uma forma padrao
independentemente da estratégia de reamostragem adotada. Além de acrescentar um novo
passo correspondente a reamostragem, esta adaptacao também revé a atualizac@o dos pesos de

importancia ja que o passo de selecdo resulta em uma populagdo de ponderacdo homogénea:

Devido a questdes computacionais, € interessante lidar com um algoritmo auxiliar que transforma
o vetor &,, obtido por qualquer método de reamostragem, em um vetor de indices cujos elementos
referenciam os individuos selecionados. A rotina considerada aqui € identificada por amostra_-

indices; o dispositivo pratico correspondente € apresentado na sequéncia.

Algoritmo 9: Amostragem Sequencial por Importincia com Reamostragem

Entrada: Tamanho amostral (N) e distribui¢des alvo 7, e proposta (¢, );

Saida: Aproximacdo discreta 7, (dxy.,) = ]%/Zf\]: 1 Bx@ (dx1:0);
l:n

p—

para i< 1 até N faca

2 Amostre Xl(i) ~q1;

Calcule a)l(i) = % (Xl(i)>;

4 Normalize a)1 = /ZN 1a)1 , 1=12,...N;

w

wn

{j1,J2,---, jN} < amostra_indices (N {a)l i\']>;

6 parai< 1 até N faca
7| X0 X =12, N

8 para k < 2 até n faca
9 parai <« 1 até N faca

10 Amostre Xk(i) ~ q,(ﬁc_l;
. dm.._ . s
11 Calcule a)lgl) — Tkt <X1(.l,)€71, k(l));
dé]k|k P\
12 Normalize a)k a)k /ZN l(ok , =12 .. N;

13 {j1,J2,---» jn} < amostra_indices <N {a)k 5\/1);

14 parai < 1 até N faca
Ji) Un\.
15 Lxlk ( 1:k— I’Xk] )

16 retorna {X() 1}N J

l:in> N
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Algoritmo 10: Amostra Indices

Entrada: Tamanho amostral (N) e probabilidades (W,);
Saida: Vetor de indices de reamostragem (J,,);

1 j<0, n<0;
2 & + Reamostra(N, W,,); //Multinomial, Residual, Sistemdtica ou Ramificagido
3 repita
4 j—Jj+1;
5 se §,§’ ) 0 entiio
6 repita
7 n+—n+1l;
s I j;
() () _q.
9 gn <_ én 1
10 | até én(’) =0
u atén =N,

12 retorna J,;

3.5 Filtros de Particulas

Filtros de Particulas sdao basicamente especializagdes dos algoritmos de amostragem
sequencial para o tratamento do problema da filtragem. A vasta classe de problemas tratada sob
esta perspectiva faz com que boa parte das aplicacdes da amostragem sequencial sejam absorvidas
neste contexto. Desta forma, a ndo diferenciacio das duas tratativas € um procedimento habitual

na literatura.

3.5.1 Filtragem Pura

Em se tratando do problema da filtragem pura, conforme discutido na se¢do 2.4, estaremos
interessados na construcio sequencial de aproximagdes para a densidade

(Ve |2 )q (x| 1)
L(t) (yO:t)

0 G lyore) = 7070 (o1 o 1)LV (o 1) 2

oc FU7) (g1 [you—1)8 (e ) (e i —1),

cuja deducdo segue diretamente da estrutura Markoviana do problema. Assumindo que a quanti-
dade f (r=1) (x0:—1|v0r—1) j& € conhecida, e denotando-a por @ _, podemos prosseguir de forma
andloga a metodologia discutida na se¢do anterior. Ou seja, basta definirmos uma distribui¢ao
proposta g;;_, absolutamente continua com respeito a g(y:|x;)q(x;|x;—1), € aplicar um passo de
amostragem por importancia. Diferentemente do caso mais geral, a densidade alvo a cada novo
instante depende unica e exclusivamente dos estados obtidos no passo imediatamente anterior,
o que configura uma simplificacao substancial do problema. O esquema de atualizacdo podera

entdo ser sucintamente descrito por:

), o a)t,lg(yt|xt)q(xt’xt_l).
dr|r—1
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Como o dispositivo de filtragem faz uso de um enxame de particulas, correspondentes a uma

amostra da distribui¢do proposta,
x,(l)wqt(‘lt)il, i=1,2,..N,

chega-se a conotacgdo usual Filtro de Particulas. No caso especifico da filtragem pura, a diferenci-
acdo entre os dois filtros de particulas quaisquer € dada basicamente pela escolha da distribui¢cdao
proposta. Dentre as abordagens mais frequentemente encontradas na literatura destacam-se os

filtros Bootstrap e Auxiliar, cujas especificacOes sdo apresentadas brevemente a seguir.

Filtro Bootstrap

E natural buscarmos distribui¢des propostas que garantam maior precisio as estimativas
de filtragem. Seguindo a relacdo (3.16), podemos definir, a0 menos formalmente, uma distribuicio

proposta 6tima através da relagao:

dt|t—1 << g(elxe)q(xe|xe—1)

8 (vl ) g xelxi—1)
p(yelxi—1)
Desta forma, nestes casos ideiais a propagagdo se resumird a:

Code—1 ¢ P(Xe|xi—1,y1) =

@ o< @1 p(ye|xi—1).

Em situacoes onde tal distribuicdo € desconhecida, ou analiticamente intratdvel, é comum
eliminarmos a dependéncia da observacao y; de modo a construir um esquema de propagacao
cega:

dijt—1 = q(xe|x—1) ~> @ o< 018 (ye|xr)-

Tal escolha corresponde a proposta pioneira sugerida por Gordon, Salmond e Smith (1993) e o
esquema de filtragem obtido a partir dai é popularmente denominado Filtro Bootstrap. O nome
deve-se a associacao do método a realizag@o de sucessivos passos de reamostragem, configurando
uma proposta similar a do tradicional método Bootstrap. A utilizagdo deste passo garante a
eliminacao de individuos menos importantes do espaco amostral e assim garante mais foco a
metodologia; um conceito rigorosamente andlogo ao discutido para os amostradores sequenciais
em um contexto geral. Uma peculiaridade da metodologia € que apenas os estados mais atuais
precisam ser reamostrados ja que estes constituiram a Unica informagao relevante para o passo
seguinte. Este detalhe assegura a implementacdo de um algoritmo ainda mais simples que o

apresentado no contexto geral da amostragem sequencial por importancia.
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Algoritmo 11: Filtro Bootstrap

Entrada: Tamanho amostral (N), observagdes (y;.,);
Saida: Aproximagdo discreta 7, (dxy.,) = }VZfV: | 6( >>(dx1;n);

(i
X1

parai <« 1 até N faca

it

2 | Amostre Xéi) ~ qo;
3 para j < 1 até nfaca
4 parai<— 1 até N faca
5 Amostre XJ@ ~q <|X](?1>
6 o)« g(nlX}"):
7 Normalize @\ « ') /ZN o i=12,..N;
J j k=1 J gLy etV
8 {j1,J2,--, jn} < amostra_indices <N, {(I)j(-l) {}/:1);
9 parai<— 1 até N faca
10 t X(l) %X(ﬁ)
k ko

() 1.
11 retorna {Xlzn’]_\/}’

A realizacdo excessiva dos passos de reamostragem pode induzir um enxugamento inde-
sejado no conjunto de particulas e, consequentemente, inflar a variabilidade das aproximagdes.
Neste caso, é possivel definir convenientemente uma agenda de reamostragem que nos permita
fazer uso deste passo apenas em instantes apropriados, os quais podem ser estabelecidos com o
auxilio dos tamanhos efetivos amostrais:

N2
( ;\/lej(z)) 1
TEA, = - j=1,2,...n,

5'\,:1 (CO](-i)>2 5'\,:1 ((Z)j(.i)>2,

sendo {d)j(-i)} a sequéncia de pesos normalizados obtidos apds a iteracdo j. Um passo de reamos-
tragem € realizado no instante j apenas se (ARULAMPALAM et al., 2002)

1
TEAj < 5N,

isto €, se a populacdo ponderada condensar o mesmo montante de informacao que uma amostra
aleatéria com metade do tamanho. Ao evitar a repeticdo desmoderada dos passos de sele¢do, ndo
sO obtemos um maior controle acerca da variabilidade das estimativas, mas também reduzimos
a complexidade do algoritmo. Este tipo de vantagem € importante sobretudo em aplicacdes
envolvendo séries longas de observacdes, situacdes nas quais o tempo de execugdo do filtro é

naturalmente mais elevado.
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Algoritmo 12: Filtro Bootstrap com Reamostragem Adaptativa

Entrada: Tamanho amostral (N), observagdes (y;.,);

n

Saida: Aproximagao discreta 7,(dx.,) =

o

parai < 1 até N faca

2 Amostre Xéi) ~ qo;
3 3l 1.
L %o N>
4 para j < 1 até n faca
5 parai < 1 até N faca

6 Amostref(;i) ~q<-|XJ@1>;
7 wj(.l) — (Z)](Q1 -g(y |XJ@);

o i ) (k) . .
8 Normalize a)jl) — a)J(.l /Zszl o; i=1,2,...,N;

N\ 2
9 TEA; + 1/2?121 (@j(})) :
10 se TEA < N/2 entdo

1 {j1,J2,---s JN}  amostra_indices (N, {(D,Ei) ?[:1);
12 parai < 1 até N faca

¥ X 20,

14 (I)j(.i) — %;

5 retorna {X(i) ",Si)};

1:n°

[y

Filtro Auxiliar

A distribui¢do proposta 6tima permite que a informac¢ado mais atual proveniente das
observacdes seja incorporada na dinamica dos estados latentes favorecendo a previsao de caracte-
risticas futuras da série. Este aspecto € importante pois nos permite lidar com uma aproximagao
melhor adaptada as observacdes, culminando em uma familia mais equilibrada de pesos de
importancia. Neste caso, € importante tentar incorporar esta informac¢ao ao esquema sequencial
de amostragem mesmo que a proposta ideal ndo seja acessivel. Pitt e Shephard (1999) sugeriram

uma aproximacado da forma:

p(xe|xe—1,y:) =~ Zg (Yt‘F(X,(?l)) -q(xe]x—1),
2 S ——
(i)

wf ,aux

onde F' € uma funcio qualquer capaz de expressar alguma tendéncia futura da sequéncia latente,
usualmente média ou mediana da dindmica dos estados. Um novo individuo pode ser gerado
desta estrutura selecionando inicialmente um indice auxiliar j (dai a nomenclatura) a partir das

ponderacdes auxiliares

wz(,izux =8 (yz!F(x,(?l)) , i=1,2,...,N,
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e em seguida amostrando da distribuicdo g(x; |xt(i)). Desta forma, teremos ao final da 7-ésima
iteracdo, uma amostra {xt(l)} ponderada pelas quantidades:

o 08l a1y el
w[ - a)t ( ) () —( ) .

5 5 o h— l‘ o
wt,lczuxQ<xt(l) |xz(21) (Dt,laux

Uma populagdo associada a ponderagdes homogéneas pode ser obtida realizando um novo passo
de reamostragem com respeito a {a),(i)}. Este passo tem como objetivo identificar os individuos
mais adaptados da amostra assim como no caso do Filtro Bootstrap. Desta forma, a abordagem
seria associada a dois passos de reamostragem. Outra forma de chegar ao mesmo objetivo, a
partir da realizacdo de um passo de reamostragem apenas, € através da inclusdo dos pesos mais
atuais no processo de selecdo dos indices auxiliares:

wz(i)l : wt(ltzux : Q(xl ‘xlfl)'

pP(Xe|xi—1, ) =

=

i=1

Assim, é possivel selecionar uma familia de indices auxiliares capaz de simultaneamente deter-

minar os individuos mais adaptados e capturar tendéncias futuras das observacoes.

Algoritmo 13: Filtro Auxiliar

Entrada: Tamanho amostral (N), observagdes (y.,), fun¢do auxiliar de previsao (f);
Saida: Aproximagdo discreta 7, (dxy.,) = Z?’Zl @,2’) o (x@ ) (dx1:);

Iin

ot

parai < 1 até N faca
2 | Amostre Xél) ~ qo;
3 ) 1.

0 N’

4 para j < 1 até nfaca

: . N
5 {ki,ka,...,ky} < amostra_indices (N, {(I)}Ql g (yj\f(XJ(’_)l)> } _1);

6 parai < 1 até N faca
7 Amostre Xj@ ~q (]Xﬁ%) ;
(0) g(1%")
8 o;"” ORE
8 (yj\F<xj_’1>)

9 Normalize @\” « a)fi) /Zszl wj(k) i=1,2,...,N;

J

10 retorna {Xl(l,)l, ~,(li)};
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Verossimilhanca

As medidas discretas construidas com a ajuda dos filtros de particulas podem ser reutili-

zadas de modo a gerar aproximagdes para a fun¢do de verossimlhanga:

®) it) = X X l X, X | Xfe— XodXy...dXg.
LO00:) = [ [+ [vio)stro 0){£g(y"' gt n}dodl d

Esta aproximacao nos habilita a lidar com aplica¢des envolvendo distribui¢des a posteriori no
contexto inferencial Bayesiano. Assim como as demais construgdes realizadas até entdo, este

passo pode ser executado sequencialmente considerando as estruturas parciais:

L(t) ()’t |)’0:t— 1 )

Para tal, basta explorar a relacdo

L(t) ()’t|YO:t—l) = /L(I) (ytaxt’y():t—l)dxt

= /g(yla‘xl>p(xt|y0:t—l)dxta

a qual nos assegura uma aproximacao de Monte Carlo imediata para Lt (yt [vor—1), desde que

tenhamos acesso a uma amostra da sequéncia preditiva x;|yo.,—1. Suponha que no instante ¢,

{xt@l, d)(i)} .

Neste caso, podemos considerar o passo de integracao:

tenhamos acesso a amostra ponderada

q(xXe|yo—1) = /Q(Xz,XO:z1|yO:r1)dx0:r1 (3.44)

N .
—/(] (xe|x1—1) (Xt 1y0:—1)dx0:—1 ~ Z‘](xz‘x, 1) @, (3.45)
i=1

Dada uma amostra {¥} obtida da mistura (3.45), podemos obter a aproximacgdo de Monte Carlo:

=

1 i
L o) ~ 5 Y g (). (3.46)

i=1

A aproximacao € finalizada a partir da combinac¢do das decomposi¢des parciais:

L9 y0q) NmH[Zg(yfl% )] (3.47)

sendo a parcela referente ao instante ¢t = 0 obtida diretamente da distribuicao inicial do problema.
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3.5.2 Suavizacao

Filtros de particulas também podem ser explorados para a construcdo de aproximacgdes
para o problema da suavizagdo, isto é, para a estima¢do do modelo probabilistico de x|yo.,
k=0,1,2,...,t. Este tipo de aproxima¢do demanda um esforco computacional muito intensivo se
comparado ao problema da filtragem; tal esfor¢o pode ser entendido rapidamente a partir de uma
simples andlise das relacdes (2.19-2.20). Contudo, esta metodologia € extremamente importante
no contexto dos métodos sequenciais, sobretudo em se tratando da familia de procedimentos do
tipo MCMC.

A estruturagdo matemdtica dos modelos Markovianos ocultos nos permite lidar com a

seguinte decomposicé@o da densidade r(xo.|yo, ) suavizada:

t—1

p(xo0ulyo:) = r(xlyo.) [ T r(xjlxje1,y0.5)-
=0

Nota-se que 7(x;|x;41,Y0.;) define uma densidade de transicdo Markoviana, retroativa no tempo,

a qual pode ser reescrita como

q(xjv1lx;)r(xjyo:;)
r(xjt1]yo:j)

V(Xj’XjH,YO:j) = (3.48)

Combinando as duas expressdes acima, podemos obter uma esquema de recursdo retroativo para

{rtashon) Y

r(xjlyos) = /r<xj’xj+lay0:t)r(xj+l|}’0:t)dxj+1

q(xjr1lx;)r(xjv1]yor)
r(xj+10y0:5)

r(xjlyo:) dxji1.
Tal relacdo explora uma sequéncia de densidades {r(x ilvo:j) }[J.:O, filtradas sucessivamente, na

~ ~ . t
construcdo de uma recursdo retroativa para {r(x;[yo:) }j:() .

Em situacdes mais simples, como as dos modelos lineares Gaussianos, € possivel tratar
tais recursoes analiticamente de modo a construir um método objetivo para o cdlculo da dis-
tribuicdo de suavizagdo. No caso geral, podemos contornar a intratabilidade da integral acima
com o auxilio de aproximagdes provenientes de filtros de particulas. Basicamente, temos que
dindmica desenvolvida acima sugere a possibilidade de aproximar o modelo de suavizacio
f(x0:|vo:+) executando primeiramente um filtro de particulas de modo a obter uma sequéncia de

aproximacoes

=

ﬁ'j(dx]"y();j)ZZG)j(i)(Sx(‘i)(de), j=0,1,....t
= J

~

para o problema da filtragem. Em seguida, amostramos X7 ~ #(dxr|yo.r) e, para j =T —

1,T —-2,...,2,1,0, amostramos X; ~ 7( ), sendo tal distribui¢do obtida de uma
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aproximacao de (3.48):

q(xj1]x;)r(xjlyo:)
fxjs1lyo:))
N

N, d)@q <Xj+1 |X(~i)> 6 & (dx;)

Y J()CI<XJ+1|X )

fe(dxj|xj+1,¥0:5) =

(3.49)

Desta forma, o método se resume a amostrar, a cada instante j, individuos da medida aleatéria

onde

(i) _ J()Q<x]+1|x >
! ZNI J() (xj+1|x >’

{x&’)} € uma sequéncia obtida do passo de filtragem sucessiva € x| € o ponto obtido no

passo imediatamente anterior de amostragem retroativa. Uma discussdo mais ampla a respeito
de métodos de suavizacdo baseados em filtros de particulas pode ser encontrada na obra de
Kitagawa (1996).
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3.5.3 Aprendizagem de Parametros

Estratégias sequenciais podem ser exploradas em duas frentes a fim de atacar o problema
da estimac¢do de parametros estdticos desconhecidos. A primeira delas consiste em acrescentar

esta nova grandeza ao conjunto de estados latentes criando o conceito de vetor aumentado de

z, = [x”] . (3.50)

estados

0

Esta perspectiva incorpora diretamente os parametros desconhecidos na estrutura dos filtros de

particulas de modo a oferecer um dispositivo de inferéncia em tempo real:

Predigéo: p(znb’l:nfl) = p<xn7 9|y1:tfl) = /Q(xn|xnla O)F(Xn,h 9|y1:n71)dxn71; (3.51)
Filtragem: r(z[y1:n) = 7(Xn, 0[y1:1) o< &(Yn|Xn, 0) P(Xn, O|Y1:0-1)3 (3.52)
Evidéncia: p()’nb’l:n—l) = /g<yn|Zn>P(Zn’y1:n—l)dZn- (3.53)

Os principais representantes desta classe de métodos sao os filtros de Kitagawa (KITAGAWA,
1998), Liu e West (LIU; WEST, 2001) e Storvik/Parameter Learning (STORVIK, 2002; CARVA-
LHO et al., 2010). A segunda abordagem utiliza a nuvem de pontos resultante dos algoritmos de
filtragem para aproximar a funcdo de verossimilhanca das observagdes, relacio (3.47), possibili-
tando o desenvolvimento de varia¢des dos algoritmos MCMC. Os métodos PMCMC (ANDRIEU;
DOUCET; HOLENSTEIN, 2010) e SMC? (CHOPIN; JACOB; PAPASPILIOPOULOS, 2013)
podem ser apontados como os algoritmos mais relevantes segundo esta interpretacdo. Em casos
mais simples, onde a densidade de suavizacio pode ser acessada de forma eficiente e 0 modelo
permita a construcao de um esquema de amostragem direta para os parametros estaticos, pode-
mos ainda desenvolver variacdes do amostrador de Gibbs (SINGH, 2015). Tais estratégias sao

apresentadas em mais detalhes a seguir.

Filtro de Kitagawa

O filtro de Kitagawa, também denominado Filtro de Particulas Auto-Organizativo, tem
muita relevancia histdrica por ser responsdvel pela introdugdo do conceito de vetor aumentado
de estados. A estratégia consiste basicamente em atribuir uma dinamica artificial, usualmente da
forma

6,=6_1+&, &~N(0T* 1),

que permita que a populacao estética obtida da distribuic@o a priori ndo se degenere ao longo
das iteragdes do filtro. O ruido Gaussiano sugerido na versdo mais usual do método pode
gerar discrepancias com respeito ao suporte do vetor de parametros. Em muitas situacoes,
podemos estar interessados na estimativa de parametros cujo dominio de definicdo é dado
por um intervalo da forma [0, 4o) ou [a,b], a,b € R, a < b. Nestes casos, podemos realizar
uma transformacdo prévia nos parametros de modo a expandir seu suporte para a reta e evitar

problemas de inconsisténcia com relac¢do ao ruido artificial. As transformacdes mais usuais sao:
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- 0 €0,4-o0). O pardmetro 0 pode ser expandido para a reta a partir de uma transformagao
logaritmica 6 = log(0). Apés a realizacdo do passo de rejuvenecimento artificial, os
parametros devem ser retornados para a escala real através da transformacio inversa
0=e".

- 0 € (—oo,0]. Tratamento andlogo ao caso anterior: = —log(8) e 6 = e .

- 0 € [a,b]. Caso o intervalo de defini¢do seja limitado, é possivel realizar uma transformagéo
do tipo logito generalizado 8 = log(8 —a)/log(b — ). A transformagio inversa é dada

por9:a+beé/(1+é).

Ao indexar o vetor de parametros pelo parametro ¢, temos uma interpretacdo de evolugcao
da distribuic@o a posteriori de 8 ao longo do tempo, ndo necessariamente assumimos que tal
estrutura fixa seja caracterizada por uma dindmica de evolugdo. O vetor desconhecido 6 pode, a
partir desta construgao, ser associado a um modelo finito de misturas:

pi-1(0) := p(Blxo—1.y04-1) = Y &\ N (9; G(i),rz-l,m) ,

=

I
—_

1

onde {9( i) a)[( ) | } correspondem aos individuos da populagdo estdtica e suas respectivas ponde-
racdes de importancia. Esta perspectiva nos permite estender as recursoes de filtragem de modo

a acomodar o vetor estatico:
f(ZO:tb’O:t) = f(XO:ta Gb’OJ)
o< f(yl|xla 9)P(x0:t7 97)’03—1)
o< g(yt|xt7 9>Q(xt|x011717 9)p(9|)€0;t,1 7y01171)f(x01171 |y0:tfl)-

Assumindo que uma aproximacao { ~,(i)1} para a densidade f(zo.—1|yo;—1) foi construida no

instante r — 1, temos que

f(xo:—1]y0:-1) f(zou—1]y0:—1)d6

Q

||M2

()(xO:tflv 9)d9

xm 1<x0)z 1)

Ou seja, as mesma ponderagdes podem ser utilizadas como uma aproximagao para a densidade

)= [
/

marginal f(xp.—1|yoy—1). Desta forma, chegamos ao seguinte dispositivo de atualizac¢ao:

f(z0:4]y0:4) = o
g(elxe)q(xe|x:—1,0) p(O |x0: 1,01 1)
Qz\t—l(xt|xt—la)’z; 0)pi—1(0)
80y |xe)q(xe|xi—1,6)
‘It|t—1<xz‘xt—1,%79) ’

= @1

Q

@1 (3.54)
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assumindo que a mistura finita p,_1(6) é uma aproximag¢do minimamente razoavel para a

densidade a posteriori p(0|xo;—1,Y0:1—1)-

Algoritmo 14: Filtro de Kitagawa

Entrada: Tamanho amostral (N), observag(”)es (y1 »)» distribui¢o a priori (p) e variancia (62);
Saida: Aproximago discreta i, (dz1.) = & LyN, 5( >(dZ1 )

1 parai<« 1 até N faga
2 Amostre Xél) ~ qo;
3 Amostre 80) ~ p;

4 para j < 1 até nfaca
para i< 1 até N faca

6 AmostreX < ] 1, >
7 Amostre () (011 o2);
8 w()%g(yt!X N()),

9 Normahzea)()<—a) /Zklw() i=1,2,...,N;

10 {J1,J2,--, jn} < amostra_indices <N {a) o 1>-

11 para i< 1 até N faca

12 Xk(’) — Xk(”');

13 9(’) “— é(]z),

14 ZY;{ — (Xl(f,)cfl UX,ﬁi), G(i)>;

15 retorna {Zle, ]3,}

O método demonstrou ser eficaz em situagdes caracterizadas por séries curtas, entre-
tanto, o mesmo apresenta uma instabilidade excessiva a medida que o nimero de observagdes
aumenta. Esta situacdo ocorre pois o ruido artificial acrescido ao problema, mesmo se associado
a valores pequenos para 72, adiciona a cada instante de tempo um pouco mais de variabilidade

as estimativas:

Var[0] = E[Var[0|I]] + Var[E[0]|]]]
—E[221,,] +Var [00)] =221, + T,

onde / € uma varidvel aleatéria latente responsavel por rastrear os indices da mistura e
N N
Yo" e =Ya"0"-9)(6"-0)
i=1 '

correspondem, na devida ordem, a média e a matriz de covariancias de {6(’) } Desta forma, ao
final da filtragem de séries mais longas, teremos uma distribuicao a posteriori excessivamente

difusa, a qual ndo representa de forma adequada a incerteza a respeito dos parametros.
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Filtro de Liu e West

O Filtro de Liu e West surge como uma estratégia capaz de dar uma dinamica artificial a
populacgdo estdtistica sem aumentar a variabilidade da mesma. Isto pode ser efeito assumindo
uma dindmica andloga a proposta por Kitagawa porém considerando uma correlacdo negativa
entre o ruido adicional e o enxame de pontos. Este objetivo pode ser facilmente alcangcado se
comprimirmos a populacao {G(i)} em direcdo 2 média ponderada 0 através de combinacdes
lineares convexas e, em seguida, introduzirmos o ruido responsavel pelo rejuvenescimento

artificial. O modelo assim definido € caracterizado pela nova mistura de Gaussianas:

M=

Pe_1(8) = p(Blyou_r) = (#ZN<&aﬂ@+41—@§m6Q, (3.55)

i=1

onde a € (0,1) e h* = 1 —a®. Assim como no caso do filtro de Kitagawa, transformagdes

convenientes devem ser realizadas nos parametros caso o suporte dos mesmos nao seja a reta.

Algoritmo 15: Filtro de Liu e West
Entrada: Tamanho amostral (N), observagdes (y1.,), fator de desconto (9) e distribuigdo a priori
(p):

Saida: Aproximagcdo discreta 7, (dz;.,) = ﬁvzl (Z),gi) 5(5” ) (dz1n);
1in

1 a+ (36—1)/26;
2 h*1—a?
3 parai< 1 até N faca
4 Amostre 00) ~ p;
5 Amostre X(gi> ~ qo;
6 a)éi) —1;
70+ 2YN, 00,
8 Ve YN (60-0)(00) —0);
9 para j < 1 até nfaca
10 para i< 1 até N faca
11 m® < a0 4 (1 —a)6;
12 wﬁifxed)j(?l -p(yle(Xf’,)l,m("));
13 {j1,J2s---, jn} < amostra_indices (N,{wéf)x}ﬁil);
14 para i< 1 até N faca
15 Amostre 81 ~ N(mUi) V);
16 Amostre XJ@ ~q <|Xj(7')17 G(i)) ;
17 a)j(-i) —01x,".00) /i
() (@) ) g
18 i Zlfj% lej_luxj’ ,6(’)),

0 | 0¥V, (I)l(.i)e(i);
a | veYY oo -9) (60 -9Y;

22 retorna {Z(i) d),(,i)};

1:no
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A nova aproximacao preserva os dois primeiros momentos da distribuicdo amostral,

assegurando que a informacao nao seja difundida ao longo do tempo:
E[6] = E[E[6]1]
=Ela-0"+(1-a)-8] =a-0+(1-a)- 6 =0;
Var[0] = E[Var[0|1]] + Var[E[6]1])
= E[12%] + Var [a- 00 +(1—a) .5]
=X +a’Var [6(”] =X (h*+d*) =%

O parametro de encurtamento a € (0, 1) é usualmente definido em fungéo de um fator de desconto

8 €(0,95;0,99):
361
T 28

Quanto maior o valor de 8, menor o serd o desconto na informagio oferecida pelo enxame

a

de particulas. Neste caso, os individuos amostrados da aproximag¢ao por misturas serdo muito
proximos de seus ancestrais, mantendo assim uma populacdo pouco rejuvenecida. Por outro
lado, se utilizarmos fatores de desconto mais baixos, teremos a amostragem de pontos cujo
modelo probabilistico tende ao de uma varidvel normalmente distribuida com média 6 e matriz
de covariancias X. A figura a seguir ilustra a distribuicao associada a um dado ponto considerando
diferentes fatores de desconto; o diagrama deixa claro que valores excessivamente pequenos de &
conduzem rapidamente o modelo probabilistico inicial da populagdo a uma simples distribuicdo

Gaussiana multivariada.

6
-6
-6

4 B 5 3 3 4 % 5 3 3 4 > 3 3 3

Figura 3 — Distribui¢des associadas a um tnico ponto considerando diferentes valores para o fator de desconto.
Partindo do primeiro quadro e, percorrendo os demais em sentido horério, temos 0s comportamentos
correspondentes as seguintes escolhas de 6: 0,99; 0,94; 0,89;0,84; 0,79; 0,74.
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A grande vantagem desta abordagem é que nenhuma hipétese a respeito da forma funcio-
nal do modelo € exigida. Desta forma, a abordagem de Liu e West constitui uma das metodologias
mais gerais para o tratamento do problema da filtragem na presenca de parametros estaticos
desconhecidos. Destaca-se ainda que o método € muito eficiente em termos computacionais
e é de implementagdo extremamente simples. O método € associado, em sua versdo original,
ao filtro Auxiliar. Basicamente, um novo ponto é gerado apds a amostragem do indice auxiliar
de modo que esta iteracdo possa ser interpretada agora como um processo de reamostragem
suavizada dos parametros estdticos. Vérios estudos podem ser encontrados na literatura a respeito
desta metodologia, alguns indicando sua eficiéncia e outros apontando uma possivel tendéncia

degenerativa.

Filtro de Storvik

Metodologias mais especificas de rejuvenescimento podem ser adotadas além das propos-
tas discutidas acima. Em particular, Storvik (2002) propde amostrar diretamente de p(0|xo.s,yo: ),
o que pode ser feito em situacOes onde tal distribui¢do pode ser tratada em fung¢do de um vetor
de estatisticas suficientes .%; (xo., yo,;) com respeito as trajetdrias filtrada e observada. Ao fazer
uso do conhecimento a respeito da forma funcional da distribui¢do a posteriori, esta abordagem
garante a geracdo de aproximagdes mais precisas para o modelo probalistico desconhecido.
Assim, espera-se que tal procedimento seja capaz de gerar estimativas associadas a uma menor

variabilidade quando comparadas as obtidas do filtro de Liu e West.

Algoritmo 16: Filtro de Storvik

Entrada: Tamanho amostral (N), observagées (y 1: n) e distribuicdo a priori (p);
Saida: Aproximagcdo discreta &, (dz1.) = 5 LYy (Z, ) (dz1:n);

[

parai< 1 até N faca
2 Amostre Xél) ~ q0;
3 Amostre 00) ~ p;

4 para j < 1 até nfaca
para i< 1 até N faca

6 AmostreX (\Xj(’ 0> i);

7 Amostre 6 (9’ h ‘% 1x0, 1> Y0~ 1)>
y o g0nlx}".6)");

9 Normahzea)<)<—a) /Zk l(o() i=1,2,..,N;
10 {Jj1sJ2,---» jN} < amostra_indices (N {w fvl);
11 parai< 1 até N faca

12 Xk(’> <—Xk(”);

13 00 i), 7\ (Xffiq UXk(i)jg(i));

14 retorna {Z%, ,{, }
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Em geral, estruturas favoraveis a utilizacao desta estratégia sempre podem ser obtidas
quando a dinamica do modelo Markoviano oculto € linear com respeito as quantidades estéticas.

Considerando, por exemplo, processos unidimensionais
xt:G(tﬂxl—l)B+nt7 ntNN(07T2)7

onde G é uma aplicacio de R?> em RS, e assumindo uma distribui¢io a priori Normal-Gama

Invertida para o par (8, 72),

I 1
2~ GI (EVO’ 5v0s3> e BlT*~N (Lo, GzAal) ,

obtemos o seguinte esquema de atualizacio a posteriori:

TZ‘XO:t ~ Gl(as,b;) e mTz,xO:t NN(,U;;GZA;I) )

onde
Xt = (XI,XQ,...,X[)/,
Gi—1 = (Go(0,x0),G1(1,x1), ..., G (t — Lx, 1)),
o o 1 o
M, = (GLth—l ‘|‘A0> (AO.UO —|—G;71X,) )
A= G;_léz—l + Ao,
1
ay = E(VO +l’)
1
b, = 5 (vosg + XX, -+ uhAopo — Hy Aty -

Neste caso, basta armazenarmos, a cada iteracdo, a familia de estatisticas suficientes:
/ AP, ol /
cSﬂt(XO:t) = (Xth,Gz_1Gt—1,G;_1Xt) .

Um procedimento andlogo pode ser obtido se o processo de observagdes também apresentar
um relacionamento linear com seus parimetros estéticos. E importante ressaltar que a fun¢io G
nao precisa necessariamente definir uma relac@o linear com respeito aos argumentos ¢ € x;, O
que confere mais generalidade ao dispositivo. Tal estrutura trata apenas do cendrio mais comum
de aplicacdes do método. SituagOes mais abrangentes também sdo passiveis de defini¢do de
um esquema de propagacao de estatisticas suficientes, no entanto, tais situagdes normalmente
nao garantem a possibilidade de amostragem direta da distribui¢do a posteriori parcial. Nestes
casos, a atualizagcdo pode ser feita por blocos de acordo com um dispositivo similar a de um
amostrador de Gibbs. Esta ultima perspectiva assume que a amostra ponderada mais atual fornece
uma boa aproximagdo para densidade alvo, logo, tal distribuicdo permanecera invariante apds
a aplicagdo de um passo Gibbs. Devemos destacar que esta segunda forma de aproximacao
pode vir associada a um vetor de estatisticas suficientes de dimensao elevada, o que pode afetar

significamente a complexidade computacional do método.
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Diferentemente do dispositivo de Liu e West, o filtro de Storvik foi associado inicialmente
ao paradigma Bootstrap, caracterizando assim uma estratégia do tipo amostragem/reamostragem.
Variagdes do mesmo algoritmo poderiam ser obtidas inserindo a dindmica de rejuvenescimento
artificial diretamente na estrutura do filtro Auxiliar. Outro ponto de destaque com respeito a este
método € que a familia composta pelo vetor de estatisticas suficientes {5”, (xg;)t, yo;t> } também
€ desprovida de dindmica natural e, portanto, € passivel de degeneragdo. Situacdes onde esta
estrutura apresenta um enxugamento muito acelerado podem conduzir o dispositivo de filtragem

a estimativas imprecisas.

Parameter Learning

O esquema parameter learning, proposto por Carvalho et al. (2010), trata basicamente
de uma especializacdo do filtro de Storvik, a qual aplica o dispositivo de rejuvenescimento
artificial baseado na propagacdo de estatisticas suficientes a uma versdo do Filtro Auxiliar com

distribui¢do proposta 6tima. Neste caso, os pesos auxiliares serdo dados por

() _ =)

Waux = (I);_l "8 <yt —1

0 9@), i=1,2,..N

e, como consequéncia imediata, teremos um conjunto homogéneo de ponderagdes ao final de

cada iteracdo:

()
@O Ol Gy (xf(i) yt’x@l’e(i)>
P 0 TSI
(i i A %" )q(x” |52, 00
t(—)l'g(yt xt(_)]’e()) g<yt Xz(?pe(i))

Este esquema culmina em um enxame de pontos completamente diversificado e de ponderacdes
homogéneas ao final de cada passo, o que constitui o maior diferencial a favor de sua aplicagao.
Os autores sugerem ainda que o passo de rejuvenescimento artificial seja feito apds a propagacgdo
dos estados. Por esta razdo, os densidades associadas aos parametros estaticos nao foram
explicitadas na relacdo acima. A interpretacdo neste caso € que o rejuvenescimento artificial
constitui um passo Gibbs, o qual mantém invariante o modelo probabilistico associado ao vetor

estatico.

A abordagem € bastante frutifera pois, além de assegurar a constru¢ao de um algoritmo
simples, garante também a obten¢do de estimativas mais estaveis. Todavia, o dispositivo também
faz uso de um vetor de estatisticas suficientes desprovido de dinamica natural. Desta forma,
é possivel observar efeitos de degeneragdo nesta estratégia assim como nas demais. Como o
dispositivo de rejuvenescimento artificial é rigorosamente o0 mesmo adotado na aproximacao de
Storvik, ndo faremos diferenciacdo destes métodos. A partir desta se¢do, referenciaremos ambas

as perspectivas por parameter learning ou simplesmente PL.



78 Capitulo 3. Métodos de Monte Carlo

Algoritmo 17: Filtro PL

Entrada: Tamanho amostral (N), observagdes (y1.,) e distribui¢do a priori (p);
Saida: Aproximacdo discreta f,(dzi:1) = 3 v 8 (Z@ ) (dzin);
I:n

parai <« 1 até N faca
2 Amostre () ~ p;

ot

3 Amostre Xéi) ~ qo;
4 a)é’) — 1

5 p;ra j < 1 até nfaca

6 parai<— 1 até N faca

7 || el pOyIGX m®);

8 {j1,J2,--, JN} < amostra_indices (N, {wéi)x}ﬁ.\;);
9 parai<— 1 até N faca

10 AmostreX]@ (|y X" i) 9<i)>;
11 Propaga S(i) — 7 <S(J‘) (:t),yl;z);
12 Amostre 8() ~ ( \S

13 Zil)J — (Xl(g.f1 ux! ),9(1));

14 retorna {Z%ll, ]l\,}

SMC?

O préximo método constitui uma extensao do algoritmo IBIS (Iterated Batch Importance
Sampling) desenvolvido por Chopin (2002) com o intuito de prover um dispositivo sequencial
eficiente para a realizacao de inferéncias no contexto mais tradicional das amostras aleatdrias.
A metodologia IBIS parte primeiramente de uma amostra de individuos {O(i)} gerada da
distribui¢do a priori p(0). Como esses individuos tratam de uma amostra independente e
identicamente distribuida, podemos associar a cada um deles a ponderagio 1/N. Nos instantes

seguintes as ponderacdes sdo atualizadas a partir da verossimilhanga parcial das observagdes:
a)t(l)ocwl(l_)lp (yt|y1:l‘—179(i))7 i:1;27"'7N7

com a convengao p <y1 V1.0, G(i)> =p <y1|0(i)> . Caso algum critério de degeneracgdo seja satis-

feito no instante ¢, uma nova populacdo ¢ amostrada da mistura finita

S Lok (00,

onde K € um nucleo de transicao invariante com respeito a distribui¢do a posteriori do modelo.

llwl

Em geral, K pode ser tomado como uma transi¢ao do tipo Metropolis-Hastings baseada em

passeios aleatdrios, o que confere uma maior abrangéncia ao método por constituir uma escolha



3.5. Filtros de Particulas 79

isenta de hipéteses adicionais a respeito do modelo. Para evitar problemas de consisténcia caso
0s parametros ndo estejam definidos em toda a reta, podemos basear a transi¢do em passeios
aleatdrios refletidos ou simplesmente considerar transformagdes andlogas as descritas para os
métodos de Kitagawa e de Liu e West. Ao final do rejuvenescimento a amostra ponderada
da lugar a nova populagdo, a qual € caracterizada por pesos constantes. O dispositivo /BIS
oferece um ferramental alternativo a amostragem MCMC e tem como principal vantagem uma
complexidade computacional incomparavelmente menor. Desta forma, € natural tentar estender
esta abordagem ao cendrio caracterizado por cadeias Markovianas ocultas. Uma das grandes
dificuldades encontradas neste caso € o desconhecimento da expressdo analitica da funcao de
verossimilhanca. A auséncia desta forma funcional invibializa em um primeiro momento o
desenvolvimento da estratégia /BIS. No entanto, uma aproximacao consistente pode ser obtida
se substituirmos o funcional desconhecido por uma estimativa nao viciada construida com o
auxilio dos filtros de particulas. O método SMC? trata basicamente desta aproximacio. A ideia é
embutir um filtro de particulas no dispositivo sequencial /BIS de modo a fornecer as estimativas
da funcdo de verossimilhanga associadas a cada individuo 0(). Os conjuntos de particulas
xg;le’i) construidos em cada um dos i filtros independentes, podem ser reaproveitados ao final

do algoritmo para a realizacado de inferéncia a respeito da sequéncia latente.

O algoritmo SMC? demanda, ao contrario de sua perspectiva de origem, uma carga
excessiva de recursos computacionais ja que um filtro Bootstrap independente deve ser langado
para cada individuo no procedimento /BIS a fim de construir uma estimativa da funcio de
verossimilhanga. Em particular, se 0 método utiliza Ng = 1000 individuos para a aproximagao
da distribui¢@o a posteriori e um nimero pequeno de particulas Ny = 100 na execucao de cada
filtro independente, teremos uma estimativa construida a partir de N, x Ng = 100000 pontos.
Este configuracdo simples ilustra o quanto o método pode ser computacionalmente complexo. O
desempenho pode ainda ser mais insatisfatério uma vez que os autores sugerem que 0 nimero
de particulas N,, utilizado no passo de filtragem pura, seja dobrado a cada instante onde algum
critério de degeneracio é satisfeito. E comum, por exemplo, finalizar o método com um montante
de particulas superior 10® individuos e com um tempo de execugio superior a uma dezena de
horas. Todavia, devemos destacar que a estrutura do método permite o desenvolvimento de uma
implementacdo paralelizada. Esta alternativa constitui um desafio computacional consideravel
porém pode garantir a obtencdo de tempos de execucao mais atrativos. Apesar da pouca eficiéncia,
temos que 0 método SMC? define um método consistente, o qual niio carece de nenhuma hipétese
especifica a respeito da forma funcional do modelo de interesse. Este fato garante a aplicagcdo do

método a qualquer modelo Markoviano oculto.
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Algoritmo 18: SMC2

Entrada: Tamanhos amostrais (Ng, Ny ), observagdes (y;.,), distribui¢do a priori (p),
densidade de transicdo (K) e algoritmo de filtragem (FP);

Saida: Aproximagdo discreta &, (dz.,) = Y 1(0,,) (Z(, >(dz1 )
1:

it

parai < 1 até Ng faca
2 Amostre 6() ~ Do

3 | Estime p <y1 \9(")) e 51 Nel) a partir de FP;

4 a)l(i) eﬁ(yl\e(’»;

5 para j < 1 até n faca

6 para i < 1 até Ng faca

7 Estime p (y,|y1 41,00 )> e xgle’” i a partir de F P,

(i)

8 o <—a)()1P()’t|)’Iz T (i)>;

9 TEAj<— llw /Z W)~
10 se TEA < Ng/2 entio

11 {j1,J2,-.-, jn} < amostra_indices (N {a) /):l | O] )}ﬁ\i;l);
12 para i< 1 até Ng faca
13 Amostre () ~ K; <9(Ji),)C%I\fmz')7 ) :
() (1 Nx 1) 1 .
14 VARRS {xl.j J ,9(1)}’
: o 1.

16 retorna {Z%,a),(li) /ZNfla),(,j) }

Um caso particular de destaque do método diz respeito aos modelos lineares Gaussianos
ou apenas condicionalmente lineares Gaussianos. Modelos desta natureza permitem a constru¢o
da funcdo de verossimilhanga a partir das recursdes do tradicional Filtro de Kalman, evitando
assim a utilizacdo intermedidria de uma sequéncia de filtros de particulas. Outra situacio
favoravel € obtida quando o modelo em questdo habilita a amostragem direta de parametros
estaticos com o auxilio de distribuicdes baseadas em estatisticas suficientes das trajetdrias
observada e filtrada. A amostragem direta evita a utilizacdo de passos Métropolis-Hastings
no desenvolvimento do nucleo de transicdo K. Nestes casos, ndo teremos problemas com
respeito a taxa de aceitagdo de novos individuos e, consequentemente, o nimero de particulas
N, nilo precisari ser incrementado. A estratégia SMC? surge como um método muito atrativo
para o tratamento do problema da filtragem considerando a existéncia de pardmetros estaticos

desconhecidos nestes cendrios especificos.
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PMCMC

Métodos do tipo PMCMC (Particle Markov Chain Monte Carlo) englobam um conjunto
de estratégias MCMC apoiadas por filtros de particulas. A abordagem mais geral encontrada
nesta classe refere-se a uma aproximacao da popular dindmica Metropolis-Hastings com o intuito
de amostrar da distribui¢do p(xo.,, 0|yo:n)- Seguindo a forma tradicional do método, poderiamos

apenas gerar um novo ponto a partir de uma densidade de transi¢ao da forma

q ((x0:1,0)"|(x0:,0)) = (6'10) per (x4 |y0:1) »
e aceitar a nova geragcao com probabilidade

por(ox)p(0')q(016")
po(vo.)p(0)q(6'16)

No contexto dos modelos Markovianos ocultos, esta estratégia simplificada seria impraticavel

IA

por dois motivos: impossibilidade de amostrar de pg(xo.|yo,/) € desconhecimento da forma
funcional associada a verossimilhanga pg(yo. ). Entretanto, procedendo de forma andloga ao
método SMC?, poderfamos utilizar um filtro de particulas para aproximar as duas quantidades
desconhecidas. O restante do dispositivo segue de forma idéntica a versado classica do algoritmo

Metropolis-Hastings, conforme sumarizado no diagrama a seguir.

Algoritmo 19: PMCMC

Entrada: Tamanho amostral (N), observacdes (y1.,), distribui¢do a priori (v), densidade de
transigdo (K) e algoritmo de filtragem (FP);

Saida: Amostra aleatéria {O(i)}ivzl ~ TT;
1< 0;
Amostre 80 ~ v:

N =

(0)

3 Execute FP para obter X, ~ p (-[y1, 9(0)) e p(y1.n|0©);
4 repita

5 i+—i+1;

6 Amostre u ~ U(0,1);

7 Amostre 8() ~ K;

8 Execute F'P para obter 1(2 ~ P (|y1:,09) € p(y1:]0D);
9 seu < mln( yi;(\? ; g ) S ngii)j(jéu;;) entio
10 0

11 X() eXl(,)

12 PO 07) ¢ P10 07);

13 senﬁo

14 0\ « gli-1);

15 Xl(lt) <—X1(.l, D,

16 | | pO1al07) ¢ plyial 07V

17 até Crlterlo de parada,
18 retorna N ultimas observacdes da cadeia;
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Andrieu, Doucet e Holenstein (2010) mostram que o método PMCMC tem f(xo., 0|yo:)
como distribui¢ao invariante para qualquer nimero N de particulas utilizado no dispositivo nu-
mérico de filtragem, o que caracteriza um resultado surpreendente. Todavia, o tamanho amostral
N tem um impacto significativo no desempenho do algoritmo. Valores elevados de N sdo capazes
de gerar estimativas associadas a um menor montante de variabilidade na comparagdo com
aproximagoes baseados em valores pequenos do mesmo parametro, mas o custo computacional
da construcgdo de pg(yo;) cresce significativamente com N. De uma forma geral, os autores
sugerem que o valor de N seja escolhido de forma a assegurar que a variancia das aproximagdes
para o logaritmo da verossimilhancga figure no intervalo (1,2;1,3). Como a variincia destas
estimativas cresce linearmente com o nimero ¢ de observagdes, segue que a complexidade
computacional é da ordem de O(#?) operacdes por iteracio. Desta forma, temos um algoritmo
computacionalmente intensivo, o qual demanda um esforco computacional superior até mesmo

ao demandado pela abordagem SMC?.

Uma aproximag¢do por meio de particulas do amostrador de Gibbs também pode ser
obtida de forma similar. Esta estratégia, no entanto, é mais restritiva que a aproximacao M-
H pois necessita reamostrar diretamente das distribui¢des p(0|xo., o) € p(x0:|yo:). Mesmo
em situagdes onde € possivel amostrar diretamente da distribui¢do condicional completa dos
parametros estaticos, podemos ter problemas nas taxas de convergéncia do método caso seja
possivel amostrar de p(xo;|yo.;) apenas de maneira aproximada. Desta forma, temos que o
método define uma boa estratégia de amostragem basicamente em situa¢des onde p(6|xo.s, vo:)

e p(xo:|yo:, 0) sdo acessiveis via algoritmos do tipo filtragem sucessiva-amostragem retroativa.
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CAPITULO

APRENDIZAGEM DE PARAMETROS
OTIMIZADA

Este capitulo introduz algumas diretrizes de implementa¢do desenvolvidas com o intuito
de otimizar o desempenho dos algoritmos de filtragem associados a aprendizagem de parametros
estdticos, com destaque para os métodos de Liu e West e Storvik/Parameter Learning. A proposta
desenvolvida aqui preserva a estruturacao matematica dos métodos e concentra mais esforgos
em metodologias capazes de refinar o balanceamento entre diversidade e foco das nuvens de

particulas.

4.1 Aprendizagem de Parametros Revisitada

O conceito de modelo auto-organizativo introduzido por Kitagawa (1998) estabeleceu
uma associacao promissora entre filtros de particulas e inferéncia paramétrica. O estado da arte
acerca desta perspectiva € a concatenacio dos parametros estiticos desconhecidos com o vetor

de estados latentes, dando origem a uma estrutura espandida
Z=(X,0), t=0,1,2,...,n,

cuja estimacao pode ser realizada sequencialmente com o auxilio dos métodos sequenciais de
Monte Carlo. Originalmente, a componente 6 foi associada a uma dinamica artificial, mais
precisamente um passeio aleatorio, a fim de garantir diversidade a uma grandeza naturalmente
desprovida de dindmica. O método funcionou bem em estudos envolvendo séries pequenas de
observacgdes entretanto apresentou resultados muito desfavordveis em cendrios gerais devido
a perda de informacgdo associada a adicdo de um ruido externo ao problema. Variantes mais
recentes deste conceito colheram melhores frutos a partir da introduc¢do de dispositivos de
rejuvenescimento artificial mais sofisticados. Estas abordagens podem ser interpretadas, em sua

esséncia, como instancias especificas de um procedimento de regularizacido o qual substitui a
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medida aleatodria inerte

Mz

(Y1, dz1e) = X 3150 (dz1:),
l:1 it
por uma mistura finita da forma
" o) ()
A1 dar) = 1, @78 g (dx1a) XK ((O12:217).46) 1)

onde K representa um nucleo de transi¢do associado ao rejuvenescimento artificial de 6. Inte-
grando a componente latente da cadeia, chegamos a uma aproximagao genérica da incerteza a

posteriori acerca dos parametros estaticos

N i)
pand®) = 0K (12, do). (42)

A regularizacio pode ser realizada tomando a transi¢do K como um nticleo estimador Gaussiano
(LIU; WEST, 2001), resultando na seguinte densidade aproximada

Mz

p(By1) = (9;a-6(i)+(l—a)-§,h2-v>7 4.3)

onde

a0V —-0)(00 -89y e R =1-d

'["12

a6", V=

'["12

Il
—
Il
—

6=

Esta estratégia culmina em um estimador ndo paramétrico da densidade p(6|y;;), o qual é
isento de hipéteses adicionais a respeito da forma funcional do modelo e garante o controle da
variabilidade das estimativas através do pardmetro de encolhimento a € (0, 1). Estimativas mais
robustas podem ser obtidas em casos particulares onde a densidade p(6|x;.,y1,) é sumarizada
precisamente a partir de um vetor de estatisticas suficientes .7 (x1.1,y1.1) (GILKS; BERZUINI,
2001; STORVIK, 2002; FEARNHEAD, 2002; CARVALHO et al., 2010). Neste caso, a incerteza

a posteriori € definida a partir de uma aproximagao de Monte Carlo
p(Olyrs) = /Q p(0,x1:|y1:)dx1y

—/ 9|<5ﬁz xln)’lt < @f X1:,0 |y1t)d6>dx1:t

~.

0=
N

Z t(i 5)(51) X1: t)> dxyy

1=

N/ (0]F (x1:1,¥10) ( Z t(i )(‘)(xlztael)del)dxlzt

_/ 9|<5ﬁl xltayll

—

zi <9|5’t(y1,,x1 )) (4.4)

alimentada pela nuvem de particulas proveniente do dispositivo numérico de filtragem aumentada.
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Apesar do grande potencial ja evidenciado experimentalmente em diversos trabalhos, é
possivel demonstrar que os resultados alcangados por estes algoritmos ainda ndo sdo completa-
mente satisfatorios por nao desmenbrar caracteristicas préprias das metodologias de filtragem
pura daquelas associadas aos métodos de amostragem de parametros estiticos. Desta forma,
temos até entdo apenas andlises simplificadas as quais tendem a associar resultados negativos
oriundos das metodologias de reamostragem, assim como de mds escolhas de distribui¢des pro-
postas, aos dispositivos de amostragem de parametros. Tais perspectivas geram uma atmosfera
de bastante desconfianga em torno dos algoritmos, sobretudo com respeito ao filtro de Liu e
West. Além disso, destacamos que nenhum argumento formal na literatura justifica a replicacdo
perpétua do passo de rejuvenescimento da populagdo estética. A utilizagdo desmoderada dos
dispositivos de amostragem de parametros pode acrescentar um montante de ruido desnecessério

ao problema da filtragem além de elevar o custo computacional do algoritmo.

Buscando estabelecer uma andlise mais frutifera de tais métodos, a perspectiva proposta
neste trabalho identifica, independentemente do algoritmo de filtragem, os legitimos vicios
e virtudes das metodologias basicas de amostragem de parametros no contexto sequencial.
Dentre as principais contribui¢des extraidas da nova andlise, destacamos: o desenvolvimento
de uma agenda dindmica de rejuvenescimento capaz de conferir mais eficiéncia aos métodos,
o estabelecimento de uma estratégia de reamostragem suavizada que alivia possiveis efeitos
de degeneracdo e a determinacado de critérios objetivos para a calibragem de parametros do
algoritmo de Liu e West. Uma série de experimentos computacionais é explorada a fim de

evidenciar a efetividade das novas propostas.

4.2 Fator de Fertilidade e Reamostrador ldeal

O monitoramento da degeneracdo amostral constitui um fator de extrema relevancia
no ambito dos métodos sequenciais de Monte Carlo. A abordagem mais frequente apoia-se no
rastreamento dos tamanhos efetivos amostrais a cada iteracdo do processo de filtragem. Este

procedimento € bastante efetivo e seu sucesso pode ser explicado por meio de dois argumentos:

matematicamente, os tamanhos efetivos amostrais sdo inversamente proporcionais a distancia
chi-quadrado entre as medidas alvo e proposta no passo de amostragem por importancia.
Tamanhos efetivos amostrais pequenos indicam que o modelo proposto difere muito do

objetivo, favorecendo a geragdo de amostras ponderadas empobrecidas.

informalmente, esta medida pode ser entendida como o niimero de individuos necessarios em
uma populagdo iid para garantir o mesmo montante de informacgado oferecido pela amostra
ponderada. Tamanhos efetivos amostrais pequenos indicam neste caso que a populacao

ponderada conta com muitos individuos de baixa relevancia.
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Uma forma alternativa de avaliar efeitos de degeneracio pode ser estabelecida a partir
do monitaramento da diversidade amostral. O acompanhamento deste atributo equivale a obe-
servacdo sequencial dos fatores de fertilidade (FF), uma medida introduzida por Baker (1987)
no contexto dos algoritmos genéticos. O conceito consiste de contar o nimero de individuos

selecionados para reproducdo futura

FF— # individuos distintos selecionados

— 4.5

# individuos na populacao (4.5)
0 que nos d4 uma bom parametro a respeito do montante de informacao disponivel (capacidade de
exploracio espacial) para o desenvolvimento futuro da populagdo. E evidente que as quantidades
pontuais expressas por meio dos FFs sdo fortemente dependentes da metodologia de selecdo,
contudo podemos mostrar que, independemente do dispositivo de selecdo empregado, hd uma

forte correlagdo entre os fatores de fertilidade e os tamanhos efetivos amostrais (Apéndice A).
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Figura 4 — Fatores de Fertilidade x Tamanhos Efetivos Amostrais: comparag@o entre os mecanismos Multinomial,
Residual, Sistemdtico e por Ramificacio (escala percentual). O ensaio apresenta os fatores de fertilidade
obtidos para 2500 medidas aleatérias independentes, sendo o suporte de cada uma composto por 10000
pontos.
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O ensaio ilustrado na Figura 4 evidencia o elo entre as duas medidas considerando alguns
dos principais esquemas de sele¢do encontrados na literatura: multinomial, residual, sistematico e
por ramificacdo. A amostra estudada neste experimento € baseada na construcao de 5000 medidas
aleatorias independentes, cada qual obtida por meio de um passo autdbnomo de amostragem por
importancia. Cada medida aleatdria € associada a um tnico tamanho efetivo amostral e a quatro
fatores de fertilidade correspondentes aos mecanismos de reamostragem em questdo. Além de
evidenciar a forte relagc@o entre tamanho efetivo amostral e fator de fertilidade, o experimento
resumido pelos diagramas de dispersdo ilustra um relevante aspecto a respeito da escolha dos
mecanismos de reamostragem: capacidade de preservacdo da diversidade populacional. Para
uma mesma medida aleatdria, independemente de seu TEA associado, os mecanismos de escolha
residual, sistemadtico e por ramificacdo inpulsionam uma menor pressao seletiva na nuvem de
particulas, garantindo um preenchimento mais rico do suporte da distribui¢do de interesse apos o
passo de reamostragem. Esta particularidade é usualmente ignorada em andlises de degeneracao
tradicionais pois os TEAs concentram apenas informagdes com respeito as medidas aleatdrias,
deixando de lado o que ocorre apds a reamostragem. Nestes casos, a escolha do dispositivo de
reamostragem € deixada em segundo plano e o dispositivo de selecdo multinomial acaba sendo

adotado por mera conveniéncia.

A compreensao alternativa de rejuvenescimento artificial como um procedimento de
regularizacdo mais geral, torna evidente o possivel déficit na informagdo disponivel para a
construcio de aproximacdes da densidade a posteriori p,(8]y;.) caso as populacdes {0()} e
{4 ()’1:t7x§;? )} passem por um processo acelerado de enxugamento. O método de Liu e West, em
sua forma tradicional, € reconhecidamente sensivel a este fendmeno, de modo que sua aplicagdo
¢ usualmente recomendada com cautela. Em se tratando da metodologia PL, este problema é
mascarado devido a possibilidade de rejuvenescimento da populacdo de parametros por meio
de dispositivos de simulagao direta. Nestes casos, boa parte dos autores ignora o fato de que
a populacao de estatisticas suficientes também é desprovida de dinamica natural e exploram
apenas a metodologia de reamostragem multinomial. O préximo exemplo ilustra o quanto esta

perspectiva pode ser desastrosa.

Exemplo 1. Kantas ef al. (2015) estudam uma instancia do modelo linear dindmico

i = X+&, & ~ N(0,62)
X = Bx—1+m, M ~N(0,75) ,t=1,2,3,..,5000,
xo ~ N(0,1)

cujo vetor de parametros desconhecidos é 8 = (3, 62). O experimento consiste em analisar o
comportamento do algoritmo PL considerando 6 = %, 1) e o par independente de distribuicdes
a priori

B~U(-1,1) e oc*~GI(1,1),

a fim de demonstrar experimentalmente o comportamento degenerativo desta metodologia. O
rejuvenescimento dos individuos estéticos € realizado sequencialmente a partir da amostragem
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direta dos modelos a posteriori parciais

Y xixi 1 1 2 241 24 Y0 (yi—x)?
ﬁ|x1:tayl:t NN—I 1 : ) € O |x12tay1:t ~ GI 3 ! y
=ty Xy 10-X0 a7 2 2

o qual pode ser atualizado sequencialmente em conjunto com as demais quantidades do algoritmo

de filtragem a partir do vetor de estatisticas suficientes

1 1 1
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Figura 5 — Distribuicdes a posteriori de 0 obtidas a partir de 25 execugdes do algoritmo PL considerando reamos-
tragem multinomial e uma nuvem de 10000 particulas.

De fato, se considerarmos a escolha mais trivial de reamostragem (multinomial), o enxu-
gamento dréstico da populagdo de estatisticas suficientes acarretard um processo de degeneragdo
acelerado do algoritmo conforme ilustrado na Figura 5. Este fendmeno € acorbetado em situacdes
onde a regido mais relevante do espago paramétrico é pequena — 3 € (1%, 1), por exemplo —
caracterizando distribui¢des com alto poder discriminativo com respeito as quantidades des-
conhecidas. Nestes casos, mesmo apds o esgotamento das estatisticas suficientes, ainda temos
capacidade de identificar corretamente os parametros de interesse. Na configuracdo apresentada
neste exemplo, mesmo a ado¢do de uma populacio relativamente grande, 10000 individuos, ndo
€ capaz de assegurar uma estimativa razoavel a todos os parametros. Ressaltamos apenas que a
sequéncia de distribui¢des a posteriori do parAmetro de volatilidade 62> depende diretamente da

estatistica suficiente
t
2
S3=3 (vi—x)°,
i=1

a qual é funcdo do conjunto de observagdes. Como a sequéncia de observagdes € isenta de
degeneragdo, temos que este parametro sofre uma menor influéncia da perda de diversidade das

demais quantidades.



4.2. Fator de Fertilidade e Reamostrador Ideal 89

A preservacao dos fatores de fertilidade associados ao método de reamostragem por
ramificacdo pode ser explorada com o intuito de contornar este problema. Ao manter a popula¢do
de estatisticas suficientes mais diversificada, estamos implicitamente preservando um maior
nimero de trajetdrias filtradas distintas, o que assegura uma cobertura mais honesta da parte
nao observada do modelo. Uma sequéncia de estimativas do filtro PL apoiado pelo método da

ramificac@o e por uma nuvem de apenas 5000 particulas é apresentada na Figura 6: o ganho é

evidente.
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Figura 6 — Distribuicdes a posteriori de 0 obtidas a partir de 25 execugdes do algoritmo PL considerando reamos-
tragem por ramifica¢do e uma populagdo de 5000 particulas.

Apesar de observarmos um ganho incontestavel, verifica-se ainda um bom montante de
irregularidade nas estimativas finais, o que € natural neste caso ja que o nimero de individuos
adotado foi relativamente pequeno para um problema envolvendo uma série tao longa de ob-
servacdes. E importante ressaltar que estamos lidando com aproximagdes por importincia, o
que garante a obten¢ao de resultados mais eficientes porém seguramente menos precisos que

métodos baseados na estratégia MCMC.

De uma forma geral, temos que a introducdo do fator de fertilidade como medida
auxiliar no monitaremento de fendmenos de degeneracdo demonstrou-se bastante util para o
desenvolvimento de uma andlise mais detalhada acerca dos métodos sequenciais implementados
na presenga de parametros estdticos desconhecidos. O entendimento desta grandeza indica que
conclusdes fundadas na utilizacdo da reamostragem multinomial podem ndo ser confiaveis e,
portanto, devem ser revistas. Destacamos, por exemplo, que Chopin, Jacob e Papaspiliopoulos
(2013) tomam como referéncia o estudo deste mesmo problema, porém considerando a versao
discutida no trabalho de Doucet et al. (2009), para acentuar a desconfianca acerca dos modelos
auto-organizativos e assim apresentar mais uma justificativa para a constru¢do da metodologia

SMC?. O estabelecimento de uma anélise mais rica deixa claro que estratégias de tamanha
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complexidade devem ser utilizadas apenas em cendrios onde a degeneracdo € extrema; a simples
associacdo dos algoritmos PL e LW a um passo de reamostragem mais eficaz ja permite a

aplicacdo de tais metodologias em um cendrio bastante geral.

4.3 Agenda Otima de Rejuvenescimento

Metodologias convencionais apoiadas por modelos auto-organizativos assumem que o
passo de rejuvenescimento artificial deve ser integrado ao algoritmo de filtragem como uma
iteracdo natural, exigindo assim a execucdo rigorosa deste procedimento a cada instante de
evolugdo. Todavia, uma perspectiva de filtragem mais eficiente pode ser fundamentada por uma
simples reflex@o: caso a populacdo estdtica ndo passe por um processo de enxugamento, hd
necessidade de revitalizd-la? Seguindo este ponto de vista alternativo, buscamos desenvolver uma
agenda dindmica de amostragem a qual permite que a fase de rejuvenescimento seja explorada
apenas em situagdes caracterizadas por um processo de degeneracdo mais acentuado. O objetivo

€ conferir simultaneamente mais eficiéncia e precisdo aos dispositivos numéricos de filtragem.

Filtro Bootstrap

O argumento acima sugere de imediato o desenvolvimento de uma estratégia alternativa
de rejuvenescimento artificial. Basicamente, € possivel vincular o esquema de revitalizagao
artificial ao passo de reamostragem, o qual pode ser executado apenas em instantes com respeito
aos quais o TEA torna-se menor que uma determinada cota inferior y. Esta estratégia define
naturalmente uma sequéncia de tempos aleatdrios de amostragem, dando origem a uma versao
complementar do filtro Bootstrap adaptativo (Algoritmo 12) capaz de acomadar a estrutura dos
parametros desconhecidos. A nova perspectiva é condizente com a interpretagcdo dos dispositivos
de rejuvenescimento artificial como regulariza¢des da forma (4.2) aplicadas a medidas aleatdrias.
Assim, a amostragem de parametros serd executada apenas em situacdes onde o fendmeno de
degeneracdo pode ser observado (apds reamostragem), o que gera uma boa economia de recursos

computacionais além de evitar a insercao desnecessaria de ruidos ao problema.

Nossa abordagem € baseada na calibragem mais frequente do método adaptativo, isto
é, 7= % (ARULAMPALAM et al., 2002; CHOPIN, 2002; LOPES; TSAY, 2011; CHOPIN;
JACOB; PAPASPILIOPOULOS, 2013; LI et al., 2014). Além disso, o nicleo de transi¢ao K
adotado no pseudocédigo acima pode ser interpretado como um passo genérico de rejuvenes-
cimento, podendo assumir as caracteristicas das abordagens LW ou PL; a escolha dependera
exclusivamente da forma funcional do modelo. Reforcamos que nosso objetivo € dissociar as
acoes do método de amostragem de parametros daquelas ligadas ao algoritmo de filtragem pura,
logo todos os procedimentos desenvolvidos daqui em diante fardo uso do nicleo K para indicar

genericamente a fase de amostragem de parametros estaticos.



4.3. Agenda Otima de Rejuvenescimento 91

Algoritmo 20: Aprendizagem de Parametros Bootstrap com Agenda Dindmica

Entrada: Tamanho amostral (N), distribui¢des a priori (po,qo) € proposta (g);
Saida: Aproximagdo discreta 7,(dz;.,) = ﬁZéV:l 5<Z<,-) ) (dz1m);
l:in

1 parai< 1 até N faca
2 Amostre Xél) ~ qo;
3 Amostre 8 ~ py;
4 @\ L.
L % N’
5 parat < 1 até nfaca
6 para i< 1 até N faca
7 Amostre Xt(i) ~q ('|Xz(i)1 2Vt G(i));
8 w{(z) — (Dt(i)l 'g(yt ’Xt(l)a gt(l))f /CI< 17)’ta 6l )) 5
9 Normalize cb,() — a), /Zk 1cot( )= 1,2,...,N;
10 se TEA( (1),...,6),( )) < 5 entiao
1 {j1,J2,..-, jN} < amostra_indices (N, {(Z),(i) }fvzl);
12 para i< 1 até N faca
13 ~](.’) —
14 Xl(:it A (Xl(:{i)—lﬂXf(ji)>;
15 Amostre 81) ~ < 10U, 1(1)73’1 t)

16 parai< 1 até N faca
o | 2 (x0.00)

18 retorna {Z&,I{,}

Exemplo 2. O modelo linear dindmico

Vi = X +&, StNN(Oacz)

X = o+Px_1+n, N, ~N(0,7%) , r=1,2.3,..,1000,
_ o

X0 — m

onde 8 = («, B,7%,62) é um vetor de pardmetros fixos e desconhecidos, foi estudado por Lopes
e Tsay (2011) com o intuito de comparar a capacidade inferencial dos algoritmos LW, de Storvik
e PL (Apéndice C). A andlise considerou 6 = (0,0;0,9;0,5;1,0) em conjunto com as seguintes
distribui¢des a priori

10 10-1 10 10-0,5
2 ~Y 2 ~Y
o GI(2 3 ), T GI(2 3 >,
0
a,B|t? ~ N( 09],r2-1>, xo ~ N(0,10).

O esquema de conjugacdo adotado para a incerteza inicial permite que o algoritmo PL atualize

sequencialmente o vetor de parametros segundo um modelo Bayesiano de regressdo linear.

Para este exemplo consideramos o filtro de Liu e West convencional e sua versdo obtida a

partir da adocdo da agenda dinamica de rejuvenescimento. Para cada algoritmo, realizamos 100
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execugdes independentes com 5000 particulas. Além disso, executamos o filtro de Liu e West con-
vencional com 1000000 de particulas a fim de obter uma referéncia para comparagdo. O resumo
do desempenho apresentado pelos dois métodos (Figura 7) evidencia que a agenda dindmica
ndo causa nenhuma perda inferencial ao dispositivo; as trajetorias filtradas permanecem pratica-
mente inalteradas. Entretanto, do ponto de vista computacional, é possivel verificar um ganho
bastante significativo ja que, neste caso especifico, o passo de reamostragem/rejuvenescimento
foi realizado em média ao longo de 20% das itera¢des. Utilizando a funcao microbenchmark do
pacote microbenchmark disponivel para a linguagem R, foi possivel determinar com precisao
o tempo de execucdo de cada metodologia: o filtro implementado a partir da agenda dindmica
apresentou uma reducao de 30% no tempo de execucao (os tempos absolutos sdo irrelevantes

pois dependem necessriamente do hardware utilizado).

O ganho computacional variard de acordo com a natureza do modelo, assim como
oscilard em diferentes bancos de dados dentro de uma mesma modelagem, pois o gatilho de
amostragem € dinamico. Problemas mais suscetiveis a degeneragdo fardo mais uso do dispositivo,
dissipando uma maior quantidade de recursos computacionais. Ganhos similares sao observados
caso a estratégia LW seja substituida pelo esquema de amostragem PL. Neste caso, o ganho
¢ ainda mais significativo pois além de ndo aplicar o passo de rejuvencimento perpetuamente,
também ndo precisamos reamostrar os indices correspondentes ao vetor de estatisticas suficientes
(dimensao 8 neste caso particular). Uma avaliacdo experimental mais completa considerando a
estratégia PL assim como variagdes no vetor de parametros serd apresentada no proximo capitulo.
A ideia deste primeiro exemplo € apenas ilustrar o quanto as estratégias usuais exploram de

maneira ineficiente os dispositivos de filtragem.

Filtro Auxiliar

O esquema dindmico desenvolvido acima € vinculado a possibilidade de ndo executarmos
o passo de reamostragem em algumas iteragdes, uma perspectiva impraticdvel no paradigma
do filtro auxiliar ja que a ac@o do algoritmo parte de um passo de reamostragem na tentativa de
capturar alguma tendéncia futura nas observagdes. Por outro lado, voltando a reflexdo proposta
no primeiro pardgrafo, projetamos a revitalizacao da populagdo de paridmetros desconhecidos
exclusivamente em situagdes caracterizadas por degeneragdo e nao necessariamente apds rea-
mostragem. A €nfase neste iltimo ponto se deve a eventualidade de nos abstermos do fendmeno
de degeneracdo mesmo ap0s a realizacao do passo de reamostragem, o que pode ser determinado
a partir de uma andlise de diversidade da populacdo. Uma vez que o objetivo € precisar o nimero
de individuos distintos no enxame de particulas, temos que a andlise pode ser efetuada por meio
do rastreamento dos fatores de fertilidade. Ainda que o passo de reamostragem seja exercido, €

possivel obter fatores de fertilidade altissimos conforme verificamos no ensaio da Figura 8.

A diversidade da populacao pode ser acompanhada mesmo com a execugao continuada

do passo de reamostragem. Suponhamos que no instante  — 1 o enxame de particulas propagado
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Figura 7 — Resumo de 100 execugdes, 5000 particulas cada, dos filtros LW convencional e LW com agenda dinamica:
médias a posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Colunas 1 e 2 ilustram, na devida ordem, os
resultados obtidos pelos métodos LW e LW dindmico. As curvas em preto correspondem ao resultado de
referéncia: inferéncia obtida pelo algoritmo LW convencional a partir de 100000 pontos.
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pelo algoritmo de filtragem tenha passado por um processo de rejuvencimento artificial. A
populacdo no passo imediatamente seguinte serd composta entdo por N individuos distintos,
caracterizando um fator de diversidade de 100%. Se desconsiderarmos a fase de revitalizagao
a partir do instante ¢, temos que a diversidade da populagdo apds k passos de selecdo pode ser

estimada pelo coeficiente de diversificacdo

k
D:=[]FF+,, (4.6)
j=i

onde F'F; corresponde ao fator de fertilidade amostral associado a fase de selecdo no instante i. O
conceito de diversidade associado a quantidade D busca aproximar, mesmo que grosseiramente,
o numero de individuos distintos ainda presentes na nuvem de pontos apos k passos de selecao.
Notemos que, a rigor, € possivel determinar com exatiddo a diversidade da amostras contando
explicitamente o nimero de individuos distintos, contudo este procedimento afetaria significativa-
mente o custo computacional do algoritmo. A partir do rastreamento deste coeficiente, podemos
desenvolver uma agenda dindmica de rejuvenescimento artificial adequada a metodologia do
filtro auxiliar: basta exercermos a amostragem de parametros quando D violar uma cota inferior 7.
Assim como a agenda dindmica de rejuvenescimento adaptada ao filtro bootstrap anteriormente,
consideramos a cota y = % de modo que o novo algoritmo também faca uso de mecanismos de
amostragem paramétrica exclusivamente em situacdes onde o conjunto de particulas demonstra

um comportamento verdadeiramente degenerativo.
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Populagéo estéatica inicial

Diversidade: 100% 1 passo de reamostragem

2 passos de reamostragem 3 passos de reamostragem

Populagéao rejuvenecida
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Figura 8 — Configuragio espacial da populagéo estética {B(’) , ’62(’)} no Exemplo 2. A sequéncia de diagramas
i=1
ilustra a evolucao dos individuos apds os 4 primeiros passos de reamostragem sem rejuvenescimento
artificial. A nuvem de pontos é capaz de apresentar uma cobertura satisfatéria do espago mesmo na
auséncia de revitalizag@o. O quinto passo de reamostragem € associado ao dispositivo de regularizagdo
(4.4) a fim de recuperar a diversidade.
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Algoritmo 21: Aprendizagem de Parametros Auxiliar com Agenda Dinamica

Entrada: Tamanho amostral (N), distribui¢des a priori (po,qo) e proposta (g);

Saida: Aproximagdo discreta 7,(dz;.,) = fi | (I),(,l)5<z(, >(dzl )
1

ot

para i< 1 até N faca

2 Amostre Xéi) ~ qo;
3 Amostre 81 ~ py;
4 @ L.

0 N>

5 parat < 1 até n faca

N
6 {j1,J2y---, jn} < amostra_indices (N{ t()1 g(y,|h( 1— 1))} 1>;

7 | seFF(ji,jo,..., jn) < 4 entio

8 para i< 1 até N faca

9 L Amostre 8() ~ K (-|9('ii),X1(f,)’Y1:t);

10 senao

11 para i< 1 até N faca

12 L é(’) < 6(]1),

13 para i< 1 até N faca

14 00) é(i)'

15 AmostreX ( |X(]’1,y,, )

16 wt(l) A g(ytIX,( aet( ))f( X j‘ /g (y |h(X, ) ( ) ‘X ]llayty ) 5
ool X (Xf,) 1,)?“));

18 Normalize a),() — a), /Zk 1(91( )= 1,2,...,N;

19 parai< 1 até N faca
20 Z\ (X(.i) 9<i)>;

1:n 1:no

21 retorna {Zflzl, (I),(f> }

Exemplo 2 (Continuacdo). O esquema de aprendizagem de parametros auxiliar com agenda
dindmica também foi implementado para o tratamento do modelo linear dindmico discutido
anteriormente. A abordagem PL foi utilizada neste segundo experimento buscando reforcar que
nosso conceito independe do método de amostragem; a ideia € assegurar que as abordagens sao
consistentes com um mesmo resultado apesar de estarem associadas a montantes de variabilidade
distintos. De maneira anédloga ao primeiro ensaio, consideramos o filtro PL convencional e sua
versdo obtida a partir da agenda dinamica sugerida no Algoritmo 21. O resultado 6timo de
referéncia utilizado agora corresponde a uma execuc¢ao do filtro PL convencional com 1000000

de particulas. A Figura 9 a seguir resume o desempenho apresentado pelos dois métodos.

Assim como no caso anterior, o gatilho dindmico de rejuvenescimento nio trouxe
nenhuma influéncia negativa para a inferéncia final oferecida pelo dispositivo de filtragem:;
as trajetdrias foram mais uma vez bastante similares na comparacao entre métodos. O passo

de rejuvenescimento foi executado (em média) em 22,8% das iteracdes. Ja o ganho no tempo
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de execucdo foi de 21,5%, um resultado naturalmente inferior ao primeiro caso (mas ainda
bastante significativo) ja que agora o passo de reamostragem € executado perpetuamente devido

as caracteristicas do filtro auxiliar.
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Figura 9 — Resumo de 100 execucdes, 5000 particulas cada, dos filtros PL convencional e PL com agenda dindmica:
médias a posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Colunas 1 e 2 ilustram, na devida ordem, os
resultados obtidos pelos métodos PL e PL dindmico. As curvas em preto correspondem ao resultado de
referéncia: inferéncia obtida pelo algoritmo PL convencional a partir de 100000 pontos. Curvas em azul
correspondem as quantidades reais utilizadas para a simulacdo do modelo.
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4.4 Reamostragem Suavizada

A introdugdo do conceito de reamostragem no contexto das simulacdes sequenciais
(GORDON; SALMOND; SMITH, 1993) foi responsavel pela grande popularizagdo dos filtros
de particulas. Este dispositivo tem como finalidade a remog¢do de particulas de baixa relevancia
em prol da fracdo mais adaptada dos individuos, evitando assim o problema do empobrecimento
amostral. Em linhas gerais, o dispositivo de reamostragem seleciona cépias dos melhores
individuos para propagacao futura e atribui pesos homogeneos a cada uma delas. Seguindo a
perspectiva das medidas aleatdrias, o método se resume a substitui¢ao:

M=

. (i y 1O
fi(dzi) = Y 080 (dza) T H(da) = Y 67850 (d2n), 4.7)

. zy,
1 it - Lt

(i)

onde 5,(1) representa o nimero de réplicas do individuo z;.,. Apesar de remediar o problema

—_

do empobrecimento amostral, a introdu¢ido da reamostragem determinou o surgimento de uma
segunda adversidade: enxugamento acentuado da nuvem de particulas ou, simplesmente, degene-
racdo amostral. A fim de combater este revés secundario, uma série de métodos alternativos de
reamostragem foram propostos, conforme discutido no Capitulo 3 (Li, Bolic e Djuric (2015) para
uma revisao mais ampla), na tentativa de impor uma menor pressao seletiva na populagdo; resulta-
dos bastante satisfatérios foram obtidos em fung¢ao dos novos métodos, entretanto o problema nao
foi completamente resolvido. Resultados ainda muito longe do ideal sdo observados sobretudo
em aplicacdes envolvendo algoritmos na presenga de parametros estaticos desconhecidos, os

quais constituem um cendrio onde o processo de reamostragem € deixado em segundo plano.

Novas estratégias de combate a degeneracao amostral podem ser desenvolvidas a partir
de uma interpretacdo mais ampla que trata os passos de reamostragem (4.7) como instancias
especificas de uma metodologia fundamentada na construcio de aproximacdes da medida discreta
fi; por meio de um passo adicional de amostragem por importincia. Suponha que o suporte

Ny N
finito da medida aleatdria 7; seja dado pela familia y = {z@} € considere um conjunto

alternativo de pesos y = {oc } . Uma aproximagao por importancia de #; (RUBIN, 1987; LIU;
CHEN; LOGVINENKO, 2001) pode ser especificada a partir da amostragem de N elementos
{ZE{;),Z%), ,zgjiv )} de x segundo os pesos Y e da subsequente atribui¢do de pesos

. ]‘ aJl .
ol = & / =1,2,..N, e  &7=0,i¢ {1 jos e in},

a cada individuo selecionado, o que resulta na nova medida aleatdria:

ENDDS ) (dziy). (4.8)

21y

=

Il
—

ﬁt(lezt) =

E evidente que se considerarmos a escolha o ) = (I)t(l)
d)t(l)

no esquema descrito acima, entao teremos
= 1/N e a aproximagdo resultante coincidird com a perspectiva de reamostragem empregada

na extensa maioria dos métodos SMC. Versdes mais generalizadas podem ser obtidas a partir de
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escolhas adequadas para as ponderacdes secunddrias a®). Pitte Shephard (1999), por exemplo,
sugerem uma especificacio capaz de refletir alguma tendéncia futura com respeito as observagoes.
Ja Liu, Chen e Logvinenko (2001) propdem a definicao da familia 7y a partir de fungdes crescentes
dos pesos originais (Z),(i) a fim de conferir mais equilibrio as ponderagdes iniciais sem deturpar a

informacao original sumarizada pela primeira medida aleatdria.

O objetivo deste trabalho € explorar a liberdade de escolha das ponderagdes a ) buscando
assegurar a nuvem de particulas um balanceamento mais fino entre diversidade e foco. Esta trata-
tiva ndo € inteiramente nova na literatura ja que alguns autores (LIU; CHEN; LOGVINENKO,
2001) sugerem a escolha

a =vael), j=1,2,..,N, (4.9)

a qual confere um certo grau de normaliza¢do aos pesos. Contudo, esta simples abordagem pode

ser potencializada de modo a favorecer dois aspectos cruciais do algoritmo:

foco: a aplicacdo desmoderada do dispositivo acima pode dificultar a eliminacdo de particulas
pouco adaptadas, afetando diretamente o foco do algoritmo. Assim como no caso da
revitalizacao artificial, seria interessante, na tentativa de obter um algoritmo mais efetivo,
associar o método a uma cole¢ao de tempos aleatorios ao invés de replicd-lo necessari-
amente a cada passo de selecdo. Neste caso, estabelecemos uma sequéncia de tempos
aleatdrias caracterizada por

T= {r € {1,2,...n} ‘TEA (@}‘%@}”,...,@f’”) < % } (4.10)

de modo a aplicar o passo de reamostragem suavizada apenas em situagdes indiscutivel-
mente desfavordveis a nuvem de particulas. A escolha da cota superior 1/10 na relacao
acima foi dada experimentalmente e visa especificar uma situacdo limite onde a aproxima-

¢do por importancia oferece um resultado inferencial minimamente aceitavel.

diversidade: a func¢do raiz pode apresentar um desempenho pouco satisfatério com respeito a
suavizacdo dos pesos caso a variabilidade dos mesmos seja muito alta j4 que apenas uma
por¢do pequena da populacdo apresenta pesos significativos neste cendrio. Portanto, para
conseguir um resultado minimamente favordvel, seria necessdria a especificacdo de uma
transformacao da forma

al) = ((D(i))l, A< % 4.11)

Nosso objetivo é escolher um expoente A que assegure a obtencdo de medidas aleatdrias
suavizadas a fim de preservar um fator de diversidade minimo na popula¢do. Mantendo
a coeréncia com a defini¢do da familia de tempos aleatorios 7, definimos o expoente de

suaviza¢do (Apéndice B) como a raiz da equacao:

TEA ((cb}”)’l , ( y(z)y (d;}my) . % —0. 4.12)

Neste caso, A pode ser obtido facilmente através de algum algoritmo de busca de raizes de

equagdes em dominios unidimensionais.
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Tanto os tempos aleatdrios de suavizag¢do quanto os coeficientes A foram determinados
de maneira objetiva através dos tamanhos efetivos amostrais da populacdo. Notemos que o
desenvolvimento deste dispositivo € atrelado exclusivamente as caracteristicas das medidas
aleatdrias mais atuais na tentativa de prever um comportamento excessivamente degenerativo.
Como esta previsdo independe de qualquer mecanismo de reamostragem, temos que a exploracio
dos TEAs em detrimento aos fatores de fertilidade € de fato mais sensata neste contexto. Por
fim, destacamos que a abordagem pode ser implementada de maneira direta tanto na perspectiva
Bootstrap quanto na perspectiva Auxiliar de filtragem, basta substituir o procedimento de

reamostragem adequadamente.

Exemplo 3. O modelo AR(1)+‘“ruido”

yi = X+ &, SINN(O,O'Z)
X = Px_1+m, M ~N(0,7%), r=12,3,.,300,
X0 ~ N(O,l)

onde 6 = (3,72, 062) é um vetor de pardmetros fixos e desconhecidos, foi estudado por Prado
e Lopes (2013) com o intuito de introduzir uma nova metodologia de filtragem, baseada na
propagacao de estatisticas suficientes, para modelos da forma AR(p)+“ruido”. A fim de reforgar
a importancia do novo método, os autores consideraram a versao convencional do método de
Liu e West e verificaram um comportamento excessivamente degenerativo por parte do mesmo.
Os autores destacaram também que a estratégia LW apresentou baixissimos tamanhos efetivos

amostrais, o que certamente contribuiu de forma determinante para a degeneracao observada.

Neste trabalho realizamos um estudo do mesmo modelo porém considerando a proposta
de reamostragem suavizada associada ao Algoritmo 21 e a estratégia LW. As especificagcdes
sugeridas no trabalho de Prado e Lopes (2013) foram seguidas rigorosamente; nimero de
particulas N = 2000, 6 = (0,95;0,1,0,02) e distribui¢cdes a priori

xo~N(0,1), B~U(0,1), 7>~GI(0,01;0,01) e o>~ GI(0,01;0,01).

Foram executadas 20 realizacdes do algoritmo de filtragem com e sem o mecanismo de rea-
mostragem suavizada. Os resultados apresentados na Figura 10 demonstram que a introdugao
do conceito de reamostragem suavizada assegurou mais estabilidade ao esquema de filtragem.
O ganho apresentado é surpreendentemente grande ja que o passo de suavizagdo foi realizado
apenas 1% das vezes (3 iteracdes) em todas as 20 realizagdes. A maior estabilidade oferecida
pela suavizagdo também teve um impacto positivo na agenda dindmica de amostragem: as médias
correspondentes as fracdes de rejuvenescimento utilizadas em ambas as implementacdes foram
respectivamente 12% e 20% para as implementacdes com e sem a estratégia de suavizagdo.
Temos assim um excelente indicativo de que o método de Liu e West pode de fato oferecer boas

inferéncias desde que implementado de maneira adequada.
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Figura 10 — Resumo de 20 execug¢des, 2000 particulas cada, do filtro auxiliar dindmico LW com e sem estratégia

de reamostragem suavizada: médias a posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Colunas 1 e 2
ilustram, na devida ordem, os resultados obtidos sem suavizac@o e com suavizag¢do. Curvas em azul
correspondem aos valores reais utilizados para a simulagdo do modelo.
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4.5 Janela Otima x Fator de Encolhimento

A escolha da janela 4 no método de Liu e West é dada usualmente de maneira indireta
através do parametro de encurtamento a que, por sua vez, € definido em funcido de um fator
de desconto 6 (WEST; HARRISON, 1997; LIU; WEST, 2001). Apesar dos bons resultados ja

verificados na literatura, esta simples estratégia pode ser considerada sub6tima por dois fatores:

- aescolha arbitréria de 6 torna o algoritmo muito dependente da calibragem de cada usudrio,

o que inclusive constitui uma das maiores criticas associadas ao método;

- amera escolha 0 € [0.95,0.99] pode ndo ser uma perspectiva tao satisfatdria na associagao
com estimadores ndo paramétricos. O tamanho ideal da janela i deve satisfazer, segundo a
literatura dos métodos baseados em nicleos estimadores, algumas premissas basicas como
manter uma relag@o inversa de crescimento com respeito ao nimero de pontos envolvidos,
por exemplo. Ao negligenciar algumas destas premissas, a escolha aleatdria de § pode
induzir um comportamento degenerativo o qual é normalmente atribuido ao algoritmo

como um todo, gerando uma atmosfera de desconfianga com respeito ao método.

Visando eliminar estes dois problemas primdrios, buscamos construir um critério objetivo capaz
de explorar tanto os resultados formais ja conhecidos da estatistica ndo-paramétrica quanto a
versatilidade oferecida pelo conceito de fator de desconto. Como resultado teremos um método
mais eficaz cujos pardmetros podem ser determinados automaticamente de forma simples e

objetiva.

O primeiro passo na constru¢do de novas diretrizes € tentar medir o erro e a variabili-
dade atrelados a aproximacao de uma fun¢ao densidade de probabilidade através de nicleos
estimadores. E possivel mostrar (SILVERMAN, 1986) que o vicio e a varidncia associados a
estimativa ndo paramétrica de uma densidade f por meio de um ntcleo estimador K podem ser

aproximados pelas expressoes

%h“ ( / t21<(t)dt)2 / f'x)%dx e % (x) / K(r)dt, (4.13)

respectivamente. Desta forma, temos de imediato duas premissas bdsicas para a construg¢ao de

uma estimativa consistente:
h—0 e Nh — +c a medida que N — +-oco. 4.14)

Em outras palavras, é de fato importante considerar valores pequenos para 4 a fim de construir
boas aproximacdes em termos de nicleos estimadores, entretanto este valor deve encolher
segundo uma taxa superior a N~!. Devemos esperar estimativas de grande variabilidade caso
a taxa de decrescimento da janela seja inferior ao esperado, um problema frequentemente

observado na forma de degeneracdo em aplicacdes do método de Liu e West onde o fator de
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encurtamento é muito alto (a ~ 1). Infelizmente ndo hd um critério objetivo para balancear
a escolha de & em funcdo de N em um contexto genérico, todavia temos algumas sugestoes
cldssicas na literatura as quais apresentam excelentes resultados. Silverman (1986) desenvolveu

uma proposta eficaz, a qual é tomada como referéncia no caso geral:

4 T+d

onde d € a dimensao do suporte da funcao de interesse. Caso a densidade em estudo apresente
sinais evidentes de multimodalidade, Silverman sugere ainda a utilizacdo de um janela reduzida

I
pela metade i’ = 5h.

Ao definir um novo critério para a escolha direta da janela s, devemos percorrer o
caminho inverso para a obtencio do pardmetro de encolhimento a. E preciso ter um minimo de
cautela neste ponto ja que uma perda excessiva de informacdo serd verificada caso a epecificacdao
de & resulte em fatores de encurtamento inadequados. Em linhas gerais, se escolha inicial de
h culminar em valores muito pequenos para a, entdo teremos um alto grau de desconto e o
modelo de rejuvenescimento se aproximarad de uma tnica distribuicao Gaussiana multivariada;
informacdes importantes como multimodalidade ou possiveis assimetrias seriam perdidas neste

caso. Contudo, dada a relacdo direta entre os dois parametros
a=+V1-—h?,

¢ possivel estabelecer uma cota inferior kK que nos permita amarrar o conceito de fator de desconto

aos resultados matemaéticos herdados da inferéncia ndo-paramétrica. A partir da imposi¢do o > K,

4 a+a 4
a> K<<= 1—(—) > K< N"> , (4.16)
\/ N*(2+d) (2+d)(1—k2)*%*

asseguramos um controle adequado do fator de desconto além de obtermos um cota inferior N*

para o tamanho amostral que permita a escolha de /4 segundo a relacdo (4.15).

A cota minima Kk = 0,9 foi adotada neste trabalho de modo a obter um equilibrio razodvel
entre taxas de encolhimento ndo muito pequenas (preservando a informagao amostral) e tamanhos
minimos amostrais ndo muito grandes (preservando a eficiéncia computacional do método).

Assim, a expressao (4.16) se reduziu a
4+d
N*24/<(2+d)-0,197). 4.17)

A tabela a seguir apresenta alguns valores de tamanho amostral minimo N* em fun¢do da

dimensao d do problema.
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Dimensionalidade (d) Tamanho amostral minimo ([N*])
1 84
2 146
3 268
4 512
5 1006
6 2020
7 4118
8 8503
9 17733
10 37291

Tabela 1 — Tamanhos amostrais minimos: obtencao de um balanceamento adequado entre fator de encolhimento e
janela tima.

E importante ressaltar que os valores de N* obtidos da relacdo (4.17) asseguram apenas
que os parametros do algoritmo podem ser calibrados de modo a favorecer tanto a perspectiva
dos fatores de desconto quanto os resultados estabelecidos no ramo da estatistica ndo paramétrica.
Esta determina¢do ndo garante resultados de convergéncia das aproximacdes e certamente, em
aplicacOes praticas, serd interessante utilizar tamanhos amostrais superiores a N*. Os tama-
nhos amostrais apresentados acima indicam que este algoritmo pode apresentar problemas em
dimensdes muito elevadas. Todavia, podemos esperar que aplicacdes associadas a espagoes para-
métricos de dimensdo inferior a nove apresentem boas aproximacdes a um custo computacional

acessivel.

4.6 Estruturas de Dependéncia

A estrutura de dependéncia dos parametros estaticos presentes em um modelo de filtragem
¢ representada no método de Liu e West através da matriz de covaridncia amostral da populagao.
Este procedimento € bastante intuitivo e normalmente ndo é questionado na literatura dos filtros
de particulas, sendo considerado o dispositivo 6timo para a construcao da estimativa do modelo
probabilistico dos parametros estatisticos. Esta escolha, no entanto, ndo € tdo imediata no
contexto da inferéncia ndo-paramétrica. Assim como no caso da definicdo de uma janela 6tima
em cendrios gerais, nao ha um critério indiscutivel a respeito da estrutura de dependéncia a ser

implementada de uma forma geral nos nicleos estimadores Gaussianos.

O maior atrativo oferecido pela matriz de covariancia amostral € a preservacdo das
variancias marginais dos parametros. Esta propriedade € indispensével para o dispositivo de Liu e
West pois evita que a informacao a respeito da incerteza a posteriori seja difundida ao longo das
iteragcdes do dispositivo de filtragem. Outra proposta capaz de desempenhar o mesmo objetivo
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seria a utilizacdo de uma matriz diagonal formada pelas varidncias marginais dos parametros,

ot 0 0 - 0
0 of 0 - 0
0 0 o -~ 0|,
0 0 0 - o?

n

sugerindo que a evolucdo dos mesmos pode ser dada de forma independente. Tal proposta é
frequentemente explorada na constru¢@o de estimativas ndo-paramétricas e foi implementada por
Flury e Shephard (2009) na tentativa de aprimorar o método de Liu e West. A estratégia demons-
trou ser capaz de oferecer resultados satisfatérios em alguns casos mas nio necessariamente em
uma situacdo geral. Larranaga e Lozano (2002) discutem uma terceira perspectiva, adotada no
campo dos algoritmos estimadores de distribui¢do, que consiste em avaliar a melhor estrutura de
dependéncia dos individuos através de medidas de selecdo de modelos. Esta perspectiva trata
separadamente subgrupos de dimensdes menores (blocos construtivos) os quais podem ser atua-
lizados de forma independente ou ndo, o que sugere a utilizacdo de uma estrutura intermediaria
situada entre a matriz de covariincias completa e a matriz diagonal simplificada:

of on 0 0 o} 0 0 O o} 0 0 O

021 622 0 0 0 622 023 0 0 622 023 On4 ¢
0 0 632 O34 ’ 0 032 632 0 ’ 0 O3) 632 O34 e
0 0 043 O, 4% 0 0 0 O, f 0 O4p O43 O, f

A estrutura de dependéncia entre subgrupos que melhor se ajustar aos dados € considerada a ideal
para a constru¢do de um modelo probabilistico. Esta tltima abordagem € bastante promissora

porém € invidvel no campo dos métodos SMC devido a sua complexidade computacional.

Na auséncia de uma estratégia objetiva para a especificacdo da melhor estrutura de
dependéncias em um contexto geral, sugerimos apenas uma andlise qualitativa do modelo de
interesse caso a implementacio convencional do método de Liu e West ndo apresente resultados
satisfatorios. Esta reflexdo € relevante pois a forte correlacio entre um subgrupo de parametros
pode causar problemas de mau condicionamento na matriz de covariancias, conduzindo o
algoritmo a solu¢des muito instdveis. Nestes casos, podemos testar no minimo a utiliza¢ao
de uma matriz diagonal e executar novamente o método. A fim de demonstrar a importancia
desta andlise, apresentamos em mais detalhes no Capitulo 6 uma aplicacdo onde o simples
entendimento desta questdao nos habilita a transformar um método completamente espurio em

um dispositivo apto a gerar inferéncias compativeis com algoritmos MCMC.
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CAPITULO

ESTUDOS DE SIMULACOES

Os modelos discutidos neste capitulo foram escolhidos de modo a manter a coeréncia
com os principais trabalhos encontrados na literatura e visam justificar experimentalmente, de
maneira ampla e objetiva, as proposicoes tratadas neste trabalho. Em particular, selecionamos
aplicacdes encontradas em algumas das revistas mais importantes da drea de modo a reforcar a
importancia de se realizar uma analise numérica mais detalhada do tépico. Dedicaremos uma
maior atenc¢ao a abordagem LW pois avaliamos que a otimizacdo de uma metodologia mais
simples e mais abrangente constitui uma contribuicdo mais relevante. Os resultados evidenciam
de forma clara que, apesar de simples, nossas estratégias conferem melhorias significativas tanto

na eficiéncia computacional quanto na acurécia dos resultados.
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5.1 AR(1) + Ruido

O modelo linear dindmico

Yy = xt+£t, E[NN(O,G)
X = (X+ﬁx,_1 +nt, n: NN(O,TZ) s t= 1,2,3,...,]’1,
X0 ~~ N(O,l)

habitualmente denominado modelo AR(1)+ “ruido”, j4 foi exaustivamente estudado (LIU; WEST,
2001; POLSON; STROUD; MiLLER, 2008; PETRIS; PETRONE; CAMPAGNOLI, 2009;
PRADO; WEST, 2010; LOPES; TSAY, 2011; PRADO; LOPES, 2013) devido a sua estrutura
simplificada, a qual oferece uma 6tima possibilidade de estudo comparativo com respeito a
diferentes estratégias de filtragem. Nosso objetivo ao analisar este modelo é desmistificar alguns
resultados apresentados na literatura, os quais foram desenhados, equivocadamente, de modo a

evidenciar a possivel degeneracdo da proposta de Liu e West.

Cenario I: Lopes e Tsay (2011)

Neste primeiro cendrio analisamos os resultados apresentados por Lopes e Tsay, os
quais sdo extremamente desfavordveis a estratégia LW. Esta andlise em particular é de grande
relevancia pois os autores concluem que o filtro de Liu e West apresenta um comportamento
degenerativo mesmo se implementado a partir da distribui¢do proposta 6tima p(x;|ys,x;—1,0).
Desta forma, deveriamos esperar um comportamento irregular da mistura de Gaussianas mesmo
na situacao mais favoravel possivel. Contudo, verifica-se que as conclusdes tracadas nesta obra
sdo baseadas em erros de implementag¢do conforme demonstrado no Apéndice C. Ao corrigir o
codigo disponibilizado pelos autores, percebemos que a degeneracao observada na construcao de
estimativas pontuais dos parimetros desaparece completamente. E possivel verificar ainda que
a consisténcia da estratégia LW vai além do problema das estimativas pontuais. Ao comparar
as abordagens PL e LW, a partir de uma implementacao adequada, verificamos que ambas sao
capazes de gerar boas estimativas para a forma funcional das distribui¢des a posteriori acerca
dos parametros estaticos. A fim de manter a coeréncia com o ensaio proposto originalmente por

Lopes e Tsay, baseamos nossa andlise na seguinte configuragdo:

- pardmetros para simulagio: 8 = (a,8,72,062) = (0,0;0,9;0,5;1,0);
- distribui¢des a priori:
0% ~Gl(ny/2;n003/2),  T>~GI(Vo/2;v013/2) e  a,B|t? ~N(bo,7*By),

onde
no = Vo = 10, rgzO,S, ngl,O, bop=(0,0;0,9) e By=Iy;

- distribui¢des propostas:

=1,2,...,n.

-2 -2
y:O -l-((x-l-ﬁx,_])f 1
X0 NN(O>1) € xt|yt7x17179 NN( G_2+T_2 76_2+T_2 )1
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Figura 11 — Distribui¢des a priori associadas aos parametros (a, 8,72, 02).

Ao invés de avaliar o desempenho dos métodos a partir de comparagdes baseadas em uma
unica execugdo do filtro PL baseado em 100000 particulas, conforme sugerido originalmente,
consideramos a implementagdo do algoritmo particle Gibbs com 20000 iteracdes e burn-in de
10000. O modelo favorece a implementacdo deste tipo de algoritmo uma vez que a estrutura linear
Gaussiana habilita a construgdo direta de trajetdrias suavizadas via FFBS. Desta forma, esperamos
obter uma andlise de desempenho mais justa com respeito a ambas as estratégias. Simulamos
inicialmente uma série de 500 observacdes e consideramos 25 execucdes das perspectivas LW
e PL todas com 5000 particulas. Consideramos também uma execug¢do de cada algoritmo com
100000 pontos a fim de analisar o comportamento assintético dos dispositivos. Os resultados
foram satisfatérios em ambos os casos, reforcando que a degeneracao atribuida a metodologia
LW deve-se de fato a implementagdes subdtimas. A concordancia entre as duas tratativas foi
tao significativa que até mesmo as taxas médias de rejuvenescimento artificial e suavizacao
de reamostragem foram as mesmas: 21,4% e 0,2%, respectivamente. Destacamos apenas que
os resultados baseados na aproximacgdo por nucleos estimadores apresenta um pouco mais de
variabilidade, mas de forma alguma, caracterizam uma solu¢do degenerada. A figura a seguir
apresenta as densidades construidas ao longo das 25 execucdes de cada método; a semelhanga

entre as estimativas construidas via filtros de particulas e via MCMC ¢ evidente.
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Figura 12 — Densidades estimadas via filtro de particulas — Modelo AR(1) 4 ruido com 500 observagdes. As colunas
da esquerda e da direita resumem, na devida ordem, os resultados obtidos de 25 execugdes das estratégias
PL e LW com 5000 particulas. As curvas em preto indicam a estimativa baseada em 100000 particulas
de cada um dos dois métodos. Curvas em vermelho corresponde a estimativa construida via MCMC.

Repetindo o ensaio para um problema baseado em 1000 observagdes e, considerando
novamente implementagdes baseadas em 5000 particulas, observa-se que o filtro LW otimizado
continua estdvel. Além disso, nota-se que a abordagem PL comeca a demonstrar pequenos

2

problemas na estimac¢do do parametro 7- associado a volatilidade dos estados latentes. Este

altimo resultado é um reflexo da falta de dinAmica natural associada ao vetor de estatisticas
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suficientes. Em resumo, temos que os dois métodos sdo capazes de gerar resultados muito

similares, diferentemente da conclusio anterior de Lopes e Tsay. O algoritmo LW apresentou uma

variabilidade maior devido a natureza do método, mas ainda assim retornou 6timos resultados.
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Figura 13 — Densidades estimadas via filtro de particulas — Modelo AR(1) + ruido com 1000 observacdes. As
colunas da esquerda e da direita resumem, na devida ordem, os resultados obtidos de 25 execucdes das
estratégias PL e LW com 5000 particulas. As curvas em preto indicam a estimativa baseada em 100000
particulas de cada um dos dois métodos. Curvas em vermelho corresponde a estimativa construida via

MCMC.
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Cenério Il: Prado e Lopes (2013)

Analisamos neste segundo cendrio alguns dos resultados apresentados por Prado e Lopes.
Na obra, os autores apresentam experimentos que evidenciam uma maior instabilidade associada
a estratégia LW. Entretanto, acreditamos que os autores fazem uso de um confronto inadequado
ao comparar uma estratégia baseada na utilizacao da distribui¢do proposta 6tima a uma estratégia
baseada na proposta Auxiliar convencional. Neste caso, ao revisitar o ensaio proposto por
Prado e Lopes, temos uma 6tima oportunidade de dissociar as estratégias de filtragem pura
das metodologias de rejuvenescimento artificial e assim identificar as verdadeiras fontes de

instabilidade no problema da filtragem na presenca de parametros estaticos desconhecidos.

Seguindo as configuracdes do primeiro experimento proposto por Prado e Lopes, temos:

- o parametro o € considerado conhecido e igual a zero, logo, tal quantidade ndo é explicitada

no problema;
- pardmetros para simulagdo: 8 = (B,72,62) = (0,95;0,1;0,02);
- distribui¢des a priori:
B~U(,1), 7*~GI(0,01;0,01) e o>~ GI(0,01;0,01);
- distribui¢cdes propostas:
- () () 0
1 1 [ !
xONN(Ovl) € xt|xt—17yt79NZwaux,t'p(xt|x;—17ﬁ(l)77:2 )7

i=1

onde

1.4

;
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Figura 14 — Distribui¢des a priori associadas aos parametros (3,72, 02).

O experimento baseou-se na geracdo de uma série de tamanho 300 e os algoritmos de filtragem
foram implementados a partir de 2000 particulas apenas. Mesmo considerando algumas das

propostas sugeridas neste trabalho, verificamos um comportamento inadequado do filtro LW
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otimizado. Abaixo sdo ilustradas as sequéncia de tamanhos efetivos amostrais obtidas de 25
execucdes deste algoritmo considerando a distribuicdo proposta cega utilizada nas versdes
convencionais do filtro Auxiliar. Os resultados coincidiram fielmente com os apresentados pelo
autores no ensaio original e de fato indicam que esta implementacio especifica apresenta sérios

problemas de instabilidade.
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Figura 15 — Tamanhos efetivos amostrais associados a 25 iteragdes do filtro LW otimizado considerado a perspectiva
Auxiliar convencional.

Considerando agora a implementacdo do filtro LW otimizado baseada na proposta 6tima

y,O'iz + ﬁxt,1 sz 1
o 2+12 ‘o 2472

-xt|yl7-x17179 NN<

temos um comportamento completamente distinto. Nas 25 execuc¢des da implementagdo al-
ternativa, verificamos que os tamanhos efetivos amostrais relativos permaneceram, em média,

superiores a 80% ao longo de 85% das iteracdes conforme ilustrado abaixo. Refor¢amos que a

Tamanhos Efetivos Amostrais (%)

0 50 100 150 200 250 300
t

Figura 16 — Tamanhos efetivos amostrais associados a 25 iteracdes do filtro LW otimizado considerado a perspectiva
Auxiliar com distribui¢do proposta Gtima.

unica modificagdo com respeito ao ensaio anterior deu-se na distribui¢ao proposta na passo de
amostragem por importancia. Desta forma, concluimos que o problema de degeneracdo apontado

por Prado e Lopes ndo deveria ser associado ao dispositivo de rejuvenescimento baseado nas
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mistura de distribui¢cdes Gaussianas, mas sim a escolha inadequada para a dindmica de amos-
tragem da sequéncia latente. O resumo completo das solucdes baseadas na distribui¢do 6tima

correspondem a segunda coluna da Figura 10 apresentada no capitulo anterior.

E possivel verificar ainda que o método é consistente com respeito i estimacio das formas
funcionais da distribui¢des a posteriori mesmo considerando esta familia vaga de informagdes
iniciais. As estimativas sdo naturalmente carregadas de variabilidade se considerarmos apenas
as 2000 particulas sugeridas no experimento original. Entretanto, a variabilidade é reduzida
gradativamente a medida que o enxame de particulas cresce, conforme verificado nos diagramas
a seguir. Nota-se que as distribuicdes estimadas pelo filtro fornecem informacdes além dos dois
primeiros momentos; os resultados indicam algumas densidades mais assimétricas e leptocurticas

na comparagdo com o modelo Gaussiano.
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Figura 17 — Densidades estimadas via filtro LW otimizado com niimero crescente de particulas. Do topo para a base
estdo representadas aproximacdes construidas com o auxilio de 2000, 15000 e 25000 particulas. Linhas
verticas indicam os valores reais dos parametros utilizados para simulac@o.
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5.2 AR(1) + Ruido Nao-Gaussiano

A estrutura apresentada na sec¢do anterior pode ser empregada em situagdes mais amplas
a partir de modificagdes na natureza dos ruidos. Em particular, Storvik (2002) sugere a utilizagdo

de um ruido ndo-Gaussiano nas observagdes de modo a considerar inovagdes de cauda pesada:

Vi = X+0g, & ~ty
Xy = a+BXt_]+n[, n[NN(O,TZ) s t:1,2,3,...,n.
X0 ~~ N(O,l)

A andlise deste modelo € bastante relevante pois Storvik o toma como exemplo para apontar o
comportamento degenerativo de abordagens mais simples como os filtros de Kitagawa e de Liu
e West, justificando assim a utilizag¢do de dispositivos de filtragem baseados na propagacao de
estatisticas suficientes. Nosso objetivo € verificar que a versao otimizada do filtro LW sugerida
aqui € capaz de lidar com este modelo de maneira simples e extremamente satisfatéria. Em um
primeiro momento, consideramos rigorosamente a mesma configuracdo paramétrica sugerida por
Storvik. Em seguida, aumentaremos a complexidade do modelo acrescentando a quantidade v ao
vetor de parametros desconhecidos e, por fim, mostraremos que o método pode ser consistente

até mesmo com respeito ao problema de selecao de modelos.

Cendrio I: Storvik (2002)
Consideramos inicialmente a configuracao sugerida por Storvik:

- pardmetros para simulagdo: 6 = (a, 8, 7%,6%,v) = (0,0;0,9;1,0;1,0;5) sendo os parAmetros
a e v considerados conhecidos e, portanto, excluidos do processo inferencial;

- distribui¢des a priori

B ~N(0,4/10), 1*>~GI(0,5;0,5) e o%~GI(0,5;0,5);

4e-13
,
4e-13

2e-13
2e-13

0.00 0.05 010 0.15 0.20

0e+00

% -4 2 0 2 2 6 0e+00 26109  4e+09  6e+09  8e+09  le+l0 0e+00  2e+09  4e+09  6e+09  8e+09  1e+10

Figura 18 — Distribui¢des a priori associadas aos parametros (8,72, 672).

A distribuicdo proposta 6tima € acessivel a este modelo devido a sua estrutura condicionalmente
linear Gaussiana. Para facilitar a implementacao de tal distribui¢do, basta introduzirmos uma
sequéncia de varidveis auxiliares

o ~GI(v/2,v/2)
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e reparametrizar o processo de observacdes da seguinte forma:
$i=x+0\&& & ~N(0,1).

Neste caso,
)’)\t|5t7-xt*17 0 ~N (th*hrz + 61‘62)

yt(6162)_1 +Bxl_lf_2 1
(02)1+72 (o) 1+12)°

A sequéncia {8} deve ser incorporada ao modelo como parte da estrutura latente, a qual pode

xl|yl7xl‘fl76 NN (

ser atualizada a cada instante de tempo de forma independente, segundo seu modelo de definicdo,

ou através da estrutura condicional:

P(6|ye,x1,0) o< p(ye|6,x:,0)p (&)

Storvik implementou um dispositivo de filtragem com 2000 particulas, o qual constituiu uma
das versoes pioneiras dos algoritmos de amostragem sequencial baseados na propagacdo de
estatisticas suficientes. Segundo as conclusdes apresentadas pelo autor, as demais estratégias
de filtragem ndo seriam capazes de obter o mesmo €xito e apresentariam um comportamento
extramamente degenerativo mesmo considerando distribui¢des a priori mais informativas para as

variancias (GI(10;10)) e um montante superior de particulas (N = 5000). Contudo, de maneira

Observacgdes x Estados Latentes

0 50 100 150

Figura 19 — Exemplo de sequéncias de observacgdes e estados latentes simulados de acordo com a especificagdo
proposta por Storvik. A curva em azul expressa as observagdes (perturbadas por um ruido 7) enquanto a
trajetéria em vermelho ilustra a sequéncia latente (ruidos Gaussianos).

andloga ao estudo de caso apresentado na secdo anterior, podemos verificar que as conclusdes
de Storvik também sdo baseadas em implementagdes subdtimas. Considerando rigorosamente

as especificagdes utilizadas por Storvik no desenvolvimento de seu algoritmo de filtragem, foi
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possivel obter resultados muito satisfatorios a partir do filtro LW otimizado. As figuras a seguir
ilustram o bom desempenho do algoritmo considerando um experimento similar ao proposto
por Storvik. O método ndo apenas rastreou bem os parametros estaticos desconhecidos como
também estimou de forma estdvel a sequéncia de estados latentes. Diferentemente do ensaio
analisado na secdo anterior, sequer conseguimos reproduzir os efeitos degenerativos extremos

apontados pelo autor original do estudo, mesmo considerando a tratativa Auxiliar convencional.

04 06 08 10 12 14 16

-4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 20 — Resumo de 25 iteracdes do método LW otimizado para série de tamanho 150: médias a posteriori e
bandas de 95% de credibilidade. Implementacdes baseadas em enxames de 2000 particulas conforme
proposto originalmente por Storvik. Trajetérias em azul representam quantidades reais adotadas na
simulac@o da observacdes.

Em seu estudo, Storvik indica a construcdo de resultados inadequados a partir da es-
tratégia LW mesmo considerando implementacdes baseadas em 5000 particulas. Desta forma,
visando contradizer tal conclusdo e evidenciar o potencial das aproximacdes baseadas em mistu-
ras Gaussianas, consideramos a implementag@o de um cendrio similar utilizando 4000 particulas
para o processamento de uma série de tamanho 500 (a0 menos 3 vezes mais longa que a série do

experimento original).
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Figura 21 — Resumo de 25 iteracdes do método LW otimizado para série de tamanho 1000: médias a posteriori e
bandas de 95% de credibilidade. Implementacdes baseadas em enxames de 4000 particulas. Trajetorias
em azul representam quantidades reais adotadas na simulagdo da observagoes.
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O método LW otimizado ainda foi capaz de gerar resultados satisfatérios em configura-

cOes mais adversas. Avaliamos o desempenho do método na filtragem de uma série de tamanho

1000 cujo processo latente tem coeficiente autoregressivo 8 = 0,99. Buscamos neste caso criar

15
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-20
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Figura 22 — Sequéncias de observacgdes e estados latentes, tamanho 1000, simuladas a partir dos pardmetros

(B,72,062,v) = (0,99;1,00;1,00;5). A curva em azul expressa as observagdes (perturbadas por um
ruido 7) enquanto a trajetéria em vermelho ilustra a sequéncia latente (ruidos Gaussianos).

um cendrio mais propenso a degeneragao: séries mais longas e proximas da nao estacionariedade.

O nimero de particulas foi mantido em 4000 e o desempenho do algoritmo foi novamente

satisfatorio. Concluimos que a estratégia LW foi capaz de lidar com o problema dos parametros

estéaticos desconhecidos de forma satisfatoria. Esperamos assim reforcar a afirmacao de que a

simples aproximacdo baseada na mistura de distribui¢des Gaussianas € tdo consistente quanto as

estratégias baseadas na propagacdo de estatisticas suficientes.
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Figura 23 — Resumo de 25 iteracdes do método LW otimizado para série de tamanho 500: médias a posteriori e

bandas de 95% de credibilidade. Implementacdes baseadas em enxames de 4000 particulas. Trajetérias
em azul representam quantidades reais adotadas na simulacdo da observacdes.
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Cendrio Il: v desconhecido

Neste segundo ensaio, incorporamos o parametro v, correspondente aos graus de liber-
dade das inovacdes #, ao vetor de quantidades desconhecidas. Por simplicidade, adotamos uma
distribui¢do uniforme no intervalo (2,30). Além disso, elevamos o niimero de particulas em
50% em cada um dos trés ensaios discutidos anteriormente devido a variabilidade adicional
observada apoés a inser¢cdo de mais uma quantidade desconhecida. O algoritmo ndo foi capaz de
identificar com precisdo o parametro V na série de tamanho 500, entretanto, as demais estimativas
sofreram pouca ou nenhuma alteracio. E possivel que a combinacio de uma distribuicdo a priori
ndo informativa com uma sequéncia pequena de observacdes tenha favorecido esta situagcdo. Se
estivessemos em um regime de degeneracdo deveriamos observar um comportamento inadequado

com respeito as demais quantidades, o que nao foi o caso.
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Figura 24 — Filtragem da série de 150 observagdes com pardmetro v desconhecido.

Estimativas mais razoaveis foram obtidas para as séries mais longas, no entanto, ainda
verifica-se uma certa imprecisao sobretudo nas caudas da distribui¢do associada ao parametro
v. As estimativas associadas as demais quantidades permanecerem praticamente inalteradas,

refor¢ando a hipétese de que o filtro ndo tenha passado por um processo de degeneragao.

10 15 20 25 30

07 08 09 10 11

Figura 25 — Filtragem da série de 500 observa¢des com parametro v desconhecido.
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Resultados mais precisos certamente poderiam ser obtidos a partir da ado¢@o de distribui-
coes a priori distintas. Lopes e Polson (2016), por exemplo, sugerem o emprego da distribuicao
de Jeffreys e demonstram experimentalmente melhoras significativas com respeito as estimativas
de v. Os autores desenvolvem ainda um esquema de filtragem baseado na propagacio de esta-
tisticas suficientes para o tratamento de problemas similares a este. Ndo consideramos outras

i a v
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Figura 26 — Filtragem da série de 1000 observagdes com parametro v desconhecido.

possibilidades de implementagdo pois nosso objetivo era basicamente avaliar o comportamento
do filtro LW otimizado em cendrios possivelmente favoraveis a sua degeneracido. Ao constatar
um desempenho estdvel mesmo em situagdes baseadas em informagdes iniciais vagas, podemos
esperar um comportamento bastante satisfatério na associa¢ao com distribui¢des a priori menos

problematicas.

Cenario Ill: selecao de modelos

O 1ltimo cendrio de testes visa ilustrar a consisténcia do método no quesito selecdo
de modelos. Para tal avaliamos a capacidade do filtro LW otimizado em discriminar o modelo
baseado em inovagdes t de um modelo autoregressivo com ruido convencional, considerando

os trés experimentos discutidos anteriormente com v desconhecido. Uma maior dificuldade de

Experimento | 150 obs. 500 obs. 1000 obs.
Fator de Bayes | 1,7976  27976,7100 1011,9250

Tabela 2 — Médias dos fatores de Bayes (inovagdes ¢ x inovagdes Gaussianas) obtidas das 25 execugdes dos
experimentos abordados no Cendrio II.

identificacdo foi verificada apenas no experimento envolvendo 150 observacdes. Ja haviamos
obtido neste caso uma estimativa pontual em torno de 18, para os graus de liberdade v, além
de uma distribuicio a posteriori préxima da informagio uniforme utilizada a priori. E razoa-
vel imaginar uma maior dificuldade de diferenciagdo dos modelos nestas circunstancias. Os
demais experimentos identificaram muito bem o modelo original, mantendo a coeréncia com as

estimativas ja observadas no cendrio anterior.
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5.3 AR(p) + Ruido

Prado e Lopes (2013) consideraram uma extensao do modelo AR(1)+“ruido” capaz de

acomodar processos autoregressivos mais complexos:

o= Xx+E&, & NN(()aGZ)
Xy = Zf?:l (])ixt,i—{—n;, n[ NN(O,Tz) y t= 1,2,3,...,”.
X0 ~~ N(O,l)

Os autores ressaltam que esta abordagem equivale a constru¢cdo de um modelo ARMA(p,p),
conforme argumentado anteriormente por Granger e Morris (1976), o que reforca a relevancia
do exemplar. A dindmica do processo pode ser reescrita convenientemente de modo a acomodar

a estrutura de um modelo Markoviano oculto:

)’t = F/Zt + 8[, 8[ ~ N(O7 62)
z = G(@)z,_;+n, 1M ~NOW)

)
onde F' = (1,0,...,0) € R?, W = ©°FF’, z, = (x;,X;—1,..,Xs—p11)’ € R? é 0 vetor latente e

G((])) _ ¢1:(p71) ¢P

I, 0,,

a matriz de evolugdo dos estados, sendo I, | € R(P=D*(P=1) 3 matriz identidade e 0, 1 um
vetor de zeros. Desta forma, temos a possibilidade de trabalhar com modelos ARMA(p,p) a

partir de uma alternativa eficiente baseada em métodos sequenciais de Monte Carlo.

A fim de determinar a estacionariedade da sequéncia latente podemos associar a estrutura

autoregressiva acima a um polindmio caracteristico da forma

D) = 1 — gy — ot — -+ — Gu”
C a1 ” C+R
=1l- r_,-efzm/ Tu)(1— r_,-ezm/ u) x H (1—rju),
j=1 Jj=C+1
+2mi/2; | € C+R o . " oA <
onde {r e i/ J} e{rj 7—C41 @0 os reciprocos das raizes do polindmio. O processo sera
Jj=1 -

estaciondrio se o modulo dos reciprocos destas raizes for inferior a 1. Buscando garantir a
estacionariedade do processo latente, Lopes e Prado sugeriram a adog¢ao de distribui¢des a priori
com respeito aos 2R + C parametros

- rj, j: 1,2,...,R;

- (rj,Aj), j=R+1,R+2,...,R+C.

Uma vez obtidos os pardmetros descritos acima, podemos recuperar o vetor ., associado aos

pardmetros iniciais do modelo.
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Os experimentos originais focam bastante na degeneracao da estratégia LW, sugerindo
que esta ndo constitui uma abordagem vélida para o tratamento do problema. Neste caso, a
melhor alternativa seria a utilizacao de variacdes de algoritmos apoiados pela propagacao de
estatisticas suficientes. Nosso objetivo € apontar a verdadeira fonte de degeneracdo dos filtros e
mostrar porque as sugestdes propostas aqui garantem o bom funcionamento da perspectiva LW.
Este ganho € muito relevante pois, apesar de apresentar resultados favordveis, a metodologia
sugerida por Prado e Lopes necessita de uma calibragem imprecisa dos parametros do algoritmo.
Em particular, a proposta de distribui¢cdes a priori adotada pelos autores ndo garante a constru¢ao
sequencial de distribuicdes a posteriori passiveis de atualizacdo via um esquema de propagacao
de estatisticas suficientes. Neste caso, € preciso obter uma distribui¢do Gaussiana que aproxima
bem tais distribui¢des e permita a construcdo de tal esquema de conjugacio; a calibragem dos
parametros desta aproximacao ndo € especificada pelos autores. Além disso, mesmo com a cons-
trucao aproximada do esquema de estatisticas suficientes, nao é possivel amostrar diretamente

da distribuicao a posteriori

2 2
Flyeors FRATR41, AR4 15 - TRC> AR1C, O, T |y1:z7x1:z.

Neste caso, a atualizagdo ¢ feita separadamente por blocos de maneira andloga a execu¢do de um

passo Gibbs:

2 2
P2, 73, e s FRTRA1, AR 41 oy FRAC ARSC, O, TV 15 X1t

2 22
r§|r>f,r§,...,I”R,VR+1,AR+1,...,l"R+C,)LR+C,G , T |y1:t;x1:t

* 2 22
r;<3+17)“;+1|r1<7r27"'7r;<€>rR+27AR+27~"7rR+C7)LR+C70- » T |y1:t;x1:t

* * * ok * ok * 2 22
rR+272’R+2|r17r27“'7rR7rR+17kR+1>"‘7rR+C7)L’R+C76 T |y1:t;x1:t

* * * % * ok * * * 2 2
TRics R+c|’"17r27--~7"R7rR+17 R+17"~7rR+C7171‘R+C7176 STV 1 X1
2% % * ok * * * 2
T |r17r27"'7rR7rR+]7 R_Q_]a'“,rR.Q_Ca)LR_FC,G |y1:t;x1:t
2% % %k * ok * * * 2%
9 ’r17r27"'7rR7rR+177LR+1a"'7rR+C7)'R+C7T ’yl:hxl:l

Esta segunda aproximagdo constitui mais uma fonte de ruido na estimacao da distribui¢do a
posteriori. Por fim, os autores indicam também que em uma aplicacdo geral envolvendo p
coeficientes autorregressivos, seria necessdria a construcdo de um vetor de estatisticas suficientes
de dimensao SC+2R+2, onde C e R sao os nimeros de raises complexas e reais, respectivamente.
Este montante de informagdo gera um custo extra tanto em termos de tempo quanto em termos
de memoria, caracterizando um ponto desfavordvel a utilizacdo da estratégia. Todos estes
pormenores sao completamente erradicados pelo filtro LW otimizado, o que garante ao método

muito mais simplicidade e eficiéncia.
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Da discussao tragada nas se¢des anteriores a respeito do modelo AR(1) + ruido, temos
que a escolha da distribui¢do proposta para a propagacao dos estados constitui um passo crucial
no desenvolvimento de algoritmos mais estaveis. Dada a estrutura do problema, é possivel

acessar a proposta 6tima independentemente da ordem p:

o 24T 2yl i 1
o 2+712 ‘o 2412)

xl|ylaxt—176NN( (51)

A perspectiva adotada, Bootstrap ou Auxiliar, é pouco relevante em situacdes como esta onde a
distribuicdo ideal € conhecida e analiticamente tratdvel. Nestes casos, seria interessante considerar
o paradigma Bootstrap ja que este faz uso de menos passos de reamostragem conferindo
assim, no minimo, mais eficiéncia aos dispositivos de filtragem. Em se tratando deste estudo
especificamente, os experimentos foram baseadas na perspectiva Auxiliar de modo a manter a
coeréncia com os estudos desenhados por Prado e Lopes. Além disso, ao adotar a abordagem
Aucxiliar, podemos evidenciar que € possivel manter o fendmeno de degeneragdo sob controle

monitorando os fatores de fertilidade mesmo reamostrando a cada instante de iteracao.
AR(2) + Ruido

Considerando inicialmente o modelo autoregressivo de ordem 2, observado com ruido,

temos a seguinte representagao:

i = Xxté&, & ~N(0,0?)
X = 01+ ¢ 2N, M NN(O,Tz) , t=1,2,3,....,n.
X1 = O,X() NN(O,I)

Prado e Lopes propuseram um estudo deste problema a partir da seguinte configuracao, a qual

conta apenas com coeficientes reais:

parametros para simulagdo:

(01, 02,72, 6%) = (0,1000;0,8075;0, 10000;0,0200);

os reciprocos ry e r, podem ser obtidos da configuracao:

(1= ) (1 —rott) = 1 — dru— g —> 4 TH2=0 L 095erm =085
—rir =

distribui¢des a priori:

r1~U(0,1), rn~U(-1,0), 12~GI(0,01;0,01) e o>~ GI(0,01;0,01);

tamanho do enxame de particulas: N = 6000;
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Figura 27 — Distribui¢des a priori associadas aos pardmetros (r(, 72,72, 62).

O ensaio foi baseado em uma série de tamanho 400, cuja evolugdo é representada abaixo.

Este cendrio caracteriza de fato uma situacio desfavordvel a estratatégia LW a familia de distri-

ObservagOes x Estados Latentes

0 160 200 300 400

Figura 28 — Exemplo de sequéncias de observagdes e estados latentes simulados de acordo com a especificacio
proposta por Prado e Lopes. A curva em azul expressa as observagdes enquanto a trajetoria em vermelho
ilustra o processo autoregressivo latente.

bui¢des a priori € muito vaga, o que certamente pode dificultar a busca do algoritmo por foco. A
fim de tentar reproduzir os resultados apresentados por Prado e Lopes, implementamos primei-
ramente a estratégia LW com distribuicao proposta ideal porém sem considerar as estratégias
de otimizac¢do sugeridas em nosso trabalho. Os resultados apontaram estimativas carregadas de

variabilidade porém nao necessariamente degeneradas.
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Figura 29 — Resumo de 15 iteracdes do método LW convencional com distribui¢do proposta ideal: médias a
posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Trajetdrias em azul representam quantidades reais adotadas
na simulacdo da observacdes.

A variabilidade observada no diagrama acima pode ser explicada pelo conjunto vago
de informagdes tomado a priori. Monitorando a diversidade da populacdo a cada instante,
observamos um fator de fertilidade médio de 2,5% apds o primeiro passo de reamostragem.
O grande enxugamento deve-se de fato ao espalhamento desordenado da populagdo inicial,
fruto da falta de precisdo dos modelos probabilisticos considerados no ponto de partida. Neste
caso, a estratégia LW ja parte com um montante de informagdo extremamente reduzido e,
consequentemente, demonstrard uma maior instabilidade nos instantes futuros. O conceito de
reamostragem suavizada surge como uma ferramenta de auxilio exatamente em cendrios como
este. A fim de evitar a degeneracdo imediata, podemos reamostrar da populacao a partir de um
conjunto de pesos ndo tao heterogéneo. Ao final do passo de selecdo teremos entdo individuos
marcados por um maior balanceamento entre diversidade e foco. O préximo diagrama ilustra o

efeito da reamostragem suavizada neste problema. Ao longo das 15 novas iteracdes, verificamos

p2
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Figura 30 — Resumo de 15 iteracdes do método LW otimizado com distribuicdo proposta ideal: médias a posteriori
e bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul representam quantidades reais adotadas na
simulacdo da observacdes.
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que o passo de reamostragem suavizada foi realizado em média ao longo de 0,5% das iteracdes.
Nao coincidentemente, tais iteragdes coincidem exatamente com os dois instantes iniciais de
filtragem, justificando que o maior problema era de fato o espalhamento desmoderado imposto

pela distribuicdo inicial dos parametros.

Um detalhe curioso apontado por Prado e Lopes € que os resultados do algoritmo de Liu
e West ndo seriam sensiveis a distribui¢io a priori adotada. Os autores comentam que mesmo

considerando um par de distribui¢des iniciais mais informativa para os parametros de volatilidade
2~ GI(3;:2x0,1) e 02~ GI(3;2x0,02),

ainda verificariamos um comportamento inadequado da mistura de Gaussianas. Este resultado
de fato caracterizaria um argumento forte contra a utilizacao da estratégia LW ja que a mesma
apresentaria estimativas inadequadas mesmo em uma versdo mais adestrada do modelo. Todavia,
adotando tais distribuicdes na implementacdo do filtro LW otimizado, verificamos uma melhora
substancial nas estimativas. A figura a seguir resume a inferéncia resultante da utilizagdo do novo
par de distribuicdes para os pardmetros 72 ¢ 62; todos os demais pardmetros da implementacio

foram mantidos inalterados.
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Figura 31 — Resumo de 15 itera¢des do método LW otimizado com distribui¢do proposta ideal e distribui¢des a
priori mais informativas: médias a posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul
representam quantidades reais adotadas na simulagio da observagdes.

Este tltimo resultado mostra definitivamente que a principal causa do fendmeno de dege-
neracdo apontado por Prado e Lopes era de fato a distribui¢dao proposta do passo de amostragem
por importancia e ndo a aproximagdo utilizada no rejuvenescimento artificial. O conceito de
reamostragem suavizada entrou neste contexto como um passo de refinamento responsavel por
dar mais equilibrio a populacdo em situacdes muito adversas. No conjunto da obra temos um
resultado muito relevante ja que, neste contexto, o filtro LW otimizado € inconparavelmente mais
simples que a abordagem PL proposta por Prado e Lopes além de mais eficiente tanto em termos

de custo de tempo e de memdria.
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AR(3) + Ruido

O préximo ensaio trata de processos autoregressivos latentes de ordem 3, os quais

também foram abordados na obra original de Prado e Lopes:

}’t = x,—f—&‘t, gl‘ NN(0762)
Xt = ¢1xt—1 +¢2xt—2%xt—3nt7 Nt NN(O,TZ) ) = 172733"'7’1‘
X2 = X1 20, X0 NN(O,l)

Os autores escolheram adequadamente os parametros de modo a induzir o surgimento de raizes
complexas com respeito ao polindmio caracteristico ®. Mais precisamente, a configuracao

adotada foi:

- parametros para simulagdo:

(r1,r2,2,7%,6%) = (—0,950;0,950; 16,00; 1,000,0,250);

- os coeficientes autorregressivos podems ser recuperados da relagio:
(1= riu)(1 = rpe /M) (1 = 1™ ) = 1 = pru— dou® — P31

01 =r1+2n COS(27’L’/12)
- ¢2=—2F1F2COS(27'C/)»2)—F% 5

¢3=rir3
- distribui¢des a priori:
ri ~NT(1000)(—0,51,0), 12 ~NTg5.10)(0,81,0), A ~NT1220)(16,0;2,0),
72 ~ GI(2,00;0,25) e o%~ GI(2,0;1,0),;

onde NT(, ) (i, 0?) corresponde a distribuigio Normal com pardmetros i e 62 truncada

no intervalo (a,b);

- tamanho do enxame de particulas: N = 2000;
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Figura 32 — Distribui¢des a priori associadas aos parametros (1,72, A2, 7%,62).

O experimento foi baseado na simulacido de uma série de tamanho 250 e os autores consideraram
apenas a implementacao da estratégia PL. A utilizacdo do filtro de Liu e West foi descartada
no experimento original devido ao comportamento inadequado observado nos cenarios mais
simples. Nosso objetivo € verificar que a versao otimizada deste filtro também é capaz de gerar

bons resultados mesmo em se tratando de uma aplicacdo, a principio, mais complicada.

ObservagOes x Estados Latentes
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Figura 33 — Exemplo de sequéncias de observagdes e estados latentes simulados de acordo com a especificacio
proposta por Prado e Lopes. A curva em azul expressa as observa¢des enquanto a trajetoria em vermelho
ilustra o processo autoregressivo latente.

O filtro LW otimizado foi implementado seguindo rigorosamente as especificagdes
propostas por Prado e Lopes para o bom funcionamento de sua estratégia baseada na propagacao
de estatisticas suficientes. Novamente, o filtro LW demonstrou-se muito estdvel e capaz de
boas estimativas para os 5 parametros estaticos assim como para a trajetoria latente. Como as

distribuicdes a priori nao foram tao difusas como as propostas no cendrio anterior, o dispositivo
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de reamostragem suavizada praticamente nao fez diferenca ao problema. Ja a agenda dinamica
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Figura 34 — Resumo de 15 iteragdes do método LW otimizado: médias a posteriori e bandas de 95% de credibilidade.
Trajetérias em azul representam quantidades reais adotadas na simulacdo da observacdes.

de rejuvenescimento demonstrou grande utilidade no quesito eficiéncia computacional. Ao
longo das 15 estimativas, o processo de rejuvenescimento foi realizado em média em 22% das
iteracdes. Como o espago paramétrico tem dimensao 5, a amostragem de parametros toma boa
parte dos recursos computacionais utilizados no processo de filtragem, neste caso, verificamos
uma economia de aproximadamente 40% de tempo execu¢do na comparaciao com o dispositivo

baseado no rejuvenescimento perpétuo.

A fim de avaliar o desempenho do método com um pouco mais de precisao, consideramos
150 execugdes do mesmo mantendo fixas as especificacdes adotadas anteriormente. Os resultados
mostraram-se mais uma vez favoraveis ao método, conforme podemos observar nos boxplots

abaixo. O parametro r, tendeu a superestimar levemente o pardmetro real, entretanto este
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Figura 35 — Distribui¢do das médias a posteriori construidas a partir de 150 execucdes do filtro LW otimizado.
Curvas em azul referem-se aos parametros reais tomados no processo de simulagao.

resultado € coerente com a escolha da distribui¢@o a priori. A distribui¢do de partida do parametro
(Figura 32) da um pouco mais de prioridade a valores proximos a 1 e, provavelmente, o pequeno
tamanho da série ndo foi suficiente para compensar tal ponderagdo inicial. De uma forma geral,

o método demonstrou ser uma ferramenta bastante 1til para o tratamento deste problema.

Por fim, realizamos um ultimo experimento considerando uma série de tamanho 1500

gerada a partir do vetor de pardmetros trabalhado nos experimentos anteriores. Este estudo é
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particularmente interessante uma vez que Prado e Lopes sugerem que dispositivos sequenciais,
mesmo considerando a abordagem baseada na propagacdo de estatisticas suficientes, ndo devem
ser utilizadas em aplicagdes envolvendo séries longas. Todavia, os resultados obtidos neste
ultimo ensaio indicam que o filtro LW otimizado € capaz de gerar bons resultados mesmo em

se tratando de longas séries de observagdes. O proximo diagrama ilustra o comportamento do
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Figura 36 — Resumo de 15 iteragdes do método LW otimizado considerando uma série de tamanho 1500: médias a
posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul representam quantidades reais adotadas
na simulacdo da observagdes.

método ao longo de 15 execucdes para a filtragem de uma série de tamanho 1500. Como estamos
lidando com uma série de tamanho 6 vezes superior ao adotado anteriormente, implementamos
o filtro de particulas a partir de um enxame de 8000 pontos. Nao sé os parametros foram bem
identificados como o processo latente também foi filtrado de maneira bastante eficaz em todas as

execucoes.

Assim como no caso anterior, repetimos o experimento 150 vezes de modo a avaliar as
distribui¢cdes das estimativas finais (médias a posteriori) acerca dos parametros estaticos. Os
resumos a seguir ilustram que as estimativas foram muito satisfatérias com respeito a todos os

parametros. Além de consistentes, destacamos que as execucdes foram muito eficientes. Cada
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Figura 37 — Distribuicdo das médias a posteriori construidas a partir de 150 execugdes do filtro LW otimizado
considerando uma série de 1500 observacgdes e enxames de 8000 particulas. Curvas em azul referem-se
aos parametros reais tomados no processo de simulacdo.

rodada ndo levou mais que 15 segundos de execugdo sequencial em linguagem R considerando



5.3. AR(p) + Ruido 131

um processador Intel Core 17-2670QM CPU 2.20GHz x 8. Além disso, destacamos que a
complexidade de memdria do algoritmo € bastante satisfatéria. A sugestdo inicial de Lopes e
Prado, por exemplo, necessitaria de 11 vetores para o armazenamento das estatisticas suficientes
além de outros 6 vetores para o armazenamento das quantidades filtradas, totalizando 17 vetorees
de dimensdo N (tamanho do enxame de particulas). J4 o filtro LW otimizado faz uso de apenas 6
vetores, configurando assim uma reducdo de quase 2/3 no consumo total de memoria. Devemos
destacar também a simplicidade na implementacdo da estratégia LW. A constru¢do do método
¢ dada de forma direta, diferentemente da proposta de Prado e Lopes que conta com uma
especificacdo complexa e pouco clara. Desta forma, acreditamos que este estudo possa, além de
esclarecer algumas de degeneracdo, estimular ainda mais a utilizagao de dispositivos sequencias

no tratamento deste elegante modelo tratado originalmente por Prado e Lopes.
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CAPITULO

APLICACOES A DADOS REAIS

6.1 Volatilidade Estocastica

O modelo de volatilidade estocéstica abordado aqui € relativamente simples e ja foi
exaustivamente estudado na literatura. Em particular, algoritmos MCMC bastante eficientes para
o tratamento deste e de outros modelos mais complexos de volatilidade podem ser encontrados na
literatura (KIM; SHEPHARD; CHIB, 1998; CHIB; NARDARI; SHEPHARD, 2002; OMORI et
al., 2007; NAKAJIMA; OMORI, 2009; KASTNER; Frithwirth-Schnatter, 2014). Nosso objetivo
aqui € apenas ilustrar a importincia da andlise qualitativa do problema para a implementac¢do do
algoritmo de Liu e West conforme discutido na Secao 4.6. Para tal, selecionamos um conjunto
de séries cujos resultados inferenciais obtidos a partir das implementagdes convencionais do
método sdo indiscutivelmente insatisfatérios. Entretanto, ao explorar algumas das sugestdes
propostas neste trabalho podemos chegar a solugdes eficientes e muito proximas das oferecidas

por algoritmos MCMC.

6.1.1 Descricao do Modelo

Este estudo € baseado na parametriza¢cdo mais cldssica do modelo de volatilidade estocas-
tica, o qual € dado em fun¢ao da média estaciondria do processo latente (JACQUIER; POLSON;
ROSSI, 1994; KIM; SHEPHARD; CHIB, 1998):

v =g, & ~N(0,1)
he =+ Blh—1 — 1)+, m~N0,72) , t=12 . n 6.1)
holpt, B, T ~ N (u;72/(1 - B?))

onde & e M, sdo ruidos independentes para quaisquer 7,s € {1,2,...,n}.
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Esta parametrizacdo pode, em alguns casos, ser bastante problemdtica pois o método de
Liu e West apresenta uma grande dificuldade com respeito a estimacao da média estaciondria
. Tal parametro € muito sensivel a variagdo na dinamica dos dados, o que induz uma maior
instabilidade na evolucdo de sua incerteza. Além disso, verifica-se que o parametro  apresenta
uma correlacdo muito acentuada com respeito a persisténcia 3. Por conseguinte, a utilizacdo
da matriz de covariancias convencional no método de Liu e West pode fazer com que a grande
instabilidade de i seja refletida diretamente neste segundo parametro, amplificando muito a vari-
abilidade das estimativas. Buscando evidenciar este fendmeno, fizemos um estudo comparativo
envolvendo a utilizagdo da estrutura de covarianicas convencional assim como uma segunda

matriz de dependéncias que trata o espaco paramétrico de forma independente:

u 6; Gup Oy i 6; 0 0
S| B|=|6p 65 e e L|B|=|[0 & 0 (6.2)

A substitui¢do da estrutura convencional ¥ pela proposta alternativa ¥, ndo implica na eli-
minacdo da dependéncia entre os parametros; a troca significa apenas que tal dependéncia é
desconsiderada ao longo do processo de rejuvenescimento dos parametros.

Os experimentos revelam que o algoritmo LW otimizado pode degenerar completamente
se ignorarmos o efeito induzido pela estrutura de dependéncias, mesmo considerando as demais
propostas de otimizagdo sugeridas nesta obra. Até onde sabemos, nenhum outro trabalho chamou
a aten¢do para a andlise deste ponto durante a implementagao do filtro de Liu e West. Desta
forma, esperamos contribuir com uma andlise mais completa indicando todo o potencial do

algoritmo assim como verdadeiras causas associadas aos cendrios de degeneracao.

6.1.2 Analise Experimental: Taxas de Cambio

Exploramos neste experimento o banco de dados considerado por Kastner e Frithwirth-
Schnatter (2014), o qual consiste de séries didrias referentes a taxas de cAmbio de 23 moedas com
respeito ao Euro no periodo de 3 de janeiro de 2000 a 4 de abril de 2012. A titulo de curiosidade,
acrescentamos aos dados a série correspondente a taxa de cdmbio do Real com respeito ao Euro
no mesmo periodo. O desempenho do método de Liu e West otimizado foi comparado ao do
algoritmo MCMC apresentado por Kastner e Frithwirth-Schnatter e disponivel na biblioteca

stochvol para a linguagem de programacio R.
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As realizacdes de todos os 24 ensaios foram baseadas em um mesmo conjunto de

distribui¢des a priori:

1
1~ N(—10;100), B% ~ Beta(20;1,5),

P g2(1) e g~ N () (1-B).
A incerteza inicial a respeito do parametro de persisténcia segue a sugestdo usual (KIM;
SHEPHARD; CHIB, 1998) adotada na literatura. Tal escolha atribui uma massa probabilis-
tica ndo desprezivel para valores no intervalo (0,7;1,0) de modo a evitar a especificacdo de um
modelo muito restritivo. Os demais parametros sdo associados a distribui¢des ndo informativas
de modo a investigar a capacidade inferencial dos métodos em diferentes cendarios desconside-
rando qualquer conhecimento prévio a respeito do comportamento dos dados. A adocdo desta
estrutura de distribuicdes a priori é bastante relevante para anélise proposta neste estudo uma
vez que varios autores sugerem que o método de Liu e West ndo deve ser implementado a partir

de distribuicdes muito difusas. Com respeito a dinamica do processo latente, consideramos

n B 2
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L )
5
10

0.02
!

0.01
L

-60 -40 -20 0 20 40 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 0 5 10 15 20 25

Figura 38 — Distribui¢des a priori correspondentes aos parametros i, 3 e 2.

distribui¢des propostas cegas andlogas as utilizadas no estudo de modelos de volatitilidade com

dados simulados apresentado no capitulo anterior:

2
1 1
he|he— 0) = expy —=— | m—u—Ph-1—

q( l| t—1,)t) ) \/m p 21_2( t—H ﬁ(f 1 ‘LL>>
Destacamos ainda que serdo apresentados em mais detalhes apenas alguns dos experimentos, em
particular aqueles que apresentaram oportunidades ricas para o desenvolvimento de uma andlise
mais completa dos métodos. O detalhamento completo das 24 séries traria apenas um montante
extra de repeticdo ao texto. Uma tabela resumo contendo um resultado comparativo amplo de

ambas as metodologias é apresentada ao final da secdo.
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Dados Artificiais

Apresentamos a principio um breve experimento envolvendo uma série simulada dire-
tamente da parametrizacdo (6.1) na tentativa de obter bases de comparacdo para as possiveis
implementacdes das metodologias tratadas aqui. Neste primeiro estudo avaliaremos o comporta-
mento do algoritmo considerando as estruturas de dependéncia £ e ¥, em uma situagdo 6tima

onde a série de observacoes segue rigidamente o modelo proposto.

Log—-Retornos x Volatilidade
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Figura 39 — Séries de observagdes (azul) e volatilidades (vermelho) simuladas a partir do modelo (6.1).

Os dados foram simulados a partir dos parametros estimados pelo método MCMC para a

série de taxas referentes a comparagdo Délar Americano x Euro:
(1, B,7%) = (—10,100; 0,993; 0,070%).

Temos entdo um problema relativamente complicado ja que o processo latente estd proximo
da ndo-estacionariedade. Consideramos inicialmente a implementacao do Filtro Auxiliar com
abordagem LW e matriz de covaridncias completas e, neste caso, o método demonstrou-se estivel

e capaz de gerar resultados satisfatorios.

A Figura 42 mostra que as trajetorias filtradas ndo sofrem alteracdes bruscas devido a
oscilagdes provenientes das observagdes, um resultado bastante natural sabendo que a série foi
construida diretamente do modelo. Destacamos que a discrepancia observada entre a trajetoria
X1, estimada pelo filtro de particulas e a obtida pelo método MCMC apresentam diferencas
considerdveis, sobretudo nos primeiros instantes de tempo, pois uma trata do processo de

filtragem simples enquanto a outra trata do caso suavizado.
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Figura 40 — Resumo de desempenho do método de Liu e West otimizado (£;) com 20000 particulas: médias a
posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul representam os parametros reais
tomados como referéncia para a geracdo das observagoes.

A préoxima ilustragdo trata das distribuigdes a posteriori obtidas ap0s a filtragem da tdltima
observacgdo. Esta comparacao é importante por evidenciar a capacidade inferencial do método
de Liu e West otimizado mesmo em situacdes caracterizadas por séries longas de observagdes.
Além de nao observarmos degeneracoes, temos que a semelhanca entre as inferéncias obtidas

pelos métodos LW otimizado e MCMC € muito evidente.
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Figura 41 — Densidades a posteriori construidas pelo filtro de Liu e West otimizado com matriz de dependéncias X
(azul) e pelo método MCMC (vermelho).

Implementamos em seguida o mesmo filtro de particulas entranto considerando a matriz
Y, a qual atualiza o vetor de parametros estdticos de forma independente. O resultado foi
mais uma vez satisfatério e ndo demonstrou nenhuma variacdo significativa com relaciao a
conclusdo obtida no primeiro ensaio. As distribui¢des a posteriori oferecidas por esta segunda
implementa¢do também foram comparadas as obtidas por meio do método MCMC e novamente o
resultado obtido pelas aproximagdes por importancia foi excelente se comparado as distribui¢des
consideradas 6timas. Nota-se que nas duas situagdes o algoritmo foi capaz de identificar até
mesmo a leve assimetria associada aos parAmetros 8 e 6%, demonstrado que a metodologia é

capaz de capturar informacdes além dos dois primeiros momentos desde que implementada
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adequadamente. Estes aspectos seriam facilmente perdidos caso um limite ndo fosse imposto ao

fator de desconto 6 na perspectiva original.
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Figura 42 — Resumo de desempenho do método de Liu e West otimizado (X;) com 20000 particulas: médias a
posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul representam os parametros reais
tomados como referéncia para a geragio das observagoes.
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Figura 43 — Densidades a posteriori construidas pelo filtro de Liu e West otimizado com matriz de dependéncia X,
(azul) e pelo método MCMC (vermelho).

Concluimos neste primeiro estudo que as duas tratativas sdo capazes de gerar inferéncias
satisfatorias em cendrios simulados, o que nos d4 um bom indicio de que de fato podemos utilizar
estruturas de dependéncia mais genéricas no passo de rejuvenescimento artificial. Dando um
passo adiante, investigaremos a seguir a relevancia desta nova estrutura em aplicagcdes envolvendo
dados reais de modo a caracterizar cendrios mais complexos constituidos por séries igualmente
proximas da ndo estacionariedade porém sujeitas a interferéncias externas possivelmente nao

mensuradas pelo modelo.
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Délar Americano

[lustramos na sequéncia o comportamento do mesmo dispositivo de filtragem para uma

série real de taxas de cambio relativas a comparacao Délar Americano x Euro.

Log—Retornos x Volatilidade
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Figura 44 — Taxas de cambio D6lar Americano x Euro (azul) e volatilidades (vermelho) estimadas via MCMC.

Uma instabilidade significativa ja pode ser verificada ao longo da evolugdo da incerteza
a posteriori com respeito aos pardmetros i e f3. A fragilidade das estimativas é observada
especificamente nesta dupla de pardmetros devido a forte correlacao entre as duas quantidades.
Durante o periodo de maior instabilidade verifica-se um coeficiente de correlag¢do linear superior
a 0,99. Podemos observar claramente que o inicio do periodo de conturbagio na filtragem de 3
coincide com o inicio da fase de instabilidade na filtragem u. A qualidade da inferéncia com

respeito aos parametros estaticos é severamente comprometida a partir deste instante.

-9

-10

-12

0 0 500 1000 150{) 2000 2500 3000 ° 0 500 1000 ‘50{) 2000 2500 3000 .
3 Xt
g ‘
5 ‘H P“ | \
{

AT \

T A o A A o s, N W{a AN N
o ¢ 5 N AW MmN N, oo N Syl '_LH A 4 ’\%j o LN "".»

AP SSRA S T R N R Y
o N
3 500 1000 1500 t 2000 2500 3000

Figura 45 — Filtragem envolvendo taxas de cAmbio Délar Americano X Euro. Resumo de desempenho do método
de Liu e West otimizado com 20000 particulas e matriz de covaridncia completa: médias a posteriori e
bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul representam as quantidades estimadas via MCMC.
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Caso implementado cegamente, este experimento constituiria um exemplar perfeito para
a invalidagdo da estratégia LW mesmo considerando algumas das sugestdes de otimiza¢do pro-
postas aqui. Entretanto, tal comportamento pode ser entendido a partir de uma andlise qualitativa
do modelo. E natural que pardmetros associados a propriedades estaciondrias apresentem uma
maior dificuldade de estimacdo em tempo real uma vez que séries verdadeiras de dados nao
necessariamente seguem um modelo matematico de forma rigida. Neste caso em particular,
a forte correlacdo entre i e os demais parametros favorece a potencializagdo do problema,
motivando a obtencdo de resultados indevidos conforme ilustrado acima. A combinac¢do da
instabilidade de 1 com a forte correlacao entre parametros induz o surgimento de problemas de
mau condicionamento na matriz de covariancia, o que fatalmente reflete de forma negativa no
rejuvenescimento da populacdo via distribuicao Gaussiana multivariada. A sugestdo imediata
para a correcao deste tipo de problema seria a utilizacao de algoritmos mais estdveis de decompo-
sicdo matricial no processo de geracdo das varidveis Gaussianas multivariadas responsaveis pelo
rejuvenescimento artificial. Poderiamos, por exemplo, basear a geracao de novos individuos na
decomposi¢do em valores singulares (DVS) da matriz X1 na tentativa de contornar os problemas
de mal condicionamento da mesma. Todavia, mesmo com a utilizacdo da abordagem mais estavel

temos novamente um cendrio degenerativo conforme ilustrado abaixo.
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Figura 46 — Filtragem envolvendo taxas de cAmbio Délar Americano x Euro. Resumo de desempenho do método
de Liu e West otimizado com 20000 particulas e matriz de covaridncia completa com decomposi¢io
em valores singulares: médias a posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul
representam quantidades estimadas via MCMC.
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Ao entender esta peculiaridade do modelo, podemos implementar o filtro LW otimizado
considerando uma atualiza¢do independente de parametros a partir da matriz ¥, descrita na
relacdo (6.2). Os resultados oferecidos pela nova estrutura de dependéncia erradicam a influéncia
da fragilidade de u sobre os demais parametros, garantindo assim a construcao de inferéncias
mais robustas. O préximo diagrama sintetiza os resultados obtidos pelo filtro LW otimizado
considerando blocos independentes de parametros. Nota-se que a evolucdo da incerteza com
respeito a U continua apresentado uma instabilidade proporcional a escala do parametro, contudo

tal fragilidade nao € propagada para as demais quantidades. Desta forma, a propria matriz de
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dependéncias X, permanece mais estdvel ao longo da execucdo do algoritmo, o que garante que
o processo de rejuvenescimento Gaussiano seja realizado de forma adequada.
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Figura 47 — Filtragem envolvendo taxas de cambio Délar Americano x Euro. Resumo de desempenho do método de
Liu e West otimizado com 20000 particulas e blocos independentes de pardmetros: médias a posteriori
e bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul representam quantidades estimadas via MCMC.

Ilustramos abaixo as densidades estimadas segundo esta perspectiva, considerando
enxames de 50000 particulas. O numero de pontos foi incrementado consideravalmente com
relacdo aos experimentos anteriores pois a estimagdo da fun¢do de densidade constitui um

problema naturalmente mais complexo. Ainda assim, o algoritmo continuou com um desempenho

muito satisfatério em termos de tempo execugao.

M g N 8- i —— McMC
\ ” ‘ LW otimizado

120
250

100
200

N
==
80
150

2
—
0 60
T
| ;00

\ e / I \
\ J \

— P~ o
0010 0015 0020 0025

-110 -105 -10.0 -85 0975 0880 0985 0990 0995  1.000 0000  0.005

Figura 48 — Densidades estimadas via filtro LW otimizado estrutura de dependéncia bloco-independente. Cada
curva corresponde a uma estimativa independente construida a partir de 50000 particulas.

Comportamentos idénticos foram obtidos considerando o Filtro Bootstrap associado a
abordagem LW; os resultados ndo serdo apresentados em maiores detalhes para evitar repeti¢oes.
Apresentamos apenas um diagrama de dispersao a seguir comparando as estimativas médias,
com respeito a 50 realiza¢des, de cada um dos algoritmos ao longo dos 3139 instantes de tempo.
Nota-se uma grande consisténcia entre as duas abordagens. As estimativas construidas a partir

das duas perspectivas de filtragem, com respeito as 24 séries, serdo sumarizados ao final da se¢@o

para efeitos de comparagao.
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Figura 49 — Comparacdo entre os paradigmas Auxiliar e Bootstrap. Os quadros representam o diagrama de dispersdo
envolvendo a estimativa média das quantidades (u,3,72,X;), considerando 50 execugdes de cada
método, ao longo dos 3139 instantes de iteracdo.
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Rublo Russo

A andlise apresentada na se¢do anterior foi repetida para a série de taxas de cambio

relativas a comparag¢ao Rublo RussoxEuro.
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Figura 50 — Taxas de cambio Rublo Russo x Euro (azul) e volatilidades (vermelho) estimadas via MCMC.

Os parametros estimados via MCMC neste caso foram
(1, B,7%) = (—10,628; 0,988; 0,150),

0s quais revelam uma persisténcia igualmente importante porém demonstram um montante de
variabilidade significativamente superior na comparacao com a série referente ao D6lar Ameri-
cano. A utilizagcdo da estrutura de dependéncias tradicional apresentou resultados ainda mais
catastroficos neste experimento. A maior fragilidade do algoritmo j4 era esperada nesta situacdo
uma vez que a série de observagdes apresenta variagdes importantes em seu comportamento
a partir do instante ¢ = 1750. Todavia, o problema foi solucionado mais uma vez pela simples

substituicdo da estrutura de dependéncia implementada no passo de rejuvenescimento.
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Figura 51 — Filtragem envolvendo taxas de cimbio Rublo Russo x Euro. Resumo de desempenho do método de
Liu e West otimizado com 20000 particulas e matriz de covaridncia completa: médias a posteriori e
bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul representam as quantidades estimadas via MCMC.
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Em resumo, o comportamento degenerativo se repetiu ao considerarmos a matriz de
covariancias completa no dispositivo de filtragem, assim como uma nova melhora foi verificada
ao implementarmos o rejuvenescimento por blocos independentes. Este resultado é bastante
relevante pois a verificacdo de desempenhos satisfatérios em situacdes problemadticas provenien-
tes de séries distintas, pode ser entendida como um bom indicador da consisténcia do método.
Observa-se apenas um vicio discreto (na comparagdo com a escala do parametro) na estimativa
do nivel estaciondrio, o que certamente € fruto de um leve enxugamento da amostra induzido
pelo aglomerado de volatilidade iniciado a partir do instante = 2250. Nota-se também que este

pequeno desvio niao agrega nenhuma influéncia negativa a estimacao do processo de volatilidade
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Figura 52 — Filtragem envolvendo taxas de cAmbio Rublo Russo x Euro. Resumo de desempenho do método de
Liu e West otimizado com 20000 particulas e blocos independentes de parimetros: médias a posteriori
e bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul representam quantidades estimadas via MCMC.

Analisamos também as estimativas funcionais das distribuicdes a posteriori construidas

com o auxilio do dispositivo de filtragem. Nota-se que  foi o tinico parametro a indicar um vicio
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Figura 53 — Densidades estimadas via filtro LW otimizado estrutura de dependéncia bloco-independente. Cada
curva corresponde a uma estimativa independente construida a partir de 50000 particulas.

mais importante, em conformidade com os resultados ja observados na andlise das trajetorias

filtradas. Entretanto, mesmo caracterizando um caso explicito de degeneracdo, temos ainda
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assim uma estimativa bastante razodvel considerando a escala do parametro. Destacamos que a
aproximacao foi baseada na estratégia Auxiliar convencional; seria possivel ainda considerar a
distribuic@o proposta 6tima através da constru¢do de uma aproximagao baseada em misturas de

normais para os erros das observagdes.

Fazendo uma comparacgdo entre os resultados construidos pelos paradigmas Bootsrap e
Auxiliar, verificamos um comportamento muito consistente nas estimativas. Observa-se alguma
diferenca apenas nas estimativas do parametro f3: a inferéncia construida pela perspectiva
Bootstrap tende a subestimar discretamente os resultados obtidos por meio da abordagem
Auxiliar. A maior diferenca € verificada nas primeiras iteracdes onde a influéncia da distribuicao
a priori pouco informativa ainda é muito importante. A tentativa, por parte do dispositivo auxiliar,
de prever tendéncias futuras das observacdes contribui para uma maior precisdo do método nestas
situagdes. O desvio entre as duas estimativas é praticamente erradicado na segunda metade da

execugdo do experimento, conforme ilustrado na Figura 55.
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Figura 54 — Comparacdo entre os paradigmas Auxiliar e Bootstrap. Os quadros representam o diagrama de dispersao
envolvendo a estimativa média das quantidades (u,3,72,X;), considerando 50 execugdes de cada
método, ao longo dos 3139 instantes de iteraco.
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Figura 55 — Discrepincia observada entre as estimativas E[f|y;,/] construidas pelas perspectivas Bootstrap e Auxi-
liar.

Ridpia Indonésia

O préximo conjunto de observacdes refere-se as taxas de cambio obtidas da comparagdo
Rupiah Indonésiax Euro. Este exemplo € interessante pois revela uma situagdo onde o préprio
algoritmo MCMC apresentou uma maior dificuldade durante a construcao das estimativas a

posteriori.
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Figura 56 — Taxas de cdmbio Rupiah Indonésia x Euro (azul) e volatilidades (vermelho) estimadas via MCMC.

Kastner e Frithwirth-Schnatter (2014) mostram que o algoritmo MCMC gera observacgdes
altamente correlacionadas especificamente neste contexto, caracterizando assim um significativo

fator de ineficiéncia. As estimativas
(1, B,7%) = (—9,867; 0,966; 0,2322).

foram construidas tomando um atraso (lagging) de 115 iteracdes entre cada geracao do algoritmo
na tentativa de assegurar uma amostra aproximadamente independente. Neste caso, a amostra
final de tamanho 3000 foi extraida de uma sequéncia de 345000 individuos, o que ajuda a ilustrar

o tamanho do esforco computacional empregado.
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Figura 57 — Filtragem envolvendo taxas de cambio Rupiah Indonésia x Euro. Resumo de desempenho do método
de Liu e West otimizado com 20000 particulas e matriz de covaridncia completa: médias a posteriori e
bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul representam as quantidades estimadas via MCMC.

Uma nova sequéncia de degenera¢des do método LW foi observada ao implementarmos a
estrutura de dependéncias convencional apesar de ndo estarmos lidando agora com um parametro
de persisténcia B muito préximo de 1. Ainda assim, a alta correlagdo evidenciada pelo método
MCMC € um bom indicativo de que a saida para o problema pode estar diretamente associada a
estrutura de dependéncias dos parametros. Novamente, a utiliza¢do da estrutura X, foi suficiente

para corrigir o problema.
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Figura 58 — Filtragem envolvendo taxas de cAmbio Rupiah Indonésia x Euro. Resumo de desempenho do método de
Liu e West otimizado com 20000 particulas e blocos independentes de pardmetros: médias a posteriori
e bandas de 95% de credibilidade. Trajetdrias em azul representam quantidades estimadas via MCMC.

Este resultado evidencia que o método de Liu e West otimizado € capaz de gerar infe-
réncias consistentes mesmo em situagdes onde os algoritmos MCMC apresentam uma certa
dificuldade. Até mesmo a forma funcional das distribuicdes a posteriori apresentaram um com-

portamento satisfatorio na comparacdo com as estimativas provenientes da estratégia MCMC.
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Figura 59 — Densidades estimadas via filtro LW otimizado estrutura de dependéncia bloco-independente. Cada
curva corresponde a uma estimativa independente construida a partir de 50000 particulas.

O ganho é relevante pois além de tratar de uma implementacdo mais simples, a meto-

dologia sequencial oferece uma estimativa mais rica ao precisar em tempo real a influéncia de

pequenos blocos de observagdes na incerteza a posteriori. Além disso, a utilizacdo de um atraso

de 115 iteragdes no método MCMC induziu um tempo computacional mais de 10 vezes superior

ao obtido pelo filtro de particulas mesmo considerando a concorréncia desleal entre as linguagens

de programacido (MCMC/C++ X filtro de particulas/R).
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Figura 60 — Comparacio entre os paradigmas Auxiliar e Bootstrap. Os quadros representam o diagrama de dispersao
envolvendo a estimativa média das quantidades (u,8,72,X;), considerando 50 execugdes de cada
método, ao longo dos 3139 instantes de iteragdo.
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Coroa Dinamarquesa

Por fim, detalhamos um conjunto de dados cuja andlise via filtros de particulas € satis-
fatéria mesmo considerando matrizes de covariancias completas. Ao ilustrar um cendrio mais
favordvel, buscamos evidenciar, assim como no caso simulado, que a utilizacdo de uma estrutura
alternativa de dependéncias também gera bons resultados mesmo em situagdes onde a perspectiva

convencional j4 € suficiente para a construcdo de estimativas aceitaveis.
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Figura 61 — Taxas de cambio Coroa Dinamarquesa x Euro (azul) e volatilidades (vermelho) estimadas via MCMC.

Os dados correspondem a sequéncia de taxas de cambio referentes a comparagao Co-
roa Dinamarquesax Euro a qual pode ser associada a seguinte tripla de paradmetros estaticos,
estimados via MCMC,

(1, B,0%) = (—18,0;0,916; 0,38%).

A série de volatilidade conta com um parametro de persisténcia bastante distante da fronteira
da ndo-estacionariedade, logo devemos de fato esperar estimativas satisfatorias sem maiores
esforcos. Além disso, nota-se que a série apresenta um nivel estaciondrio muito pequeno na
comparacao com os estudos anteriores. Esta peculiaridade ndo gera maiores complicagdes
J4 que uma distribui¢c@o a priori vaga foi atribuida ao parametro ( com o intuito de varrer
adequadamente o espago paramétrico. O mecanismo de reamostragem suavizada evita que a
populacdo seja enxugada de forma acelerada garantindo a constru¢do de estimativas estaveis. O
resumo a seguir mostra que o método € capaz de filtrar os trés parametros desconhecidos sem

maiores complicacoes.

A utilizagdo da estrutura de dependéncias X, também € capaz de gerar boas estimativas,
conforme identificado no resumo a seguir. E possivel até observar uma certa redu¢@o na variabai-
lidade das estimativas, contudo o objetivo € simplesmente verificar a consisténcia do método

com respeito as situacdes onde a metodologia tradicional comporta-se de forma satisfatdria.



150

Capitulo 6. Aplicacdes a Dados Reais

-155

-165

-185 -175

0e+00 2e-04 4e-04 6e-04 8e-04

00 05 10 15 20 25

500 1000 1 0{) 2000 2500 3000

X

|

i i Mw

b bt bk oo b b
AT *w.m"m ‘\M\& W"\w A i W “ "-. ‘\WW" "W MM

1000 1500 2000

t

Figura 62 — Filtragem envolvendo taxas de cAmbio Coroa Dinamarquesa x Euro. Resumo de desempenho do
método de Liu e West otimizado com 20000 particulas e matriz de covaridncia completa: médias a
posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Trajetdrias em azul representam as quantidades estimadas
via MCMC.
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Figura 63 — Filtragem envolvendo taxas de cambio Coroa Dinamarquesa x Euro. Resumo de desempenho do

método de Liu e West otimizado com 20000 particulas e blocos independentes de pardmetros: médias a
posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Trajetdrias em azul representam quantidades estimadas
via MCMC.
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Figura 64 — Erros cometidos pelo dispositivo de filtragem na estimagéo dos parimetros estdticos (i, 3, 12), ao longo

de 50 execugoes, considerando a utilizagdo das estruturas de dependéncia X e X;.

A comparacdo entre as abordagens Bootstrap e Auxiliar aplicada a este cendrio nos
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permite tirar algumas conclusdes importantes. A filtragem dos parametros apresenta uma certa
dificuldade inicial ja que a incereza a priori com respeito ao nivel estaciondrio nao estd centrada
em torno do valor real como nas situacdes anteriores. Além disso, a variabilidade associada
ao processo latente € bastante elevada considerado o contexto dos modelos de volatilidade
estocdstica. Neste caso, a previsdo realizada na perspectiva Auxiliar € capaz de conferir um maior
foco ao dispositivo de filtragem, o que garante uma eliminag¢do mais eficiente dos individuos
menos adaptados da amostra. Temos um fendmeno similar ao observado na série referente ao
Rublo Russo, entretanto observado agora em uma escala maior. Podemos observar na Figura 66
que novamente a diferenca entre as duas perspectivas praticamente desaparece a medida que a

filtragem avanca.
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Figura 65 — Comparacio entre os paradigmas Auxiliar e Bootstrap. Os quadros representam o diagrama de dispersio
envolvendo a estimativa média das quantidades (u,3,72,X;), considerando 50 execugdes de cada
método, ao longo dos 3139 instantes de iteracao.
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Figura 66 — Discrepancia observada entre as estimativas E[B]y1.] e E[t?|y;,] construidas pelas perspectivas Boots-
trap e Auxiliar.

Resultado Geral

O conjunto de dados tratado neste estudo foi escolhido de modo a ilustrar o comporta-
mento do filtro LW otimizado em situa¢des responsaveis por introduzir dificuldades de naturezas
distintas. A partir de comparagdes com o caso 6timo, método MCMC, foi possivel compro-
var experimentalmente a capacidade inferencial do filtro de Liu e West otimizado de forma
honesta. Dentre as sugestdes propostas neste trabalho destacamos principalmente a relevancia
de uma andlise qualitativa do modelo na escolha da estrutura de dependéncias utilizada no
dispositivo de rejuvenescimento. Outro ponto importante é a escolha dos pardmetros a e 42 do
algoritmo; o mesmo mecanismo de calibragem automdtica foi utilizado em todos os 24 cendrios
e demonstrou ser muito eficaz. Até onde sabemos, nenhuma outra proposta na literatura havia
trabalhado com uma escolha genérica em um conjunto tdo amplo de séries. De uma forma geral,
a metodologia apresentou resultados satisfatérios considerando tanto a perspectiva Bootstrap
quanto a abordagem Auxiliar. Observamos apenas pequenas discrepancias na filtragem das
primeiras observagdes de cada série, o que constitui um resultado natural ja que, na auséncia
da distribui¢do 6tima, espera-se que a perspectiva Auxiliar confira mais foco as estimativas. A
tabela a seguir resume os resultados obtidos por cada uma das metodologias. A primeira coluna
de parametros indica as estimativas construidas através do método MCMC com 3000 pontos, as
quais podemos considerar como inferéncia 6tima no desenvolvimento de um estudo comparativo.
As duas colunas restantes apresentam uma média de 50 estimativas construidas com o auxilio do

filtro LW otimizado com 15000 particulas considerando, respectivamente, as implementagdes
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Bootstrap e Auxiliar. Os valores destacados entre parenteses correspondem a raiz quadrada do
erro quadratico médio cometido ao longo das 50 execucdes na comparagdo com as estimativas
oriundas do algoritmo MCMC. Nota-se, em todas as situacdes, que as estimativas do filtro
LW sdo condizentes com o resultado 6timo esperado. Observamos ainda uma reducao média
de 35% (Bootstrap) € 20% (Auxiliar) no tempo computacional demandado pelas estratégias
otimizadas em comparacdo com filtros implementados sem a utilizacio de agendas dinadmicas de
rejuvenescimento. Os métodos foram implementados na linguagem R e o tamanho do enxame de
particulas foi escolhido visando assegurar uma menor variabilidade das estimativas finais além de
um tempo de execucao significamente superior ao apresentado pelo método MCMC. O tempo de
uma execucdo do filtro de particulas foi inferior a metade do tempo demandado pela metodologia
6tima. Destacamos que, apesar de tratar de uma biblioteca desenvolvida para a linguagem R, o
dispositivo baseado em cadeias Markovianas desenvolvido por Kastner e Frithwirth-Schnatter
(2014) foi implementado na linguagem C++. Temos assim um bom indicativo da eficiéncia
computacional dos filtros de particulas: estimativas baseadas em 15000 pontos construidas em
uma plataforma de linguagem interpretada apresenta um desempenho de tempo ao menos duas
vezes superior em comparacao com uma abordagem apoiada por 3000 pontos implementada em
linguagem compilada. Desta forma, podemos esperar um desempenho de alta eficiéncia a partir

da implementac¢do do filtro LW otimizado em linguagens mais eficientes.
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MCMC LW Bootstrap LW Auxiliar
Moeda
u B T u B T u p T

Délar ' 103 0976 017 -10,207 0,972 0,174 -10,206 0,976 0,156
Australiano (0,088) (0,006) (0,018) | (0,083) (0,004) (0,017
Délar -10,130 0,981 0,100 -10,083 0,007 0,016
Canadense -10.10.987 0,09 (0,069) (0,007) (0,016) | (0,095) (0,006) (0,013)
Coroa -11,660 0,957 0,263 -11,993 0,962 0,246
Tcheca 1150953 0,28 (0,157) (0,008) (0,029) | (0,159) (0,012) (0,044)
Coroa 1180 0916 038 -18,051 0,914 0,400 -18,014 0,918 0,393
Dinamarquesa ’ ? ’ (0,062) (0,008) (0,025) | (0,072) (0,008) (0,023)
Délar de -10,103 0,991 0,072 -10,038 0,991 0,072
Hong Kong -10.20,993 0,07 (0,083) (0,002) (0,006) | (0,145) (0,002) (0,006)
Rl]plal:l . 9.9 0966 023 -9,926 0,960 0,235 -9,970 0,964 0,228
Indonésia (0,130) (0,011) (0,018) | (0,120) (0,007) (0,017)
Yen -9,757 0,988 0,122 -9,660 0,990 0,117
Japonés -100 0,989 0,12 (0,280) (0,002) (0,005) | (0,375) (0,002) (0,006)
Won -10,134 0,986 0,136 -10,131 0,988 0,130

-10,0 0,987 0,14

Sul-Coreano (0,162) (0,003) (0,012) | (0,184) (0,003) (0,015)

Ringgit 10,178 0,988 0,085 | -10,100 00990 0,083
Malaio -10.30990 008 1 149y (0.003) (0.006) | 0224) (0.002) (0.005)
Peso 08 0977 o016 | 0520 0983 0I38 | 949 0984 0142
Mexicano (0,296) (0,008)  (0,027) | (0,315) (0,008) (0,026)
Délar 00 0963 047 | 10087 0961 0178 [ -10.09 0961  0.I78
Neo-Zelandés (0,094) (0.006) (0,016) | (0,095) (0,005) (0,013)
Coroa L1 0970 oug | 11324 0967 0173 |-I1311 0970 0,162
Norueguesa 0 ’ (0,228) (0,006) (0,019) | (0,216) (0,005) (0,025)
Peso 10,203 0,979 0,109 | -10,062 00987 0,095

-10,1 0981 0,12

Filipino (0,126)  (0,007) (0,0160) | (0,146) (0,009) (0,027)
Zloty 10,510 0,974 0,183 | -10486 0975 0,180
Polonés 1040975 009 1 101y (0.002)  (0011) | (0.09) (0.002) (0.013)
Leu L1 0970 o031 | 1028370978 0306 | -10171 0979 0312
Romeno o ’ (0,830) (0,008) (0,025) | (0,941) (0,009) (0,023)
Rublo 10,206 0,988 0,149 | -10247 0988 0,142
Russo 1060988 005 1 407y 0.003)  (0.017) | 0363) (0.003) (0.024)
Délar de 10,335 0,993 0,074 | -10,082 00995 0,074
Singapura -10.60.995 007 1 h353)  (0.003) (0,005 | (0.546) (0,001) (0.006)
Coroa 113 0991 o11 |-11:2327 0988 0115 |-11220 0988 0I5
Sueca < . (0,083) (0,003) (0,006) | (0,094) (0,003) (0,006)
Franco 12240 0,980 0,201 | -12,253 0981 0,199
Suisso 12000985 021 048)  0.006)  (0,027) | (0260) (0,005 (0,021
Baht 102 098 o013 | 10025 0983 0122 | 9867 0987 0117
Tailandés i ’ (0,243)  (0,006)  (0,013) | (0,371) (0,008) (0,016)
Lira 10,164 0,966 0,283 | -10,190 0,968 0,274
Turca 980966 027 1 1350y (0.007) (0.018) | (0403) (0.007) (0.017)
Libra 10,922 0,992 0,091 | -10,767 00993 0,090
Esterlina 1080992 010 1 179y 0001y (0,009) | 0,125 (©.001) (0.010)
Délar 10,000 0,991 0,072 | -10,056 0991 0,073
Americano 010993 007 1 067y (0.002)  (0.004) | 0,081) (0.002) (0.005)
Real 9352 0969 0231 | 9322 0971 0,224
Brasileiro 040960026 1 o 0010)  (0.030) | (0,150) (0.012) (0.036)

Tabela 3 — Comparacdo MCMC x Filtros de particulas. A primeira coluna de valores resume as estimativas obtidas
a partir do método MCMC com 3000 pontos. As duas seguintes apresentam as médias dos parametros
estimados ao longo de 50 itera¢des de cada filtro de particulas com 15000 pontos; valores entre paranteses
indicam a raiz do erro quadratico médio, na comparagdo com o método MCMC, considerando as 50
iteragdes.
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6.2 Dinamica Populacional

Nesta secao lidaremos com um modelo populacional o qual foi estudado por Peters,
Hosack e Hayes (2010) a partir de uma variacao de algoritmo PMCMC e por Chopin, Jacob
e Papaspiliopoulos (2013) (material suplementar) através do método SMC?. Esta aplicacio
€ interessante pois a estruturacdo matemdtica do modelo dificulta a utilizacao de algoritmos
baseados em estatisticas suficientes e, neste caso, a melhor alternativa até entdo seria de fato
a utilizacio de algoritmos como PMCMC ou SMC?. Contudo, verificaremos que o método de
Liu e West otimizado pode também oferecer solucdes muito satisfatdrias a partir de um custo

computacional incomparavelmente menor.

6.2.1 Descricao do Modelo

A dinamica populacional considerada neste conjunto de experimentos pode ser sucinta-

mente modelada pelo par de equagdes

y = log(Nt) + o0&, & ~ N(O, 1)
log(N,) = 1log(N;)+bo+by(N,)»» +1tn,, nm, ~N(0,1) , t=1,2,...,n (6.3)
log(No) = o

onde N, representa o tamanho populacional real a ser estimado, y, corresponde ao logaritmo
dos tamanhos populacionais observados e &, 1;, com ¢t € {1,2,...,n}, sdo cole¢des de varidveis

independentes e identicamente distribuidas segundo o modelo Gaussiano padrio. O vetor
2 2
0= (,u()ab()7b27b37T O )

define os pardmetros estaticos desconhecidos do problema. Neste caso, a populagdo inicial i
referente a sequéncia de estados latentes também € tratada como um parametro desconhecido. O

modelo € completado pelas especificacdes

parametro dist. a priori

Mo N(0,4)
bo N(0,1)
by N(0,1)
by N(O, 1)
o> GI(3'F)
° GI(F)

as quais seguem rigorosamente a sugestao proposta no experimento original de Peters, Hosack e
Hayes (2010).
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6.2.2 Avaliacao Experimental: Modelo 6-Estocastico

O modelo de observagdes (6.3) traduz o fato de que as populacdes de interesse sao
monitoradas a partir de mecanismos imperfeitos de observagdo, podendo entao estar sujeitos
a qualquer fonte de variabilidade introduzida pelo dispositivo de geracao/coleta dos dados.
Seguindo a discussao proposta originalmente, este modelo conta com duas peculiaridades com
respeito a distribuicdo a posteriori de 0: serrilhamento e multimodalidade. Nosso objetivo
€ demonstrar experimentalmente que o filtro LW otimizado € capaz de reproduzir as duas
propriedades, mesmo em se tratando de uma abordagem mais simples, de modo a ilustrar que
o método vai além de uma aproximacao razodvel capaz de preservar apenas os dois primeiros
momentos das distribuicdes a posteriori. A avaliagdo serd baseada em duas etapas: um conjunto
simulado e um conjunto real. Consideraremos as duas perspectivas de filtragem (Auxiliar e
Bootstrap) e buscaremos evidenciar a importancia das estratégias de otimizagdo propostas neste
trabalho. A fim de estabelecer uma comparagdo justa, apresentaremos também os resultados

obtidos pelos métodos PMCMC e SMC? considerando um nimero similar de particulas.

Apesar de dificultar a implementagdo de métodos baseados na propagacdo de estatisticas
suficientes, a estrutura deste problema é favordvel ao desenvolvimento de filtros de particulas
por permitir a constru¢do da distribuicdo proposta ideal para os passos de amostragem por
importincia. A estrutura linear das observacdes associada ao fato de que as sequéncias de ruidos

sao Gaussianas culmina no seguinte modelo:

y,-G_2+<log(N,,1)+bo+b2-N,b3> 772 1

log(Nt>|10g(N1:lfl)=antNN o-2+12 62+ 12

(6.4)
Neste caso, as ponderagdes utilizadas tanto pela perspectiva Auxiliar quanto pela Bootstrap sao

governadas pelo modelo probabilistico associado a ¥;|N;_:
Wi(log(N,), 8]y:) ~ N (log(N,) + b+ b -NJ*, 6% + 52 6.5)

Esta propriedade € crucial para a constru¢do de um dispositivo de filtragem 6tima neste cendrio
j4 que as distribuicdes envolvidas apresentam um comportamento naturalmente complicado. E
de se esperar que a utilizacdo de distribuicdes propostas cegas tenham um desempenho bastante

inadequado nesta aplicacao especifica.

Um ultimo detalhe de implementacao diz respeito ao tamanho 4 da janela utilizada na
aproximacao por nucleos estimadores do dispositivo LW. Como nosso objetivo € evidenciar uma

possivel caracteristica de multimodalidade do problema, adotamos a op¢ao

1 4 =
h=-(—7" )",
2 (N-(2+d9)>

em conformidade com a sugestdes propostas por Silverman (1986) e Liu, Chen e Logvinenko
(2001).
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Dados Artificiais

Consideramos inicialmente um cendrio artificial visando analisar o comportamento dos
algoritmos em uma situacao “bem comportada”. O experimento foi baseado na escolha de

parametros proposta por Chopin, Jacob e Papaspiliopoulos (2013):
(1o, bo, b2, b3, 7%, 6%) = (log(1,270);0,150; —0,125;0,100;0,470;0,390).

Os autores argumentam que esta configuracao estimula o surgimento de picos de crescimento

populacional. Situacdes como esta, caracterizadas por mudancas relativamente bruscas, favore-
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Figura 67 — Exemplo de evolucdo populacional obtida por simulagdo. As observacdes sdo dadas em escala real.

cem a degeneragao de algoritmos do tipo filtro de particulas, logo, este cendrio seria bastante
frutifero para uma anélise a respeito do poder de rejuvenescimento assegurado pelo método
SMC?. Os autores sequer consideraram a implementacio do método de Liu e West por confiar
que a estratégia apresentaria um comportamento degenerado andlogo ao apontado pelos mesmos

em experimentos anteriores.

Diferentemente do ensaio original sugerido por Peters et al., um par de distribui¢cdes a
priori ndo-informativas foi atribuido aos parametros de volatilidade na implementacao trabalhada
por Chopin et al.:

P~ GI(2,1) e  o6*~GI2,1).

Além disso, o método SMC? foi implementado a partir de uma nuvem inicial de 10° particulas:
Ny =1000 e Ng=1000.

Neste primeiro estudo, o filtro LW otimizado teve sua implementacao baseada no conjunto de
distribui¢des a priori sugerido por Chopin ef al. a fim de realizar uma comparagao justa entre
as estratégias propostas nos dois trabalhos. A implementagdo baseou-se em 50000 particulas
e, portanto, demandou no maximo 5% dos recursos computacionais (considerando tanto a

complexidade de tempo quanto a de meméria) utilizados pelo dispositivo SMC2.
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Figura 68 — Distribuicdes a priori correpondentes aos parametros (o, b, b2, b3, 7> e 6>

proposta por Chopin et al.

na configuragfo artificial

LW otimizado (Auxiliar) x SMC?

Em um primeiro momento buscamos analisar o comportamento do filtro LW otimizado,
implementado sob a perspectiva Auxiliar, com respeito ao problema da degeneragdo. Para tal
acompanhamos a evolugao do processo de filtragem a cada instante de iteracdo e comparamos
com os parametros reais de simulacdo. O resumo a seguir, baseado em 25 execugdes, mostra que
o algoritmo € capaz de gerar estimativas muito estdveis para o problema, contrariando assim as

expectativas de Chopin et al.
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Figura 69 — Resumo de desempenho do método de Liu e West otimizado (perspectiva Auxiliar) com 50000 particulas:
médias a posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul representam as quantidades
reais utilizadas no processo de simulacdo.

O segundo passo consiste em analisar as possiveis caracteristicas de serrilhamento e
multimodalidade associadas a incerteza final acerca dos parametros estaticos. Ilustramos a seguir
as distribui¢des obtidas pelo filtro LW otimizado (azul) em comparac¢do com as estimativas ofere-
cidas pelo esquema SMC? (vermelho). Apesar da grande coeréncia entre as duas metodologias,
nossa abordagem aparenta evidenciar com mais propriedade as caracteristicas esperadas para

tais distribuicdes. Isso certamente deve-se ao fato de que o método SMC? aproxima um modelo
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probabilistico em 6 dimensdes através de um enxame de apenas 1000 particulas. E possivel
construir aproximagdes mais ricas através de amostras de tamanho superior, contudo devemos
ressaltar que cada nova particula utilizada no tratamento do problema dos parametros estaticos,
nesta implementagdo especifica, serd associada a ao menos 1000 outras particulas exploradas a
favor da aproximacdo da func¢do de verossimilhancga. Desta forma, mesmo que o método seja
implementado em paralelo, com o auxilio das unidades de processamento gréfico, teriamos ainda

assim um custo de memoria bastante elevado.
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Figura 70 — Distribui¢des a posteriori obtidas pelos métodos LW otimizado (azul) e SMC? (vermelho).

As duas construcdes também concordam com respeito a filtragem da sequéncia latente
N;. Ambas foram capazes de inferir adequadamente a sequéncia mesmo considerando os picos

populacionais observados em torno do instante ¢t = 100.
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Figura 71 — Distribuigdes a posteriori obtidas pelos métodos LW otimizado (azul) e SMC? (vermelho).
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Este experimento configura uma 6tima oportunidade para evidenciar com mais proprie-
dade os beneficios obtidos a partir da ado¢@o de uma agenda dindmica de rejuvenescimento. Em
primeiro lugar, temos um ganho computacional importante: o método baseado na amostragem di-
namica apresentou uma redugdo de 37% no tempo de execugdo (resultado obtido novamente com
o auxilio do pacote microbenchmark). A economia de recursos € naturalmente mais satisfatoria
do que a apresentada no problema da volatilidade estocdstica ja que agora estamos trabalhando
com um espago paramétrico de dimensao 6. Neste caso, a geracao de parametros ocupa uma parte
computacionalmente mais significativa do problema. O segundo ganho é observado na esfera
da inferéncia. A préxima figura ilustra o desempenho do algoritmo baseado na amostragem
perpétua de parametros ao longo das 150 iteragdes; € possivel observar que o montante extra de
ruido inserido ao longo dos passos de rejuvenescimento adicionais induzem uma maior suaviza-
¢ao das distribuicdes a posteriori, mascarando os efeitos de serrilhamento e multimodalidade.

A diferenga mais significativa € observada com respeito aos parametros bg, b, e b3, 0s quais
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Figura 72 — Distribui¢des a posteriori obtidas pelos métodos LW otimizado Auxiliar (azul) e SMC? (vermelho).

caracterizam de maneira mais contundente os aspectos peculiares do problema. A fim de reforcar
a maior coeréncia da perspectiva baseada em uma agenda dindmica, apresentamos também os
diagramas de dispersdo, correspondentes a estes trés parametros, obtidos a partir do método
SMC? em comparagio com os construidos pelo método LW com e sem a perspectiva dinimica.
Os resultados ilustram de maneira clara que a perpetuacdo do passo de rejuvenescimento de fato

adiciona um montante indesejado de ruido a inferéncia final algoritmo.
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Figura 73 — Diagramas de dispersao referentes aos parametros bg, b> € b3 obtidos a partir dos métodos SM(? (topo),
filtro LW otimizado (meio) e filtro LW sem agenda dindmica (base).
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LW otimizado (Bootstrap) x SMC?

Uma andlise similar a apresentada no pardgrafo anterior foi realizada considerando o
paradigma Bootstrap. O objetivo neste segundo conjunto de testes € evidenciar que as estratégias
de otimizacao geram resultados ainda mais satisfatérios quando aplicadas a perspectiva Bootstrap
associada a distribui¢do 6tima. Resumos andlogos aos apresentados para a tratativa Auxiliar sdo

apresentados a seguir para efeito de comparacao.
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Figura 74 — Resumo de desempenho do método de Liu e West otimizado (perspectiva Bootstrap) com 50000
particulas: médias a posteriori e bandas de 95% de credibilidade. Trajetérias em azul representam as
quantidades reais utilizadas no processo de simulacdo.
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Figura 75 — Distribui¢des a posteriori obtidas pelos métodos LW otimizado (azul) e SMC? (vermelho).

As estimativas provenientes da abordagem Bootstrap aparentam identificar a caracteris-

tica multimodal do problema de forma um pouco mais precisa. Uma melhor no¢ado a respeito
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Figura 76 — Distribuigdes a posteriori obtidas pelos métodos LW otimizado (azul) e SMC? (vermelho).

da discrepancia observada no desempenho das duas perspectivas pode ser obtida a partir da

comparagdo entre as estimativas geradas por cada uma delas e os valores reais dos parametros. O

proximo resultado confirma que o método Bootstrap de fato gerou melhores estimativas neste

contexto.
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Figura 77 — Comparagdo entre as estimativas construidas para cada parametro e os valores reais utilizados para

simulacdo. Os diagramas ilustram a distribuicio dos erros 6; — 6 considerando as perspectivas Auxliliar
e Bootstrap.
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Os ganhos oferecidos pela ado¢do de uma agenda dinamica de rejuvenescimento também
podem ser evidenciados claramente na perspectiva Bootstrap. Com respeito ao ganho de eficién-
cia computacional, temos que o resultado foi ainda mais interessante: obtemos uma economia
de 47% no tempo médio de execucdo do método. Este resultado ja era esperado uma vez que
a perspectiva Bootstrap economiza também nos passos de reamostragem, diferentemente do
que ocorre na abordagem Auxiliar. Tratando agora da questdo inferencial, observamos ganhos
similares aos ja verificados na anélise anterior. O montante adicional de ruido adicionado pela
execugdo perpétua do dispositivo de rejuvenescimento atropela as peculiaridades associadas a

este conjunto de distribui¢des a posteriori gerando estimativas mais suavizadas que o desejado.
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Figura 78 — Distribuigdes a posteriori obtidas pelos métodos LW otimizado Bootstrap (azul) e SMC? (vermelho).

A discrepancia entre as duas tratativas poderia ser refor¢ada a partir da comparacao entre
os diagramas de dispersao obtidos por ambas, todavia os resultados foram omitidos para evitar

repeticoes desnecessarias.
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Dados reais

Consideramos nesta segunda etapa de testes observacoes reais referentes a evolucdo
populacional de uma espécie particular de gavides (Accipter nisus) no sul da Escocia. Os dados
estdo registrados sob o nimero 6575 no banco de dados global de populagdes (NERC Centre

for Population Biology, Imperial College, 1999) e sdo de acesso livre. Peters ef al. adotaram
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Figura 79 — Observacdes, em escala real, referentes a espécie Accipter nisus registrado sob o nimero 6575 no banco
de dados global de populacdes.

este conjunto de observacodes devido a forte caracteristica de serrilhamento e multimodalidade

ja evidenciada em trabalhos anteriores. A ideia original dos autores era explorar algoritmos do

tipo PMCMC a fim de construir uma alternativa valida e eficiente para o tratamento de dados

associados a distribui¢cdes mais irregulares como as associadas a este contexto. Por se tratar de

um conjunto com n = 18 observagdes, foram atribuidas as seguintes distribuicdes a priori
Gl (glgl—oz) e o’~GI (?181—02)

para os parametros de volatilidade, caracterizando uma proposta mais informativa.
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Figura 80 — Distribui¢des a priori correpondentes aos pardmetros (o, bo, b2, b3, T2 e G2.

Uma sequéncia de testes foi conduzida na tentativa de comparar a capacidade inferencial

do filtro LW otimizado com respeito as metodologias PMCMC e SMC?. A avaliacio resumiu-se
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neste caso as distribui¢des a posteriori dos parametros estdticos. O algoritmo PMCMC foi
implementando seguindo um roteiro analogo ao sugerido por Peters et al.: 500 particulas no
filtro de particulas utilizado para aproximar a fung¢ao de verossimilhanga, burn-in de 150000 e a
construcdo da inferéncia deu-se com respeito as S0000 dltimas particulas geradas pela cadeia. J4
o método SMC? foi implementado de forma ligeiramente distinta em comparacio com a sugestio
de seus criadores. Neste ultimo caso adotamos, com respeito aos parametros de dispersao, as
distribui¢des a priori propostas no experimento original de Peters et al. em detrimento a escolha
nao informativa GI(2,1). As demais informacdes a priori seguiram a escolha ja discutida no
estudo anterior e os tamanhos populacionais foram: N, = 1000 e Ng = 5000. Além disso, cada
passo de rejuvenescimento fez uso de 5 itera¢des do dispositivo de rejeicio Metropolis-Hastings.
Por fim, os filtros LW otimizados seguiram rigorosamente a configuracdo proposta por Peters et

al. e suas implementacdes foram baseadas em nuvens de 50000 particulas.

PMCMC

A primeira andlise conduzida neste segundo conjunto de testes refere-se a dupla LW
otimizado e PMCMC. Ambas as abordagens foram capazes de reproduzir as caracteristicas de
serrilhamento e multimodalidade das distribuicdes a posteriori. Mais do que isso, houve uma
grande coeréncia entre as aproximagdes obtidas pelas duas abordagens, conforme ilustrado a
seguir. Nota-se que o filtro de particulas ndo destacou as duas modas referentes ao parametro g
com a mesma nitidez alcangada pelo dispositivo PMCMC, entretanto a aproximagdo apresentada
¢ bastante razodvel considerando que estamos substituindo um amostrador 6timo por uma
aproximacdo por importancia. Estas relacdes sao reforcadas pelos diagramas de dispersdao na
Figura 82.
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Figura 81 — Distribuicdes a posteriori obtidas pelos métodos LW otimizado Auxiliar (azul) e PMCMC (vermelho).
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Figura 82 — Diagramas de dispersdo amostral obtidos pelos métodos PMCMC (topo) e LW otimizado Auxiliar
(base).

Podemos observar também um ganho interessante relativo a calibragem automatica dos
pardmetros a e h* associados 2 metodologia de Liu e West. Mesmo aumentando consideravel-
mente o tamanho da nuvem de particulas, ndo observa-se excesso de suaviza¢ao nas estimativas
a posteriori oferecidas pelo algoritmo. Tanto a bimodalidade observada em Ly quanto o compor-
tamento serrilhado destacado em b, e b3 continuam perceptiveis ji que a janela 4> (responsavel

pela suavizagio) € reduzida naturalmente a medida que a populacdo cresce.
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Figura 83 — Desempenho do método LW otimizado Auxiliar considerando 150000 particulas.

Assim como no cendrio simulado, a agenda dindmica demonstrou ser um passo funda-
mental na aproximacao das distribui¢des. Os diagramas a seguir evidenciam que a utilizagao
perpétua do mecanismo de rejuvenescimento inseriu novamente um montante extra de ruido
nas estimativas, culminando com um nivel de suavizacdo indesejado. Neste caso, os aspectos

peculiares das distribui¢cdes a posteriori passam a ser mascarados.

Destacamos graficamente apenas o desempenho da abordagem Auxiliar para refor¢ar
que o dispositivo pode, em geral, manter a diversidade da amostra mesmo realizando o passo
de reamostragem a cada iteracdo. O desenvolvimento da agenda dindmica neste cendrio s6 foi
possivel a partir da introdug@o do conceito de fator de fertilidade, o qual permitiu acessar a
diversidade da populacdo de maneira simples e eficiente. Este medida permite que a populacao
seja renovada apenas em situacdes indispensaveis, minimizando a introducio de interferéncias
no processo inferencial; um ponto bastante relevante ja que a aproximacgao de distribui¢cdes a
posteriori por meio de misturas, como o proprio nome ja sugere, trata apenas de uma aproxi-
macao para o modelo probabilistico real e portanto acrescentard necessariamente algum erro as
estimativas. Apesar de observamos resultados idénticos na perspectiva Bootstrap associada a
uma agenda dindmica de rejuvenescimento, tais resultados ndo sdo surpreendentes uma vez que

o método reduz significamente o uso dos passos de reamostragem.
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Figura 84 — Filtro LW sem a utilizag¢ao de agenda dinimica de rejuvenescimento. O diagrama no topo apresenta
as densidades a posteriori estimadas pelo método em comparagdo com a estimativa construida via
PMCMC. Abaixo temos os diagramas de dispersao obtidos apds a filtragem da dltima observacao.
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SMC?

O método SMC? constitui, sem sombra de ddvidas, uma das estratégias mais consistentes
para a realizacdo de inferéncia em modelos Markovianos ocultos devido a seus resultados de
convergéncia formalmente demonstrados (CHOPIN; JACOB; PAPASPILIOPOULOQOS, 2013).
Todavia, alguns potenciais problemas de degeneracdo ainda passam despercebidos na anélise
puramente tedrica do método. Em particular, os autores do algoritmo ndo justificam a utilizagdao

de distribui¢des a priori ndo informativas com respeito aos parimetros 6> e 7>

e 77 na aplicagdo
envolvendo os dados da espécie Accipter nisus. Na tentativa de buscar um entendimento mais
amplo do método, consideramos entdo as distribuicdes mais informativas propostas por Peters
et al. e avaliamos o desempenho do algoritmo. Reforcamos que estas foram as distribuicdes
adotadas na implementacao do método LW otimizado, o qual obteve estimativas consistentes
com as oferecidas pelo algoritmo PMCMC. O resultado foi, curiosamente, desfavoravel ao

algoritmo SMC? conforme ilustrado abaixo.
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Figura 85 — Desempenho comparativo dos métodos LW otimizado, PMCMC e SMC2.

O desempenho se repetiu considerando até mesmo uma implementacio baseada em N, =
5000 pontos na aproximag¢do da verossimilhanca, N9 = 20000 na construcdo das distribui¢des a
posteriori e 10 passos Metropolis-Hatings apos cada reamostragem. Os parametros nao foram
elevados ainda mais devido ao custo computacional do método. Esta tltima configuracao, por
exemplo, faz uso de um minimo de 10® varidveis de ponto flututante. Desta forma, acreditamos
que o problema do método ndo estd atrelado a questdes assintéticas. Esta discussdo favorece
a abertura de uma andlise mais precisa deste promissor algoritmo. Possivelmente, resultados
mais robustos podem ser obtidos se associarmos o dispositivo SMC? a algumas das propostas de

otimizagdo sugeridas neste trabalho.
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CAPITULO

7.1

Z

CONSIDERACOES FINAIS

Objetivos Alcancados

Este trabalho teve como objetivo rever os principais algoritmos de filtragem considerando

problemas com parametros estaticos desconhecidos, identificar problemas de implementacdo

ainda despercebidos na literatura e propor melhorias simples e eficientes. De uma forma sucinta,

podemos destacar:

apresentamos um estudo alternativo que dissociou a metodologia de filtragem pura da
sistemdtica de amostragem de parametros estaticos, permitindo assim uma anélise mais

precisa a respeito dos vicios e virtudes dos principais métodos abordados na literatura;

revisitamos os principais trabalhos da drea e demonstramos que os resultados negativos
apresentados pelo método de Liu e West eram basicamente fruto de implementacdes

equivocadas e/ou subdtimas;

verificamos experimentalmente que uma escolha de parametros objetiva (e bastante tradi-
cional no contexto da aproximacdo de curvas por meio de nicleos estimadores) € capaz de
levar o método de Liu e West a resultados muito consistentes, eliminando assim a ideia de
que o algoritmo € desfavoravel por necessitar de uma calibragem pouco precisa de seus

parametros;

desenvolvemos propostas otimizadas de implementagdo as quais foram capazes de atacar
de forma eficiente o problema de degeneracdo amostral a partir da utilizacdo da informacao

oferecida pelos tamanhos efetivos amostrais e pelos fatores de fertilidade;

apresentamos um extenso estudo de simula¢des, assim como estudos com base em dados

reais, a fim de justificar experimentalmente os resultados discutidos no texto;
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7.2 Conclusoes

Os resultados apresentados neste trabalho indicaram primeiramente que a escolha do
método de reamostragem exerce grande influéncia nos algoritmos de filtragem envolvendo
parimetros estaticos desconhecidos. E bastante comum encontrar na literatura expressdes da
forma “poderiamos utilizar outros métodos mas, por simplicidade, utilizaremos a reamostragem
multinomial”, o que deixa claro como a sele¢do adequada do reamostrador € deixada em
segundo plano. Mesmo as estratégias baseadas na propagacgao de estatisticas suficientes, muitas
vezes julgadas isentas do fendmeno de degeneracdo, mostraram grande sensibilidade com
respeito ao método de reamostragem. A partir dos experimentos e discussdes propostas aqui
podemos concluir que os amostradores de variancia minima — amostragem sistemadtica ou por
ramificac@o — nunca devem ser substituidos pela tradicional reamostragem multinomial em

problemas envolvendo parametros estaticos.

Outro ponto a ser destacado neste estudo diz respeito ao ganho de eficiéncia e acuricia
alcancado a partir das propostas tratadas nesta obra. Ao reforgar a interpretacao proposta por
Kitagawa para modelos com pardmetros desconhecidos, entendemos que o rejuvenescimento
da populacgdo a cada instante era desnecessario. Concluimos entao, a partir dos experimentos
propostos, que o rejuvenescimento baseado em tempos de parada — obtidos a partir do tamanho
efetivo amostral em variacdes do filtro Bootstrap ou dos fatores de fertilidade em versdes
do filtro auxiliar — é uma alternativa capaz de simultaneamente contribuir com a eficiéncia
computacional e com a precisido dos métodos. E interessante notar que mesmo utilizando o passo
de reamostragem a cada instante do filtro Auxiliar, ainda foi possivel manter a diversidade da
populagdo e garantir assim a constru¢do de uma inferéncia satisfatéria. Tal resultado nao seria

obtido sem a introducd@o do conceito de fertilidade.

Tratando mais especificamente do método de Liu e West, ficou evidente que os problemas
de degeneracdo associados ao algoritmo eram basicamente fruto de implementagdes equivocadas
e/ou subdtimas. O simples fato de considerarmos o dispositivo de reamostragem por ramificacdo
em detrimento do multinomial ja foi capaz de trazer melhoras de desempenho importantes para
o algoritmo. Destacamos também que as disparidades de desempenho deste procedimento com
respeito as variagdes da metodologia apoiada na propagacao de estatistica suficientes estavam
associadas as discrepancias nos pesos de importincia utilizados em cada implementacdo. Na
pratica observamos que ambas as tratativas chegam a um resultado similar caso consideremos o
mesmo esquema de desenvolvimento para os pesos de importancia. Além disso, verificamos que
a calibragem dos pardmetros do algoritmo ndo deve preservar apenas a ideia original do fator
de desconto ignorando as sugestdes provenientes do contexto da infer€ncia nao-paramétrica.
Segundo nossa abordagem & possivel privilegiar concomitantemente os dois aspectos a fim de
obter um algoritmo mais robusto. Os resultados foram validados varios experimentos envol-
vendo tanto dados simulados quanto observagdes reais. Destacamos ainda que a estratégia de

reamostragem suavizada demonstrou ser uma ferramenta importante em situa¢des caracterizadas
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por distribui¢cdes a priori ndo informativas. A utilizacdo deste dispositivo evita que a populagcdo
seja enxugada muito rapidamente devido a um espalhamento inadequado da populacido nos
instantes iniciais permitindo assim a utilizacao de informagdes iniciais mais vagas e contrariando
a hipétese de que o filtro LW é desvantajoso por ser refém da escolha de distribui¢des iniciais
mais precisas. Por fim, mostramos também que o método de Liu e West otimizado € de fato uma
alternativa a ser considerada em problemos complexos tratados até entdo a partir de algoritmos
pouco eficientes como PMCMC ou SMC?. Reforcamos que a ideia ndio é tentar substituir as
demais abordagens pelo método detalhado aqui, mas sim acrescentar a literatura mais uma

ferramenta vélida, eficiente e de implementacdo simples.

7.3 Trabalhos Futuros

A sequéncia deste estudo passa pelo desenvolvimento de resultados formais de conver-
géncia para filtros de particulas implementados na presenca de pardmetros desconhecidos. Seria
interessante tentar entender o quanto a presenca de parametros desconhecidos pode desacelerar
a taxa de convergéncia dos filtros. Apesar de ndo configurar necessariamente uma certeza, é
razoavel imaginar que de fato ha uma desacelerag@o na convergéncia uma vez que os parametros
desconhecidos trazem um grau de complexidade maior para o problema. Além de nos deixar
mais confortdveis com respeito aos cendrios aos quais estas metodologias podem ser executadas,
este tipo de estudo poderia auxiliar na determina¢do de tamanhos mais adequados para as nuvens

de particulas envolvidas.

As discussoes tracadas aqui também deixam espacgo para o desenvolvimento de uma
estratégia objetiva para a escolha da estrutura de dependéncia utilizada pela mistura de distribui-
¢Oes gaussianas do algoritmo de Liu e West. Na préitica temos concretamente apenas as duas
sugestoes padrdo: matriz diagonal de variancias ou matriz completa de covariancias. Estratégias
como a sugerida na aplicacdo do modelo de volatilidade estocéstica s@o obtidas a partir de uma
andlise qualitativa do modelo, o que inviabiliza uma generalizacao. O estabelecimento de uma

metodologia quantitativa eficiente certamente conferiria mais robustez ao algoritmo.

Além das contribuicdes evidenciadas neste trabalho, a especificagdo de uma implemen-
tacdo mais consistente para o método de Liu e West nos permite ainda imaginar aplicagdes
desta abordagem em outros cendrios. Devemos lembrar que a ideia original de aproximagao de
distribuicdes a posteriori por meio de misturas apresentada por West (1993) visava aplicagdes
associadas a inferéncia acerca de observagdes iid e ndo sequenciais. Poderiamos, por exem-
plo, tentar associar esta aproximagao ao algoritmo IBIS (CHOPIN, 2002): situa¢des onde o
passo Metropolis-Hastings apresenta baixas taxas de aceitacdo poderiam ser substituidas pela
aproximacdo utilizada por Liu e West. Consequentemente, o0 mesmo raciocinio poderia ser
automaticamente estendido para o algoritmo SMC?, o qual sofre ainda mais com o problema

de baixas taxas de aceitacdo. Seria interessante também avaliar o impacto de outras estratégias
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propostas aqui com respeito a implementacio do método SMC?. No experimento da dinAmica
populacional, por exemplo, verificamos tamanhos efetivos amostrais muito baixos apds a filtra-
gem da primeira observagdo. Este fato pode ter contribuido para a degeneragcao da informagao a
respeito das varidncias, o que consequentemente afetou as estimativas finais. E possivel que a
incercdo do procedimento de reamostragem suavizada com respeito a filtragem dos parametros

estdticos ofereca alguma contribui¢do com respeito a problemas desta natureza.

Extrapolando mais os topicos abordados neste trabalho, poderiamos tentar adaptar o
conceito de estimacdo de parametros via filtros de particulas para problemas de filtragem em
tempo continuo. Tais aplicacdes envolvem o tratamento de equagdes diferenciais estocasticas
(ordindrias e parciais) e possuem um grau de complexidade ainda maior. Algumas abordagens
interessantes de filtragem pura ja podem ser encontradas na literatura; uma discussdo mais
detalhada do topico pode ser obtida em Bain e Crisan (2009). Entretanto, a estimativa paramétrica
neste contexto ainda € muito dependente de métodos MCMC, desta forma o desenvolvimento de

alternativas eficientes seria uma contribui¢do bastante relevante.
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APENDICE

FATOR DE FERTILIDADE x TAMANHO
EFETIVO AMOSTRAL

Este experimento analisa a relacio entre fator de fertilidade e tamanho efetivo amostral
considerando quatro dos principais dispositivos de reamostragem encontrados na literatura:
multinomial, residual, sistemético e por ramificagdo. O principal objetivo da andlise é estabelecer
uma novo critério de avaliacdo de degeneracdo no contexto geral dos métodos sequenciais de
Monte Carlo. Como primeira aplicagdo, discutiremos os algoritmos de reamostragem sob uma
perspectiva alternativa, a qual nos permite selecionar o método mais adequado de forma objetiva

e didatica.
Metodologia

O ensaio € baseado no estudo de uma cole¢do independente de medidas aleatdrias
construidas como estimativas da distribui¢do normal padrdo a partir do método de amostragem
por importancia. As aproximagdes foram produzidas tomando uma familia de distribuicdes
propostos Gaussianas N (/Jl', Giz) cujos parametros foram escolhidos aleatoriamente segundo o

modelo
2

w, % ~N(0,1) x Beta(5,2),  i=1,2,..,R.

O procedimento € resumido pela iteracdo dos seguintes passos:

2
1: amostre ,u,-,%" ~ N(0,1) x Beta(5,2);

<

2: amostre x'/) ~ N(y;,67), j=1,2,...,

b

w

. 1 A 2 1 . 2
: calcule as ponderagdes o) = exp {_5 (x(f)) +— (x(f) —,u,') } yJj=12,...M,;

4: armazene a aproximagdo discreta {x(j),a)(j) / M o® } _
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Considerando R = 5000 e M = 2R, teremos ao final do conjunto de itera¢des acima uma cole¢do

de 5000 medidas aleatérias distintas,

a = (0l) (o) (o),

onde
[ )
@) = W No), i=1,2,...Mk=1,2,.R,
g 10572 2 () ?
i=1€ k

cada uma associada a um unico tamanho efetivo amostral

1

M M =27

TEA, =
‘ i O

k=1,2,...,R.

Associamos ainda cada elemento de .# a quatro fatores de fertilidade

FFk(i) — FF, <<x§i)’(bl(i))M >

i=1
__ #ndmero de individuos distintos selecionados a partir do método k
= i ,

onde k = Multinomial, Residual, Sistematico, Ramifica¢do.

A escolha das distribuig¢des para a dupla (i, 62) foi dada de modo a garantir um conjunto
bastante diversificado de tamanhos efetivos amostrais. O experimento concentra esforcos na
analise de propriedades associadas a medidas aleatorias em um contexto geral, independen-
temente da complexidade da medida aproximada assim como da dimensao de seu respectivo
suporte. Como estes atributos especificos sdo irrelevantes para o ensaio, familias de distribui¢des

Gaussianas unidimensionais foram utilizadas por mera conveniéncia.

Discussao

Tamanhos efetivos amostrais muito elevados sdo associados a medidas aleatérias de alta
entropia. Nestes casos, as ponderagdes associadas a cada elemento do suporte aleatdrio siao
A =) 1

bastante homogéneas ( e R

um montante de informacao similar ao de uma amostra aleatéria. Ao aplicar um dispositivo de

) sugerindo que a amostra construida por importancia resuma

reamostragem nesta circunstancia devemos esperar que uma fragdo infima da populacao seja
eliminada caracterizando um alto fator de fertilidade. Em contrapartida, verifica-se que medidas
aleatdrias conectadas a conjuntos excessivamente desequilibrados de pesos resultam em TEAs
muito pequenos. A desarmonia entre as importancias associadas a cada individuo neste cendrio
induz uma discrepancia significativa na populacao ja que uma pequena parcela desta serd ligada
a massas de probabilidade desproporcionalmente grandes. Como resultado teremos uma enorme
pressdo seletiva exercida sobre a amostraa e, consequentemente, fatores de fertilidade muito
baixos serdo observados apds o processo de reamostragem. Desta forma, considerando as duas

situacdes, € bastante razodvel esperar uma correlagcdo positiva entre as varidveis FF e TEA.
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Figura 86 — Comparagdo entre TEAs e FFs obtidos através do método de sele¢do multinomial.

O resultado ilustrado acima demonstra de forma clara a relagdo entre os TEAs e os FFs

considerando o esquema multinomial. Mais precisamente, obtemos o coeficiente de correlagdo
PMult = 07 97017

caracterizando uma dependéncia fortemente positiva entre as varidveis. Este efeito nos permite
tomar o FF como uma medida de degeneracdo a ser explorada em andlises posteriores ao passo
de selecao mantendo uma relacdo de coeréncia com andlises prévias construidas a partir dos
TEAs. Analisar o comportamento do enxame de particulas posteriormente nos habilita a observar
o fendmeno de degeneracdo amostral a partir de uma perspectiva mais concreta, favorecendo a

proposi¢do de estratégias mais robustas.

Efeitos similares sdo observados se desenvolvermos o mesmo ensaio com respeito a
outras metodologias de reamostragem, entretanto conclusdes distintas, e bastante elucidativas,
podem ser extraidas a partir da comparagdo entre os métodos. Adotando o dispositivo de selecdao

residual, por exemplo, obtemos novamente um coeficiente de correlagdo bastante elevado:
pReS — 0,9855.

Todavia, se compararmos o desempenho dos fatores de fertilidade, é possivel identificar um ganho
significativo da abordagem residual. A saida ilustrada na Figura 89 indica que o desempenho dos
métodos € equivalente caso estejamos lidando com medidas aleatdrias associadas a tamanhos
efetivos pequenos (TEA < 0,4). Porém, percebe-se um ganho de diversidade a medida que os
TEAs aumentam. Este resultado é expressivo pois indica que o dispositivo de sele¢do multinomial
descarta boa parte da populacdo mesmo em situacdes onde a amostra ponderada se assemelha a
uma amostra aleatdria, o que pode ser problemético principalmente em situa¢des onde o enxame
de particulas considerado € isento de dinamica de evolucao natural. A comparacao realizada
em um conjunto relativamente grande de medidas independentes mostra que o resultado nao
trata de uma mera coincidéncia, justificando a necessidade de uma maior atencao a escolha do

procedimento de selecdao adotado durante a implementacao de um filtro de particulas.
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Residual Comparacao entre métodos
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Figura 87 — Comparagio entre TEAs e FFs. A esquerda segue a relacdo entre TEA e FF obtida através do método
de selecio residual. A direita segue a comparagio entre os FFs associados as abordagens residual e
multinomial.

Repetindo a andlise para os métodos de sele¢do sistematico e por ramificacdo, obtivemos

mais uma vez a confirmacao de uma dependéncia fortemente positiva entre FF e TEA,
Psist = 0.9782 Pram = 0.9782581,

além de observar um novo ganho de diversidade. Os resultados apresentados pela Figura 88
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Figura 88 — Comparacdo entre TEAs e FFs obtidos através dos métodos de selecdo sistemdtico e por ramificagdo.

justificam de forma alternativa a otimalidade destas duas tratativas: a diversidade da populagdo
€ preservada ao maximo. Notemos que ambos os dispositivos preservam quase totalmente a
diversidade da populacdo ao lidar com amostras caracterizadas por altos tamanhos efetivos
(TEA ~ 1). Em outras palavras, tais métodos ndo enxugam a populac¢do ponderada quando esta
pode ser tomada como uma 6tima aproximacao de medida aleatéria. A mesma propriedade ndo é

verificada nos dois procedimentos anteriores conforme apresentado nas Figuras 86 e 89.

A ultima andlise tracada neste ensaio visa comparar a capacidade de preservacao de

diversidade entre os quatro métodos. Esta andlise € relevante para a escolha do método mais
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Figura 89 — Desempenho comparativo entre métodos de reamostragem. Da esquerda para a direita: ramificacdo x
sistemadtica, ramificacdo x residual e ramificacdo x multinomial.

adequado ja que a complexidade computacional de todos eles é equivalente — O(N), onde N é
o tamanho amostral. A figura acima deixa claro que o método multinomial retorna resultados
inferiores, os quais podem ser descritos como um grande desperdicio de informacao. Este des-
perdicio sé pode ser compensado aumentando o tamanho do enxame de pontos, o que fatalmente
tornaria o procedimento menos atrativo computacionalmente. A abordagem residual apresenta
um bom ganho de diversidade com respeito ao procedimento multinomial porém é superada
facilmente pelas duas dltimas tratativas. Em resumo, sua utiliza¢do ndo deve comprometer seve-
ramente o desempenho do filtro porém ndo oferece um resultado otimizado. As metodologias
sistematica e por ramificacdo demonstram um comportamente rigorosamente idéntico do ponto
de vista pratico; a tnica diferenca significativa entre elas estd associada ao tratamento analitico
das mesmas. O método de sele¢do por ramificacdo pode ser tratado analiticamente de maneira
mais simples (BAIN; CRISAN, 2009; CRISAN; Del Moral; LYONS, 1999), o que favorece a
demonstracao de propriedades de convergéncia e estabilidade dos filtros de particulas como um
todo.
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APENDICE

DETERMINACAO DO COEFICIENTE DE
SUAVIZACAO A

O coeficiente A utilizado na construcéo do procedimento de reamostragem suavizada foi

definido inicialmente pela relacdo
A A A 1
tea([of"]" [a”]" . [o] ") - g =0

Em outras palavras, A é definido como um possivel zero da fungio

Refor¢amos que esta defini¢do € explorada exclusivamente em situacdes onde o tamanho efetivo
amostral observado foi inerior a cota inferior Y = 1/10, isto é, buscamos o coeficiente apenas
em instantes ¢ € T (4.10).

Para garantir a existéncia do expoente ideal A, notemos inicialmente que f é formada
por uma composi¢ao aritmética de fungdes exponenciais, o que assegura sua continuidade. Desta

forma, basta mostrarmos que f muda de sinal no intervalo (0, 1]. Por construcao, temos que

f(1)y<o, Vvier.
(i

ém disso, cada ponderaciao @~ é positiva e inferior a 1. rimeira afirmacao segue da defini-
Além d da ponderac ;€ posit fi I.Ap firmag gue da defi

¢ao do procedimento de amostragem por importancia a qual parte da escolha de distribui¢cdes
propostas absolutamente continuas com respeito a medida alvo. Ja o limite superior é obtido do

processo de normalizagdo dos pesos. Assim,

9
Lo L2 2o

A\ L
<~t(z>> My Vi=1,2,N = f(L) 10
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Concluimos entdo que a func¢do f possui de fato uma raiz no intervalo (0, 1]. Podemos ainda
verificar a unicidade de A mostrando que f € uma fun¢do monétona no intervalo (0, 1]. Derivando
f, obtemos:

onde

Como <c?)(i)>L> <C?)(i))2L i=1,2 N, se
t t e Rl R ] gueque

! "TEA, - i ( ~,("))L na - "TEA,- ). ( 1(")) " na?

EHCOR i (af)]
_ [ | ! — . TEA, | x :(zn(b}")) ((@}“)L—(@t“))n) <0,

———
<0

=
—
VR
&
~T—
=
N———
)
=
| I

>0

conforme queriamos verificar.

Os valores de A podem ser determinados de maneira eficiente através de procedimentos
de busca unidimensionais como o método da bissecdo uma vez que o dominio de interesse é
muito pequeno. Por mera simplicidade, adotamos o procedimento uniroot do pacote rootSolve
disponivel para linguagem R. A funcdo implementa uma variante do algoritmo de Newton-

Raphson em Fortran, possibilitando o célculo de raizes de fun¢des em tempo bastante agil.
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APENDICE

COMENTARIOS SOBRE “PARTICLE FILTERS
AND BAYESIAN INFERENCE IN FINANCIAL
ECONOMETRICS” DE LOPES, H. E TSAY R.

Em sua revisdo acerca dos métodos sequenciais de Monte Carlo aplicados a econometria,
Lopes e Tsay (2011) tracam uma discussao bastante frutifera a respeito dos algoritmos do tipo
filtro de particulas, sobretudo em cendrios influencidos pela presenca de parametros estaticos
desconhecidos. O estudo demonstra experimentalmente a funcionalidade dos métodos de Liu e
West (LIU; WEST, 2001), de Storvik (STORVIK, 2002) e Parameter Learning (CARVALHO et
al., 2010), construindo assim um compéndio indispensdvel a todos os profissionais interessados

em iniciar seus estudos na area.

O presente estudo revisa um dos experimentos apresentados no artigo além de abordar
alguns poucos detalhes acerca da implementacao geral dos métodos na tentativa de enriquecer

ainda mais a discussao proposta originalmente. O trabalho foca em dois pontos principais:

1) verificacdo de que o caso particular de degeneracdo apresentado pelo filtro de Liu e West é

fruto de um pequeno equivoco de cddigo;

2) demonstracao de que simples modificagdes no conceito de reamostragem podem potencia-

lizar notadamente a inferéncia realizada por meio do filtro de Liu e West.

Esperamos que os comentarios apresentamos aqui possam contribuir de maneira significativa
para um melhor entendimento do esquema de filtragem de Liu e West, reforcando a ideia de que
dispositivos relativamente simples podem ser capazes de ofertar andlises consistentes mesmo em

cendrios complexos.
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Comparacao entre LW, Storvik e PL revisitada

Revisamos inicialmente o experimento apresentado no Exemplo 4 do artigo origi-
nal. Este experimento € particularmente importante por tratar de uma das poucas aplicagdes
encontradas na literauta onde o filtro LW é implementado em associagdo ao filtro auxiliar
completamente adaptado. Neste caso, deveriamos esperar um desempenho superior desta
abordagem com relacdo a sua implementagdo usual por meio do filtro auxiliar, contudo os
resultados sumarizados nas Figuras 3 e 4 da obra indicam que o algoritmo pode apresen-
tar um comportamento espirio mesmo em se tratando de uma situagdo 6tima. A obtengdo
de resultados adversos durante a andlise de um problema bastante simples fez deste ensaio
uma importante referéncia na literatura para justificar o possivel comportamento degenera-
tivo do método. Todavia, uma andlise minuciosa do codigo disponibilizado pelos autores
(<http://hedibert.org/r-code-to-our-journal-of-forecasting-review-paper/>) nos permitiu concluir
que a instabilidade observada ao longo das execu¢des do método € oriunda de um sttil deslize
na implementagao. A rigor, verifica-se que o algoritmo LW ¢é codificado de maneira precisa,
no entanto as implementac¢des associadas aos dispositivos de Storvik e PL ndo tratam correta-
mente o esquema de propagacdo de estatisticas suficientes induzindo ambos os procedimentos a
construgdo de estimativas inadequadas. Uma vez que o dispositivo PL. baseado em um nidmero
expressivo de particulas é tomado como referéncia de solucdo 6tima (exata) para o experimento
e a implementacdo do mesmo apresenta falhas, temos que o método LW deve necessriamente
apresentar um desempenho aquém do esperado. A fim de facilitar o entendimento do problema
apontado aqui, apresentamos o trecho especifico correspondente ao descuido de implementacao;
basicamente, o parimetro 62 é atualizado segundo a oitava entrada da matriz de estatisticas
suficientes quando na verdade deveria explorar a oitava coluna da mesma (linhas 130 e 197 do

codigo).

Lopes e Tsay Corregéo

# Sampling parameters # Sampling parameters

sig2s = 1/rgamma(N,s([8]/2,s[,9]1/2) sig2s = 1/rgamma(N,s[,8]1/2,s[,91/2)

Os resultados obtidos a partir da corre¢do proposta sao apresentados nas Figuras 92 e 91
a seguir; as quais preservam, por uma questdo de coeréncia, os parametros graficos utilizados no
experimento original. Reforcamos que neste primeiro momento foi utilizada a implementacao
do filtro LW disponibilizada pelos autores sem nenhuma alteragdo. As corre¢des sao aplicadas
apenas aos métodos de Storvik e PL de acordo com o trecho de cédigo sugerido acima. Pode-
mos concluir seguramente que o filtro de Liu e West ostenta de fato uma maior aglomeragao
de variabilidade em suas estimativas, contudo 0 mesmo nao demonstra um comportamento

verdadeiramente degenerativo conforme especulado em um primeiro momento.
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Figura 91 — Comparagdo corrigida entre os filtros LW, Storvik e PL. Raiz do erro quadratico médio de R = 100
replicacdes de cada filtro. Todos os filtros sdo baseados em N = 1000 particulas e a raiz do erro
quadratico médio € calculada com respeito a uma longa execug¢ao do filtro PL (N = 100.000).

Sugestoes sobre reamostragem

A utilizacao indevida de dispositivos de reamostragem pode conduzir os filtros de
particulas a resultados mais imprecisos em um contexto geral devido ao fendmeno de degeneragcdo
amostral. Quando implementados na presenca de parametros estaticos desconhecidos, estes
algoritmos sofrem ainda mais com o problema por basearem sua inferéncia na informagao
finita disponibilizada por populacdes desprovidas de dinamica natural. Desta forma, estratégias
como a empregada no desenvolvimento do filtro de Liu e West deveriam realizar um tnico
passo de reamostragem buscando evitar o enxugamento desnecessario da nuvem de particulas
estdticas. Em outras palavras, a sugestio proposta por Lopes e Tsay (2011) deveria ser substituida
pela proposta original do filtro LW a qual realiza apenas o primeiro passo de reamostragem

considerando os pesos

i—1 ; -
Y pilg ) ml).

Além disso, € importante investir na utilizacao de conceitos mais robustos de reamostragem
como o empregado pelo dispositivo sistemédtico de Carpenter, Clifford e Fearnhead (1999),
por exemplo. Estas perspectivas preservam com mais efetividade a diversificacdo do enxame
amostral, garantido assim um montante de informacao mais razodvel para o desenvolvimento do
método de Liu e West.
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O experimento abaixo ilustra o ganho obtido a partir da simples sugestdo acima. Neste
exemplo consideramos o modelo de volatilidade estocdstica com ruido ¢ — student aplicado a
serie de log-retornos mensais estudada no artigo. Para uma mesma quantidade de pontos, a
versdo proposta por Lopes e Tsay apresenta um actimulo de variabilidade muito superior. A
melhora obtida nos resultados da coluna a direita indicam que boa parte desta variabilidade se
deve a interpretagdo especifica do algoritmo de Liu e West apresentada pelos autores, € ndo a

estratégia de uma forma global.
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Figura 92 — Comparacio entre diferentes interpretagdes do filtro de Liu e West. A coluna da esquerda implementa a
proposta sugerida por Lopes e Tsay enquanto a coluna da direita considera a sugestdo deste trabalho.
Em ambos os casos foram consideradas 20 execu¢des independentes com 5000 particulas cada.
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ANEXO

PACOTES COMPUTACIONAIS E PAGINAS
INTERESSANTES NA INTERNET

<https://cran.r-project.org/web/packages/rootSolve/> Pacote rootSolve utilizado como apoio

para o célculo de raizes de func¢des unidimensionais;

<https://cran.r-project.org/web/packages/microbenchmark/> Pacote microbenchmark utili-
zado como apoio para a medi¢do de tempos de execucdo de procedimentos implementados

na linguagem R.

<https://cran.r-project.org/web/packages/mvnfast/> Pacote mvnfast utilizado como apoio
para a geracdo mais eficiente de varidveis aleatdrias Gaussianas multivariadas a partir de

interfaces para implementacdo em C e MPIL.

<https://cran.r-project.org/web/packages/stochvol/> Pacote stochvol utilizado como apoio

para o estudo de modelos de volatilidade estocéstica a partir de métodos MCMC.

<https://github.com/nchopin/py-smc2> Cédigo fonte do algoritmo SMC? implementado em
python por Pierre Jacob. A implementacgdo facilita a utilizacdo do algoritmo uma vez que
o procedimento principal é implementado a partir de classes mais gerais as quais recebem

como parametro um modelo qualquer definido pelo usudrio.

<http://www.keithschwarz.com/darts-dice-coins/> Descri¢cdo do método de amostragem por
tabelas de pseudonimos, um algoritmo alternativo para a gera¢ao de amostras multinomias

em complexidade linear;

<http://www.stats.ox.ac.uk/~doucet/smc_resources.html> Excelente compéndio da litera-
tura dos métodos SMC disponibilizado pelo professor Arnaud Doucet da universidade de
Oxford;


https://cran.r-project.org/web/packages/rootSolve/
https://cran.r-project.org/web/packages/microbenchmark/
https://cran.r-project.org/web/packages/mvnfast/
https://cran.r-project.org/web/packages/stochvol/
https://github.com/nchopin/py-smc2
http://www.keithschwarz.com/darts-dice-coins/
http://www.stats.ox.ac.uk/~doucet/smc_resources.html
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<https://sdw.ecb.europa.eu/> Banco de dados estatisticos do Banco Central Europeu; fonte de

dados interessante para o estudo de modelos econométricos.


https://sdw.ecb.europa.eu/
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