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Resumo

A modelagem estatística baseada em misturas finitas de distribuições é uma área de
pesquisa em crescente ascensão. Devido à sua flexibilidade e ao avanço de métodos com-
putacionais nas duas últimas décadas, esse tipo de modelagem tem se tornado bastante
atrativo tanto do ponto de vista prático quanto teórico, pois permite que densidades
com estruturas complexas sejam aproximadas usando uma estrutura mais simples. Além
disso, os modelos estatísticos baseados em misturas conseguem capturar propriedades
específicas dos dados como multimodalidade, assimetria, cauda pesada e heterogenei-
dade decorrente de fatores não-observados. Há na literatura inúmeros trabalhos sobre
modelagem estatística baseada em misturas finitas de distribuições normais e muitos
autores mostraram que esse tipo de mistura fornece uma base simples e eficaz para
estimação de densidades e modelagem de populações heterogêneas. Entretanto, em pro-
blemas práticos onde há a presença de outliers nos dados, a distribuição normal pode
ter suas estimativas para média e variância seriamente afetadas. Neste sentido há uma
recente propagação de modelos baseados em misturas com componentes não-normais
onde as distribuições assumidas para os componentes da mistura são, por exemplo, t
de Student, Slash, Skew-Normal, Skew-t, dentre outras. Neste trabalho uma modela-
gem semi-paramétrica baseada em misturas finitas de distribuições t de Student será
introduzida. A especificação do modelo proposto considera estruturas separadas para as
modas e o comportamento de cauda, o que flexibiliza a estimação de densidades. Além
disso, a estrutura de cauda na abordagem apresentada será estimada sem que haja a
necessidade de se estimar parâmetros de grau de liberdade, cuja estimação é conhecida
por ser difícil e custosa computacionalmente. Uma extensão do modelo no contexto de
regressão linear também é apresentada para as situações onde os erros do modelo pos-
suem multimodalidade, assimetria e caudas pesadas. A abordagem proposta é avaliada
através de estudos de simulação e aplicações a conjuntos de dados reais, onde um al-
goritmo MCMC é proposto e implementado para amostrar das distribuições a posteriori.

Palavras-chave: misturas finitas de distribuições, distribuições de caudas pesadas, re-
gressão linear, inferência Bayesiana.
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Abstract

Statistical modeling based on finite mixture distributions is a growing research area.
Due to its flexibility and the advance of computational methods in the last two de-
cades, this type of modeling has become quite attractive both from a practical and a
theoretical point of view, since it allows densities with complex structures to be ap-
proximated using a simpler structure. In addition, statistical models based on finite
mixtures can capture specific data properties such as multimodality, asymmetry, he-
avy tail and heterogeneity due to unobserved factors. Numerous studies on statistical
modeling based on finite mixtures of normal distributions have been published in the
literature, and many authors have shown that this type of mixture provides a simple
and effective basis for estimating densities and modeling heterogeneous populations.
However, in practical problems where there are outliers in the data, the normal dis-
tribution may have its estimates for mean and variance severely affected. In this sense
there is a recent propagation of models based on mixtures with non-normal components
where the assumed distributions for the components of the mixture are, for example,
Student-t, Slash, Skew-Normal, Skew-t, among others. In this work a semi-parametric
model based on finite mixtures of t distributions will be introduced. The proposed mo-
del specification considers separate structures for the modes and tail behavior, which
makes density estimation more flexible. In addition, the tail structure in the presented
approach will be estimated without the need to estimate degree of freedom parameters,
whose estimation is known to be difficult and computationally costly. An extension of
the model in the linear regression context is also presented for situations where model
errors have multimodality, asymmetry and heavy tails. The proposed approach is eva-
luated through simulation studies and applications to real data sets, where an MCMC
algorithm is proposed and implemented to sample from the posterior distributions.

Keywords: Finite mixtures, Heavy tail distributions, Linear regression, Bayesian in-
ference.
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Capítulo 1

Introdução

A modelagem estatística baseada em misturas finitas de distribuições é uma área
de pesquisa em crescente ascensão nos últimos anos. Com o avanço de métodos com-
putacionais nas duas últimas décadas esse tipo de modelagem tem se tornado bastante
atrativo tanto do ponto de vista prático quanto teórico, pois permite que densidades
com estruturas complexas e que não são bem modeladas por alguma família paramé-
trica padrão, sejam aproximadas usando uma estrutura mais simples (BÖHNING et al.,
2014). Além disso, modelos de mistura fornecem uma alternativa paramétrica para mé-
todos não-paramétricos de estimação de densidades, como por exemplo, a estimação
por Kernels (STEPHENS, 1997).

Modelos de mistura são utilizados em diversos contextos: O modelo Poisson infla-
cionado de zeros, por exemplo, é definido como uma mistura onde um dos componentes
possui ponto de massa em zero. Há também modelos com estrutura Markoviana que
conseguem capturar dependência de longa duração e heterocedasticidade condicional
comuns na análise de séries temporais ou ainda os modelos com classes latentes que
envolvem variáveis latentes discretas (BÖHNING et al., 2007; FRÜHWIRTH-SCHNATTER,
2006). Além do que, modelos estatísticos baseados em misturas conseguem capturar
propriedades específicas dos dados como multimodalidade, assimetria, caudas pesadas
e heterogeneidade decorrente de fatores não-observados, podendo, devido a sua grande
flexibilidade, ser aplicados em diferentes áreas como Biologia, Biometria, Genética, Me-
dicina, Marketing, dentre outras (MCLACHLAN; PEEL, 2000).

Uma das primeiras aplicações envolvendo modelos de misturas finitas foram
propostas pelo astrônomo e matemático Newcomb (1886) e pelo matemático Pear-
son (1894). Newcomb (1886) considerou em seu trabalho uma mistura de distribuições
normais para modelar dados com outliers. Já Pearson (1894) utilizou uma mistura de
duas distribuições normais com componentes heterocedásticos para modelar o compri-
mento de caranguejos na baía de Nápoles. A partir da publicação desses dois artigos a
modelagem baseada em misturas finitas de distribuições tornou-se popular e ao longo
dos últimos anos várias publicações relacionadas ao tema surgiram em diferentes áreas.
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1.0 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Titterington et al. (1985) fazem uma vasta revisão sobre modelos de mistura englo-
bando desde aplicações nas mais diversas áreas até os aspectos matemáticos desse tipo
de modelagem. Até meados dos anos 1980, quando foi publicado o livro de Titterington
et al. (1985), a maior parte das aplicações utilizava mistura de distribuições normais,
seguidas de misturas de distribuições lognormais e misturas em modelos de regressão.
Referências mais recentes sobre modelos de mistura finita incluem os livros de Lind-
say (1995), Böhning (2000), McLachlan e Peel (2000), Frühwirth-Schnatter (2006) e
Mengersen et al. (2011), além de dois editoriais sobre o tema (BÖHNING et al., 2007;
BÖHNING et al., 2014).

Na literatura há uma gama de publicações sobre modelagem estatística baseada
em misturas finitas de distribuições normais, começando pelos trabalhos de Newcomb
(1886) e Pearson (1894). Muitos autores, incluindo Everitt (1984), McLachlan e Bas-
ford (1988), Diebolt e Robert Diebolt e Robert (1994), Nobile (1994), Richardson e
Green (1997), McLachlan e Peel (2000), dentre outros, mostraram que misturas de dis-
tribuições normais fornecem uma base simples e eficaz para estimação de densidades
e modelagem de populações heterogêneas. Entretanto, em muitos problemas práticos
onde há presença de observações atípicas (outliers) nos dados e/ou dados com caudas
pesadas, a distribuição normal pode ter suas estimativas para média e variância seria-
mente afetadas por ser mais sensível a dados com estas características, podendo, ainda,
requerer um número maior de componentes de forma a conseguir aproximar bem a
distribuição que gerou os dados, o que pode não ser parcimonioso em termos de mode-
lagem. Neste sentido há uma recente propagação de modelos baseados em misturas com
componentes não-normais, tanto no contexto onde a distribuição assumida para os com-
ponentes da mistura é simétrica, quanto assimétrica, que buscam modelar de maneira
mais flexível, e portanto parcimoniosa, dados de natureza contínua que apresentam
outliers, caudas pesadas e/ou certa assimetria. No contexto de modelos simétricos a
distribuição t de Student tornou-se uma alternativa à distribuição normal para lidar
com observações atípicas já que apresenta caudas pesadas, o que pode proporcionar
ajustes mais robustos. No contexto de modelos assimétricos, misturas de distribuições
Skew-Normal e Skew-t têm ganhado bastante espaço nos últimos anos. É importante
mencionar, contudo, que apesar de flexíveis, misturas de distribuições t de Student ou
ainda misturas de distribuições Skew-t possuem problemas relacionados à estimação do
parâmetro de grau de liberdade, que é conhecido na literatura por ser difícil de estimar.
Alguns trabalhos importantes utilizando misturas de distribuição t de Student foram
propostos por Peel e McLachlan (2000), Lin et al. (2004) e McLachlan et al. (2006). Em
misturas de distribuições assimétricas alguns dos recentes trabalhos foram propostos
por Lin et al. (2007a), Lin et al. (2007b), Cabral et al. (2008), Frühwirth-Schnatter e
Pyne (2010), Cabral et al. (2012b), Prates et al. (2013) e Lee e McLachlan (2014).

2



1.0 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Dentro da modelagem de misturas finitas a classe de modelos de regressão linear
tem sido amplamente utilizada para investigar a relação entre variáveis provenientes de
grupos latentes desconhecidos. Os primeiros trabalhos a assumirem uma distribuição
de misturas finitas para modelar os erros do modelo de regressão foram propostos por
Bartolucci e Scaccia (2005) e Soffritti e Galimberti (2011), que consideraram a distri-
buição dos erros como sendo uma mistura finita de distribuições normais univariadas
e multivariadas, respectivamente. Duas abordagens mais recentes foram propostas por
Galimberti e Soffritti (2014) e Benites et al. (2016), onde os autores propõem modelar
de maneira mais flexível e robusta os erros do modelo de regressão quando estes apre-
sentam multimodalidade, caudas pesadas e/ou assimetria. Galimberti e Soffritti (2014)
assumiram que os erros do modelo seguem uma mistura finita de distribuições t de
Student multivariadas, enquanto que Benites et al. (2016) consideraram que a distri-
buição dos erros pertence à classe mistura de escala da Skew-Normal (SMSN). Apesar
de serem flexíveis em suas formulações gerais as duas abordagens apresentam limitações
decorrentes de restrições impostas nos respectivos modelos como forma de minimizar
problemas de otimização. Uma destas limitações refere-se à estimação do parâmetro de
grau de liberdade, que por conveniência computacional é assumido não variar entre os
componentes da mistura. Em ambos os trabalhos o algoritmo EM foi utilizado para
fazer inferência por máxima verossimilhança.

Neste trabalho uma modelagem semi-paramétrica baseada em misturas finitas
de distribuições t de Student é introduzida. A abordagem proposta considera em sua
especificação estruturas separadas para a modelagem de multimodas/assimetria e com-
portamento de cauda e diferentemente da mistura com componentes t de Student ini-
cialmente apresentada em Peel e McLachlan (2000), a metodologia considerada neste
trabalho estima a estrutura de cauda sem que haja necessidade de se estimar parâmetros
de grau de liberdade, uma vez que a estimação deste parâmetro é difícil e computaci-
onalmente custosa. Em linhas gerais o modelo proposto contempla uma mistura finita
em dois níveis, onde o primeiro nível contém uma mistura com J componentes e o se-
gundo nível uma mistura com K componentes. A mistura no nível J tem como objetivo
modelar unicamente o comportamento multimodal e/ou assimétrico dos dados e cada
moda j será modelada a partir de uma mistura finita de K componentes com densidade
t de Student. A estrutura proposta tem como objetivo proporcionar uma flexibilidade
na estimação de densidades semelhante à modelagem não-paramétrica, uma vez que
cada moda existente nos dados será modelada a partir da mistura com K componentes
t de Student. Uma extensão da metodologia proposta é apresentada no contexto de mo-
delos de regressão linear, onde assume-se que os erros do modelo de regressão seguem a
mistura de distribuições introduzida. A inferência para o modelo proposto é feita sob o
paradigma Bayesiano e um algoritmo MCMC é implementado para amostrar da distri-
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buição a posteriori do modelo. Uma contribuição da implementação desenvolvida que
decorre diretamente da classe geral proposta no trabalho é a possibilidade de se obter
amostras a posteriori para diferentes subclasses do modelo de mistura com componen-
tes t de Student, obtendo-se inclusive a cadeia para o parâmetro de grau de liberdade,
que é amostrado em um passo de Metropolis-Hastings. A modelagem proposta é avali-
ada através de diferentes cenários de simulação desenhados de maneira a contemplar as
várias subclasses de modelos englobadas na classe geral proposta neste trabalho. Além
de avaliar a performance do modelo proposto e sua extensão para regressão através dos
estudos simulados são também consideradas aplicações a quatro conjuntos de dados
reais.

O trabalho está organizado da seguinte forma: na Seção 1.1 a metodologia sobre
misturas finitas de distribuições será apresentada. A classe de distribuições mistura de
escala da Normal, cuja representação estocástica será assumida para definir a densidade
de mistura proposta neste trabalho será brevemente discutida na subseção 1.1.1. Na
subseção 1.1.2 será abordada a questão da inferência em modelos de mistura finita. Dois
tópicos relevantes e que têm forte influência na estimação dos parâmetros do modelo
de mistura referem-se à identificabilidade do modelo e ao número de componentes da
mistura. A suposição de que existe uma caracterização única para qualquer classe de
modelos será discutida na subseção 1.1.2.1. A subseção 1.1.3 aborda alguns aspectos
relacionados à mistura finita de distribuições t de Student. A modelagem proposta no
presente trabalho será apresentada no Capítulo 2. A Seção 2.1 discute a motivação para
este trabalho e apresenta os principais modelos até então existentes na literatura, que
podem ser vistos como casos particulares do modelo proposto. A modelagem proposta
será apresentada e justificada na Seção 2.2. Os principais aspectos referentes à inferência,
via paradigma Bayesiano, e modelagem serão discutidos na Seção 2.3. A Seção 2.4
traz uma extensão do modelo proposto no contexto de modelos de regressão linear.
Nesta extensão assumiremos que os erros do modelo de regressão seguem uma mistura
finita de distribuições t de Student derivada do modelo apresentado na Seção 2.2. No
Capítulo 3 são realizados estudos de simulação para avaliar a metodologia proposta em
diferentes cenários. As quatro aplicações com dados reais serão apresentadas no Capítulo
4, onde compararemos o modelo proposto com a mistura de distribuições t de Student
já existente na literatura. Por fim, no Capítulo 5 são apresentados os comentários finais
sobre o trabalho aqui desenvolvido e algumas propostas para desenvolvimento futuro
serão discutidas.
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1.1 Modelos de Mistura Finita

Devido à sua flexibilidade em descrever estruturas de dados bastante dissonantes,
os modelos de mistura finita têm sido cada vez mais explorados como uma alternativa
semi-paramétrica para modelar diferentes distribuições desconhecidas (MCLACHLAN;

PEEL, 2000)). Em particular, as distribuições de mistura finita conseguem capturar
propriedades específicas dos dados como multimodalidade, assimetria, caudas pesadas
e heterogeneidade não-observada, além de possuírem uma vantagem em comparação à
modelagem não-paramétrica no que se refere ao ganho de precisão nas estimativas dos
parâmetros do modelo.

Um dos primeiros trabalhos envolvendo modelos de mistura finita foram propos-
tos por Newcomb (1886) e Pearson (1894), sendo o trabalho de Pearson o que impul-
sionou a modelagem usando misturas finitas de distribuições. Pearson considerou uma
mistura de duas distribuições normais com médias e variâncias diferentes para modelar
o comprimento de 1000 caranguejos amostrados na baía de Nápoles. Os dados apresen-
tavam uma leve assimetria à direita e para tentar acomodá-la Pearson considerou uma
mistura com componentes heterocedásticos. A metodologia proposta sugeria a presença
de duas subespécies distintas nos dados analisados e os resultados obtidos comprovaram
a existência de duas espécies de caranguejo. A estimação dos parâmetros do modelo foi
feita a partir do método dos momentos.

Para entender como distribuições de mistura finita podem surgir de forma na-
tural em um problema estatístico, considere uma população de interesse onde determi-
nada característica aleatória Y é observada. A distribuição de mistura surge, em geral,
quando uma heterogeneidade devido a fatores não-observados se faz presente na popu-
lação em questão. Um exemplo de como isso ocorre na prática são os dados analisados
em Titterington et al. (1985), referentes ao comprimento de 256 peixes (Figura 1.1).
A distribuição empírica destes dados apresenta várias modas e uma possível explica-
ção é que os peixes pertencem a grupos de idade distintos, onde cada grupo possui
tamanhos n1, n2, . . . , nJ , respectivamente. Devido a heterogeneidade entre os grupos,
a distribuição de probabilidade para o comprimento dos peixes será diferente em cada
grupo, com o parâmetro θ que indexa tal distribuição diferindo entre os grupos. Em
geral a heterogeneidade em uma dada amostra ocorre sempre que a média da carac-
terística aleatória Y difere entre os elementos observados. No exemplo dos peixes a
heterogeneidade não-observada surge pois a idade do peixe é uma variável difícil de
ser medida. Assim, o comprimento do peixe pode ser um indicativo de qual grupo de
idade ele pertence e ao considerar uma densidade de mistura é possível capturar tal
heterogeneidade (FRÜHWIRTH-SCHNATTER, 2006).
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Figura 1.1: Distribuição empírica para o comprimento de 256 peixes.

Definição 1.1.1 : Uma mistura finita de distribuições é qualquer combinação linear
convexa de outras distribuições:

π(y) =
J∑
j=1

wjπj(y), ∀y ∈ Y , (1.1)

onde π1(·), π2(·), . . . , πJ(·) são funções densidades de probabilidade com respeito à me-
dida de Lebesgue, denominadas componentes da mistura e w1, w2, . . . , wJ os pesos. O ve-
tor w = (w1, w2, . . . , wJ) dos pesos assume valores em um simplex unitário ξJ ⊂ (R+)J .

Um modelo de mistura finita pode ser representado através da expressão dada
em (1.1), sendo também possível caracterizá-lo a partir de uma construção hierárquica
ao considerar uma variável latente Z. Desta maneira, a distribuição de uma variável
aleatória Y que tem densidade dada por (1.1) admite a seguinte representação hierár-
quica:

(Y |Z = j) ∼ πj, ∀j = 1, . . . , J,

P(Z = j) = wj.

Em muitas situações πj(·), ∀j = 1, . . . J , pertence a uma determinada família
paramétrica P = {π : π(y|θ); y ∈ Y ⊂ R

n, θ ∈ Θ}, indexada por um parâmetro
θ ∈ Θ, de maneira que:
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π(y|η) =
J∑
j=1

wjπ(y|θj), ∀y ∈ Y , (1.2)

onde η = (θ1, . . . , θJ ,w) ∈ ΘJ × ξJ .

O teorema a seguir (DASGUPTA, 2008, Seção 33.1) motiva matematicamente
o uso de misturas como modelos probabilísticos em qualquer espaço Euclidiano de
dimensão finita.

Teorema 1 : Sejam f(y) e g(·) funções densidade de probabilidade em R
n, com 1 ≤

n ≤ ∞. Assuma que f e g são contínuas. Então, dado ε > 0 e um conjunto compacto
C ⊂ Rn, existe J ∈ N, µj ∈ Rn, σj > 0 e uma mistura finita da forma:

π(y) =
J∑
j=1

wj
1
σnj
g
(
y − µj
σj

)
, (1.3)

tal que sup
y⊂C
|π(y)− f(y)| < ε.

Segundo DasGupta (2008), o Teorema acima sugere que qualquer densidade
contínua f pode ser bem aproximada (exceto, possivelmente, nas caudas) por uma
mistura finita de distribuições na família de locação-escala.

Uma propriedade importante na modelagem de misturas finitas é que a repre-
sentação de misturas como uma combinação convexa de distribuições implica que os
seus momentos também serão combinações convexas de πj(·). Desta maneira:

E [ϕ(Y m|η)] =
∫
Y
ϕ(ym)π(ym|η)dy

=
∫
Y
ϕ(ym)

J∑
j=1

wjπj(y|θj)dy

=
J∑
j=1

wj

∫
Y
ϕ(ym)πj(y|θj)dy

=
J∑
j=1

wjEk [ϕ(Y m)|θj]

onde ϕ(·) é uma função integrável de Y .

Segundo Frühwirth-Schnatter (2006), a propriedade mais interessante de uma
mistura finita de distribuições é que a forma da densidade é bastante flexível. A Figura
1.2 apresenta algumas das diferentes formas que uma mistura de distribuições normais
com variâncias iguais, mas médias e pesos da mistura diferentes pode apresentar.
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Figura 1.2: Densidades de várias misturas de normais univariadas com σ2
1 = σ2

2 = 1.
(a) µ1 = −1, µ2 = 1 e w1 = 0.5; (b) µ1 = −3, µ2 = 1 e w1 = 0.6; (c) µ1 = −2, µ2 = 1 e
w1 = 0.85; (d) µ1 = −2, µ2 = 0.5, µ3 = 3, w1 = 0.55 e w2 = 0.35.

Devido à sua flexibilidade em modelar populações heterogêneas, as misturas de
distribuições normais têm sido uma das mais utilizadas para estimação de densidades,
não sendo muito difícil motivar o seu uso tanto em termos práticos quanto teóricos. Na
prática muitas medidas e processos naturais tendem a ser normalmente distribuídos,
dessa maneira populações que contêm subpopulações de tais medidas tenderão a ter
densidades semelhantes a uma mistura finita de distribuições normais (NGUYEN, 2015).
Entretanto, é importante ressaltar que o uso da distribuição normal pode ser inadequado
em situações onde há presença de observações atípicas nos dados ou ainda quando
os mesmos possuem caudas pesadas ou certa assimetria (LIN et al., 2007b; SVENSÉN;

BISHOP, 2005; LIN et al., 2004; PEEL; MCLACHLAN, 2000; STEPHENS, 2000a). Nestes
casos a mistura com componentes normais não deixa de ser uma boa aproximação para
a verdadeira distribuição geradora dos dados, contudo ela poderá requerer um número
maior de componentes na mistura de forma a conseguir aproximar bem a densidade de
interesse. Mais componentes implica em ter médias mais próximas, o que pode levar a
um possível problema de identificabilidade, além da perda de parcimônia (FRÜHWIRTH-

SCHNATTER, 2006). Nesse sentido faz-se necessária a utilização de modelos robustos à
presença de outliers ou caudas pesadas nos dados, de maneira a fornecer estimativas
mais eficientes para os parâmetros do modelo em estudo.

Uma forma de ampliar a família paramétrica de modelos de mistura finita em
situações onde os dados apresentam valores extremos e caudas pesadas é assumir, por
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exemplo, uma mistura finita de distribuições t de Student. Alguns trabalhos nesta di-
reção foram propostos por Veaux e Krieger (1990), Peel e McLachlan (2000), Lin et
al. (2004), Svensén e Bishop (2005) e McLachlan et al. (2006). Veaux e Krieger (1990)
consideraram uma mistura de duas distribuições normais e propuseram substituir a
componente normal por uma componente t de Student com grau de liberdade fixo e
igual a três. Além disso, assumiram a mediana como parâmetro de locação e a mediana
do desvio absoluto como parâmetro de escala. Peel e McLachlan (2000) e Lin et al.
(2004) assumiram misturas finitas de distribuições t multivariadas e utilizaram méto-
dos MCMC e EM condicional, respectivamente, para fazer inferência dos modelos. O
trabalho de Peel e McLachlan (2000) foi o pioneiro em modelagem de misturas finitas
utilizando a distribuição t de Student. Svensén e Bishop (2005) desenvolveram uma
metodologia Bayesiana baseada em mistura de distribuições t de Student e utilizaram
inferência variacional para fazer inferência sobre o modelo proposto. Por fim, McLach-
lan et al. (2006) fazem uma breve revisão sobre modelos de mistura finita utilizando
distribuições t de Student e consideram uma mistura de distribuições t para analisar
dados de cluster que possuem grandes dimensões. Além da distribuição t de Student,
outras distribuições capazes de acomodar dados de natureza contínua que apresentam
outliers e caudas pesadas podem ser utilizadas (MAYRINK; GONÇALVES, 2017; PRATES

et al., 2013; NASCIMENTO et al., 2012; WIPER et al., 2001). Uma extensão paramétrica do
modelo normal é apresentada a seguir.

1.1.1 Distribuições Mistura de escala da Normal

Esta classe de distribuições foi introduzida por Andrews e Mallows (1974) como
uma extensão paramétrica do modelo normal que visa tratar dados com valores extremos
preservando sua estrutura simétrica. A classe de distribuições mistura de escala da
normal (SMN) é definida a seguir.

Definição 1.1.2 Uma variável aleatória contínua Y tem distribuição na família mis-
tura de escala da Normal se ela admite a seguinte representação estocástica:

Y = µ+ [κ(U)] 1
2W, U⊥W, (1.4)

onde µ é um parâmetro de locação, U é uma variável aleatória não-negativa com
densidade h(·|ν), indexada pelo parâmetro ν, κ(U) é uma função positiva de U e
W ∼ N (0, σ2), onde N (·) denota a distribuição Normal.

Se assumirmos κ(U) = U−1, a distribuição de Y pertencerá à classe de distribui-
ções Normal independente (NI), proposta por Lange e Sinsheimer (1993). Distribuições
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na classe NI são capazes de acomodar caudas pesadas, uma vez que esta classe inclui
como casos particulares as versões multivariadas das distribuições t de Student (T ),
Pearson tipo VII (PVII), Slash (S), Normal contaminada (NC), entre outras.

Considerando-se a representação estocástica em (1.4), tem-se que, condicional a
U , Y |U = u ∼ N (0, u−1σ2). Dessa forma, integrando a densidade conjunta de Y e U
em relação a U é possível obter a densidade marginal de Y :

f(y|µ, σ2,ν) =
∫ ∞

0
fN

(
y − µ√
u−1σ2

)
h(u|ν)du.

Na densidade acima fN (·) representa a densidade da normal, U e h(·|ν) são cha-
mados de fator de escala e distribuição de mistura, respectivamente. É válido ressaltar
que casos particulares de distribuições na classe SMN são determinados pela variável
U , ou seja:

- Se U é uma variável degenerada em 1, ou seja, se P (U = 1) = 1, então Y ∼ N (µ, σ2);

- Se U |ν ∼ G
(
ν
2 ,

ν
2

)
, com ν > 0, e G(·) denotando a distribuição gama, então temos

que Y ∼ T (µ, σ2, ν), com fdp dada por:

fY (y;µ, σ2, ν) =
Γ
(
ν+1

2

)
√
πσ2νΓ

(
ν
2

)(1 + (y − µ)2

σ2ν

)− ν+1
2
,

onde µ, σ e ν representam, respectivamente, os parâmetros de locação, escala e graus
de liberdade.

- Se U |ν, δ ∼ G
(
ν
2 ,

δ
2

)
, com ν, δ > 0, então Y ∼ PVII(µ, σ2, ν, δ), com fdp dada por:

fY (y;µ, σ2, ν, δ) = 1
B(ν/2, 1/2)

√
σ2δ

(
1 + (y − µ)2

σ2δ

)− ν+1
2
,

onde µ, σ e (ν, δ) representam, respectivamente, os parâmetros de locação, escala e
forma (quando ν = δ, caímos no caso anterior); B(·) representa a função beta.

- Se U |ν ∼ B(ν, 1), com ν > 0, e B(·) denotando a distribuição Beta, então temos que
Y ∼ S(µ, σ2, ν), com fdp dada por:

fY (y;µ, σ2, ν) = ν
∫ 1

0
uν−1φ

(
y − µ
u−1/2σ

)
,

onde µ, σ2 e ν são parâmetros de locação, escala e graus de liberdade, respectivamente.
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- Se U é uma variável aleatória discreta do tipo:

U =

 γ, com probabilidade ν

1, com probabilidade 1− ν
,

então Y ∼ NC(µ, σ2, ν, γ), com fdp dada por:

fY (y;µ, σ2, ν, γ) = νφ
(
y|µ, γ−1

)
+ (1− ν)φ(y).

A Figura 1.3 mostra algumas das densidades pertencentes à classe de distribui-
ções SMN, assumindo média zero e variância dois para todas as distribuições. Além
disso, foi assumido ν = 3 para a distribuição t de Student e ν = 1.25 para a Slash,
de forma que ambas pudessem ser comparáveis em termos da magnitude do referido
parâmetro. Na normal contaminada foram assumidos ν = 0.5 e γ = 3.

Ao observar inicialmente apenas a Figura 1.3(a) pode-se chegar a uma conclusão
errônea no que se refere ao comportamento de cauda das densidades consideradas. Na
referida figura a distribuição Normal aparenta possuir cauda mais pesada em compa-
ração às demais distribuições. No entanto, ao analisar o comportamento de cauda das
quatro densidades na Figura 1.3(b), é possível notar que as distribuições t de Student
e Slash, respectivamente, são as que possuem caudas mais pesadas.

Figura 1.3: Algumas densidades da classe de distribuições SMN

Por ser uma classe de distribuições capaz de acomodar outliers e/ou observações
influentes, a SMN tem sido largamente utilizada na literatura. Fernandez e Steel (2000),
por exemplo, fizeram inferência Bayesiana e também assumiram que a distribuição para
os termos do erro no modelo de regressão pertencia à classe SMN. Peel e McLachlan
(2000) utilizaram a classe SMN para descrever uma modelagem robusta baseada em
misturas finitas de distribuições t multivariadas, enquanto que Castro et al. (2014)
utilizaram esta classe para modelar os erros em um modelo de regressão para dados
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parcialmente censurados. Mais recentemente Gonçalves et al. (2015) apresentaram uma
metodologia para seleção de modelo Bayesiano na classe dos modelos de regressão com
distribuições de cauda pesada pertencentes à classe SMN. O método proposto pelos
autores considera uma mistura finita de distribuições para modelar uma variável latente
onde cada componente da mistura corresponde a um modelo possível dentro da classe
SMN. Vale ressaltar que outras distribuições simétricas, membros da família SMN,
podem ser usadas para descrever a distribuição marginal de Y (BARNDORFF-NIELSEN,
1978; CHOY; CHAN, 2008).

Além da classe SMN é também possível assumir que a distribuição marginal de
Y pertence à família mistura de escala da Skew-Normal (SMSN), proposta por Branco
e Dey (2001). A classe SMSN contempla além das distribuições assimétricas (Skew-
Normal, Skew-t, Skew-Slash e Skew-Normal contaminada), as distribuições pertencentes
à classe SMN. Alguns trabalhos nesta direção foram propostos por Azzalini (2005),
Arellano-Valle e Azzalini (2006), Cabral et al. (2008), Azzalini e Genton (2008), Basso
et al. (2010), Cabral et al. (2012b) e Prates et al. (2013).

1.1.2 Inferência em modelos de mistura finita

Modelos de mistura finita fornecem uma extensão simples e bastante flexível
de modelos estatísticos clássicos, entretanto o preço a ser pago por essa flexibilidade
é que a inferência nessa classe de modelos requer um maior esforço computacional
(FRÜHWIRTH-SCHNATTER, 2006). O primeiro método considerado para estimação dos
parâmetros em modelos de mistura finita foi o método dos momentos, utilizado por
Pearson (1894). Quando comparado a outros métodos, como por exemplo, o de má-
xima verossimilhança, o método dos momentos pode ser bastante ineficiente. Até me-
ados da década de 1970 quando Dempster et al. (1977) propuseram o algoritmo EM
(Expectation-Maximization), a estimação por máxima verossimilhança era realizada a
partir da maximização da função de verossimilhança por algum método numérico, como
o método de Newton-Raphson ou o método do gradiente.

O uso do algoritmo EM para estimar os parâmetros no modelo de misturas fi-
nitas, especialmente mistura de distribuições normais, foi demonstrado por McLachlan
e Basford (1988). Redner e Walker (1984) fazem uma revisão e discutem a formulação
e propriedades teóricas e práticas do algoritmo EM para modelos de mistura finita,
em particular misturas de densidades na família exponencial. Feng e McCulloch (1996)
estabeleceram um resultado de consistência para modelos de mistura finita onde apre-
sentam condições para os quais os estimadores de máxima verossimilhança irão convergir
para um ponto arbitrário em um subconjunto do espaço paramétrico que representa o
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verdadeiro modelo, permitindo que os estimadores se aproximem de um ponto limite
do espaço paramétrico. Apesar da estimação por máxima verossimilhança ser uma das
mais utilizadas em modelos de mistura finita, ela possui algumas dificuldades práticas.
Uma dessas dificuldades é que pode ser difícil encontrar o máximo global numerica-
mente. Além do mais, podem ocorrer falhas de convergência, especialmente quando o
tamanho da amostra é pequeno ou os componentes do modelo de mistura não são bem
separados (FRÜHWIRTH-SCHNATTER, 2006).

Além da inferência por máxima verossimilhança, a estimação dos parâmetros sob
a perspectiva Bayesiana, via MCMC, tem ganhado bastante espaço nos últimos anos.
Uma das razões para se adotar a abordagem Bayesiana em modelos de mistura finita
é que o uso de distribuições a priori próprias introduz, em geral, um efeito suavizador
na função de verossimilhança, reduzindo o risco de se obter falsas modas (FRÜHWIRTH-

SCHNATTER, 2006). O artigo de Diebolt e Robert (1994) é um dos primeiros trabalhos
sobre estimação Bayesiana em modelos de mistura finita utilizando MCMC. Além dos
métodos MCMC, a inferência em modelos de mistura finita sob o paradigma Bayesi-
ano pode também ser conduzida através de métodos de inferência variacional. Wang
e Titterington (2003), por exemplo, provaram que, para modelos de mistura envol-
vendo componentes da mistura conhecidos, o estimador variacional de Bayes converge
localmente para o estimador de máxima verossimilhança. Uma interessante discussão
sobre inferência Bayesiana em misturas finitas de distribuições pode ser encontrada nos
trabalhos de Jasra et al. (2005), Marin et al. (2005) e Lee et al. (2008).

Dois pontos importantes a serem destacados na modelagem de misturas finitas,
e que têm forte influência na estimação dos parâmetros do modelo, referem-se à iden-
tificabilidade do modelo e ao número de componentes da mistura, discutidos a seguir.

1.1.2.1 Identificabilidade em modelos de mistura finita

A suposição de identificabilidade, ou seja, da existência de uma caracterização
única para qualquer classe de modelos, é de extrema importância na teoria e prática
estatística e quando a mesma não é satisfeita os processos de estimação podem não
ser bem definidos (TITTERINGTON et al., 1985). É importante destacar que a identifi-
cabilidade é uma propriedade relativa ao modelo e não a algum método específico de
estimação. Contudo, se um modelo não é identificável, a inferência pode ser dificultada.
A definição matemática de identificabilidade é dada a seguir.

Definição 1.1.3 : Uma família paramétrica Pθ é dita ser identificável se distintos va-
lores de θ correspondem a distribuições distintas. Ou seja, se θ 6= θ′, para θ, θ′ ∈ Θ,
implica em πθ 6= πθ′.
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Definição 1.1.4 : Define-se como classe das misturas finitas da família P, a família

H =

π : π(y|η) =
J∑
j=1

wjπj(y|θj); πj(y|θj) ∈ P , J ∈ N

 . (1.5)

Em misturas finitas a identificabilidade é definida de maneira ligeiramente di-
ferente da definição usualmente conhecida. Em geral, é necessário distingui-la entre
dois tipos: A não-identificabilidade conhecida como "label-switching", causada pela in-
variância da distribuição de mistura ao reclassificar os seus componentes; e a não-
identificabilidade causada pelo potencial sobreajuste do modelo de mistura.

A não-identificabilidade causada pelo problema de "label-switching" foi notada
inicialmente por Redner e Walker (1984) e ocorre quando os componentes da mistura são
permutados. Já a não-identificabilidade causada por um potencial sobreajuste do mo-
delo foi abordada inicialmente por Crawford (1994), que mostrou que qualquer mistura
com J − 1 componentes define um subconjunto não-identificável no espaço paramétrico
ΘJ que contempla as misturas finitas de J componentes.

O conceito de identificabilidade em misturas finitas de distribuições pode ser
formalmente definido como:

Definição 1.1.5 : Suponha que π(y|η) e π′(y|η′) são membros da classe H dada em
(1.5), isto é:

π(y|η) =
J∑
j=1

wjπj(y|θj),

π′(y|η′) =
J ′∑
j=1

w′jπ
′
j(y|θ′j),

e que π(y|η) ≡ π′(y|η′) se e somente se J = J ′, e é possível permutar os índices dentro
das respectivas somas, tal que wj = w′j e πj(·) = π′j(·). Então a classe H é identificável
(TITTERINGTON et al., 1985).

Teicher (1963) apresentou uma condição suficiente para que a classe de todas as
misturas finitas da família de funções de distribuição acumulada F = {F1, . . . , FJ} seja
identificável. Segundo Teicher a identificabilidade ocorre se existirem J valores reais
{y1, . . . , yJ} para os quais o det(Fj(yl)) 6= 0, para l ≤ J . O autor também estabeleceu
a identificabilidade para toda mistura finita de distribuições normais unidimensionais,
além das misturas finitas de distribuições gama. Yakowitz e Spragins (1968) apresen-
taram, em contrapartida, uma condição suficiente e necessária para que a classe de
todas as misturas finitas seja identificável. Segundo os autores a família F induz mis-
turas finitas identificáveis se ela for um conjunto linearmente independente em R. Mais
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recentemente, Holzmann et al. (2006) apresentaram resultados gerais de identificabili-
dade para misturas finitas de distribuições elípticas e mostraram, em particular, que
misturas finitas de distribuições t de Student multivariadas (o resultado também vale
para o caso univariado) são identificáveis, mesmo quando o parâmetro de grau de li-
berdade varia entre os componentes da mistura. Uma discussão sobre identificabilidade
em misturas finitas de distribuições pode ser encontrada em McLachlan e Peel (2000)
e Frühwirth-Schnatter (2006).

1.1.2.2 Número de componentes em modelos de mistura

Um problema comum em modelos de mistura finita é que pode ser difícil escolher
um número adequado de componentes para a mistura. Na prática o mais usual, prin-
cipalmente quando a estimação dos parâmetros é feita por máxima verossimilhança, é
assumir um número fixo de componentes e a partir de algum critério de informação,
como por exemplo o AIC e o BIC, testar, para diferentes valores de J , qual seria o
número de componentes mais adequado (LEROUX, 1992; ROEDER; WASSERMAN, 1997).
Contudo, estudos de simulação mostram que o AIC tende a superestimar a escolha do
número de componentes, enquanto o BIC tende a subestimá-los (CUTLER; WINDHAM,
1994). Outras opções de escolha foram propostas ao longo dos últimos anos. Carlin e
Chib (1995) estimaram as verossimilhanças marginais dos J componentes e usaram o
fator de Bayes para testar o modelo contendo J componentes contra o modelo com J+1
componentes. Zhang e Cheng (2004), por exemplo, utilizaram o teste de Kolmogorov-
Sminorv estendido para construir um procedimento baseado no algoritmo EM e assim
determinar um número ótimo de componentes. Outros autores sugeriram métodos ba-
seados em bootstrap não-paramétrico, medidas de distância, testes de homogeneidade
ponderados e validação cruzada para escolha do número de componentes (MCLACHLAN,
1987; JAMES et al., 2001; SUSKO, 2003; MILOSLAVSKY; LAAN, 2003).

Uma alternativa às abordagens existentes para escolha do número de componen-
tes no modelo de mistura é considerá-lo desconhecido e estimá-lo. Esta opção, contudo,
é uma questão bastante delicada em termos de inferência. A maior parte das metodolo-
gias até então existentes na literatura utilizam métodos MCMC para estimar o número
de componentes da mistura. A primeira metodologia foi proposta por Richardson e
Green (1997) e utiliza o método reversible jump MCMC (RJMCMC) para amostrar da
distribuição conjunta de todos os parâmetros, incluindo o número de componentes.

Alternativamente ao método proposto por Richardson e Green (1997), Stephens
(2000a) propôs um método que se baseia na construção de um processo Markoviano
(em tempo contínuo) de nascimento e morte (BDMCMC) para estimar o número de
componentes. Segundo o autor, métodos MCMC baseados nesse tipo de processo têm
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sido largamente utilizados na literatura de processos pontuais para simular realizações
de processos pontuais que são difíceis de serem simulados diretamente. Uma extensão
do método proposto por Stephens (2000a) foi introduzida por Cappé et al. (2002). Os
autores mostram neste trabalho que os algoritmos em tempo contínuo não são restri-
tos à estrutura de nascimento e morte, podendo ser generalizados de forma a incluir
outros tipos de saltos em tempo contínuo, como por exemplo, os movimentos de divi-
dir/combinar utilizados Richardson e Green (1997).

Tentando solucionar o problema de estimar o número de componentes por má-
xima verossimilhança, via algoritmo EM, Wang et al. (2004) propuseram o algoritmo
stepwise EM (SSMEM). Segundo os autores a principal dificuldade do EM em mode-
los de mistura é que o número de componentes precisa ser previamente especificado
para que o algoritmo funcione de maneira adequada. Uma abordagem mais recente
foi apresentada por Nobile e Fearnside (2007). A metodologia proposta pelos autores
pode ser vista como uma versão do RJMCMC caracterizada por um espaço de estados
que contém apenas o número de componentes da mistura e as variáveis de alocação
(variáveis latentes que determinam em que componente da mistura está a i−ésima
observação), de maneira que as transições ocorram entre espaços de estados discretos
contendo diferentes tamanhos, diferentemente das metodologias baseadas em métodos
MCMC anteriormente mencionadas que assumem que o espaço de estados possui di-
mensão variável.

1.1.3 Sobre Misturas de distribuições t de Student

Nesta seção serão abordados alguns aspectos relacionados à mistura finita de
distribuições t de Student. Como anteriormente mencionado, as misturas com compo-
nentes t de Student surgiram como uma alternativa robusta à mistura de distribuições
normais em situações onde os dados apresentam observações atípicas ou caudas pe-
sadas. Nestas situações algumas questões acerca da modelagem utilizada podem ser
levantadas:

i. Se os dados vierem de uma distribuição simétrica unimodal, justifica a utilização de
um modelo de mistura para modelar comportamento de cauda?

Supondo que a distribuição que gerou os dados seja simétrica unimodal e possua
caudas pesadas, é possível avaliar através de um estudo empírico se justifica utilizar a
estrutura de um modelo de mistura para modelar comportamento de cauda. O estudo
pode ser conduzido fazendo uso, por exemplo, da distância de Kolmogorov-Smirnov
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que mede o quanto duas distribuições de probabilidade unidimensionais subjacentes
diferem. Neste caso as funções de distribuição da t de Student e de uma mistura finita
de distribuições t de Student são comparadas. A ideia consiste em avaliar se existe pelo
menos uma distribuição t com determinada configuração de parâmetros cuja distância
de Kolmogorov-Smirnov entre esta configuração e a densidade de mistura assumida seja
suficientemente pequena.

A título de ilustração considere uma mistura de distribuições t de Student com
K = 3 componentes e a seguinte configuração de parâmetros: µ = 0, σ2 = (0.7, 1, 1.3),
ν = (1.5, 2.5, 3.5) e três diferentes configurações de peso w = (0.33, 0.34, 0.33), w =
(0.6, 0.3, 0.1) e w = (0.1, 0.3, 0.6). A comparação entre a densidade de mistura e uma
única t será baseada na situação genérica em que ambos os parâmetros ν e σ2 da
distribuição t de Student são estimados. Diferentes configurações da distribuição t de
Student são consideradas em grids definidos simultaneamente para ν e σ2. A distân-
cia de Kolmogorov-Smirnov entre a densidade de mistura e cada uma das possíveis
combinações de parâmetros na densidade da t mostrou que haverá pelo menos uma
distribuição t que se aproxima da mistura, inclusive nas caudas da distribuição, para as
três configurações de peso assumidas na densidade de mistura (Figura 1.4). Os resulta-
dos obtidos a partir do estudo empírico indicam que existe uma densidade t de Student
que se aproxima da densidade de mistura e neste caso não justifica utilizar um modelo
de mistura para modelar comportamento de cauda em dados que possuem distribuição
unimodal, visto que o modelo mais simples fornece bons resultados.

Figura 1.4: Comparação entre a Mistura de t’s com (a) w = (0.33, 0.34, 0.33), (b)
w = (0.60, 0.30, 0.10) e (c) w = (0.1, 0.3, 0.6), e as densidades da t de Student com
menores distâncias de Kolmogorov-Smirnov.
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ii. Em situações onde são utilizadas misturas de distribuições t de Student com graus
de liberdade fixos, a mistura é capaz de aproximar uma densidade t de Student
com grau de liberdade definido no intervalo fixado para os graus de liberdade da
mistura?

É possível mostrar empiricamente que misturas finitas de distribuições t de Student
com graus de liberdade fixos conseguem aproximar bem uma distribuição t com grau
de liberdade arbitrário. Em particular, é essencial que o parâmetro ν na densidade da
t esteja no intervalo de variação dos graus de liberdade assumidos nas componentes da
mistura. A Figura 1.5 mostra três densidades t de Student com µ = 0, σ2 = 1 e graus de
liberdade 2, 3 e 4, respectivamente, e a densidade de mistura assumindo µ = 0, σ2 = 1,
ν = (1.5, 2.5, 5) com as respectivas combinações de peso w que melhor aproximam as
três densidades da t, segundo a distância de Kolmogorov-Smirnov. O estudo consiste
em avaliar se existe pelo menos uma combinação de pesos na densidade de mistura
cuja distância de Kolmogorov-Smirnov em relação à densidade da t é suficientemente
pequena. Neste caso um grid é definido para o vetor w e todas as possíveis combinações
dentro deste grid são consideradas, de maneira que a soma dos pesos seja igual a um.
Cada configuração possível em w induz uma densidade de mistura diferente e para cada
uma delas é calculada a distância de Kolmogorov-Smirnov em relação a cada uma das
três densidade da t de Student.

Figura 1.5: Comparação entre densidades t de Student e Misturas de t’s com ν =
(1.5, 2.5, 5) e (a) w = (0.43, 0.45, 0.12), (b) w = (0.02, 0.45, 0.53) e (c) w =
(0.01, 0.1, 0.89).

Um tópico que requer atenção quando a distribuição t de Student é adotada
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para modelar dados com observações atípicas e caudas pesadas refere-se à estimação do
parâmetro de grau de liberdade, que é conhecida na literatura por ser difícil e custosa
(FERNANDEZ; STEEL, 1999; FONSECA et al., 2008; VILLA et al., 2014). Em modelos de re-
gressão com erros t de Student, por exemplo, quando ν → 0 a função de verossimilhança
tende a infinito. E, mesmo quando o espaço paramétrico está restrito a uma região onde
a função de verossimilhança é limitada, o estimador de máxima verossimilhança pode
não existir com probabilidade positiva (FERNANDEZ; STEEL, 1999, Teorema 5). Liu e
Rubin (1995) mostraram que a convergência do algoritmo EM na estimação de uma
única componente t é bastante lenta quando ν é assumido desconhecido, e neste caso
sugerem a utilização do algoritmo EM Condicional com um passo E adicional (ECME)
na tentativa de obter uma convergência mais rápida. No caso de mistura com com-
ponentes t de Student, Peel e McLachlan (2000) justificam que a implementação do
algoritmo ECME para estimação de ν não é simples e, em decorrência desta dificuldade
computacional, este parâmetro é em geral escolhido de maneira adaptativa fazendo uso
da verossimilhança perfilada, onde a verossimilhança para ν é calculada em um grid de
pontos previamente definido, sendo geralmente estimado um único ν para todo compo-
nente j da mistura. Sob o paradigma Bayesiano há algumas propostas de distribuição
a priori para ν. Lin et al. (2004), por exemplo, adotaram uma distribuição a priori
uniforme contínua (U(0, h), h suficientemente grande) para estimação de ν no contexto
de modelos de mistura. Fonseca et al. (2008) propuseram duas distribuições a priori
objetivas de Jeffrey’s para estimação de ν no contexto de modelos de regressão. Vallejos
e Steel (2013) mostraram, entretanto, que uma das distribuições a priori proposta por
Fonseca et al. (2008) não fornece uma distribuição a posteriori própria e dão uma condi-
ção necessária para sua existência. Cabral et al. (2012a) propuseram um modelo baseado
em misturas finitas para modelar a distribuição conjunta do erro e efeito aleatórios em
um modelo de efeitos mistos e adotaram uma distribuição a priori hierárquica para
ν. Os autores assumiram que ν ∼ exp(λ), com λ seguindo uma distribuição uniforme
contínua no segundo nível de hierarquia. Recentemente Villa et al. (2014) propuseram
uma priori objetiva para ν que se baseia em uma função de perda construída a partir
da divergência de Kullback-Leibler. Há também o trabalho de Martins et al. (2014)
onde os autores propõem uma família geral de distribuições a priori para parâmetros
de flexibilidade que inclui parâmetros de comportamento da cauda.

Uma vez que a estimação do parâmetro de grau de liberdade é problemática e
computacionalmente cara, faz-se necessário buscar estratégias de modelagem que con-
sigam remediar o problema sem perder robustez e flexibilidade. No próximo capítulo
uma abordagem baseada em misturas finitas com componentes t de Student que separa
a modelagem de modas/assimetria e comportamento de cauda será apresentada.
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Capítulo 2

Modelo Proposto

2.1 Motivação

É comum observar conjuntos de dados que apresentam multimodalidade, assi-
metria e caudas pesadas. A Figura 1.1, apresentada na Seção 1.1, representa um típico
conjunto de dados onde estas características são simultaneamente observadas. A distri-
buição empírica para o comprimento dos peixes possui um comportamento multimodal
com uma leve assimetria na cauda à direita. A multimodalidade neste caso pode ser
decorrente de uma heterogeneidade não-observada, possivelmente explicada pela exis-
tência de diferentes grupos de idade entre os peixes. O comprimento do peixe pode ser
um indicativo de qual grupo de idade ele pertence, e neste caso a assimetria à direita
pode sugerir que peixes com comprimentos maiores são em geral mais velhos, o que
justificaria a baixa frequência observada na cauda da distribuição. Para dados com esse
tipo de característica, é possível definir um modelo que seja flexível, parcimonioso e
capaz de capturar simultaneamente multimodalidade, assimetria e caudas pesadas?

Como anteriormente mencionado, a modelagem estatística baseada em misturas
finitas possui grande flexibilidade em descrever dados com diferentes estruturas, sendo
portanto bastante atrativa na estimação de densidades e modelagem de populações
heterogêneas. Entretanto, vale ressaltar que para capturar estruturas como as da Figura
1.1 é necessário que o modelo de mistura adotado estime a estrutura de cauda e como
pontuado no final do capítulo anterior, esta nem sempre é uma tarefa fácil na prática.

Um possível modelo que pode responder a pergunta acima seria assumir, por
exemplo, que a distribuição dos dados segue uma mistura finita de normais com com-
ponentes heterocedásticos, como proposto por Pearson (1894):

π(y|η) =
J∑
j=1

wjfN (y|µj, σ2
j ),

onde η = (µ,σ2,w) e fN (·) denota a fdp de uma distribuição normal.
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Uma mistura de normais é capaz de lidar com a heterogeneidade não-observada
nos dados capturando, por exemplo, a multimodalidade existente. Porém, se os dados
apresentarem observações atípicas e caudas pesadas, este modelo pode ser inapropriado
(LIN et al., 2007a; LIN et al., 2004; PEEL; MCLACHLAN, 2000). A ocorrência simultânea
de multimodalidade, assimetria e caudas pesadas nos dados pode requerer um número
maior de componentes na mistura de normais, podendo causar problemas de identifica-
bilidade, além de deixar o modelo menos parcimonioso.

Uma alternativa mais flexível seria assumir, por exemplo, que a distribuição
dos dados segue uma mistura finita de distribuições t de Student como proposto nos
trabalhos de Peel e McLachlan (2000) e Lin et al. (2004):

π(y|η) =
J∑
j=1

wjfT (y|µj, σ2
j , νj),

onde η = (µ,σ2,ν,w) e fT (·) denota a fdp de uma distribuição t de Student.

A mistura com componentes t de Student remedia o problema de lidar com observações
atípicas e caudas pesadas nos dados, visto que a distribuição t contém um parâmetro
adicional responsável por modelar o comportamento de cauda da distribuição. Outra
opção também flexível seria assumir que as componentes do modelo são modeladas
a partir de distribuições assimétricas, como a Skew-t, por exemplo. Trabalhos nesta
direção foram propostos por Lin et al. (2007a), Lin et al. (2007b) e Frühwirth-Schnatter
e Pyne (2010). No entanto, como apontado por Frühwirth-Schnatter e Pyne (2010),
apesar da extensão do modelo para o contexto assimétrico parecer bastante natural, a
estimação de alguns parâmetros também resulta em problemas computacionais.

Apesar da abordagem proposta inicialmente por Peel e McLachlan (2000) apre-
sentar flexibilidade em sua formulação e assumir ν’s diferentes para cada componente
j da mistura, há a restrição de que ν1 = . . . = νJ = ν, sem a qual não há garantias
de que haja convergência no processo de estimação. É válido ressaltar que assumir o
mesmo grau de liberdade para todas as componentes da mistura pode ser bastante res-
tritivo, visto que um único ν pode não dar conta de modelar a estrutura de cauda nas
diferentes componentes do modelo. Outro ponto importante a ser destacado é que o
número de componentes necessário para acomodar multimodalidade e assimetria pode
ser diferente do número de componentes para modelar estrutura de cauda. Pensando em
uma estrutura de modelo flexível, parcimoniosa e sem graves problemas de estimação,
propomos o modelo de mistura definido a seguir.
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2.2 O modelo

Definição 2.2.1 : Seja Y um vetor n × 1 de variáveis resposta. Considere w =
(w1, . . . , wJ)> e ẇj = (ẇj1, . . . , ẇjK)> vetores de peso com dimensão J e K, respec-
tivamente; µ = (µ1, . . . , µJ)> e σ2 = (σ2

1, . . . , σ
2
J)> vetores de dimensão J , e ν =

(ν1, . . . , νK)> um vetor de dimensão K, com νk fixo e conhecido ∀k = 1, . . . , K.

Propomos o seguinte modelo de mistura:

fY (y) =
J∑
j=1

wj
K∑
k=1

ẇjkfT (y|ηj, νk), (2.1)

onde ηj = (µj, σ2
j ), ∀j = 1 . . . , J .

Por questões computacionais utilizamos a seguinte representação hierárquica (já
com as distribuições a priori):

(Yi|Zij = 1, Ui = ui, µj, σ
2
j )

ind∼ N
(
µj, σ

2
ju
−1
i

)
, ∀i, (2.2)

(Ui|Żijk = 1, νk) ind∼ G
(
νk
2 ,

νk
2

)
, ∀i, j, k (2.3)

Zi|w
ind∼ M(1, w1 . . . wJ), ∀i (2.4)

Żij|ẇj
ind∼ M(1, ẇj1 . . . , ẇjK), ∀i, j (2.5)

w ∼ D(α1, . . . , αJ), (2.6)

ẇj ∼ D(α̇j1, . . . , α̇jK), ∀j (2.7)

(µ, σ2) ∼ NGI(µ0, τ, α̇, β̇). (2.8)

Nas expressões (2.4)-(2.8),M(·), D(·) e NGI(·) denotam as distribuições multinomial,
dirichlet e normal gama-inversa, respectivamente; U = (U1, . . . , Un)> representa um
vetor de variáveis aleatórias com dimensão n × 1; Zi = (Zi1, . . . , ZiJ)> é um vetor de
variáveis latentes com dimensão J e Żij = (Żij1, . . . , ŻijK)> outro vetor de variáveis
latentes com dimensão K, ∀i = 1, . . . , n, e ∀j = 1, . . . , J . Na estrutura proposta Zi e
Żij são variáveis indicadoras que definem em qual componente da mistura em J e K
encontra-se o i−ésimo indivíduo.

Buscando resolver os problemas anteriormente levantados, o modelo definido em
(2.1) contempla, em linhas gerais, uma mistura finita em dois níveis onde considera
estruturas separadas para as modas/assimetria e o comportamento de cauda, de modo
que:
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Y |U ∼
J∑
j=1

wjfN (µj, σ2
ju
−1), (2.9)

U ∼
K∑
k=1

ẇkfG

(
νk
2 ,

νk
2

)
. (2.10)

A representação estocástica para o modelo proposto é baseada na representação
da classe SMN apresentada na Seção 1.1.1. A prova da equivalência para (2.1) e sua
forma hierárquica em (2.9)-(2.10), encontra-se no Apêndice A. O modelo proposto pode
ser justificado da seguinte maneira:

(i) A mistura a nível J tem como objetivo modelar unicamente o comportamento
multimodal e/ou assimétrico dos dados. Ao propor a mistura neste nível é bem
razoável fixar o número de componentes baseado em uma análise empírica do
histograma dos dados;

(ii) A modelagem separada da cauda evita uma superparametrização devido à neces-
sidade de várias componentes de moda;

(iii) Misturar K graus de liberdade distintos, sendo livres para escolher os pesos, fle-
xibiliza o modelo no sentido de capturar distintas e variadas estruturas de cauda;

(iv) A estrutura de cauda na abordagem proposta é estimada através dos pesos da
mistura em K, sem que haja a necessidade de se estimar o parâmetro ν. Neste
sentido, o aumento de K penaliza pouco o modelo e o fato dos ν’s serem fixos
evita problemas de estimação com este parâmetro;

(v) Na Seção 1.1.3 do capítulo anterior foi mostrado que com escolhas razoáveis dos
ν’s, é possível aproximar bem uma variedade de estruturas de cauda.

Uma das vantagens da abordagem proposta está na flexibilidade do modelo em
capturar as diferentes estruturas presentes nos dados sem que haja sub ou sobrepara-
metrização do modelo nem problemas na estimação de determinado parâmetro. Além
disso, a ideia de inserir uma mistura de distribuições gama para os Ui’s em (2.10) tem
como objetivo dar uma característica não-paramétrica ao modelo, uma vez que escolhas
particulares desta distribuição levam a casos específicos da distribuição marginal de Y ,
como discutido na Seção 1.1.1. Outra vantagem é que a classe de modelos proposta é
bastante geral e engloba como casos particulares os modelos de mistura baseados em
componentes t de Student existentes na literatura, ou seja:
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1. Se J = K = 1 então Y ∼ T (µ, σ2, ν);

2. Se J = 1 e K ≥ 2 então Y ∼
K∑
k=1

ẇkT (µ, σ2, νk);

3. Se J ≥ 2 e K = 1 então Y ∼
J∑
j=1

wjT (µj, σ2
j , ν), onde ν1 = . . . νJ = ν;

4. Se J = K ≥ 2 com ẇ = (ẇ1, . . . , ẇJ)> = 1J×K , onde 1J×K é uma matriz

identidade, então Y ∼
J∑
j=1

wjT (µj, σ2
j , νj);

5. Se J ≥ 2 e K ≥ 2 com J = K (ou J 6= K) e ẇ 6= 1J×K , então Y segue de (2.1).

Uma vez que a classe geral apresentada em (2.1) considera uma mistura finita
com componentes t de Student em sua estrutura, é possível então fazer uso dos re-
sultados existentes relacionados a este modelo. Como mencionado na subseção 1.1.2.1,
Holzmann et al. (2006) mostraram que misturas finitas de distribuições t de Student
são identificáveis. Sendo assim, o modelo teórico proposto neste trabalho carrega esta
propriedade.

2.3 Inferência Bayesiana

A inferência para o modelo proposto em (2.2)-(2.8) será realizada via MCMC,
mais especificamente, via Gibbs Sampling. Desta maneira, obtém-se uma amostra ade-
quada da distribuição a posteriori de todas as componentes desconhecidas do modelo.

O seguinte esquema de blocagem será assumido para o Gibbs:

(w, ẇj), (U ,Z, Ż), (µ,σ2), (2.11)

onde Z = (Z1, . . . ,Zn)> e Ż = (Ż1j , . . . , Żnj)> são matrizes de dimensão n × J e
n×K, respectivamente.

A blocagem escolhida em (2.11) visa minimizar o número de blocos para os quais
a amostragem direto da condicional completa ainda é possível. Quanto menor o número
de blocos, menor será a autocorrelação da cadeia e mais rápida a sua convergência.

As distribuições condicionais completas de todos os blocos são derivadas a partir
da densidade conjunta de todos os componentes do modelo, que é dada por:

π(Y ,U ,Z, Ż,w, ẇ,µ,σ2,ν) ∝ π(Y |Z,U ,µ,σ2)π(U |Z, Ż,ν)π(Ż|Z, ẇj)π(Z|w)×

×π(w)π(ẇ)π(µ,σ2). (2.12)
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É possível amostrar diretamente de todas as condicionais completas. Detalhes
sobre cada condicional completa podem ser vistos no Apêndice B. Na subseção a seguir
serão abordados alguns aspectos práticos referentes à implementação computacional da
metodologia proposta.

2.3.1 Aspectos Computacionais

O MCMC proposto requer certo cuidado em alguns aspectos, de forma a garantir
sua eficiência. Para isso foram adotadas algumas estratégias que serão descritas a seguir.

Para inicializar os vetores w, µ e σ2 será utilizado o pacote mixsmsn (PRATES

et al., 2013), que implementa rotinas para estimação por máxima verossimilhança, via
algoritmo EM, em modelos de mistura finita com componentes pertencendo à classe
SMSN. A matriz de pesos ẇ será inicializada assumindo que todos os seus elementos
possuem probabilidade 1/K. A inicialização do vetor Ui será feita pela distribuição
a priori, dado a grade previamente definida para ν. Os valores assumidos para os
hiperparâmetros das distribuições a priori de µ e σ2 serão µ0 = Ȳ , τ = 0.005, α̇ = 1 e
β̇ = 1.5, respectivamente. Já o valor do hiperparâmetro α nas distribuições a priori de
w e ẇ será assumido igual a 1.

Por questões de custo computacional, guardamos apenas a média das variáveis
indicadoras para calcular os respectivos pesos a posteriori.

Dentro do esquema de blocagem assumido em (2.11), o passo mais complexo é o
que amostra do bloco (U ,Z, Ż). A estratégia utilizada para amostrar de π(U ,Z, Ż|·)
foi utilizar a seguinte fatoração:

π(U ,Z, Ż|·) ∝ π(U |Z, Ż,ν)π(Ż|Z, ẇj)π(Z|w).

A fatoração acima sugere o seguinte esquema de amostragem:

i. Obtém-se uma amostra da condicional completa de (Z|·);

ii. Em seguida, amostra-se da condicional completa de (Ż|·);

iii. Por fim, amostramos da condicional completa de (U |·).

O algoritmo a seguir sumariza o MCMC proposto.
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ALGORITMO

1. Inicialize o algoritmo escolhendo w(0), ẇj
(0),µj

(0),σj
2(0) e U

(0)
i , para

i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , J, k = 1, . . . ,K.

2. Para m = 1, 2, . . . ,M:

(2.1) Para i = 1, . . . , n, gere:

Z
(m)
i ∼Mult(1, p̃i1, . . . , p̃iJ),

Ż
(m)
i ∼Mult(1, pij1, . . . , pijK), ∀j = 1, . . . , J

(2.2) Gere w(m) e ẇj
(m) de:

(w|·) ∼ Dir (α1 + n1, . . . , αJ + nJ) ,

(ẇj |·) ∼ Dir (α̇j1 + nj1, . . . , α̇jK + njK) , ∀j = 1, . . . , J

(2.3) Gere (Ui|·)(m) de π(Ui|·) ∼ G
(
νk+1

2 , νk2 + (yi−µj)2

2σ2
j γk

)
,

∀i = 1, . . . , njk e ∀k = 1, . . . ,K;

(2.4) Para j = 1, . . . , J, gere (µ(m)
j , σ

2(m)
j |·) ∼ NGI(µ∗0, τ∗, α∗, β̇∗) da

seguinte maneira:

(σ2|·) ∼ GI
(
α∗, β̇∗

)
,

(µ|·) ∼ N
(
µ∗0,

σ2

τ∗

)
.

Para evitar o problema de label-switching, a geração deste passo é

feita via rejection sampling. Enquanto o vetor de médias gerado não

estiver ordenado, o algoritmo irá rejeitá-lo e continuará amostrando

da condicional acima.
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2.4 Extensão para modelos de regressão linear com
misturas nos erros

A literatura sobre estimação de densidades e modelagem de populações hete-
rogêneas utilizando modelos de misturas finitas já é bastante consolidada. Por outro
lado, um grande número de aplicações buscam relacionar uma variável aleatória Y de
interesse com um conjunto de covariáveis com o intuito de investigar a relação entre
variáveis provenientes de vários grupos latentes homogêneos desconhecidos.

Uma extensão natural de ummodelo independente e identicamente distribuído de
misturas seria considerar um conjunto de covariáveis para modelar linearmente a média.
Tal extensão, no entanto, pode não ser suficiente para explicar a heterogeneidade dos
dados. Uma solução é considerar uma mistura finita para modelar os erros do modelo de
regressão. Com a mistura nos erros é possível capturar o efeito de regressores categóricos
relevantes que, por algum motivo, não foram considerados no modelo.

Os primeiros trabalhos nesta direção foram propostos por Bartolucci e Scac-
cia (2005) e Soffritti e Galimberti (2011), que consideraram o problema no contexto
univariado e multivariado, respectivamente, e assumiram uma mistura de distribuições
normais para modelar os erros do modelo de regressão. Uma abordagem mais flexível
e que permite modelar dados que apresentam observações atípicas e caudas pesadas
foi apresentada por Galimberti e Soffritti (2014). Os autores propuseram uma mistura
finita de distribuições t de Student multivariadas para modelar os erros. Mais recente-
mente, Benites et al. (2016) consideraram que a distribuição dos erros pertence à classe
SMSN. Ambos os trabalhos fizeram inferência do modelo por máxima verossimilhança,
via algoritmo EM.

Como extensão do modelo de mistura proposto na Seção 2.2, assumiremos um
regressor linear para modelar a média da variável resposta e nosso modelo de mistura
apresentado em (2.1) para modelar os erros do modelo de regressão.

Definição 2.4.1 : Seja Y um vetor n× 1 de variáveis resposta, X uma matriz de va-
riáveis explicativas de dimensão n×p e β = (β1, . . . , βp)> um vetor p×1 de coeficientes
da regressão. A extensão proposta para o modelo de regressão é definida como:

Yi = µ∗j +X>i β + εi, (2.13)

onde µ∗j = µj + β0, sendo β0 =
J∑
j=1

wjµ
∗
j . Assim, εi ∼

J∑
j=1

wj
K∑
k=1

ẇjkT (µj, σ2
j , νk), para

i = 1, . . . , n.

Para garantir a identificabilidade do modelo, impõe-se que
J∑
j=1

wjµj = 0. O mo-
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delo completo é obtido pelas equações (2.3)-(2.8), fazendo-se Yi = εi. Desta maneira,
dado (2.13), a fdp de Y é dada por:

f(yi) =
J∑
j=1

wj
K∑
k=1

ẇjkfT (yi|µ̃ij, σ2
j , νk), ∀i = 1, . . . , n, (2.14)

where µ̃ij = µ?j +X>i β.

As condicionais completas para a extensão apresentada podem ser vistas no
Apêndice B.
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Capítulo 3

Estudos de Simulação para o
Modelo Proposto

Neste capítulo são apresentados os resultados obtidos em seis estudos de simu-
lação conduzidos sob diferentes configurações de cenários com o objetivo de avaliar a
performance da abordagem proposta na seção 2.2 do capítulo 2. Cada configuração
assumida refere-se a um submodelo contemplado na classe geral de modelos apresen-
tada neste trabalho. Como anteriormente mencionado, a metodologia proposta estima
a estrutura de cauda no modelo de mistura sem precisar estimar o parâmetro de grau
de liberdade e a flexibilidade trazida por essa estratégia será avaliada dentro de cada
um dos estudos realizados. Neste sentido, para todos os estudos de simulação foram
feitas escolhas aleatórias para o vetor de parâmetros ν, objetivando avaliar o impacto
destas escolhas na estimação da estrutura de cauda. Em situações práticas, contudo,
uma possível estratégia para escolher de maneira apropriada o vetor (grade) de ν’s é
utilizar a divergência de Kullback-Liebler (DKL), calculada, neste caso, com base na
densidade da normal em relação a densidade da t de Student para diferentes graus de
liberdade (o pesquisador definirá o ν mínimo e máximo que deseja trabalhar e a partir
desta escolha calculará a DKL para diferentes valores de ν abrangendo o intervalo de
interesse). A grade de interesse seria então definida a partir de uma sequência de valores
que contemplaria a divergência máxima entre as duas densidades e uma divergência mí-
nima (DKL próxima de zero) a partir da qual seria difícil distinguir as duas densidades.
Assim, ao fixar o número de componentes para a mistura em K é possível encontrar
quais valores de ν corresponderiam à sequência gerada pelas divergências mínima e
máxima mencionadas, obtendo-se então a grade de interesse.

Para o primeiro estudo de simulação consideramos que os dados vêm de uma
distribuição t de Student assumindo diferentes graus de liberdade na geração dos dados.
Neste cenário o objetivo geral é mostrar que uma distribuição t com grau de liberdade
arbitrário consegue ser bem aproximada por uma mistura de distribuições t de Student
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com graus de liberdade fixos. No segundo estudo simulado os dados possuem distribuição
unimodal (J = 1) e consideramos uma mistura com K componentes t de Student para
geração dos mesmos. Com este cenário objetivamos comparar o ajuste baseado em uma
t de Student com grau de liberdade estimado, com o modelo que gerou os dados e que
estima a estrutura de cauda com base nos pesos estimados para cada componente da
mistura em K. O terceiro estudo considera que os dados vêm de um modelo de mistura
com componentes t de Student onde os mesmos graus de liberdade são assumidos para
cada componente. Neste estudo comparamos o ajuste do modelo que estima um único ν
(por máxima verossimilhança, via algoritmo EM) com o modelo proposto que estima a
estrutura de cauda a partir dos pesos ẇ. No quarto estudo os dados são gerados a partir
do modelo que considera J 6= K. Para este estudo assumimos que a estrutura de cauda
é diferente para cada moda j. No quinto estudo simulado avaliamos a performance
da extensão proposta no contexto de regressão. Assumimos que os erros do modelo
seguem a distribuição de mistura apresentada neste trabalho. Além dos estudos que
contemplam os submodelos derivados da classe geral, também apresentamos resultados
de um estudo onde avaliamos a flexibilidade do modelo proposto para modelar dados
vindos de uma distribuição assimétrica.

A performance dos modelos será avaliada a partir dos resultados a posteriori
obtidos via MCMC. Para os estudos de 1 a 5 (seções 3.1 a 3.5) foi considerada uma
cadeia de tamanho 100000 onde as primeiras 15000 iterações foram descartadas (burn-
in). O lag utilizado foi definido a partir do tamanho efetivo da amostra (ESS), calculado
com base na log densidade a posteriori do modelo completo. O lag que retornar o maior
ESS será o utilizado. A amostra final a posteriori foi definida levando em consideração
o burn-in e o lag. Todos os estudos foram realizados no software R (R Core Team, 2017).

Um estudo de Monte Carlo (MC) também foi conduzido com o objetivo de definir
uma métrica que nos permitisse avaliar a distância das curvas ajustadas pelos modelos
em relação à curva real (modelo que gerou os dados). A definição da métrica foi baseada
na distância de Kolmogorov-Smirnov (DKS) e para os estudos de simulação das seções
3.2 a 3.4 foram geradas 2500 réplicas de MC para esta distância. Dentro do MC foram
geradas a cada iteração amostras de tamanho n do modelo de interesse. A partir da
amostra obtida calculamos a DKS da seguinte maneira:

DKS = max
i
|F real
i − F emv

i |, (3.1)

onde F real
i representa a fda do modelo que gerou os dados e F emv

i a fda do modelo
que gerou os dados plugando as estimativas de máxima verossimilhança para µ e σ2

calculadas com base no modelo verdadeiro. Como exemplo, se os dados foram gerados
a partir de uma distribuição t de Student com parâmetros µ, σ2 e ν (fixo em todos
os cenários), encontramos as estimativas para estes parâmetros no modelo t. Para os
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demais cenários foi utilizada a mesma ideia.
As curvas ajustadas pelos modelos serão comparadas através do histograma para

a amostra MC da DKS com respectivas bandas de 95% de confiança. Para esta com-
paração a DKS calculada para cada modelo ajustado foi baseada na expressão (3.1),
substituindo a F emv

i pela fda do modelo usado para ajuste. Além da DKS também cal-
culamos a distância de variação total (DVT) que mede a distância entre duas funções
densidade de probabilidade. Para o cálculo desta distância consideramos que:

DV T = 1
2
∑
i

|f emvi − f̂i|.

Os modelos que obtiverem os menores valores para a DKS e a DVT em compa-
ração aos seus respectivos valores reais, serão aqueles com melhor aproximação para a
distribuição que gerou os dados.

3.1 Dados vindos de uma distribuição t de Student

Esta configuração contempla o modelo mais simples dentre todos que serão con-
siderados nos estudos de simulação. Com este estudo objetivamos mostrar que misturas
de distribuições t de Student com graus de liberdade fixos conseguem aproximar bem
distribuições t com qualquer grau de liberdade, como mostrado empiricamente na Seção
1.1.3 do Capítulo 1.

Dois cenários foram assumidos para geração dos dados considerando diferentes
tamanhos de amostra. No primeiro cenário os dados foram gerados a partir de uma
distribuição t de Student com µ = 0, σ2 = 1 e ν = 2. O cenário dois também assumiu
uma distribuição t de Student na geração, no entanto, consideramos µ = 0, σ2 = 1 e
ν = 3. A seguinte mistura de distribuições t de Student foi utilizada para ajuste em
cada cenário e tamanho de amostra considerados:

3∑
k=1

ẇkT (µ, σ2, νk),

onde ν = (1.5, 2.5, 5).

Os resultados a posteriori obtidos para os dois cenários de geração são apre-
sentados nas Tabelas 3.1 e 3.2. A média a posteriori para µ e σ2 é comparada com o
EMV de µ e σ2 no modelo que gerou os dados. Observamos que, em geral, as médias a
posteriori para µ apresentaram resultados próximos do EMV para todos os tamanhos
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de amostra considerados. O efeito do tamanho da amostra nos resultados a posteriori
pode ser observado em relação ao parâmetro σ2. Estes tendem a ter médias a posteriori
similares ao EMV de σ2 para tamanhos de amostra maiores. Constatamos que as proba-
bilidades a posteriori para ẇ atribuem maiores pesos aos graus de liberdade próximos
do verdadeiro. Por exemplo, na Tabela 3.1 observa-se que as maiores probabilidades
são referentes às componentes do modelo de mistura com ν = 1.5 e ν = 2.5. O mesmo
ocorre na Tabela 3.2. Estes resultados corroboram com o estudo empírico apresentado
na Seção 1.1.3 do Capítulo 1, onde mostramos que uma mistura de distribuições t de
Student com grau de liberdade fixos conseguem aproximar bem uma única t com grau
de liberdade arbitrário.

Tabela 3.1: Resultados a posteriori para a mistura de t’s considerando diferentes tama-
nhos amostrais e ν = 2 na geração da t de Student

n EMV µ HPD EMV σ2 HPD ẇ

100 -0.0686 -0.0673 [-0.277, 0.164] 0.6673 0.8527 [0.486, 1.247] (0.243, 0.374, 0.383)

500 -0.0428 -0.0425 [-0.152, 0.076] 1.0270 1.0252 [0.773, 1.270] ( 0.546, 0.297, 0.157)

2500 -0.0486 -0.0493 [-0.097, -0.001] 0.9253 0.9625 [0.852, 1.085] ( 0.456, 0.335, 0.209)

Tabela 3.2: Resultados a posteriori para a mistura de t’s considerando diferentes tama-
nhos amostrais e ν = 3 na geração da t de Student

n EMV µ HPD EMV σ2 HPD ẇ

100 0.1252 0.1248 [-0.164, 0.406] 1.3586 1.3971 [0.860, 1.956] (0.165, 0.345, 0.490)

500 -0.0321 -0.0308 [-0.131, 0.085] 1.0206 1.0179 [0.807, 1.235] (0.156, 0.362, 0.482)

2500 -0.0467 -0.0473 [-0.094, -0.002] 0.9646 0.9858 [0.866,1.101] (0.045, 0.509, 0.446)

Nas Figuras 3.1 e 3.2 é possível observar que a curva ajustada a partir do modelo
de mistura se aproxima da curva real e da baseada no EMV à medida que o tamanho da
amostra aumenta. Resultados para a geração de uma t com grau de liberdade 4 podem
ser vistos no Apêndice C.
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Figura 3.1: Comparação entre as curvas verdadeira, baseada no EMV e no modelo
ajustado quando (a) n=100; (b) n=500 e (c) n= 2500.

Figura 3.2: Comparação entre as curvas verdadeira, baseada no EMV e no modelo
ajustado quando (a) n=100; (b) n=500 e (c) n= 2500.
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3.2 Dados vindos de uma mistura de distribuições
t de Student unimodal

Nesta configuração a distribuição dos dados é unimodal (J = 1) e os geramos
a partir de uma mistura com K componentes t de Student assumindo ν’s diferentes
para cada componente. Neste cenário a estrutura de cauda é estimada com base nos
pesos a posteriori obtidos para cada componente da mistura em K. Para o ajuste do
modelo de mistura assumimos duas estruturas diferentes para a cauda da distribuição
com o intuito de avaliar a capacidade do modelo em identificar a verdadeira estrutura
de cauda.

Para geração dos dados consideramos uma amostra de tamanho 2500 com µ = 0,
σ2 = 1, ν = (2.5, 4) e ẇ = (0.5, 0.5). Os modelos assumidos para ajuste foram:

A. única t de Student estimando ν por máxima verossimilhança;

B. Modelo proposto com K = 2 e ν verdadeiro;

C. Modelo proposto com K = 2 e ν = (2.1, 5);

D. Modelo proposto com K = 3 e ν = (1.8, 3.5, 6).

A Tabela 3.3 traz os resultados a posteriori para os modelos ajustados. Em todos
os modelos ajustados as médias a posteriori para µ e σ2 são comparadas com os EMV’s
de µ e σ2 no modelo que gerou os dados. Os respectivos EMV’s foram calculados fixando
ν e ẇ em seus valores reais. Observamos que em todos os quatro ajustes a média a
posteriori de µ coincidiu com o EMV. Para o parâmetro σ2 nos modelos B, C e D,
notamos que seus respectivos intervalos HPD contêm o verdadeiro valor. Em relação às
probabilidades a posteriori para ẇ nos modelos onde assumimos estruturas diferentes
para o vetor de ν’s, é possível observar que a estrutura de cauda foi estimada de maneira
satisfatória. O modelo D, por exemplo, atribuiu maiores probabilidades às duas últimas
componentes da mistura que se referem aos valores 3.5 e 6 no vetor de ν’s, e estes
valores são os que mais se aproximam do ν real.

Tabela 3.3: Resultados a posteriori∗ para uma mistura de distribuições t de Student
com K = 2

Modelos EMV µ HPD EMV σ2 HPD ẇ DVT
A 0.021 - 1.016 - - 0.0072
B 0.021 0.021 [-0.029, 0.070] 1.033 1.025 [0.919, 1.124] (0.546, 0.454) 0.0016
C 0.021 [-0.026, 0.069] 1.058 [0.946, 1.166] (0.403, 0.597) 0.0058
D 0.021 [-0.031, 0.066] 1.059 [0.954, 1.169] (0.193, 0.571, 0.236) 0.0047

DV Treal = 0.0098 ∗exceto para o modelo A.

Na Figura 3.3 observamos que apenas o modelo C apresentou um ajuste da curva
diferente dos demais. Ao compará-lo com os modelos B e D, nota-se que ele possui a
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maior DVT em relação aos demais modelos. Vale ressaltar que dos quatro modelos
ajustados, o modelo A foi o que apresentou a maior DVT em relação à densidade que
gerou os dados. A Figura 3.4 apresenta o histograma referente à amostra de Monte
Carlo para a distância de Kolmogorov-Smirnov. É possível observar que os modelos
B e C são os que apresentam as menores DKS’s em relação ao valor real (verde). No
Apêndice C encontram-se resultados complementares deste estudo para os tamanhos de
amostra 500 e 1000. A função de autocorrelação e traço para a cadeia da log densidade
a posteriori do modelo C podem ser vistas no Apêndice D.

Figura 3.3: Histograma com o verdadeiro modelo usado para gerar os dados e curvas
para diferentes ajustes considerando uma amostra de tamanho 2500.

Figura 3.4: Histograma para uma amostra Monte Carlo de tamanho 2500 da distância
de Kolmogorov-Smirnov entre a função de distribuição real e a baseada no EMV do
modelo verdadeiro, com bandas de 95% de confiança (cinza) e DKS’s calculadas para
diferentes modelos ajustados.
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3.3 Dados vindos de uma mistura usual de distri-
buições t de Student

Para esta configuração os dados foram gerados a partir de uma mistura de dis-
tribuições t de Student considerando ν’s iguais para cada componente da mistura. Esta
subclasse de modelos (J ≥ 2, K = 1) é usualmente assumida nos trabalhos que utili-
zam mistura de distribuições t de Student em decorrência dos problemas enfrentados
na estimação do parâmetro de grau de liberdade.

Para geração dos dados consideramos uma amostra de tamanho 2500 com J = 2,
K = 1, µ = (−1, 2.5), σ2 = (1, 0.75), ν = 2.5 e w = (0.65, 0.35). Os seguintes modelos
foram utilizados para ajuste:

A. Mistura com componentes t de Student estimando ν1 = ν2 = ν (pacote mixsmsn);

B. Modelo proposto com J = 2, K = 2 e ν = (1.9, 4);

C. Modelo proposto com J = 2, K = 3 e ν = (2.1, 3.5, 5).

Os resultados a posteriori apresentados na Tabela 3.4 sugerem que os modelos
B e C conseguiram ajustar de maneira satisfatória a estrutura adotada na geração
dos dados. Os resultados a posteriori para µ e σ2 são comparadas com os respectivos
EMV’s de µ e σ2, calculados com base no modelo que gerou os dados. Observa-se que
as médias a posteriori para µ e σ2 foram similares às estimativas obtidas no modelo
A, que ajustou o modelo verdadeiro e estimou ν = 2.67. Ao avaliar as probabilidades a
posteriori para ẇ, observa-se que na primeira moda a maior probabilidade foi atribuída
a ν = 4 no modelo B e ν = 3 e 5 no modelo C. Para a segunda moda as probabilidades
invertem e os maiores pesos são atribuídos aos graus de liberdade menores.

Tabela 3.4: Resultados a posteriori para a mistura de t de Student com J = 2 e K = 1
e tamanho de amostra 2500

Modelos EMV µ HPD EMV σ2 HPD w ẇ DVT
A -1.040 - 1.047 - 0.639 - 0.0071

2.522 - 0.793 - 0.361 -
B -1.023 -1.043 [-1.131, -0.968] 1.067 1.132 [0.975, 1.281] 0.633 (0.153, 0.847) 0.0113

2.526 2.528 [ 2.432, 2.619] 0.738 0.776 [0.610, 0.945] 0.367 (0.665, 0.335)
C -1.046 [-1.118, -0.959] 1.125 [0.967, 1.279] 0.635 (0.258, 0.372, 0.370) 0.0128

2.526 [ 2.428, 2.616] 0.812 [0.640, 0.986] 0.365 (0.600, 0.214, 0.186)
DV Treal = 0.0126

A curva ajustada em todos os modelos forneceu uma boa aproximação dos da-
dos, no entanto o modelo A foi o que apresentou a menor DVT em relação à verdadeira
distribuição que gerou os dados. Este resultado era esperado, uma vez que este modelo
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ajustou a mesma estrutura considerada na geração dos dados (Figura 3.5). Em con-
trapartida, ao avaliarmos o histograma da amostra MC para a DKS, observa-se que
os modelos B e C são o que mais se aproximam da DKS real (verde), como mostra a
Figura 3.6.

Figura 3.5: Histograma com o verdadeiro modelo usado para gerar os dados e curvas
para diferentes ajustes considerando uma amostra de tamanho 2500.

Figura 3.6: Histograma para uma amostra Monte Carlo de tamanho 2500 da distância
de Kolmogorov-Smirnov (DKS) entre a função de distribuição real e a baseada no EMV
para o modelo proposto, com bandas de 95% de confiança (cinza) e DKS’s calculadas
para diferentes modelos ajustados.

A função de autocorrelação e traço para a cadeia da log densidade a posteriori
do modelo B podem ser vistas no Apêndice D.
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3.4 Dados vindos da mistura de distribuições t de
Student proposta

Para esta configuração assumimos que a estrutura de cauda pode ser modelada
por uma mistura de K componentes, como definido na Seção 2.2 do Capítulo anterior.
Neste caso, ao invés de considerar que a estrutura em cada moda j possui o mesmo com-
portamento, sugerimos que pode existir uma diferença entre eles, e portanto é plausível
modelar tal comportamento separadamente para cada moda. Com este intuito, uma
amostra de tamanho 2500 foi gerada, considerando J = 2, K = 2, µ = (−1, 2.5),

σ2 = (1, 0.75), ν = (2.3, 3.5), w = (0.65, 0.35) e ẇ =
 0.65 0.35

0.35 0.65

. Como forma de

avaliar se diferentes escolhas para a grade de ν’s influenciam nas médias a posteriori,
consideramos os seguintes modelos para ajuste:

A. Mistura de t’s de Student estimando ν1 = ν2 = ν (pacote mixsmsn);

B. Modelo proposto com K = 2 e ν verdadeiro;

C. Modelo proposto com K = 2 e ν = (2.1, 4.5);

D. Modelo proposto com K = 3 e ν = (1.9, 3, 5).

A Tabela 3.5 apresenta os resultados a posteriori obtidos. O Modelo A estimou o
parâmetro ν = 2.36. Em relação aos modelos B, C e D observa-se que todos os intervalos
HPD contêm o valor real de µ e σ2. Além disso, nota-se que a escolha dos grid’s para
ν nos modelos C e D não afetou os resultados, que apresentaram médias a posteriori
para µ e σ2 bem próximas aos seus respectivos EMV’s (calculado com base no modelo
verdadeiro). As probabilidades a posteriori para o peso w apresentaram estimativas
próximas dos valores reais. Em relação ao peso ẇ, observamos que as grades utilizadas
nos modelos C e D conseguiram capturar a estrutura de cauda utilizada na geração dos
dados. Para o modelo C as probabilidades a posteriori foram maiores quando ν = 2.1,
enquanto que no modelo D, ν = 1.9 e 3 apresentaram as maiores probabilidades. Estes
resultados são condizentes com as probabilidades obtidas no modelo B, onde o modelo
verdadeiro foi ajustado. Resultados para amostras de tamanho 500 e 1000 podem ser
vistos no Apêndice C, onde avaliamos se o tamanho da amostra influencia nos resultados
a posteriori.
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Tabela 3.5: Resultados a posteriori para o modelo proposto considerando tamanho de
amostra 2500

Modelos EMV µ HPD EMV σ2 HPD w ẇ DVT

A -1.014 - 0.961 - 0.631 - 0.0153

2.443 - 0.826 - 0.369 -

B -0.996 -0.996 [-1.065, -0.916] 1.047 1.015 [0.883, 1.178] 0.643 (0.730, 0.270) 0.0057

2.499 2.481 [2.390, 2.572] 0.740 0.747 [0.577, 0.904] 0.357 (0.799, 0.201)

C -0.995 [-1.071, -0.915] 1.024 [0.875, 1.195] 0.640 (0.629, 0.371) 0.0066

2.481 [2.389, 2.575] 0.721 [0.576, 0.902] 0.360 (0.839, 0.161)

D -0.995 [-1.075, -0.922] 1.031 [0.857, 1.180] 0.639 (0.396, 0.321, 0.283) 0.0068

2.481 [2.384, 2.567] 0.725 [0.554, 0.886] 0.361 (0.628, 0.238, 0.134)

DV Treal = 0.00634

A Figura 3.7 apresenta o histograma dos dados com a curva real e seus respectivos
ajustes. Observa-se que os mesmos foram bem similares. Através do histograma para
a distância de Kolmogorov-Smirnov é possível verificar que as menores distâncias em
relação à distância real são para os modelos B e C (Figura 3.8). Este resultado corrobora
com os valores encontrados para a DVT. O traço para a cadeia da log densidade a
posteriori no modelo C sugere que houve convergência da cadeia (ver Apêndice D).

Figura 3.7: Histograma para o modelo usado na geração dos dados e curvas para dife-
rentes ajustes considerando uma amostra de tamanho 2500.
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Figura 3.8: Histograma para uma amostra Monte Carlo de tamanho 2500 Monte Carlo
da distância de Kolmogorov-Smirnov entre a função de distribuição real e a baseada
no EMV para o modelo verdadeiro, com bandas de 99% de confiança (cinza) e DKS’s
calculadas para diferentes modelos ajustados.

3.5 Modelo de regressão com misturas nos erros

Os estudos de simulação conduzidos nesta seção tiveram como objetivo avaliar
a performance da extensão proposta no contexto onde os erros do modelo de regressão
seguem a mistura de distribuições apresentada neste trabalho. Para este cenário foram
geradas amostras de tamanho 2500. Resultados com tamanhos amostrais 500 e 1000
podem ser vistos no Apêndice C, onde avaliamos o impacto do tamanho amostral nos
resultados a posteriori obtidos.

i) Erros com distribuição bimodal

Para este cenário assumimos que os erros do modelo de regressão possuem uma
distribuição bimodal. Os erros foram gerados supondo J = 2, K = 2, σ2 = (1, 0.75),

ν = (2.3, 3.5), w = (0.65, 0.35), ẇ =
 0.65 0.35

0.35 0.65

 e µ = (−1.88, 3.5). Consideramos

um modelo com 2 variáveis explicativas, sendo X1 ∼ N (0, 1) e X2 ∼ Ber(0.6), com
β0 = 1 e β = (−2, 1). Como consequência dos valores escolhidos para µ e β0, temos que
µ∗ = (−0.88, 4.5). Vale ressaltar que os valores para w e µ foram escolhidos de forma

que a
2∑
j=1

wjµj = 0.

Como forma de avaliar se a grade escolhido para ν afeta os resultados a posteriori,
assumimos 3 diferentes modelos para ajuste. Os modelos ajustados foram:
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A. J = K = 2 com ν verdadeiro;

B. J = K = 2 com ν = (2.05, 4.5);

C. J = 2, K = 3 com ν = (1.9, 3, 5).

A Figura 3.9 apresenta o histograma dos erros com a curva real e as ajustadas.
Observa-se que não há diferença substancial na estimação da densidade para os três
modelos ajustados. As curvas ajustadas conseguem acompanhar bem o comportamento
da curva real. A função de autocorrelação e o traço para a cadeia da log densidade a
posteriori no modelo B podem ser vistos no Apêndice D.

Figura 3.9: Histograma dos erros baseado no modelo verdadeiro com a curva real e as
respectivas curvas ajustadas para a amostra de tamanho 2500 e J = 2.

Na Tabela 3.6 apresentamos os resultados a posteriori obtidos para cada um
dos parâmetros com seus respectivos intervalos de alta densidade a posteriori (HPD)
considerando 95% de probabilidade. Observa-se que as médias a posteriori para µ,
µ∗, σ2 e β foram similares para os três modelos ajustados, e similares aos valores
reais. Os intervalos HPD incluem os valores verdadeiros, exceto o parâmetro β0 que
apresentou média a posteriori superior ao valor real nos três modelos. No modelo B
as probabilidades a posteriori para ẇj na primeira moda são próximas dos valores
reais. Já na segunda moda é dado maior peso para ν = 2.05. No modelo C a maior
probabilidade a posteriori foi dada para ν = 3 na moda 1 e para ν = 1.9 na moda 2.
Embora os modelos B e C assumam estruturas diferentes para a cauda, os resultados
obtidos são próximos do modelo A que ajustou a estrutura verdadeira. Além disso, os
pesos a posteriori estimados para cada valor de ν indicam que os modelos foram capaz
de identificar o valor de ν mais próximo do real.
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ẇ

A
-1

.9
38

[-2
.0

01
,-

1.
87

2]
-0

.8
19

[-0
.9

17
,-

0.
73

0]
0.

99
7

[0
.8

68
,1

.1
26

]
1.

12
0

[1
.0

33
,1

.2
04

]
-2

.0
22

[-
2.

08
3,

-1
.9

64
]

0.
63

8
(0

.5
58

,0
.4

42
)

3.
41

1
[3

.3
30

,3
.4

95
]

4.
53

1
[4

.4
31

,4
.6

26
]

0.
70

2
[0

.5
85

,0
.8

28
]

0.
99

7
[0

.8
84

,1
.1

05
]

0.
36

2
(0

.7
27

,0
.2

73
)

B
-1

.9
45

[-2
.0

13
,-

1.
87

7]
-0

.8
22

[-0
.9

17
,-

0.
73

4]
1.

01
5

[0
.8

62
,1

.1
46

]
1.

12
2

[1
.0

33
,1

.2
04

]
-2

.0
25

[-2
.0

84
,-

1.
96

7]
0.

63
6

(0
.4

89
,0

.5
11

)
3.

40
1

[3
.3

15
,3

.4
87

]
4.

52
3

[4
.4

28
,4

.6
24

]
0.

69
3

[0
.5

73
,0

.8
28

]
1.

00
2

[0
.8

94
,1

.1
13

]
0.

36
4

(0
.7

10
,0

.2
90

)
C

-1
.9

47
[-2

.0
17

,-
1.

88
3]

-0
.8

22
[-0

.9
20

,-
0.

73
8]

1.
02

1
[0

.8
97

,1
.1

53
]

1.
12

4
[1

.0
39

,1
.2

13
]

-2
.0

25
[-2

.0
80

,-
1.

96
3]

0.
63

6
(0

.2
55

,0
.4

63
,0

.2
82

)
3.

40
1

[3
.3

21
,3

.4
91

]
4.

52
5

[4
.4

25
,4

.6
24

]
0.

70
5

[0
.5

80
,0

.8
39

]
1.

00
3

[0
.8

91
,1

.1
14

]
0.

36
4

(0
.5

03
,0

.2
91

,0
.2

06
)

42



3.5 CAPÍTULO 3. ESTUDOS DE SIMULAÇÃO PARA O MODELO PROPOSTO

ii) Erros com distribuição trimodal

Neste cenário assumimos que os erros do modelo de regressão possuem uma dis-
tribuição trimodal. Os erros foram gerados supondo J = 3, K = 2, σ2 = (1, 0.81, 0.64),

ν = (2.5, 5), w = (0.5, 0.35, 0.15), ẇ =
 0.5 0.5

0.5 0.5

 e µ = (−1.33, 1, 5). Considera-

mos um modelo com 2 variáveis explicativas, sendo X1 ∼ N (0, 1) e X2 ∼ U(0, 1), com
β0 = 1 e β = (−2, 1). Como consequência dos valores escolhidos para µ e β0, temos que
µ∗ = (−0.33, 2, 6). Lembrando que os valores para w e µ foram escolhidos de forma

que a
3∑
j=1

wjµj = 0.

Assim como na configuração anterior, assumimos 3 diferentes modelos para
ajuste. Como consideramos na matriz de pesos ẇ que cada valor de ν contribui com
igual proporção em cada moda, esperamos que os modelos B e C sejam capazes de
identificar qual estrutura de cauda é mais representativa em cada moda. Os modelos
ajustados foram:

A. J = K = 2 com ν verdadeiro;

B. J = K = 2 com ν = (2.05, 6);

C. J = 2, K = 3 com ν = (1.9, 3, 8).

Na Tabela 3.10 apresentamos os resultados a posteriori obtidos para cada um dos
parâmetros com seus respectivos intervalos HPD considerando 95% de probabilidade.
Como os resíduos apresentam duas modas relativamente próximas, isso pode causar
certo confundimento na classificação e como consequência nas médias a posteriori dos
parâmetros, em especial para o parâmetro µ. É possível observar que os itervalos HPD
para µ não incluem os valores reais deste parâmetro. Uma possível explicação é que
este parâmetro sofre influência de β0, que também apresentou médias a posteriori supe-
restimadas e também não incluiu o valor real em seu intervalo HPD. As probabilidades
a posteriori para o vetor de pesos w foram bem estimadas. Em relação às probabili-
dades a posteriori para ẇ, nota-se que para os modelos B e C conseguiram capturar a
estrutura de cauda, dando maiores pesos aos valores de ν que mais se aproximam dos
valores reais. Estes resultados vão na direção esperada, ou seja, em ambos os modelos a
estrutura de cauda foi satisfatoriamente capturada. Uma observação importante é que
quanto mais refinado for o grid definido para ν, melhores são os resultados obtidos a
posteriori para a estrutura de cauda. No entanto, em termos de aproximação das cur-
vas, nota-se que parece não haver uma substancial diferença nos ajustes, como pode ser
observado na Figura 3.10.
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A função de autocorrelação e o traço para a cadeia da log densidade a posteriori
no modelo B podem ser vistas no Apêndice D.

3.6 Modelando assimetria e caudas pesadas

Nesta seção apresentamos os resultados do estudo de simulação conduzido com
o objetivo de avaliar a eficiência e flexibilidade do modelo proposto em acomodar assi-
metria e caudas pesadas simultaneamente. Para isso consideramos dois cenários onde a
assimetria se faz presente. No primeiro cenário os dados vêm de uma distribuição skew-
t. Para o segundo cenário assumimos que os dados seguem uma mistura de distribuições
skew-t.

A título de comparação, além do modelo proposto consideramos também uma
mistura de normais, mistura de t’s de Student estimando o mesmo ν para todos os
componentes e mistura de t’s de Student estimando ν ′s diferentes, na tentativa de
aproximar a curva da distribuição que gerou os dados. Os modelos baseados em mis-
turas de distribuições t de Student, onde ν é estimado, foram implementados dentro
do MCMC apresentado na Seção 2.3. O parâmetro ν foi amostrado em um passo de
Metropolis-Hastings conforme Gonçalves et al. (2015) e a distribuição a priori adotada
foi a proposta por Martins et al. (2014).

Para comparação dos modelos avaliamos o viés, variância e erro quadrático médio
(EQM) dos resultados a posteriori referentes a esperança e variância de Y nas distri-
buições de mistura utilizadas para ajuste. Como forma de avaliar qual modelo fornece
uma melhor aproximação da curva ajustada globalmente e nas caudas da distribuição
em relação à curva real (distribuição assumida na geração dos dados), foi definida a
seguinte medida percentual de variação entre a densidade real e a densidade estimada
em cada modelo:

D̄ = 1
n

n∑
i=1

∣∣∣∣f reali − f̂i
f reali

∣∣∣∣
O cálculo de D̄ nas caudas da distribuição foi baseado no percentis 1% e 99%.

Apenas valores abaixo do percentil 1% e acima do percentil 99% foram utilizados para
encontrar a medida D̄cauda.

As amostras a posteriori da E(Y ) e Var(Y ) foram geradas a partir do cálculo
destas quantidades para uma distribuição de mistura. Em um modelo de misturas finitas
estas quantidades são dadas respectivamente por:

E(Y ) =
J∑
j=1

wjλj = λmix,
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V ar(Y ) =
J∑
j=1

wj
[
(λj − λmix)2 + ς2

j

]
,

onde λj e ς2
j são respectivamente a média e variância da distribuição assumida na

componente j da mistura.

Cadeias de tamanho 50000 foram geradas e as primeiras 10000 iterações foram
descartadas (burn-in). Como forma de considerar o mesmo tamanho para a amostra
final a posteriori, assumimos o maior lag retornado entre todos os modelos ajustados,
lembrando que o lag é definido a partir do cálculo do tamanho efetivo da amostra.

3.6.1 Dados vindos de uma distribuição skew-t

Para este cenário foram geradas 5000 observações vindas de uma distribuição
Skew-t com µ = 0, σ2 = 1, ν = 2.5 e λ = 1.5. Neste estudo avaliamos a flexibilidade
de se utilizar um modelo de mistura com componentes simétricos para estimação de
densidades que são assimétricas unimodais. Os modelos comparados foram:

A. Mistura de Normais com J = 2, 3;

B. Mistura de t’s J = 2, 3 e estimando ν1 = . . . = νJ = ν;

C. Mistura de t’s J = 2, 3 e estimando ν1 6= . . . 6= νJ ;

D1. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 2 e ν = (2.3, 5) fixo;

D2. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 3 e ν = (2.3, 3, 4) fixo;

D3. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 4 e ν = (2.3, 2.8, 3.5, 5) fixo.

A Tabela 3.8 apresenta os resultados obtidos para este cenário. As quantidades
calculadas com base nos resultados a posteriori para a E(Y ) foram similares em todos
os modelos, o que nos leva a concluir que em média os modelos comparados não diferem
muito. Acreditamos, pelos resultados obtidos, que o impacto maior no viés, variância e
EQM seja para os resultados a posteriori para a V ar(Y ). Observa-se que os modelos D1,
D2 e D3 são os que forneceram os menores EQM’s. Além disso, estes mesmos modelos
são o que possuem as menores distâncias em relação à curva real, tanto globalmente
quanto nas caudas da distribuição, sendo o modelo D1 com J = 2, o que apresentou
a menor distância dentre todos os modelos considerados. É importante ressaltar que
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no modelo proposto a escolha da grade para ν é de extrema importância, uma vez
que uma má escolha pode influenciar no cálculo da variância, fornecendo valores altos
para o EQM. Na prática o ideal é assumir uma grade bem refinada, de maneira que
uma variedade de valores de ν possam ser varridas. Os valores que não contribuírem na
mistura terão as menores estimativas a posteriori para ẇj em cada moda j.

Na Figura 3.11 apresentamos os modelos que forneceram as melhores aproxima-
ções com base nas distâncias D̄ e D̄cauda. É possível observar que os modelos conse-
guem aproximar de maneira satisfatória a verdadeira distribuição que gerou os dados.
Ressalta-se que, quanto maior o tamanho da amostra, melhor a aproximação. No Apên-
dice C apresentamos outros resultados deste estudo quando n = 1000.

Tabela 3.8: viés, variância e erro quadrático médio para a esperança e variância de Y
em diferentes distribuições de mistura quando os dados são gerados de uma distribuição
skew-t

Ê(Y ) ̂V ar(Y )
Modelos vício var EQM vício var EQM D̄ D̄cauda

A
J = 2 0.01398 0.00044 0.00064 -1.07750 0.01766 1.17881 0.850 0.924
J = 3 0.02009 0.00041 0.00081 -1.00801 0.02442 1.04060 0.760 0.856
B

J = 2 -0.15042 0.00027 0.02290 -2.23640 0.00570 5.0072 0.767 0.866
J = 3 -0.00390 0.00028 0.00029 -1.45462 0.01870 2.13472 0.683 0.772
C

J = 2 -0.07566 0.00031 0.00602 -1.75210 0.01481 3.0848 0.740 0.834
J = 3 -0.00183 0.00030 0.00030 -1.42133 0.02104 2.04122 0.676 0.765
D1

J = K = 2 -0.08902 0.00023 0.00816 -0.31350 0.05503 0.15332 0.519 0.581
J = 3, K = 2 -0.01314 0.00025 0.00043 -0.60871 0.13395 0.50448 0.487 0.544

D2
J = 2, K = 3 -0.10052 0.00023 0.01033 -0.56898 0.07150 0.39524 0.572 0.641
J = K = 3 -0.02466 0.00024 0.00085 -0.83921 0.09876 0.80304 0.509 0.569

D3
J = 2, K = 4 -0.07713 0.00025 0.00621 -0.42865 0.09806 0.28181 0.578 0.648
J = 3, K = 4 -0.01709 0.00024 0.00053 -0.90111 0.08782 0.89982 0.521 0.582
E(Y ) = 1.00348 (média amostral: 1.02860); var(Y ) = 3.99303 (variância amostral: 3.36196)
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Figura 3.11: Histograma para 5000 valores gerados a partir de uma Skew-t e seus res-
pectivos ajustes em comparação à densidade real.

3.6.2 Dados vindos de uma mistura de distribuições skew-t

Neste cenário foram geradas 5000 observações vindas de uma mistura de dis-
tribuições Skew-t com µ = (−1, 1), σ2 = (1, 0.81), ν = (2.8, 4), λ = (−1.5, 0.8) e
w = (0.65, 0.35). Ao contrário do estudo anterior onde a distribuição geradora dos da-
dos era unimodal, neste a distribuição é bimodal e estamos interessados em também
avaliar a aproximação da densidade real baseando-se no cálculo das medidas já cita-
das, mas também avaliando quantos componentes são necessários para obter uma boa
aproximação. Os modelos comparados neste estudo foram:

A. Mistura de Normais;

B. Mistura de t’s estimando ν1 = . . . = νJ = ν;

C. Mistura de t’s estimando ν1 6= . . . 6= νJ ;

D1. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 2 e ν = (2.8, 4);

D2. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 2 e ν = (2.3, 5);

D3. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 3 e ν = (2.3, 3.5, 4.5).
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De maneira análoga aos resultados obtidos no cenário anterior, as quantidades
calculadas com base nos resultados a posteriori para a E(Y ) apresentaram resultados
similares, exceto para a mistura de Normais que forneceu o menor EQM em ambos
os ajustes. Para resultados a posteriori da V ar(Y ), o modelo D3 foi o que obteve
os menores EQM’s dentre todos os modelos considerados. Ao avaliar a distância D̄

globalmente e nas caudas, nota-se que os modelos modelos D2 e D3 apresentaram as
menores distâncias, no entanto, o modelo D3 apresentou o menor EQM dentre todos
os modelos considerados para ajuste. Desta maneira, o modelo D2 foi o que forneceu
um melhor ajuste, além das menores distâncias (global e nas caudas).

Tabela 3.9: viés, variância e erro quadrático médio para a esperança e variância de Y
em diferentes distribuições de mistura quando os dados são gerados de uma mistura de
skew-t.

Ê(Y ) ̂V ar(Y )
Modelos vício var (10−2) EQM (10−2) vício var (10−2) EQM (10−2) D̄ D̄cauda

A
J = 2 0.047 0.070 0.290 -0.657 0.660 43.880 0.550 0.601
J = 5 0.028 0.030 0.110 -0.282 2.520 10.450 0.415 0.581
B

J = 2 0.104 0.030 0.110 0.227 24.090 29.270 0.275 0.349
J = 3 0.065 0.030 0.460 -0.550 2.900 33.170 0.311 0.433
C

J = 2 0.098 0.030 0.990 0.276 31.340 38.960 0.259 0.325
J = 3 0.057 0.040 0.350 -0.661 1.740 45.470 0.359 0.501
D1

J = K = 2 0.095 0.030 0.940 -0.474 1.070 23.490 0.319 0.411
J = 3,K = 2 0.065 0.030 0.450 -0.476 2.060 24.750 0.268 0.368

D2
J = K = 2 0.089 0.030 0.830 1.343 4.800 185.230 0.154 0.167
J = 3,K = 2 0.062 0.020 0.410 0.555 12.230 43.070 1.619 1.864

D3
J = 2, K = 3 0.094 0.030 0.920 0.110 2.190 3.410 0.157 0.176
J = K = 3 0.065 0.030 0.450 -0.233 4.840 10.270 0.219 0.297
E(Y ) = −0.718 (média amostral:-0.706 ); var(Y ) = 4.947 (variância amostral: 4.884)

A Figura 3.12 apresenta o histograma com as curvas ajustadas tomando como
base os modelos que forneceram menor EQM e distância D̄. Observamos que a curva
referente ao ajuste da mistura de normais obteve uma melhor aproximação em com-
paração aos demais modelos, no entanto vale ressaltar que foram necessários cinco
componentes para conseguir uma boa aproximação da curva.
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Figura 3.12: Histograma para 5000 valores gerados a partir de uma mistura de Skew-t
e seus respectivos ajustes em comparação à densidade real (azul)

A partir dos cinco estudos de simulação discutidos neste capítulo é possível
observar a flexibilidade da modelagem proposta em acomodar simultaneamente dados
com multimodalidade, assimetria e caudas pesadas. Para o último estudo de simulação
apresentado nota-se que a flexibilidade apresentada pela abordagem proposta é similar
à mistura de distribuições t de Student quando diferentes ν ′s são estimados para cada
componente do modelo, mas com a vantagem de não precisar estimar o parâmetro de
grau de liberdade. Ao varrer, com certa liberdade, o parâmetro ν em uma grade de
valores, estimando a estrutura de cauda através dos pesos ẇ, evitamos problemas de
estimação com este parâmetro. Além disso, existe ainda a versatilidade de poder assumir
mais de um ν para modelar a estrutura de cauda em cada moda, o que é ainda mais
plausível quando há, por exemplo, assimetria nos dados.

É importante destacar que diferentes escolhas para ν foram consideradas e em
todas elas os resultados obtidos foram muito similares entre os modelos, que não sofre-
ram impacto da grade assumida. No entanto, ressalta-se que em situações práticas o
pesquisador não precisará fazer escolhas aleatórias para a grade. Ao fixar o número de
componentes da mistura em K (não havendo, segundo resultados obtidos nas simula-
ções, a necessidade de assumir K > 5), recomendamos utilizar a estratégia mencionada
no início deste capítulo, que utiliza a divergência de Kullback-Liebler para definição de
uma grade adequada.
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Capítulo 4

Aplicações a dados reais

Neste capítulo quatro conjuntos de dados são explorados. Para os dois primeiros
conjuntos de dados será utilizada a metodologia proposta na Seção 2.2, para dados
independentes e identicamente distribuídos, enquanto que os demais serão aplicados
no contexto de regressão. Nas duas primeiras aplicações a metodologia proposta será
comparada com os modelos de mistura finita assumindo componentes normais e t de
Student existentes na literatura. Nas aplicações em regressão a extensão proposta será
comparada com os modelos propostos por Bartolucci e Scaccia (2005) e Galimberti
e Soffritti (2014), que assumem, respectivamente, misturas de distribuições normais
univariadas e misturas de distribuições t de Student para modelar os erros. A classe de
modelos apresentada por Benites et al. (2016), que se baseia na família de mistura de
escala da skew-normal também será utilizada para comparação.

Para obter um melhor desempenho computacional optamos por amostrar o pa-
râmetro µ a partir da distribuição normal truncada, onde cada µj foi truncado em
intervalos complementares que compreendiam o intervalo de variação dos dados. Os
submodelos baseados em misturas de distribuições t de Student, onde o parâmetro ν
é estimado, foram implementados dentro do MCMC apresentado na Seção 2.3. O pa-
râmetro ν foi amostrado em um passo de Metropolis-Hastings. Em todas as aplicações
assumimos diferentes valores para o número de componentes J em cada um dos modelos
considerados para ajuste. A escolha de J dentro de cada modelo foi baseada no DIC
(SPIEGELHALTER et al., 2002), que também foi utilizado para escolher o modelo com
melhor ajuste aos dados. Para o modelo proposto foi fixado K = 5 em todas as aplica-
ções e a grade escolhida foi ν = (2.1, 2.3, 2.6, 3.2, 10), definida com base na estratégia
que utiliza a divergência de Kullback-Liebler apresentada no Capítulo 3.
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4.1 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

4.1 Comprimento de peixes

Conjunto de dados analisado em Titterington et al. (1985), referente ao compri-
mento de 256 peixes. Os dados, disponíveis no pacote bayesmix (GRÜN, 2011), possuem
uma distribuição empírica que sugere a existência de pelo menos quatro modas. Como
mencionado na seção 1.1, uma possível explicação para a multimodalidade é que os
peixes pertencem a diferentes grupos etários. Como a idade do peixe é uma variável
difícil de ser medida, surge aí uma heterogeneidade não-observada que é acomodada
por uma mistura.

A análise descritiva dos dados apontou que o comprimento médio dos peixes é de
6.104 unidades de medida (u.m), com variância amostral igual a 3.614. A mediana dos
dados é 5.625, sendo os comprimentos mínimo e máximo respectivamente iguais 2.875
a 12.625. Vale ressaltar que apenas 2.5% dos peixes possuem comprimento superior a
10.375. Além de várias modas, os dados também apresentam uma leve assimetria na
cauda da direita e algumas observações atípicas, como mostra a Figura 4.1.

Figura 4.1: Histograma e boxplot para o comprimento de 256 peixes

Os seguintes modelos foram considerados para ajuste:

A. Modelo Proposto com J = 3, 4, K = 5 e ν = (2.1, 2.3, 2.6, 3.2, 10) fixo;

B. Mistura de t’s com J = 3, 4 e estimando o mesmo ν ∀j;

C. Mistura de t’s com J = 3, 4 e estimando ν’s diferentes ∀j;

D. Mistura de Normais com J = 3, 4.
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4.1 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

A Tabela 4.1 traz os resultados do DIC para os quatro modelos assumindo J = 3
e 4 no ajuste. Os modelos com J = 3 forneceram os menores DIC’s, sugerindo que para
estes dados é suficiente assumir um modelo de mistura contendo apenas três compo-
nentes. Os resultados obtidos para cada modelo considerando J = 3 são apresentados
na Tabela 4.2.

Tabela 4.1: Critério DIC para diferentes valores de J no ajuste dos modelos A, B, C e
D referentes ao comprimento de 256 peixes.

DIC
Modelo J=3 J=4
A 1056.9 1071.0
B 1086.7 1109.1
C 1060.2 1084.1
D 1107.4 1125.1

A Figura 4.2 traz as curvas ajustadas em cada modelo. Observa-se que o modelos
A, B e C forneceram ajustes similares para as densidades. A mistura de normais pre-
cisaria, em contrapartida, de um número maior de componentes de forma a obter uma
aproximação similar aos demais modelos. Ao comparar os quatro ajustes nas caudas da
distribuição observamos que o modelo A, seguido do modelo C, são os que apresentam
caudas mais pesadas em comparação aos modelos B e D (Figura 4.3).

Figura 4.2: Histograma para a distribuição empírica do comprimento dos peixes com as
curvas ajustadas em cada modelo.
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4.1 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

Figura 4.3: Comportamento de cauda para o comprimento dos peixes com as curvas
ajustadas em cada modelo.

A partir dos resultados obtidos, observa-se que os quatro modelos apresentaram
médias a posteriori para µ bem similares. Em relação às médias a posteriori para
σ2, nota-se que há uma diferença nas estimativas referentes à terceira componente da
mistura, sendo que os modelos B e D foram os que forneceram as maiores médias para
esta componente. O modelo B apresentou estimativa para a média a posteriori de ν em
torno de 15, enquanto que para o modelo C as estimativas a posteriori obtidas para
este parâmetro ficaram entre 3.7 e 3.9 em cada componente. No modelo A nota-se que
a estrutura de cauda estimada a partir do peso ẇ indica que ν = 2.1 contribui com
aproximadamente 17% da mistura em cada moda j. Já ν = 10 contribui com 23%
na primeira moda e respectivamente 23% e 21% na segunda e terceira modas. Estes
resultados sugerem que assumir apenas um ν em cada moda j, ou ainda o mesmo ν
para todo j, pode não ser suficiente para estimar a estrutura de cauda de maneira
satisfatória. As probabilidades a posteriori para w nos modelos A, B e C indicam que
a segunda moda possui o maior peso dentro destes modelos. Este resultado sugere que
há uma concentração maior de peixes dentro desta componente, cuja média a posteriori
para µ foi estimada em 5.2, resultado próximo ao comprimento mediano dos peixes que
é 5.625. O modelo A foi o que apresentou a maior variância a posteriori para Y , no
entanto, ele obteve o menor DIC dentre os quatro modelos comparados, o que sugere
que este modelo forneceu um melhor ajuste dentre todos.
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4.2 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

4.2 Velocidade das galáxias

Conjunto de dados referente à velocidade de 82 galáxias (em milhares de quilô-
metros por segundo) situadas na constelação da Coroa Boreal. Na análise destes dados
o número de componentes é em geral de interesse e pode ser interpretado por teorias
astronômicas. Alguns autores, como Carlin e Chib (1995), Richardson e Green (1997),
Stephens (2000b) e Lee (2010) assumiram uma mistura de distribuições normais com
J = 6 para modelar estes dados.Stephens (2000b) e Lee (2010) também fizeram uma
análise baseada em uma mistura de três distribuições t de Student, assumindo ν = 4
para todas as componentes da mistura. Os dados estão disponíveis no pacote MASS
(RIPLEY et al., 2013).

A análise inicial indicou que as galáxias possuem uma velocidade média de 20.83
milhares de quilômetros por segundo, com mesma variância amostral. Pela Figura 4.4
nota-se que algumas observações foram apontadas como outliers e que os dados possuem
pelo menos quatro modas, sendo duas delas bem separadas das demais.

Figura 4.4: Histograma e boxplot para a velocidade de 86 galáxias.

A título de comparação, os seguintes modelos foram considerados para ajuste:

A. Modelo Proposto com J = 3, 4, K = 5 e ν = (2.1, 2.3, 2.6, 3.2, 10) fixo;

B. Mistura de t’s com J = 3, 4 e estimando o mesmo ν ∀j;

C. Mistura de t’s com J = 3, 4 e estimando ν’s diferentes ∀j;

D. Mistura de Normais com J = 3, 4.
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4.2 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

A Tabela 4.3 traz os resultados do DIC para os quatro modelos assumindo J = 3
e 4 no ajuste. O DIC sugere que J = 4 oferece um melhor ajuste em todos os quatro
modelos considerados. Os resultados obtidos para cada modelo considerando o DIC são
apresentados na Tabela 4.4.

Tabela 4.3: Critério DIC para diferentes valores de J no ajuste dos modelos A, B, C e
D referentes a velocidade das galáxias.

DIC
Modelo J=3 J=4
A 437.9 425.4
B 437.9 434.8
C 471.3 430.0
D 466.8 455.0

A Figura 4.5 traz as curvas ajustadas para cada modelo. Observa-se que A, B e
C possuem ajustes similares e capturaram de maneira satisfatória as quatro modas. O
modelo D, no entanto, forneceu uma aproximação inferior aos demais modelos, suge-
rindo que provavelmente mais componentes seriam necessários na mistura de maneira
a conseguir uma boa aproximação dos dados.

Figura 4.5: Histograma para a distribuição empírica da velocidade de 82 galáxias com
as curvas ajustadas em cada modelo
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4.2 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

Os resultados a posteriori para µ foram similares em todos os modelos. O modelo
B apresentou estimativa para a média a posteriori de ν em torno de 6.4, enquanto que
para o modelo C as estimativas a posteriori obtidas para este parâmetro ficaram entre
3.8 e 4.6. No modelo A as probabilidades a posteriori para o peso ẇ sugerem que
ν = 2.1 contribui com 18% na primeira componente do modelo, enquanto que ν = 10
contribui com 23%. Na segunda e terceira componentes da mistura em j, ν = 10
contribui com 19% da mistura. Estes resultados sugerem que para estimar a estrutura
de cauda de maneira satisfatória em cada moda j, é importante considerar pelo menos
dois ν’s diferentes. Nos quatro modelos ajustados a segunda e terceira modas são as
que possuem as maiores probabilidades a posteriori para o peso w. Observamos que
a variância a posteriori de Y no modelo D foi a menor em comparação aos demais
modelos, no entanto o DIC sugere que o modelo A forneceu um melhor ajuste aos
dados (DIC=425.4).
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4.3 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

4.3 Concentração de hemoglobina em atletas

Conjunto de dados de um estudo biomédico realizado pelo Instituto Australiano
de esportes (AIS). Os dados estão disponíveis no pacote DAAG (MAINDONALD et al., 2015)
e contêm resultados de hemograma, além de algumas medidas antropométricas de 202
atletas. Weisberg (2005) analisou estes dados no contexto de modelos de regressão
linear, enquanto que Galimberti e Soffritti (2014) assumiram uma mistura finita de
distribuições t de Student multivariadas para modelar os erros no modelo de regressão.

Uma análise inicial mostrou que 50.5% dos atletas são do sexo masculino. A
concentração média de hemoglobina é de 14.57g/dl. Entre os homens esta concentração
é em média 15.55 g/dl, enquanto que para as mulheres é em média 13.56 g/dl. Em
relação à contagem de células brancas, os atletas possuem em média 7.11 ×1012 células
por litro. A Figura 4.6(a) representa a distribuição para a concentração de hemoglobina
nos atletas. A partir dela observamos que uma assimetria à esquerda e uma possível
bimodalidade. Um modelo de regressão linear foi ajustado aos dados considerando a
concentração de hemoglobina como variável resposta e a contagem e célula brancas como
variável explicativa. Na Figura 4.6(b) apresentamos os resíduos deste ajuste. Observa-se
que os resíduos possuem um comportamento bimodal e isto pode ser decorrente do efeito
de algum regressor relevante que não foi considerado no modelo. Neste caso o modelo
usual de regressão pode não ser suficiente para explicar a heterogeneidade apresentada.

Figura 4.6: (a) Histograma e boxplot para a concentração de hemoglobina g/dl e (b)
Histograma dos resíduos ordinários para o modelo de regressão linear.

Para esta aplicação assumimos que os erros do modelo de regressão linear são
modelados a partir da mistura proposta na Seção 2.2. Consideramos novamente a con-
centração de hemoglobina em gramas por decalitro (g/dl) como variável resposta e a
contagem de células brancas em 1012 por litro como variável explicativa. A título de
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4.3 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

comparação foram assumidos os seguintes modelos para os erros:

A. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 5 com ν = (2.1, 2.3, 2.6, 3.2, 10) fixo;

B. Mistura de t’s com J = 2, 3 e estimando o mesmo ν ∀j;

C. Mistura de t’s com J = 2, 3 e estimando ν’s diferentes ∀j;

D. Mistura de Normais com J = 2, 3;

E. Mistura de Skew-t’s com J = 2, 3.

A Tabela 4.5 traz os resultados do DIC para os modelos A, B, C e D e do BIC
para o modelo E, assumindo J = 2 e 3 no ajuste. Para os modelos A, B e C o DIC
sugere que J = 3 oferece um melhor ajuste, enquanto que para o modelos D e E o
melhor ajuste seria considerando J = 2 componentes. Os resultados obtidos para cada
modelo considerando os resultados do DIC e BIC são apresentados na Tabela 4.6. É
importante ressaltar que o modelo E foi ajustado através do pacote FMsmsnReg que
realiza inferência por máxima verossimilhança, via algoritmo EM, e considera que a
distribuição dos erros pertence à classe SMSN (BENITES et al., 2016).

Tabela 4.5: Critério DIC para diferentes valores de J no ajuste dos modelos A, B, C e
D e critério BIC para diferentes valores de J no modelo E

DIC
Modelo J=2 J=3
A 799.5 674.3
B 809.0 787.6
C 798.1 688.5
D 845.3 875.4

BIC
E 721.895 741.102

A Figura 4.7 apresenta os resíduos do modelo com as curvas ajustadas para os
modelos A, B, C e D. Observa-se que os modelos B e C forneceram ajustes similares
para as curvas e dos quatro ajustes, o modelo D foi o que apresentou pior desempenho.
Ao comparar os modelos nas caudas da distribuição, nota-se que os modelos A e C
apresentam caudas mais pesadas em relação aos demais modelos (Figura 4.8). Não foi
possível comparar o ajuste da curva para o modelo E que ajusta uma mistura com duas
componentes skew-t.

61
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Figura 4.7: Resíduos do modelo de regressão com respectivas curvas ajustadas para os
dados AIS.

Figura 4.8: Resíduos do modelo nas caudas da distribuição com respectivas curvas
ajustadas para os dados AIS.
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Os resultados para a média a posteriori de µ foram bem diferentes entre os mo-
delos A, B e C, principalmente na segunda e terceira modas. Nos modelos D e E as
médias a posteriori para µ são similares apenas na primeira componente. Em relação
à média a posteriori de σ2 observa-se que os modelos C e D apresentaram as maiores
médias em comparação aos demais modelos ajustados. Observa-se, ainda, que o inter-
valo HPD para β1 inclui o zero em todos os modelos, sugerindo que o efeito de β1 não
foi estatisticamente significativo. Para os modelos B e E o valor de ν estimado foi apro-
ximadamente 13.8 e 12.3, respectivamente, o que sugere uma estrutura de cauda mais
leve. No modelo C cada componente da mistura apresentou média a posteriori para este
parâmetro em torno de 6.5. No modelo A a estrutura de cauda foi estimada a partir das
probabilidades a posteriori para o peso ẇ. Os resultados obtidos atribuem as maiores
probabilidades a posteriori para ν = 10 em todas as componentes, no entanto vale
ressaltar que as probabilidades a posteriori para valores de ν inferiores a 2.6 sugerem
que é importante considerar graus de liberdade pequenos na estimação da estrutura
de cauda. Dos cinco modelos ajustados o que possuiu um melhor ajuste segundo os
critérios DIC e BIC apresentados na Tabela 4.5 foi o modelo A.
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4.4 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

4.4 Pesquisa nacional de exames de saúde e nutri-
ção - EUA

Conjunto de dados da pesquisa nacional de exames de saúde e nutrição - NHA-
NES conduzida anualmente desde 1999 pelo Centro Nacional de Estatísticas de Saúde
(NCHS) dos EUA. Os dados, disponíveis no pacote NHANES (PRUIM, 2015), referem-se
às pesquisas conduzidas nos anos de 2009/2010 e 2011/2012 e contêm informações de 76
variáveis que descrevem características demográficas, físicas, de saúde e estilo de vida
de 10000 participantes (5000 para cada ano).

Lin et al. (2007a) e Cabral et al. (2008) analisaram anteriormente os dados desta
pesquisa referentes aos anos de 1999/2000 e 2001/2002, restringindo a amostra apenas
para participantes do sexo masculino. Além disso, participantes com pesos variando
entre 70.1−95 kg foram retirados da análise como forma de induzir uma heterogeneidade
decorrente de dois grupos intrínsecos de pesos corporais. Lin et al. (2007a) assumiram
uma mistura de distribuições skew-t para estimar a densidade referente ao índice de
massa corpórea dos participantes, enquanto que Cabral et al. (2008) utilizaram uma
mistura de skew-t-normal para estimação da densidade.

Para esta aplicação serão exploradas as informações dos participantes envolvidos
na pesquisa realizada entre 2011/2012. Como a base possui muitas variáveis, restrin-
gimos a análise apenas para as variáveis peso (medida em kilogramas), idade, sexo e
diabetes (0-Não; 1-Sim). Os participantes que não possuíam informação de pelo menos
uma das variáveis consideradas foram previamente removidos da base de dados. Com
isso a amostra final considerada contém 4905 participantes.

Uma análise inicial dos dados mostrou que 50.2% dos participantes são do sexo
masculino e que apenas 7.5% dos participantes são diabéticos. Em média as mulheres
pesam 65.3 kg, enquanto que os homens possuem um peso médio de 75.3 kg. Além disso,
a idade média dos participantes é de 37 anos. A partir do boxplot apresentado na Figura
4.9(a) é possível observar que o peso é relativamente maior entre os diabéticos, em
ambos os sexos, e que há uma relativa diferença no peso para diferentes faixas de idade,
como mostra a Figura 4.9(b). Uma hipótese a ser levantada é que o sexo, a informação
sobre diabetes ou a idade do participante podem ser uma fonte de heterogeneidade que
explicaria o comportamento apresentado na distribuição do peso (Figura 4.10(a)). Um
modelo de regressão linear foi ajustado aos dados considerando o peso do participante
como variável resposta e a idade em anos, o sexo e a informação sobre diabetes como
variáveis explicativas, e a Figura 4.10(b) representa os resíduos ordinários para este
ajuste. A fonte de heterogeneidade não-observada apresentada na Figura 4.10(a) foi
refletida nos resíduos do modelo, e assumir o modelo usual de regressão pode não ser
suficiente para explicar o efeito de certas variáveis explicativas sobre o peso do indivíduo.
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4.4 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

Figura 4.9: Boxplot para o peso em kg em função das variáveis (a) sexo e diabetes e (b)
faixa etária.

Figura 4.10: (a) Histograma e boxplot para o peso em kilogramas e (b) Histograma dos
resíduos ordinários para o modelo de regressão linear.

Como forma de modelar a estrutura apresentada na Figura ??(b), que sugere
a existência de pelo menos três modas, assumimos que a distribuição dos erros segue
a densidade de mistura proposta na Seção 2.2. Consideramos o peso dos participantes
como variável resposta e a idade em anos, o sexo e a informação sobre diabetes como
variáveis explicativas. A título de comparação, os seguintes modelos foram considerados
para modelar os erros:

A. Modelo Proposto com J = 2, 3, 4, K = 5 e ν = (2.1, 2.3, 2.6, 3.2, 10) fixo;

B. Mistura de t’s com J = 2, 3, 4 e estimando o mesmo ν ∀j;

C. Mistura de t’s com J = 2, 3, 4 e estimando ν’s diferentes ∀j;
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4.4 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

D. Mistura de Normais com J = 2, 3, 4;

E. Mistura de Skew-t’s com J = 2, 3, 4.

A Tabela 4.7 traz os resultados do DIC para os modelos A, B, C e D, e do BIC
para o modelo E, assumindo J = 2, 3 e 4 no ajuste. Para os modelos A, B, C e D o
DIC sugere que J = 4 oferece um melhor ajuste, ocorrendo o mesmo com o BIC no
modelo E. Os resultados obtidos para cada modelo considerando os resultados do DIC
e BIC são apresentados na Tabela 4.8, ressaltando que o modelo E foi ajustado através
do pacote FMsmsnReg que realiza inferência por máxima verossimilhança, via algoritmo
EM, e considera que a distribuição dos erros pertence à classe SMSN (??).

Tabela 4.7: Critério DIC para diferentes valores de J no ajuste dos modelos A, B, C e
D e critério BIC para diferentes valores de J no modelo E

DIC
Modelo J=2 J=3 J=4
A 64519.5 64011.5 60138.8
B 68259.6 65789.4 58776.9
C 64822.1 64403.5 58614.6
D 68714.5 66387.7 64403.5

BIC
E 44814.10 44688.96 44686.42

A Figura 4.11 apresenta os resíduos do modelo com as curvas ajustadas para os
modelos A, B, C e D. Observa-se que os modelos A, B e C forneceram ajustes similares
para as curvas, em contrapartida, nota-se o modelo D precisaria de um número maior
de componentes de maneira a capturar de maneira satisfatória o comportamento mul-
timodal apresentado nos resíduos. Ao comparar os modelos nas caudas da distribuição,
nota-se que o modelo A apresenta caudas levemente mais pesadas em relação aos de-
mais modelos (Figura 4.12). Não foi possível comparar o ajuste da curva para o modelo
E que ajusta uma mistura com duas componentes skew-t.

Os resultados obtidos indicam que que as médias a posteriori para µ foram si-
milares nos cinco modelos ajustados, com exceção da quarta moda no modelo A cuja
média estimada foi em torno de 65, enquanto que nos demais modelos esta média ficou
entre 45-49. Em relação aos resultados obtidos para σ2, observa-se que, exceto para a
primeira moda, todas as médias a posteriori foram bem altas. Este resultado pode ter
impacto no efeito dos regressores do modelo, especialmente no efeito de β3 (associado à
variável diabetes). No modelo A, por exemplo, o efeito deste regressor não foi estatisti-
camente significativo, ao contrário dos demais modelos. Os resultados a posteriori para
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o peso w indicam que a segunda e terceira modas possuem as maiores probabilidades.
Em relação à estimação do parâmetro ν, observa-se que os modelos B e D apresentaram
estimativas similares, enquanto que o modelo C estimou este parâmetro em torno de
8.9 para cada componente j. Em relação à estrutura de cauda estimada para o mo-
delo A, através dos pesos ẇ, observa-se que para as três primeiras modas foi atribuído
maior peso para ν = 10, sendo que para a segunda moda o peso estimado foi superior
a 90%. Em relação à última moda os pesos atribuídos a cada νk ficaram em torno de
20%. Estes resultados indicam que para estes dados é importante considerar graus de
liberdade menores que três para estimar de maneira satisfatória a cauda à direita. É
importante ressaltar que as estimativas obtidas para o parâmetro de assimetria no mo-
delo E sugerem uma assimetria forte na cauda à direita (λ̂ = (−0.85,−0.99, 1.21)). Dos
cinco modelos apresentados na Tabela 4.8, o que possuiu um melhor ajuste segundo os
critérios DIC e BIC apresentados na Tabela 4.7 foi o modelo E.

Figura 4.11: Resíduos do modelo com respectivas curvas ajustadas para os dados NHA-
NES.
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Figura 4.12: Resíduos do modelo nas caudas da distribuição com respectivas curvas
ajustadas para os dados NHANES.

69



4.4 CAPÍTULO 4. APLICAÇÕES A DADOS REAIS

Ta
be

la
4.
8:

R
es
ul
ta
do

sa
po
st
er
io
ri
∗
pa

ra
o
m
od

el
o
de

re
gr
es
sã
o
co
m

di
st
rib

ui
çã
o
de

m
ist

ur
a
pa

ra
os

er
ro
sn

os
da

do
sd

o
es
tu
do

N
H
A
N
ES

.

M
od

el
o

µ
H

P
D

σ
2

H
P

D
β

0
H

P
D

β
H

P
D

ν
H

P
D

w
ẇ
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Capítulo 5

Considerações Finais

Neste trabalho um modelo Bayesiano semi-paramétrico baseado em misturas fini-
tas de distribuições t de Student foi introduzido. A abordagem proposta assume em sua
especificação estruturas separadas para a modelagem de multimodalidade/assimetria e
caudas pesadas. A mistura em dois níveis flexibiliza a modelagem de dados com diferen-
tes estruturas, pois considera que o número necessário de componentes para acomodar
multimodalidade e uma possível assimetria pode diferir do número de componentes
para modelar a estrutura de cauda. Além disso, a modelagem das caudas não envolve a
estimação de parâmetros de grau de liberdade. Uma extensão para modelos de regres-
são linear foi também apresentada onde assumimos que os erros do modelo seguem a
mistura de distribuições proposta no trabalho. Como contribuição adicional, a aborda-
gem proposta inclui os modelos univariados baseados em misturas de distribuições t de
Student já existentes na literatura, estimando os parâmetros de grau de liberdade des-
tes modelos a partir de um passo de Metropolis-Hastings incluído no MCMC proposto
no trabalho. Outra contribuição da modelagem proposta é a possibilidade de se fazer
classificação dos indivíduos no primeiro nível do modelo.

A performance da metodologia proposta foi avaliada através de estudos de si-
mulação que contemplaram as várias subclasses de modelos derivadas da classe geral
apresentada no Capítulo 2. Os resultados obtidos mostraram a flexibilidade do modelo
em acomodar dados multimodais e com caudas pesadas, estimando a estrutura de cauda
de maneira eficiente através dos pesos no segundo nível da mistura. Observamos que
não houveram mudanças substanciais nos resultados a posteriori ao ajustar modelos
com diferentes escolhas para o vetor de ν’s. Vale lembrar que neste trabalho o vetor
associado ao parâmetro de grau de liberdade é previamente fixado. Em situações prá-
ticas recomendamos a estratégia apresentada no Capítulo 3, que utiliza divergência de
Kulback-Liebler para definição de uma grade apropriada para ν. Ressaltamos ainda que
a complexidade decorrente da estimação dos K − 1 pesos associados à grade assumida
para ν é inferior em comparação à estimação do parâmetro de grau de liberdade no
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modelo usual de mistura, cujo processo de estimação é custoso e problemático.
O modelo proposto também mostrou grande versatilidade em ajustar dados vin-

dos de distribuições assimétricas. Uma vantagem ao aplicá-lo em dados com esta ca-
racterística é que evitamos a estimação de parâmetros adicionais, como parâmetros de
assimetria. Nos resultados obtidos a abordagem proposta apresentou, em geral, meno-
res EQM’s para a variância a posteriori de Y quando comparados à mistura de t’s
com parâmetro de grau de liberdade estimado, além de também apresentar as menores
distâncias em relação à verdadeira distribuição geradora dos dados.

As aplicações com dados reais mostraram a flexibilidade da metodologia pro-
posta em capturar a natureza dos diferentes dados analisados. Na análise relacionada
ao comprimento dos peixes observamos uma similaridade entre os resultados obtidos
para o modelo proposto em comparação com a mistura de distribuições t de Student
onde diferentes graus de liberdade são estimados. E, segundo o DIC o ajuste baseado
no modelo proposto forneceu melhores resultados em comparação aos demais modelos.
Para os dados da galáxia foi possível mostrar a capacidade do método em capturar as
eventuais modas existentes nos dados, apesar da pouca informação contida em algu-
mas delas. Nesta aplicação o modelo proposto apresentou a maior variância a posteriori
em comparação aos outros modelos, no entanto segundo o DIC foi o modelo que for-
neceu melhor ajuste aos dados. As duas aplicações no contexto de regressão também
mostraram a versatilidade da abordagem proposta em capturar a multimodalidade e
assimetria presentes nos resíduos de ambos os estudos, além de estimar a estrutura de
cauda na mesma direção do modelo que utiliza componentes t de Student e estima o
parâmetro de grau de liberdade. Observou-se, também, que para as duas aplicações os
ajustes baseados na mistura de normais não forneceram boas aproximações.

Uma proposta para continuidade deste trabalho é considerar o número de com-
ponentes J desconhecido e estimá-lo utilizando alguma das abordagens existentes na
literatura, como por exemplo, a metodologia proposta Richardson e Green (1997) que
utiliza o método reversible jump para amostrar da distribuição conjunta de todos os
parâmetros, incluindo o número de componentes, ou ainda a proposta de Stephens
(2000a) que se baseia na construção de um processo de nascimento e morte para esti-
mar o número de componentes. Outra proposta para continuidade do trabalho é avaliar
a capacidade preditiva do modelo proposto em relação aos modelos de mistura até então
existentes na literatura. Algumas extensões do modelo podem também ser considera-
das, como por exemplo, assumir a modelagem proposta no contexto multivariado ou
ainda no contexto de modelos mistos e modelos para dados censurados.
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Apêndice A

Distribuição de Y no modelo
proposto

Neste apêndice encontra-se a demonstração da distribuição marginal da variável
aleatória Y no modelo proposto em 2.2.1.
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ẇjk

(
νk
2
) νk

2

Γ
(
νk
2
) Γ

(
νk+1

2
)

[
(yi−µj)2

2σ2
j

+ νk
2

] νk+1
2

)

=
n∏
i=1

(
J∑
j=1

wj
(
2πσ2

j

)− 1
2

K∑
k=1
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Apêndice B

Distribuições Condicionais
Completas

Neste apêndice encontram-se as expressões das condicionais completas para o
modelo proposto no Capítulo 2 e sua extensão apresentada na Seção 2.4.

Para o bloco (µ,σ2) a condicional completa é uma Normal-Gama-Inversa, dada
por:

(µ,σ2|·) ∼ NGI
(
µ∗0, τ

∗, α∗, β̇∗
)
, (B.1)

onde
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A partir da condicional completa em (B.1) encontramos as distribuições margi-
nais de σ2 e µ, dadas respectivamente por:

(σ2|·) ∼ GI
(
α∗, β̇∗

)
, (B.2)

(µ|·) ∼ N
(
µ∗0,

σ2

τ ∗

)
. (B.3)
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Vale salientar que para gerar da condicional completa de (µ,σ2) fazemos uso das dis-
tribuições marginais definidas em (B.2) e (B.3).

Para o bloco (w, ẇ) assumimos independência entre w e ẇ. Assim, suas condi-
cionais completas possuem distribuição Dirichlet e são respectivamente dadas por:

(w|·) ∼ Dir (α1 + n1, . . . , αJ + nJ) , (B.4)

(ẇj|·) ∼ Dir (α̇j1 + nj1, . . . , α̇jK + njK) , ∀j = 1, . . . , J. (B.5)

É importante ressaltar que ẇ é uma matriz de dimensão J × K, onde cada linha é
representada pelo vetor ẇj , ou seja, ẇ = (ẇ1, . . . , ẇJ)>.

Para amostrar do bloco (U ,Z, Ż), derivamos suas respectivas condicionais com-
pletas a partir da seguinte expressão:

π(U ,Z, Ż|·) ∝ π(Y |U ,Z,µ,σ2)π(U |Z, Ż,ν)π(Ż|Z, ẇj)π(Z|w)
...

∝
n∏
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Zij
ij︸︷︷︸
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 .

Na expressão descrita acima Z = (Z1, . . . ,Zn)> é uma matriz de dimensão n×J
e Ż = (Ż1, . . . , ŻJ)> uma matriz em blocos com dimensão n×K, onde cada submatriz
Żj em Ż possui dimensão nj ×K, ∀j = 1, . . . , J .

Desta maneira, as distribuições condicionais completas para U , Żij e Zi são
respectivamente dadas por:

π(Ui|·) ∼ G
(
νk + 1

2 ,
νk
2 + (yi − µj)2

2σ2
j

)
, (B.6)

∀i = 1, . . . , njk, com j = 1, . . . , J e k = 1, . . . , K, onde condicional ao j−ésimo compo-
nente da mistura, njk representa o número de indivíduos que pertencem ao componente
k no segundo nível do modelo de mistura proposto.

π(Żij|·) ∼ Mult
(

1, pij1, . . . , pijK
)
, ∀i, j, (B.7)

π(Zi|·) ∼ Mult
(

1, p̃i1, . . . , p̃iJ
)
, ∀i, (B.8)
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onde pijk = rikjẇjk
r̃ij

, ∀i = 1, . . . , n; ∀j = 1, . . . , J ; ∀k = 1, . . . , K; e
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É válido mencionar que cada vetor Żij representa uma linha da submatriz Żj ,
cuja representação para dado j é da forma:

Żj =


Ż1j1 Ż1j2 · · · Ż1jK

Ż2j1 Ż2j1 · · · Ż2jK
...

...
...

...
Żnjj1 Żnjj2 · · · ŻnjjK



Já a matriz Z possui a seguinte representação:

Z =


Z11 Z12 · · · Z1J

Z21 Z22 · · · Z2J
...

...
...

...
Zn1 Zn2 · · · ZnJ



As contas das condicionais completas para a extensão proposta no contexto de
regressão são mantidas, acrescidas da distribuição a priori para β ∼ Np(θ, υ2Ip), cuja
distribuição condicional completa é dada por:

(β|·) ∼ Np

µβ,Σβ

,

onde µβ = Σβ

(υ2Ip)−1θ + (√ui �X i)>(√ui � Y i)
σ2

 e

Σβ =
(υ2Ip)−1 + (√ui �X i)>(√ui �X i)

σ2

−1

.

77



Apêndice C

Outros resultados de Simulação

Neste Apêndice encontram-se resultados adicionais dos estudos de simulação
apresentados no Capítulo 3. Os resultados obtidos corroboram com o que foi apresentado
anteriormente. Ressalta-se, entretanto, que para tamanhos amostrais pequenos nem
sempre é possível realizar uma boa inferência nas caudas da distribuição por não haver
informação suficiente. À medida que o tamanho amostral cresce, as médias a posteriori
para os parâmetros dos modelos considerados para ajuste tendem a se aproximar dos
seus respectivos EMV’s (exceto para a configuração 5, onde não foi possível obter as
estimativas de máxima verossimilhança), calculados com base no modelo que gerou os
dados.

Dados vindos de uma distribuição t de Student

Nesta Seção apresentamos resultados adicionais para o estudo apresentado no
Capítulo 3. Para geração dos dados assumimos uma distribuição t de Student com
µ = 0, σ2 = 1, ν = 4 e ajustamos o mesmo modelo de mistura utilizado no Capítulo 3
para diferentes tamanhos de amostra. Os resultados obtidos são apresentados na Tabela
C.1 e Figura C.1.

Observa-se que à medida que o tamanho da amostra cresce, as médias a posteriori
para µ e σ2 se aproximam dos seus respectivos EMV’s (Tabela C.1). Assim como nos
resultados obtidos para ν = 2 e ν = 3, constatamos que independente da combinação de
pesos utilizada como chute inicial para a mistura, as probabilidades a posteriori para
ẇ atribuem maior peso para o grau de liberdade na mistura que é mais próximo do
utilizado na geração dos dados.

Na Figura C.1 nota-se que a densidade de mistura se aproxima da densidade
de uma única t de Student à medida que o tamanho da amostra cresce. Os resultados
obtidos nesta Seção corroboram com os que foram apresentados no Capítulo 3 e cons-
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tatamos que uma mistura de distribuições t de Student com graus de liberdade fixos
aproxima bem uma única t com grau de liberdade arbitrário, mas definido no intervalo
de variação do vetor ν utilizado na mistura.

Tabela C.1: Resultados a posteriori para a mistura de t’s considerando diferentes ta-
manhos amostrais e ν = 4 na geração da t de Student

n EMV µ HPD EMV σ2 HPD ẇ

100 -0.085 -0.089 [-0.284, 0.111] 0.751 0.694 [0.402, 0.979] (0.194, 0.376, 0.430)

500 -0.045 -0.046 [-0.150, 0.060] 1.072 1.011 [0.807, 1.215] ( 0.092, 0.276, 0.632)

2500 -0.040 -0.041 [-0.086, 0.005] 0.989 0.969 [0.873, 1.070] (0.027, 0.265, 0.708)

Figura C.1: Comparação entre as curvas de uma densidade t de Student com ν = 4
(azul), densidade da t baseada no EMV (verde) e densidade estimada para a mistura
de 3 t’s com ν = (1.5, 2.5, 5) (vermelha) quando (a) n=100; (b) n=500 e (c) n= 2500.

Dados de uma mistura de distribuições t de Student
unimodal

Os resultados apresentados nesta Seção complementam o estudo realizado no
Capítulo 3, no entanto, avaliamos a influência do tamanho da amostra nos resultados
a posteriori. Os resultados baseados nos modelos B, C e D são similares às estimativas
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de máxima verossimilhança obtidas para o modelo A. É possível observar que as proba-
bilidades a posteriori para ẇ nos modelos C e D capturaram a verdadeira estrutura de
cauda usada na geração dos dados ao atribuir maiores pesos às componentes da mistura
próximas do verdadeiro ν. Há uma melhor aproximação das curvas ajustadas quando
o tamanho da amostra gerado é 1000. Além disso, para este tamanho de amostra o
modelo B foi o que apresentou a menor DKS em relação ao valor real (verde), seguido
do modelo A (Figura C.2). Em relação a DVT, nota-se que os modelos B, C e D são os
que obtiveram as menores distâncias em relação à verdadeira distribuição que gerou os
dados.

Figura C.2: Histograma para o tamanho de amostra 1000 com o verdadeiro modelo
usado para gerar os dados e curvas para diferentes ajustes.
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Figura C.3: Histograma para o tamanho de amostra 500 com o verdadeiro modelo usado
para gerar os dados e curvas para diferentes ajustes.

Figura C.4: Histograma para tamanhos de amostra 500 e 1000 da amostra Monte Carlo
da distância de Kolmogorov-Smirnov entre a função de distribuição real e a baseada
no EMV para o modelo verdadeiro, com bandas de 95% de confiança (cinza) e DKS’s
calculadas para diferentes modelos ajustados.
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Dados vindos de uma mistura usual de distribuições
t de Student

Nesta seção apresentamos resultados adicionais para amostras de tamanho 500 e
1000 geradas a partir de uma mistura de distribuições t de Student assumindo o mesmo
ν em cada componente. A metodologia proposta é comparada ao modelo que gerou os
dados e avaliamos se há efeito do tamanho da amostra nos resultados a posteriori. A
mesma configuração de parâmetros utilizada no Capítulo 3 foi assumida para geração
dos dados.

Os resultados a posteriori para as amostras de tamanho 500 e 1000 corroboram
com os resultados apresentados no Capítulo 3 para n = 2500. Observamos a similaridade
nas médias a posteriori dos modelos B e C em relação às estimativas obtidas para o
modelo A. Ao contrário do observado no Capítulo 3, as menores DVT’s foram para os
modelos B e C, onde é possível observar uma melhor aproximação das curvas ajustadas
por estes modelos. Apesar de distantes da DKS real, os modelos B e C foram os que
mais se aproximaram desta (Figura C.7).

Figura C.5: Histograma para o tamanho de amostra 1000 com o verdadeiro modelo
usado para gerar os dados e curvas para diferentes ajustes.
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Figura C.6: Histograma para o tamanho de amostra 500 com o verdadeiro modelo usado
para gerar os dados e curvas para diferentes ajustes.

Figura C.7: Histograma para tamanho amostral 1000 da amostra Monte Carlo da dis-
tância de Kolmogorov-Smirnov entre a função de distribuição real e a baseada no EMV
para o modelo verdadeiro, com bandas de 95% de confiança (cinza) e DKS’s calculadas
para diferentes modelos ajustados.
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Dados vindos da mistura de distribuições t de Stu-
dent proposta

Nesta configuração apresentamos resultados adicionais para o estudo onde dados
são gerados com base na subclasse de modelos que considera J ≥ 2 e K ≥ 2. Amostras
de tamanho 500 e 1000 foram geradas com o objetivo de avaliar a performance da
metodologia proposta para tamanhos de amostra menores. Para geração dos dados
assumimos a mesma configuração de parâmetros e o mesmos modelos assumidos para
ajuste no Capítulo 3.

As Tabelas C.6 e C.7 apresentam os resultados a posteriori obtidos. Observa-
se que as médias a posteriori para µ e σ2 se aproximam dos seus respectivos EMV’s
nos modelos B, C e D quando o tamanho da amostra cresce. O mesmo ocorre com
as probabilidades a posteriori para o peso w. Um comportamento similar ao que foi
apresentado no Capítulo 3 para amostra de tamanho 2500 é observado para as proba-
bilidades a posteriori do peso ẇ. O modelo A estimou o parâmetro ν igual a 2.29 na
amostra de tamanho 500 e ν = 2.19 na amostra de tamanho 1000.

As Figuras C.6 e C.7 mostram o ajuste das curvas para cada modelo. Nota-
se que uma melhor aproximação em relação à curva baseada no EMV ocorre quando
o tamanho da amostra cresce. Além disso, comparando o modelo A com o demais
modelos ajustados, verifica-se que este possui uma DKS maior, ocorrendo o mesmo
quando avaliamos as DVT’s de cada modelo. O modelo D foi o que obteve a menor
DKS em relação ao valor real, ocorrendo o mesmo em relação à DVT, para ambos
tamanhos de amostra. Portanto, este modelo é o que fornece um melhor ajuste aos
dados, quando comparado ao modelo B, que ajustou o modelo verdadeiro.

Figura C.8: Histograma para o tamanho de amostra 1000 com o verdadeiro modelo
usado para gerar os dados e curvas para diferentes ajustes.
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Figura C.9: Histograma para o tamanho de amostra 500 com o verdadeiro modelo usado
para gerar os dados e curvas para diferentes ajustes.

Figura C.10: Histograma para tamanho amostral 1000 da amostra Monte Carlo da
distância de Kolmogorov-Smirnov entre a função de distribuição real e a baseada no
EMV para o modelo verdadeiro, com bandas de 95% de confiança (cinza) e DKS’s
calculadas para diferentes modelos ajustados.
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Erros com distribuição bimodal

Os resultados apresentados nesta configuração seguem o mesmo objetivo do que
foi apresentado no Capítulo 3, no entanto foram gerados dados com tamanhos amostrais
500 e 1000 como forma de avaliar a performance da extensão proposta para tamanhos
de amostra menores. O lag considerado foi de tamanho 34 com amostra a posteriori de
tamanho 2500, para os dados gerados com n = 500. Os modelos assumidos para ajuste
foram:

A. J = K = 2 com ν = (2.3, 3.5);

B. J = K = 2 com ν = (2.05, 4.5);

C. J = K = 2 com ν = (1.9, 3, 5).

As Tabelas C.8 e C.9 apresentam os resultados a posteriori obtidos para os ta-
manhos amostrais 1000 e 500, respectivamente. Analisando coletivamente os resultados,
observamos que as médias a posteriori para µ foram bem similares nos dois tamanhos
amostrais, no entanto os resultados são mais próximos dos valores reais quando o tama-
nho amostral considerado é 1000. Os intervalos HPD para todos os parâmetros incluem
os valores reais. Observamos também que as probabilidades a posteriori para w foram
bem estimadas. Além disso, as estruturas de cauda assumidas nos modelos B e C con-
seguiram estimar de maneira satisfatória as probabilidades a posteriori para ẇ e ambos
os modelos dão maiores pesos para as componentes que mais se aproximam dos valores
reais de ν.

Nas Figuras C.8 e C.9 observa-se que as curvas ajustadas forneceram melhores
aproximações quando o tamanho amostral é 1000. Além disso, independente da grade
assumida para ν, os modelos B e C forneceram aproximações similares ao modelo A
que ajustou o modelo verdadeiro.
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Figura C.11: Histograma dos erros baseado no modelo verdadeiro com a curva real e as
respectivas curvas ajustadas para a amostra de tamanho 1000.

Figura C.12: Histograma dos erros baseado no modelo verdadeiro com a curva real e as
respectivas curvas ajustadas para a amostra de tamanho 500.
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Modelando assimetria e caudas pesadas

1) Dados vindos de uma distribuição Skew-t

Para este estudo de simulação foram geradas 1000 observações vindas de uma
distribuição Skew-t com µ = 0, σ2 = 1, ν = 2.5 e λ = 1.5. De maneira análoga à
análise apresentada no Capítulo 3, avaliamos o viés, variância e EMQ dos resultados a
posteriori referentes a esperança e variância de Y para cada modelo considerado para
ajuste. A medida que avalia as densidades real e estimada também é avaliada.

Os modelos de mistura comparados neste estudo foram:

A. Mistura de Normais com J = 2, 3;

B. Mistura de t’s com J = 2, 3 e estimando ν1 = . . . = νJ = ν;

C. Mistura de t’s com J = 2, 3 e estimando ν1 6= . . . 6= νJ ;

D1. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 2 e ν = (2.3, 5) fixo;

D2. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 2 e ν = (2.2, 9) fixo.

Tabela C.10: viés, variância e erro quadrático médio para a esperança e variância de Y
em diferentes distribuições de mistura quando os dados são gerados de uma distribuição
skew-t

Ê(Y ) ̂V ar(Y )
Modelos vício var EQM vício var EQM D̄ D̄cauda

A
J = 2 0.0271 0.0033 0.0041 0.7635 0.4247 1.0076 0.852 1.414
J = 3 0.0355 0.0032 0.0044 0.9009 0.6993 1.5109 0.437 0.640
B

J = 2 -0.1852 0.0011 0.0353 7.1516 201.37 252.52 0.319 0.490
J = 3 -0.0255 0.0021 0.0028 -0.1243 0.4964 0.5118 0.402 0.659
C

J = 2 -0.1693 0.0012 0.0299 1.5135 35.9544 38.2452 0.311 0.490
J = 3 -0.0127 0.0023 0.0024 -0.1538 0.4116 0.4353 0.421 0.687
D1

J = K = 2 -0.1484 0.0011 0.0231 -0.2043 0.2108 0.2526 0.284 0.434
J = 3, K = 2 -0.0432 0.0021 0.0039 1.5864 2.5792 5.0961 0.400 0.669

D2
J = K = 2 -0.1426 0.0010 0.0214 4.6005 1.4998 22.6648 0.280 0.414
J = 3, K = 2 -0.0535 0.0021 0.0049 6.5468 11.9294 54.7906 0.475 0.848
E(Y ) = 1.00348 (média amostral: 1.04199); var(Y ) = 3.99303 (variância amostral: 4.88363)

Analisando os resultados na Tabela C.10 observamos que o viés, variância e
EQM para a cadeia da E(Y ) não apresenta diferenças substanciais entre os modelos
ajustados. Já em relação à cadeia da V ar(Y ), observa-se que o cálculo destas três
medidas apresenta valores razoavelmente altos. No modelo D2 uma possível explicação
para o EQM apresentar valores altos, qualquer que seja o número de componentes J
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usado para aproximar a densidade que gerou os dados, é a má escolha da grade para
ν. Como o cálculo da variância é função de ν, uma escolha ruim desta grade pode
afetar o desempenho do modelo. O cálculo da distância de variação percentual mostra
que os modelos D1 e D2 com J = 2 componentes apresentaram a menores distâncias
globalmente e nas caudas, dentre todos os modelos ajustados. Este resultado indica
que o modelo proposto fornece uma melhor aproximação, principalmente nas caudas da
distribuição.

Na Figura C.13 apresentamos o histograma para a amostra gerada a partir da
distribuição Skew-t e comparamos as curvas baseadas nos melhores ajustes com a curva
real. Assumimos como melhor ajuste aquele que forneceu a menor distância D̄ global-
mente e nas caudas, apesar desta escolha acarretar no maior EQM para os modelos B
e C. Dentre os modelos apresentados na Figura C.13, o modelo D1 foi o que forneceu
a menor distância em relação à curva real.

Figura C.13: Histograma para 1000 valores gerados a partir de uma Skew-t (0, 1, 1.5,
2.5) e seus respectivos ajustes em comparação à densidade real

2) Dados vindos de uma mistura de distribuições Skew-t

Foram geradas 1000 observações vindas de uma mistura de distribuições Skew-t
com µ = (−1, 1), σ2 = (1, 0.81), ν = (2.8, 4) , λ = (−1.5, 0.8) e w = (0.65, 0.35). Analo-
gamente ao Capítulo 3, avaliamos o viés, variância e EMQ dos resultados a posteriori
referentes a esperança e variância de Y em cada um dos modelos considerado para
ajuste.
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Os modelos de mistura comparados neste estudo foram:

A. Mistura de Normais com J = 5;

B. Mistura de t’s com J = 2, 3 e estimando ν1 = . . . = νJ = ν;

C. Mistura de t’s com J = 2, 3 e estimando ν1 6= . . . 6= νJ ;

D1. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 2 e ν = (2.8, 4) fixo;

D2. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 2 e ν = (2.3, 5) fixo;

D3. Modelo Proposto com J = 2, 3, K = 2 e ν = (2.2, 9) fixo.

Tabela C.11: viés, variância e erro quadrático médio para a esperança e variância de Y
em diferentes distribuições de mistura quando os dados são gerados de uma mistura de
skew-t.

Ê(Y ) ̂V ar(Y )
Modelos vício var EQM vício var EQM D̄ D̄

A
J = 5 0.0628 0.0019 0.0059 -0.1763 0.0825 0.1136 0.960 1.291
B

J = 2 0.1299 0.0015 0.0184 9.1795 270.59 354.86 0.730 1.152
J = 3 0.1072 0.0020 0.0135 3.9279 135.26 150.69 1.067 1.373
C

J = 2 0.1193 0.0017 0.0159 6.2979 161.79 201.46 0.596 0.921
J = 3 0.0879 0.0022 0.0099 -0.1939 0.9735 1.0111 0.776 0.966
D1

J = K = 2 0.1242 0.0015 0.0169 -0.5207 0.0426 0.3137 0.359 0.493
J = 3,K = 2 0.0859 0.0017 0.0091 -0.0899 0.1553 0.1634 0.398 0.544

D2
J = K = 2 0.1226 0.0016 0.0166 1.3471 0.1817 1.9965 0.537 0.812
J = 3,K = 2 0.0942 0.0018 0.0107 1.2610 0.4699 2.0601 0.649 0.946

D3
J = K = 2 0.1206 0.0016 0.0162 2.9261 0.3528 8.9152 0.602 0.922
J = 3,K = 2 0.0974 0.0016 0.0112 2.7896 0.8098 8.5917 0.588 0.890
E(Y ) = −0.7181729 (média amostral: -0.64330); var(Y ) = 4.94689 (variância amostral: 4.68716)

O viés, variância e EQM calculados a partir dos resultados a posteriori para a
E(Y ) foram similares em todos os modelos ajustados. Em relação aos resultados para
a V ar(Y ), observa-se que os menores EQM’s são para os modelos A, D1 e D2, ressal-
tando, no entanto, que o modelo A considera J = 5. Em relação à medida de variação
percentual, observa-se que os modelos D1 − D3 forneceram as menores distâncias em
relação à curva real, sendo o modelo D1 o que obteve o menor valor dentre todos os
modelos ajustados, tanto globalmente quanto nas caudas da distribuição. A Figura C.14
apresenta o histograma dos dados gerados com as curvas ajustadas baseadas no modelos
que forneceram melhores ajustes.
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Figura C.14: Histograma para 1000 valores gerados a partir de uma mistura de Skew-t
e seus respectivos ajustes em comparação à densidade real
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Apêndice D

ACF e traços para as cadeias da log
densidade a posteriori

Neste Apêndice encontram-se as funções de autocorrelação e traços para as ca-
deias da log densidade a posteriori para os modelos ajustados nos estudos simulados do
Capítulo 3. Os traços para os cinco cenários apresentados sugerem que houve conver-
gência das cadeias.

Figura D.1: ACF e traço para a cadeia da log densidade a posteriori para a amostra de
tamanho 2500 gerada com J = 1 e K = 2 - modelo C.
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Figura D.2: ACF e traço para a cadeia da log densidade a posteriori para a amostra de
tamanho 2500 gerada com J = 2 e K = 1 - modelo B.

Figura D.3: ACF e traço para a cadeia da log densidade a posteriori para a amostra de
tamanho 2500 gerada com J = 2 e K = 2 - modelo C.

Figura D.4: ACF e traço para a cadeia da log densidade a posteriori para a amostra de
tamanho 2500 gerada com J = 2 e K = 2 - modelo de regressão.
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Figura D.5: ACF e traço para a cadeia da log densidade a posteriori para a amostra de
tamanho 2500 gerada com J = 3 e K = 2 - modelo de regressão.
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