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Resumo

Em um processo de amostragem pode existir uma relacao entre a varidvel de interesse e uma variavel
latente, de tal forma, que a varidvel de interesse é observada somente em um subconjunto da populacao
sob estudo. Neste caso, dizemos que a varidvel de interesse esta sujeita a um truncamento oculto e que
possui problemas de sele¢do amostral, ou mais especificamente, viés de sele¢do amostral. Um dos primei-
ros pesquisadores a estudar modelos para ajustar dados com problemas de viés de selecao amostral foi o
matematico e economista, James Joseph Heckman. Ele observou, que tal problema surge quando a varié-
vel de interesse é correlacionada com uma varidvel oculta e que era necessaria uma modelagem conjunta
destas varidveis, pois o ajuste de modelos de regressao somente para a parte observada da variavel de in-
teresse produz resultados viesados e inconsistentes. Nesse contexto, Heckman (1976) introduziu o modelo
de selecao amostral, também conhecido como modelo de Heckman, que ajusta conjuntamente a variavel
de interesse e a variavel latente e propds um método de estimagao por maxima verossimilhanca sob a su-
posicdo de normalidade bivariada. Apesar dos avangos de seu modelo, o método de estimacao por maxima,
verossimilhanca logo foi criticado por pesquisadores da época, devido a necessidade da suposicao de nor-
malidade bivariada e também devido a dificuldade de sua implementacdo. Isto motivou Heckman (1979)
a introduzir um método alternativo e de facil implementacao para a estimacao dos parametros do modelo
de sele¢ao amostral, denominado método de dois passos. Varias generalizacoes foram também propostas
ao longo dos anos para lidar com situacoes em que a normalidade é violada. Tais generalizagoes incluem,
no ambito paramétrico, o uso da distribui¢do t de Student por Marchenko e Genton (2012) e sua abor-
dagem Bayesiana por Ding (2014), o uso da distribuigdo Skew-normal por Ogundimu e Hutton (2016) e
também uma alternativa robusta para o método de dois passos apresentado por Zhelonkin et al. (2016).
Existem também abordagens baseadas em copula, semi-paramétricas e nao-paramétrica. Neste trabalho,
introduzimos dois novos modelos paramétricos. No Capitulo 2 acrescentamos covaridveis aos parametros
de dispersao e correlagao do modelo cléssico e introduzimos o modelo de Heckman generalizado. Nossas
simulagoes indicam, que na presenga de heterocedasticidade e/ou correlagio variavel, o ajuste dos mo-
delos, Heckman classico, Skew-normal ou Heckman-t, pode nos levar a perda de eficiéncia e também a
estimagao incorreta dos pardmetros. Diferentemente do que ocorre com o ajuste do modelo Heckman
generalizado a tais dados. Dessa forma, nosso modelo torna-se uma importante alternativa aos modelos
de sele¢ao conhecidos. No Capitulo 3, introduzimos mais uma abordagem do modelo de sele¢do de Heck-
man ao considerar a distribui¢do bivariada Birnbaum-Saunders para as varidveis de interesse primaria e
de selecao. Denominamos esse novo modelo por Heckman-BS. Além de ser uma alternativa para o ajuste
de dados assimétricos positivos com problemas de selecao de amostra, nosso modelo tem a vantagem de
possuir a mesma quantidade de parametros do modelo de Heckman classico e de nao ser necessaria a
transformacao da varidvel de interesse para seu ajuste, diferentemente, dos modelos Heckman cléssico,

Skew-Normal e Heckman-t quando ajustados a tais dados.

Palavras-chave: Dispersao variavel, correlacao variavel, selecao amostral, distribuicao bivariada, nor-

malidade, assimetria.



Abstract

In a sampling process there may be a relationship between the variable of interest and a latent
variable, such that the variable of interest is observed only in a subset of the population under study. In
this case, we say that the variable of interest is subject to a hidden truncation and that has problems
of sample selection, or more specifically, sample selection bias. One of the first researchers to study
models to fit data with sample selection bias problems was the mathematician and economist, James
Joseph Heckman. He observed that such a problem arises when the variable of interest is correlated with
a hidden variable and that a joint modeling of these variables was necessary since adjusting regression
models only for the observed part of the variable of interest produces biased and inconsistent results. In
this context, Heckman (1976) introduced the sample selection model, also known as the Heckman model,
which together adjusts the variable of interest and the latent variable and proposed a maximum likelihood
estimation method under the assumption of bivariate normality. Despite the advances of its model, the
maximum likelihood estimation method was soon criticized by researchers of the time due to the need for
the bivariate normality assumption and also due to the difficulty of its implementation. This motivated
Heckman (1979) to introduce an alternative and easily implemented method for estimating the parameters
of the sample selection model, called the two-step method. Several generalizations were also proposed
over the years to deal with situations in which normality is violated. Such generalizations include, in
the parametric framework, the use of the Student’s t-distribution by Marchenko e Genton (2012) and its
Bayesian approach by Ding (2014), the use of the Skew-normal distribution by Ogundimu e Hutton (2016)
and also a robust alternative for the two-step method presented by Zhelonkin et al. (2016). There are
also copula-based, semi-parametric, and non-parametric approaches. In this paper, we introduce two
new parametric models. In Chapter 2 we added covariates to the dispersion and correlation parameters
of the classical model and introduced the generalized Heckman model. Our simulations indicate that
in the presence of heteroscedasticity and/or variable correlation, the adjustment of the models, classical
Heckman, Skew-normal or Heckman-t, can lead to loss of efficiency and also incorrect estimation of
parameters. Differently from what happens with the adjustment of the generalized Heckman model to
such data. In this way, our model becomes an important alternative to known selection models. In
Chapter 3, we introduce another approach to the Heckman selection model by considering the bivariate
Birnbaum-Saunders distribution for the primary and selection interest variables. We call this new model
by Heckman-BS. In addition to being an alternative for adjusting positive asymmetric data with sample
selection problems, our model has the advantage of having the same number of parameters of the classical
Heckman model and of not requiring the transformation of the variable of interest for its fit , differently

of the classic Heckman, Skew-Normal and Heckman-t models when fitted to such data.

Keywords: Variable dispersion, variable correlation, sample selection, bivariate distribution, normality,

asymmetry.



Resumo

Abstract

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

1 Preliminares

1.1 Introducao
1.2 Modelo de Selecio Amostral de Heckman
1.3 Distribuicao Birnbaum-Saunders
1.4 Distribui¢do Birnbaum-Saunders Bivariada
1.5 Objetivos do Trabalho

1.6 Suporte Computacional

1.7 Organizagao do Trabalho

2 Modelo Heckman Generalizado
Resumo do Capitulo
2.1 Introducao
2.2 Formulagao do Modelo Heckman Generalizado

2.2.1 Verossimilhanca e Vetor Escore

2.3 Comportamento dos Estimadores em Amostras Finitas

ABSTRACT

11

14



2.3.1 Cenério 1: Dispersao Fixa e Correlacao Variavel . . . . .. ... ... ... ...,
2.3.2 Cenério 2: Dispersao Variavel e Correlagao Fixa . . . . . ... ... .. ... ...
2.3.3 Cenaério 3: Dispersao e Correlagao Variaveis . . . . . . . ... ... ... ...
2.3.4 Cenério 4: Dispersao e Correlagdo Variaveis Sem Restri¢do de Exclusdo . . . . . .
2.3.5 Cenario 5: Dispersao e Correlagdo Varidveis com Alto Valor de Censura . . . . . .
24 Aplicagdo a Dados Reais . . . . . . . . . . e

2.5 ConclusOes . . . . . . e e e

3 Modelo de Selecao Amostral Heckman Birnbaum-Saunders

Resumo do Capitulo . . . . . . . . . . L
3.1 Introducdo. . . . . . . oL e
3.2 Formulacdo do Modelo Heckman-BS . . . . . . ... ... . o

3.2.1 Funcao de Verossimilhanga e Vetor Escore . . . . . . .. ... ... ... ......
3.3 Comportamento dos Estimadores em Amostras Finitas . . . . . . . . .. ... ... ....

3.3.1 Cendrio 1 . . . . . o L e e e

3.3.2 Cendrio 2 . . . . ...
3.4 Tamanho e Poder dos Testes da Razdo de Verossimilhanga e Gradiente . . . . . . . . . ..
3.5 Ajuste do Modelo Heckman-BS sob Falta de Especificacdo . . . . . ... ... .. .. ...
3.6 Aplicagdo a Dados Reais . . . . . . . . . . . .

3.7 Conclusdes . . . . . . .

4 Consideragoes Finais
4.1 Conclusdes . . . . . v i e e e

4.2 Trabalhos Futuros . . . . . . . . . . . . .

Referéncias Bibliograficas

Apéndice

Apéndice A Matriz Hessiana do Modelo Heckman Generalizado

Apéndice B Matriz Hessiana do Modelo Heckman-BS

10

113

113

114

114

119

120

122



LISTA DE FIGURAS

1.1

1.2

1.3

21

2.2

2.3

2.4

Razdo inversa de Mills para 27y € [=5,5]. . . . .. . ... ... 25

Funcao densidade de Y ~ BS(u, ¢), para (a) ¢ = 3, (b) u =1 e (c) variancia de Y para
p=3ealguns valores de ¢. . . . . . . . L 26

Distribuigao de Probabilidade Conjunta de (Y7,Y2)em que i3 =7, uo =1, ¢1 =2, po =9
e(a) p=—-09,(b) p=0,(c) p=05e(d) p=09. . . .. .. ... 34

Comparagao das estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros (a) v1, (b) o,
(c) 73, (d) 74, (e) B1, (f) B2, (g) B3 e (h) o através do ajuste dos modelos (i) Heckman
Generalizado, de (ii) Heckman Classico, (iii) Skew-Normal e (iv) Heckman-t. Tamanho

amostral n = 500. . . . . . L e e e e 44

Comparagao das estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros (a) 71, (b) o,
(c) 73, (d) 4, (e) B1, (f) B2, (g) B3 e (h) o através do ajuste dos modelos (i) Heckman
Generalizado, de (ii) Heckman Classico, (iii) Skew-Normal e (iv) Heckman-t. Tamanho

amostral n = 1.000. . . . . . .. e e e e e e e e e e 45

Comparagao das estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros (a) 71, (b) o,
(c) 73, (d) 74, (e) B1, (f) B2, (g) B3 e (h) o através do ajuste dos modelos (i) Heckman
Generalizado, de (ii) Heckman Classico, (iii) Skew-Normal e (iv) Heckman-t. Tamanho

amostral n = 2.000. . . . . . . e e e e e 46

Comparagao das estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros (a) 71, (b) o,
(¢) 73, (d) V4, (e) By, (f) B2, (g) B3 e (h) p a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman Ge-

neralizado, (ii) Heckman Classico, (iii) Skew-Normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral

11



2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Comparagao das estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros (a) 71, (b) o,
(¢) 73, (d) va, (e) B1, (f) B2, (g) B3 e (h) p a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman Ge-

neralizado, (ii) Heckman Classico, (iii) Skew-Normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral

Comparagao das estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros (a) 71, (b) o,
(c) 73, (d) v4, (e) B, (f) B2, (g) B3 e (h) p a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman Ge-

neralizado, (ii) Heckman Classico, (iii) Skew-Normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral

Comparagao das estimativas de Méaxima Verossimilhan¢a dos parametros (a) 71, (b) 72, (c)
v3, (d) 74, (€) B, (f) B2 e (g) B3, a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman Generalizado,

de (ii) Heckman Classico, (iii) Skew-Normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral n = 500.

Comparacao das estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros (a) 71, (b) vz, (¢)

vs, (d) 74, (€) B1, (f) B2 e (g) B3, a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman Generalizado,

de (ii) Heckman Cléassico, (iii) Skew-Normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral n = 1.000.

Comparagao das estimativas de Méxima Verossimilhanga dos parametros (a) 71, (b) 2, (¢)

vs, (d) 74, (€) B1, (f) B2 e (g) B3, a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman Generalizado,

de (ii) Heckman Classico, (iii) Skew-Normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral n = 2.000.

Histograma das estimativas de méxima verossimilhanca do parametro /31, conforme Tabela

3.7, para os trés tamanhos amostrais utilizados na simulacao n = 500, n = 1000 e n = 2000.

Histograma das estimativas de méaxima verossimilhanca do parametro ¢, conforme Tabela

3.7, para os trés tamanhos amostrais utilizados na simulacao n = 500, n = 1000 e n = 2000.

Histograma das estimativas de maxima verossimilhan¢a do parametro p, conforme Tabela

3.7, para os trés tamanhos amostrais utilizados na simulacao, n = 500, n = 1000 e n = 2000.

Comparagao das estimativas de Méxima Verossimilhan¢a dos parametros (a) v1, (b) 72, (c)

v3, (d) va, (€) B1, (f) B2, (g) ¢ e (h) p obtidas a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman

BS, (ii) Heckman Classico, (iii) Skew-normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral n = 500.

Comparacao das estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros (a) 71, (b) vz, (c)

vs, (d) 74, (€) B, (f) B2, (g) ¢ e (h) p obtidas a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman

BS, (ii) Heckman Classico, (iii) Skew-normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral n = 1000.

Comparagao das estimativas de Méxima Verossimilhanga dos parametros (a) 71, (b) 2, (¢)

v3, (d) 74, (€) B, (f) B2, (g) ¢ e (h) p obtidas a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman

BS, (ii) Heckman Classico, (iii) Skew-normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral n = 2000.

Comparagao das estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros (a) v1, (b) o,

(c) v3, (d) B1, (e) Pa, () a1 e (g) p obtidas a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman

o8

39

60

89

89

89

90

91

92

BS, (ii) Heckman Cléssico, (iii) Skew-normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral n = 500.106

12



3.8 Comparagao das estimativas de Maxima Verossimilhanga dos parametros (a) 1, (b) 72,
(¢) s, (d) B1, (€) B2, (f) a1 e (g) p obtidas a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman BS,

(ii) Heckman Cléssico, (iii) Skew-normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral n = 1000. . 107

3.9 Comparagao das estimativas de Maxima Verossimilhanga dos parametros (a) v1, (b) 72,
(¢) 73, (d) B1, (€) B2, (f) a1 e (g) p obtidas a partir do ajuste dos modelos (i) Heckman BS,

(ii) Heckman Cléssico, (iii) Skew-normal e (iv) Heckman-t. Tamanho amostral n = 2000. . 108

13



21

2.2

2.3

24

2.5

2.6

Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
generalizado, Heckman cléssico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados conforme
Cenério 1. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000 réplicas

de Monte Carlo. . . . . . . . . e e e

Nivel de significAncia empirico dos testes da razdo de verossimilhanca e gradiente para

Hy:xkl=rko=0ecensuramédiade 33.2%. . . . . . . . . . . . . ... ... ... ...

Poder dos testes da razao de verossimilhanca (Srv) e gradiente (S¢), em porcentagem,
para dados simulados de acordo com o Cendrio 1 e com o ajuste dos modelos de Heckman

generalizado, Heckman Cléssico, Skew-Normal e Heckman-t, com nivel nominal de 1%, 5%

Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
generalizado, Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados conforme
Cenario 2. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000 réplicas

de Monte Carlo. . . . . . . . . e e e e

Nivel de significancia empirico dos testes da razao de verossimilhanca e gradiente para

Tamanho empirico e poder dos testes da razao de verossimilhanga (Sgry) e gradiente (Sg),
em porcentagem, para dados simulados de acordo com o Cenério 2 e com o ajuste dos
modelos de Heckman generalizado, Heckman Cléssico, Skew-Normal e Heckman-t, com

nivel nominal de 1%,5% e 10%. . . . . . . . . . e

14

LISTA DE TABELAS



2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

213

2.14

Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
generalizado, Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados conforme
Cenéario 3. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000 réplicas

de Monte Carlo. . . . . . . . . e e e

Nivel de significancia empirico dos testes da razao de verossimilhanca e gradiente para

Hy:p=0ecensuramédiade 30%. . . . . . . . . . . . i e

Tamanho empirico e poder dos testes da razao de verossimilhanga (Sgry) e gradiente (Sg),
em porcentagem, para dados simulados de acordo com o Cenéario 3 e sob o ajuste dos
modelos Heckman generalizado, Heckman Classico, Heckman Skew e Heckman-t, com nivel

nominal de 1%,5% ¢ 10% . . . . . . . . . ..

Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
generalizado, Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados conforme
Cenario 4. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000 réplicas
de Monte Carlo. . . . . . . . e e

Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
generalizado, Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados conforme
Cenéario 5. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000 réplicas

de Monte Carlo. . . . . . . . . e e e

Valor verdadeiro(VV) e média das estimativas de méxima verossimilhanca com a respectiva
estatistica de raiz quadrada do erro quadrético médio (REQM) do ajuste dos modelos de
Heckman generalizado, Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados
conforme modelo 5. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000

réplicas de Monte Carlo. . . . . . . . . . L e

Estimativas do Modelo de Heckman cléssico e os respectivos p-valores juntamente com as
estimativas do Modelo de Heckman Generalizado com os respectivos valores de desvio-

padrao (DP), valor-z, p-valor e limites inferior e superior para o intervalo de confianga de

Estimativas do Modelo de Heckman cléssico e os respectivos p-valores juntamente com as
estimativas do Modelo Heckman Generalizado com os respectivos valores de desvio-padrao

(DP), valor-z, p-valor e limites inferior e superior para o intervalo de confianga de 95%.

15

71



3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apds ajuste dos modelos de Heckman BS,
Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenéario 1 e
p = —0.7. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de
Monte Carlo. . . . . . . o e e e

Meédia empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apds ajuste dos modelos de Heckman BS,
Heckman cléssico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 1 e
p = —0.5. Tamanhos amostrais n = 500, = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de
Monte Carlo. . . . . . . o e e e

Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apds ajuste dos modelos de Heckman BS,
Heckman cléssico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 1 e
p = —0.2. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de
Monte Carlo. . . . . . . . . . e

Meédia empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apds ajuste dos modelos de Heckman BS,
Heckman cléssico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 1 e
p = 0. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de
Monte Carlo. . . . . . . . . . e

Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apds ajuste dos modelos de Heckman BS,
Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenéario 1 e
p = 0.2. Tamanhos amostrais n = 500, = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de
Monte Carlo. . . . . . . o o e e

Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apds ajuste dos modelos de Heckman BS,
Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenéario 1 e
p = 0.5. Tamanhos amostrais n = 500, = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de
Monte Carlo. . . . . . . o o e e e

Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apds ajuste dos modelos de Heckman BS,
Heckman cléssico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 1 e
p = 0.7. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de
Monte Carlo. . . . . . . . . . e

16



3.8 Meédia empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
BS, Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenario 2
com p = —0.7. Tamanhos amostrais n = 500, = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas
de Monte Carlo. . . . . . . . L e e

3.9 Meédia empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
BS, Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 2
com p = —0.5. Tamanhos amostrais n = 500, 7 = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas
de Monte Carlo. . . . . . . . L e

3.10 Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
BS, Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 2
com p = —0.2. Tamanhos amostrais n = 500, = 1000 e n. = 2000 com N = 1000 réplicas
de Monte Carlo. . . . . . . . . .

3.11 Meédia empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
BS, Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 2
com p = 0. Tamanhos amostrais n = 500,77 = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de
Monte Carlo. . . . . . . . . . e e

3.12 Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
BS, Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenario 2
com p = 0.2. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas
de Monte Carlo. . . . . . . . L e e

3.13 Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
BS, Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cendrio 2
com p = 0.5. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas
de Monte Carlo. . . . . . . . L e

3.14 Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman
BS, Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 2
com p = 0.7. Tamanhos amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas
de Monte Carlo. . . . . . . . . .

3.15 Nivel de significancia empirico dos testes da razao de verossimilhanca e gradiente para

Hy: p=0contra Hy : p# 0 e censura média de 30%. . . . ... ... ... ... ... ..

17



3.16

3.17

3.18

3.19

Poder (em porcentagem) dos testes da razdo de verossimilhanga e gradiente para a =

1%, a0 =5%ea=10%. . . . . . . e e

Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) do ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman
classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados simulados com distribuicao gama bivariada
de Cherian. Tamanhos amostrais n = 500, n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de
Monte Carlo. . . . . . . o o e e

Poder (em porcentagem) dos testes da razao de verossimilhanga e gradiente para a =

1%, a0 =5%ea=10%. . . . . e e e

Estimativas do Modelo Heckman-BS com os respectivos valores de desvio-padrao (DP),
valor-z, p-valor, limite inferior e limite superior para o intervalo de confianca de 95%,

juntamente com as estimativas do Modelo Heckman classico e os respectivos p-valores. . .

18

111



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 Introducao

Em um processo de amostragem pode existir uma relacao entre a varidvel de interesse e uma variavel
latente, de tal forma, que a varidvel de interesse é observada somente em um subconjunto da populacao
sob estudo. Neste caso, dizemos que a varidvel de interesse esta sujeita a um truncamento oculto e que
possui problemas de selecdo amostral, ou mais especificamente, viés de selecdo amostral. De acordo com
Marchenko e Genton (2012), selegdo amostral ¢ um caso especial, de um conceito mais geral, conhecido
na literatura economeétrica como varidveis dependentes limitadas e surge, na prética, em diversas areas,

tais como Estatistica, Ciéncias Econdmicas, Sociologia, Financas, Ciéncias Politicas, dentre outras.

Um dos primeiros pesquisadores a estudar modelos para ajustar dados com problemas de viés de
selecdo amostral foi o matemético e economista, James Joseph Heckman. Seus trabalhos deram inicio a
uma discussao tedrica sobre a modelagem e o desenvolvimento de novos procedimentos estatisticos para
tratar tal problema. Heckman observou, que viés de selecao amostral surge quando a variavel de interesse
é correlacionada com uma varidvel oculta e que era necessaria uma modelagem conjunta destas variaveis,
pois o ajuste de modelos de regressao somente para a parte observada da variavel de interesse produz

resultados viesados e inconsistentes.

Nesse contexto, Heckman (1976) introduziu o modelo de sele¢cdo amostral, também conhecido como
modelo de Heckman, que ajusta conjuntamente a variavel de interesse e a variavel latente e propos um
método de estimagdo por méxima verossimilhanca sob a suposicdo de normalidade bivariada. Apesar
dos avancos de seu modelo, o método de estimacdo por maxima verossimilhanca logo foi criticado por
pesquisadores da época, devido a necessidade da suposi¢ao de normalidade bivariada e também devido
a dificuldade de sua implementagio. Isto motivou Heckman (1979) a introduzir um método alternativo
e de fécil implementacao para a estimagao dos parametros do modelo de selecao amostral, denominado

método de dois passos.
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Ap6s a introducao do modelo de Heckman, diversos estudos, tais como, Nelson (1984), Paarsch (1984),
Manning et al. (1987), Stolzenberg e Relles (1990), Hartman (1991), Nawata (1993, 1994) e Leung e
Yu (1996), foram realizados a fim de examinar seu ajuste e a performance de ambos os métodos de
estimacao. Os resultados sugerem que o modelo pode reduzir ou eliminar o viés de selegao quando seus
pressupostos sdo atendidos, ou seja, quando o modelo esta corretamente especificado. No entanto, também
indicam que o desvio de normalidade, que pode ser causado pela presenca de outliers, multimodalidade,

misturas ou assimetria, € um problema que pode inviabilizar seu ajuste.

Varias generalizacoes foram entdo propostas para lidar com situagoes em que a normalidade é violada.
Tais generalizacoes incluem, no admbito paramétrico, o uso da distribuicao t de Student por Marchenko
e Genton (2012) e sua abordagem Bayesiana por Ding (2014), o uso da distribui¢gdo Skew-normal por
Ogundimu e Hutton (2016) e também uma alternativa robusta para o método de dois passos apresentado
por Zhelonkin et al. (2016). Além disso, abordagens baseadas em copula foram discutidos em Lee (1983)
e abordagens semi-paramétricas para a selegdo amostral podem ser encontrados em Ahn e Powell (1993),

Powell (1994) e Newey (2009). A abordagem nao-paramétrica foi estudada por Das et al. (2003).

Mesmo com avancos nas abordagens semi e nao-paramétrica, de acordo com Ogundimu e Hut-
ton (2016), os modelos de sele¢io amostral paramétricos sao preferiveis, pois permitem identificar com
maijor eficiéncia o intercepto do modelo de selecao. E este, além de ser de especial importancia para a
interpretacao dos resultados, principalmente quando a predicao é o objetivo da anélise, ¢ um parametro
de interesse em muitas aplicagbes economicas (Marchenko e Genton, 2012). Nesse sentido, os princi-
pais avangos na indicacdo de modelos parameétricos foram feitos por Marchenko e Genton (2012), que
introduziu o modelo Heckman-t ao sugerir o uso da distribuicao t de student bivariada em substituicao a
distribuicao normal para o ajuste de dados com valores extremos, uma vez que a distribuicao t de student
apresenta caudas mais pesadas e permite ajustes mais robustos. Zhelonkin et al. (2016) que modificou
o método de dois passos e introduziu um método mais robusto e Ogundimu e Hutton (2016) que apre-
sentou o0 modelo Skew-normal ao sugerir o uso da distribuicao Skew-normal bivariada em substituicao a

distribuicao normal para o ajuste de dados assimétricos.

Contudo, apesar de suas vantagens, tais modelos apresentam limitagoes. O método de Zhelonkin
et al. (2016), por exemplo, ainda necessita da suposicdo de normalidade bivariada. Os modelos Heckman-t
e Skew-normal, apesar de flexiveis, ndo sdo parcimoniosos, pois necessitam, respectivamente, da estimacao
dos parametros de grau de liberdade e de assimetria, além dos parametros das equagoes de selecao e
regressao e dos parametros de dispersao e correlacdo. Além disso, tal como o modelo classico de Heckman,
para o ajuste do modelo Heckman-t a dados assimétricos e positivos, é necessaria a transformacao da
variavel de interesse, de forma, a reduzir sua assimetria. Em geral, transformacdes da varidvel de interesse
nem sempre sao apropriadas e podem complicar a interpretacao dos parametros do modelo resultante,
principalmente, quando hé problemas de viés de selecao. Ressaltamos que para o ajuste do modelo Skew-
normal aos dados assimétricos e positivos considerados nesta tese, também foi necessaria a transformacao
da variavel de interesse com o mesmo objetivo anterior, apesar deste modelo ser indicado para o ajuste

de dados assimétricos.
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Neste trabalho mostramos que dados com dispersdo e/ou correlagdo diferentes para cada varidvel
também podem afetar a estimacao dos parametros do modelo e podem ocultar a presenca de viés de selecao
quando o modelo de Heckman cléssico, modelo Heckman-t ou modelo Skew-Normal sao ajustados a tais
dados. Assim, propomos no Capitulo 2, o modelo Heckman generalizado ao considerarmos covariaveis
para os pardmetros de dispersao e correlagao do modelo de Heckman classico. Mostramos, via simulacao
Monte Carlo, que para dados com dispersao e correlacao variaveis, o modelo introduzido é uma alternativa

para uma estimacao mais eficiente quando comparado ao ajuste dos demais modelos.

No Capitulo 3, introduzimos o modelo paramétrico Heckman-BS para o ajuste de dados assimétricos
e positivos, ao considerarmos a distribuicao Birnbaum-Saunders bivariada na modelagem conjunta da
variavel de interesse e variavel latente. Nosso modelo é parcimonioso, possui a mesma quantidade de
parametros do modelo de Heckman classico e nao necessita da transformacao da variavel de interesse para
seu ajuste, diferentemente, dos modelos Heckman cléssico, Skew-Normal e Heckman-t quando ajustados

a tais dados.

Estudos Monte Carlo foram realizados para avaliarmos o comportamento dos estimadores de méxima
verossimilhanca obtidos para os modelos propostos, comparativamente aos modelos Heckman cléssico,
Heckman-t e Skew-Normal. Realizamos também o estudo dos testes da razao de verossimilhanca e
gradiente para compararmos o poder e o nivel de significAncia empirico para todos os modelos. Simulamos
dados assimétricos e positivos com distribuicdo gama e comparamos o ajuste dos modelos Heckman
classico, Heckman-t, Skew-Normal e Heckman-BS. Por fim, os modelos propostos foram ajustados aos
dados de gastos ambulatoriais do conjunto de dados do Medical Ezpenditure Panel Survey (MEPS) de
2001, utilizados também por Cameron e Trivedi (2009), por Marchenko e Genton (2012) e por Zhelonkin

et al. (2016). O banco de dados esté disponivel no software R via pacote ssmrob de Zhelonkin et al. (2014).

Antes de apresentarmos os modelos propostos nos Capitulos 2 e 3, detalhamos neste capitulo o modelo
classico de Heckman juntamente com o método de estimagao por maxima verossimilhanca e o método de
dois passos, apresentamos as distribui¢des Birnbaum-Saunders e Birnbaum-Saunders Bivariada com as

principais propriedades que serdo necessarias para o desenvolvimento do modelo Heckman-BS.

1.2 Modelo de Selecao Amostral de Heckman

Considere o sistema de equagoes

Yy =2/ B+ eu, (1.1)

Y2#;:z;r’y+62i7i:17"'anv (12)

em que a variavel Y5, é ndo observada, sabemos somente se Y5, é maior ou menor que a € R, fixo. E, a

varidvel Y7; é observada somente se Y5; > a. Ou seja, na prética, observamos
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U, = 1{Y5. > a}, (1.3)
Y; :Y;Uia 1= ]-a » 1,

em que 1{Y5; > a} =1, se Y5, > a ou 1{Y,; > a} = 0, caso contririo. Os vetores 8 € R? e v € R?
sao de parametros desconhecidos, x; € RP e z; € RY, sao regressores nao necessariamente mutuamente
exclusivos. Para definir o modelo de selegdo amostral, Heckman considerou os termos de erro (e, €2;)
com distribui¢ao normal bivariada dada por

0 o po

N , =1, ,m, (1.4)
€2; 0 po 1

€14

em que o2 = o2 e, como nao observamos Yy, a variancia de Y5 ¢ ndo identificavel, assim, Heckman fixou
02 = 1. No entanto, qualquer outro valor positivo pode ser considerado. Além disso, em geral, o valor
de a é zero, pois qualquer outro valor seria absorvido pelo intercepto em (1.2). O modelo (1.1) a (1.4)
é conhecido como modelo de Heckman, também denominado modelo Tobit tipo 2 ou apenas, modelo de
sele¢do amostral. A equagao (1.1) é denominada equagdo de interesse primaria ou apenas como equagao
de regressao e a equacao (1.2) é conhecida na literatura como equagao de selegdo. O parametro p € (—1,1)
é o parametro de maior interesse no modelo de Heckman, pois é ele que determina o viés de selecao que

surge quando p # 0.

1.2.1 Estimacao por Maxima Verossimilhanca

Para a estimacao dos pardmetros do modelo por méxima verossimilhanca temos que encontrar a

densidade da variavel aleatéria mista Y;. Logo, notemos que

P(Y; <y) = P(Y; <y|lUi =1)P(U; = 1) + P(Y; < y|U; = 0)P(U; = 0)
= 1{Y5; > 0}P(Yy; <ylYy; > 0)P(Yy; > 0) + 1{Y5; < 0}P(Y5; <0)
PY; <ylYy; > 0) (1= P(Yy; <0)),  se Y5 >0,

P(Y$ <0), se Y3 <O0.

Segue que, para 8 = (B7,y7,0,p) "

b

fypvy>o0(y:0) (1 — P(Y5; <0)),  se Yy >0,
Jyvi(y;0) =
P(Ys <0), se Y <0,

ou seja, a densidade de Y; possui um componente discreto e um componente continuo. Seu componente

discreto é definido pelo modelo Probit

P(U; = u) = ®(z{ 7)"®(~z v)' ", parau=0,1,
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e a partir do trabalho de Arellano-Valle et al. (2006), obtemos a densidade

P(Ysy; > 0]Yy; = y,0)

fY1i|Y2i>0(y7 ) fYM (ya ) P(Y;Z N 0) ) ( 5)
que representa o componente continuo de Y;. Sabendo que
Y5 |YT; y~N<ziT'Y+ Z(yﬂv?ﬁ),lp2>,
temos que,
2] —z'
P e Y . e Y et VR (1.6)
V1i—p2  oy1-p?

Além disso,

—x]
vz (o) = ff¢><y“’>

portanto, o componente continuo de Y; é dado por

— 7 T —xz]
Pz =oui6) = J¢(i;7>¢<y ks )@( hﬂ’;%)), (1.7)

e a log-verossimilhanca para um par de observagoes (Y;, U;) é

Li(0) = u;log fyx vz >0(yi;0) + uilog ®(2] ) + (1 — u;) log ®(—z, ) (1.8)

V1i—p

+(1 — u;) log (—2; 7).

Quando a suposi¢ao de normalidade bivariada é valida, os estimadores de maxima verosimilhanca

n
(EMV) obtidos a partir da maximizacao de £(6) = Z L;(0), sdo consistentes, assintoticamente normal e
=1

eficientes. Porém, a fungdo £(0) é ndo-linear e, assim, necessita de métodos iterativos para sua maximi-
zagdo, os quais, necessitam de um bom ponto de partida (chute inicial) para o algoritmo numérico, uma

vez que L£(6) pode possuir méximos locais.

1.2.2 Estimacao de Parametros pelo Método de Dois Passos

Um segundo procedimento de estimacao foi também proposto por Heckman (1979) e denominado
método de dois passos. KEsse método, foi sugerido como um bom estimador para pontos de partida

confiaveis e eficientes na estimagao por maxima verossimilhanga (Leung e Yu, 2000). O método é baseado
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no fato da média condicional fi; = E(y;|yj; € observado, z;,2;), parai=1,--- ,n, ser dada por

i; = E(y;| yi; é observado, z;, z;)

— Byl s, > 0,31,2)

= Byl 2/ v+ e >0,2;,2))

= E(a:;r,B + €14] €2 > _zzT’vaivzi)

= -"3?5 + E(e1s]| €2 > —Z:%Zz‘)

-
T ?(2; )
PG
= z/B+\f (1.9)
+
em que \; = g;((?TZ')) denota a razao inversa de Mills, 8y = po, p é a correlacao entre €1; € €2, € 0 € 0

desvio padrao de €1;. A partir de (1.9) podemos reescrever a equagio de interesse como
Ui = [ + &, (1.10)

em que fi; ¢ dada em (1.9) e &; € um novo termo de erro de média zero e independente de z; e de ;.
O termo A\;8y em (1.9) explica a inconsisténcia do estimador de minimos quadrados ordinarios (MQO),
quando p # 0, e se MQO fosse utilizado para encontrar as estimativas dos parametros de (1.1). A partir

dai, o primeiro passo do método é ajustar o modelo probit a equacio de selecdo (1.2) e estimar 4 e

SN2
A = 3(z{7)

Em um segundo passo, estimamos por MQO os pardmetros 8 e 8y = po de (1.10) usando

os valores de y7; observados. Um estimador para a variancia de ¢; é dado por

SO B O
52 = - (STE + B\?\Z 51) , (1'11)
“ i=1

em que £ é o vetor residual da estimacdo de MQO de (1.10), n,, é o nimero de observagoes nesta estimagao

m
e gz = XZ (XZ + z;r'y). Finalmente, um estimador para a correlacao entre €; e €5 é dado por

SIS

, (1.12)

)
I

nesse caso, p pode estar fora do intervalo [—1, 1].

A maior vantagem do método de dois passos é sua simplicidade, pois é mais facil de ajustar do que o
método de méxima verossimilhanca, nao requer algoritmos complicados e é uma alternativa mais robusta.
Porém, é menos eficiente e o uso da razdo inversa de Mills (\) pode ocasionar possiveis problemas de
multicolinearidade devido a sua linearidade em grande parte do seu suporte, como é possivel observar na
Figura 1.1. Para diminuir este problema é sugerido a restrigao de exclusao, de acordo com a qual,
pelo menos uma variavel, que é um bom preditor de Y5 e esta incluida na equagao de selegao, nao deve

aparecer na regressao primaéria.
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Figura 1.1: Razdo inversa de Mills para z "y € [-5, 5].

1.3 Distribuicao Birnbaum-Saunders

A distribui¢do Birnbaum-Saunders, denotada aqui por BS, foi introduzida por Birnbaum e Saunders
(1969a,b) motivada por problemas de vibragao encontrados em avides comerciais e por problemas de falhas
de materiais. Trata-se de uma distribuicdo que modela o tempo de vida de materiais e equipamentos
submetidos a cargas dinamicas e que foi derivada a partir de uma transformacao monétona da distribuicao
normal. Desde sua introduc¢ao, uma quantidade consideravel de trabalhos tem sido desenvolvidos a partir
de seus diferentes aspectos, por exemplo, Chang e Tang (1993, 1994), Johnson et al. (1995), Dupuis
e Mills (1998), Ng et al. (2003, 2006), Leiva et al. (2008), From e Li (2006), Lemonte et al. (2007,
2008), Kundu et al. (2010), Jamalizadeh e Kundu (2015), Leiva (2015), Saulo et al. (2017), Fonseca e

Cribari-Neto (2018) e referéncias citadas nestes trabalhos.

Uma variavel aleatéria Y segue uma distribuicao Birnbaum-Saunders com parametros o, 5 > 0,

denotada por Y ~ BS(«, 8), se tem densidade dada por

o= () () ol e (3 ) mn

em que « e 3 sdo os parametros de forma e escala, respectivamente. A correspondente funcao de distri-

bui¢do acumulada (fda) de Y é

F(y; a, B) :@{; [(%)1 — (5)]} para y > 0. (1.14)

Para gerar varidveis aleatérias Y com distribui¢do BS basta considerar

() -()

Z 2
72 ouy 25|27y <a> 1, (1.15)

1
« 2 2

25



em que, Z ~ N (0,1). A média e varincia de Y ~ BS(«, ), sdo dadas por
2

E(Y)=8 (1 + O;) e Var(Y) = (af)? (1 + ioﬂ) . (1.16)

Para nossos propésitos é interessante utilizar uma reparametrizagao da BS em funcao de sua média.

Assim, consideramos o = \/% ef= %, e obtemos

2
u=ﬁ(1+a)e¢:;, (1.17)

em que i, ¢ > 0 sdo os parametros de média e forma, respectivamente. Ao considerar esta nova repara-
metrizagao dizemos que Y tem distribuicao Birnbaum-Saunders com parametros u, ¢ > 0 e a denotamos

por Y ~ BS(u,¢). Neste caso, a fun¢io densidade fica dada por

fly;e,B) =

4

W“ [“ f“ o [ i (y(q;; 2 y<¢¢i 1))]’ pz

e a fda sera

) _ ¢ | (ylo+1) %7 sp \? ara
F(y’a’ﬁ)@{ 2 [( on > <y<¢+1>> Hp v=0 (1.19)
A média e a varidncia sao: ,
E(Y)=pe Var(Y) = W. (1.20)

Uma observagao importante é que a distribuicdo BS(u, ¢) satisfaz a propriedade de invaridncia por
escala, ou seja, se Y ~ BS(u,¢), entdo T = aY, com a > 0, possui distribuicdo BS(au,$). Na Figura

1.2 apresentamos o grafico da funcdo densidade e da varidncia de Y ~ BS(u, ¢) para alguns valores de

e ¢.
40 -
w—1
—— - =15
30 -
z .
»E 20-
-
10- u=3
1 1 1 1 1 0'| 1 1 1 1
0 1 2 3 4 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Y ¢
(a) (b) (c)

Figura 1.2: Fungdo densidade de Y ~ BS(u,¢), para (a) ¢ = 3, (b) p = 1 e (c) variancia de Y para
1 = 3 e alguns valores de ¢.
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1.4 Distribuicao Birnbaum-Saunders Bivariada

A distribuicao Birnbaum-Saunders Bivariada ou, simplesmente distribuicao BS bivariada, foi proposta
por Kundu et al. (2010) como uma extensdo da distribui¢do BS univariada e foi introduzida utilizando a
mesma, transformacao monotona. Tal distribuicdo possui cinco parametros, é absolutamente continua e

possui distribuicoes marginais BS univariadas.

Dizemos que o vetor aleatério Y = (Y1,Y2)' possui distribuicio BS bivariada com parametros

a1, P1,a9,82 >0e —1 < p <1, se sua fda conjunta é

Y1 B Y2 B2
P(Y1 <y1,Ys <o) = <a1 <\/; \/7> <\/; \/7> > (1.21)

para y1, y2 > 0, em que a fungdo Ps(.,.;p) denota a fda conjunta de uma normal padrdo bivariada com

coeficiente de correlacdo p. A funcdo densidade conjunta de Y; e Y5 é dada por

ol (EE) T B
@)@ @) e

em que ¢of., .; p) denota a fdp conjunta da normal bivariada padrao, dada por

1

bolen, i) = A
e

1 2., .2 2
— + 25 —2 Z € R-. 1.23
exp { 0= ) (21 + 25 ,02122)} ,Z € (1.23)

Vamos denotar por Y ~ BS(ay, 9,81, 2,p) ou por Y ~ BSy(a,B,p), em que @ = (a5, a2) e
B = (B1,P2)" uma variavel Y com densidade (1.22).

\/7 \/E AYi al)ﬁl) - (Y _ﬁﬁl‘)s ;1= 1a2 (124)
Bi 20;62Y;?

Assim, a fda conjunta de Y = (Y1,Y5)" com distribuicdo BS bivariada pode ser escrita de forma simpli-

Considere,

ay; (au ﬁz =

ficada como

FY(?!) = ¢2 (ay1 (alaﬁl)aayz(a2762);p) y Y1,Y2 > 0) (125)

em que ®5(-; p) denota a fda da normal padrio bivariada Z = (Z;, Z2) " com coeficiente de correlagio p.

AfdpdeY = (Y1,Y2)" pode ser expressa por
fy (W) = ¢2 (ay(@, B); p) Ay(, B), y € RZ, (1.26)

em que ay(o,B) = (ay, (a1,51),ay, (a2, f2)) e Ay(a,B) = Ay (o1, B1)Ay, (a2, B2), com ay, (i, B;) e

27



Ay, (v, Bi) definidos em (1.24) para i = 1,2, e ¢o(-;p) € dado em (1.23). E facil mostrar que,

diayi (as, Bi) = Ay, (a4, Bi), parai=1,2. (1.27)
Yi

As propriedades da distribuicdo BS bivariada apresentadas a seguir sdo de extrema importancia para

a obtengdo de alguns resultados desta tese. Para maiores detalhes veja Kundu et al. (2010).
Proposigao 1. SejaY = (Y1,Ys)" ~ BSy(a, B; p). Entio

(a) Y; ~ BS(i, Bi), para i =1,2;

(b)) b® Y ~ BSy(a,b® B;p), em que b= (b1, b)) € Ri e ® denota o produto de Hadamard";

() Y ' = (Y'Y, )T ~ BSa(a, B4 p), em que =1 = (1/B1,1/52)" ;

(@) Yi' = (Y7 Y2)T ~ BSa(a, 7' —p), em que Bi' = (1/61,52) " ;

(¢) Y3 = (¥V1,Y; )T ~ BSa(a, By s —p), em que By = (B1,1/82) " ;

(f) Y1 e Y3 sdo independentes se, e somente se, p = 0;

(9) A fdp condicional de Yy, dado Yo = ys, € dada por:

2
Ayl a1, P1 1
riva=y, (1) = \/ﬂ(\/l—i) ex P{ _p2)[ayl(a1761)_pa92(a2752)] } (1.28)

(h) A fda condicional de Y1, dado Yo = yo, € dada por:

Fy, 1y, (y1ly2) = @ {ayl(o‘l’ﬁ%2 (a2, 52) } . (1.29)

Demonstragao:

(a) SejaY = (Y1,Y2)" ~ BSs(a, B; p). Considerando ay, = ay, (v, 8;) e Ay, = Ay, (ay, B;), parai = 1,2,

temos que

8

le (yl)

c\gﬁ

_ 2 2
27rﬂ xp { 2(1 - p?) (ayl Ty, 2pay1ay2)] Ay Ay, dy2
> A, a2, 1 { 1 2}
exp| -2 | ———=exp |————(ay, — pa A d
0o V2w p( 2 ) Vary/1- 2 b 2(1—,02)( ve — Pay,)” | Ay, dys

Ay a; /OO 1 ( 22) (ay, — pay,)
=L oexp| L ex “dz, z = 22U
V2m P ( 2 o V2T P 2 1—p2

!Definicio (Produto de Hadamard): Sejam A e B matrizes m X n. O produto de Hadamard de A e B é definido por
[Ae B]l‘j = [A]ij[th, paratodo 1 <i<m, 1 <j<n.
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Ou seja,

fY1 (yl) = ¢(ay1 )Ayl .

Da mesma forma, mostra-se que fy, (y2) = ¢(ay,)Ay,.

(b) Dado Y = (Y1,Y5)" ~ BSs(a,B;p), considere T =b®Y = (bY1,hY3) =

Queremos mostrar que T =b0Y ~ BSs(a,b® B;p). Assim,

P(Ty <t1,To <t3) = P(biYh <t1,bYs <ty)

t ¢
— P<Y1<1Y2<2)
by’

= Dy las, (a1,b161), ar, (a2, 5252); p) -

(c) Dado que Y = (Y1,Y2)" ~ BSy(a,B;p), considere Ty = Y; e Ty =
720

Y, = T{l e o jacobiano de Y fica dado por |J| = )
0 —t

[t ﬁlbl [ 2 5252 .
Oél b161 a2 b262 i

fy(y) = b2 (ay(a. B); p) Ay(e, B), y € RZ, e d2(., ; p) € fungao par, temos que

fr@) = frt H|J|

+52)

Y, !, Segue que Y;

-1(a, B)
1| ! 1 t;l /ﬁ2 (! ) (5
=¢2 | — i —1
aq B1 ty t2 204161 tl 20&252 t2

511

( + t2/32)

— &y i ‘/ 1_ /52 ta 1§1+t151)
ay 1_ Can t2 Byt 204151

1

20&252

(Th,T3), by, by > 0.

—1
= T1 N

=17%t;%, t = (t1,t2) € R2. Como

7%ty 2

= ¢y R 2 \/E +t1)(52_1+t2)
a|VE itV wl 20,6, ¢

(f) Se Y7 e Y, sdo independentes é imediato que p = 0. Agora, se p = 0, temos

fy(y) = ¢2 (ay(@; B); p) Ay(a,

1 P12 P12 1 AN B2
25{(3;) +<y) }zm{(.yz) *<y2
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Ou seja,

fr () = fvi(y1) fr, (y2)-

|
(g) A densidade condicional de Y; dada a ocorréncia do valor yo de Y2 pode ser escrita como
Iyiye (Y1, Y
fY1|Y2 y2(yl) 2( ! 2)5 (130)
fY2( )
de onde obtemos facilmente (1.28). |
(h)
" Aias,Br) 1 :
t\Qa, P1
PY1 <wyilYa=y2) = . \/ﬂ\/l—i X exp{ Z(TpQ) [at(al,ﬂl) payz(a2752)] }dt
/“ml f’/‘jyz 1 . U2 .
—— xexp | —— |dv
vz O T
- & Ay (alaﬁl) pa’lj2(a2762)
1— p? ’
— A
consideramos v = (a1, f1) — pay, (OQ’BQ),dv (a1, 1) dt e ay, (o, Bi) = ay,,i = 1,2. [ |
V11— p? 1—p?
As demonstragoes dos itens (d) e (e) seguem o mesmo raciocinio da demonstracdo em (c). [ |

Corolario 1. Seja Y = (Y1,Y2)" ~ BSa(a,B;p). Seque que, (a1Y1/B1,a2Y2/B2)T ~ BSs(a,a;p) e
(Y1/617}/2//82)T ~ BS?(aa:lQ;p)a 12 = (17 1)T

Demonstragao: Aplicagao direta da Proposicao 1, item (b). [ |

Outros resultados obtidos por Kundu et al. (2010) e importantes para o desenvolvimento de nosso

trabalho sao os seguintes momentos:

afa3(1+p?)

V1Y, (a3 + a3)
=1 I 1.31
{(5152)] + 2 + 4 + arazli(p), (1.31)
YiYs
m = alZQp + 12(p)7 (132)
(B152)
em que,
1 1 o i1 1.3 (20 —3) ; .
Li(p) = ago + 2390, 1(af +ad) + 2730‘%0‘%“1,1 + Z(_l) 1Wa07i(a% e
i—2
00 i 1_3...(22'_3) ;
+Z(_l) lwal (a1a2 + CYQCV% )
Z+ < (20-3)1.3---(27—3) o 2
+ZZ - 23141 237 j1 ayp Gy Ai,j, (1.33)

1=275=2
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1 1 = ;1 1.3--(20 -3 ; ;
Iy(p) = 1+ 55 (0f + 03) + gafad(l+20%) + ) (1) l%bw(a% +a3’)
i=2 :
oo .
i_11.3--+ (20 —3) i i
+> (-1) 1W1)1,¢(0§a§ +azai’)
1=2
S o 1.3(20—3) 1.3 (25 —3) o o5
+ZZ(_1)1+] 931 237 1 oq'ay’bi g, (1.34)
i=25=2 : :
e para m,n inteiros nao negativos,
min{m,n} (2p)2i+1

_ 2mt1 pons1y _ (2m+ 1120 +1)!
Amn = E (Zlm ZQn ) - om+n Z

i=0 (m —i)!(n —4)!(20 + 1)1

min{m,n}

| |
b = B (237 23) = ZIICIE
=0

(2p)*
(m —0)l(n —)l(20)!"

Proposigao 2. SejaY = (Y1,Ys)" ~ BSy(a, B; p). Entio

B

(a) E(Y;) = 5 (2+0a]);
B2a?
(b) Var(Y;) = == (4+5a7) ;

(c) Cov(Y1,Y3) = 1 Baaian <ia1a2p2 + Il(p)) , com I (p) definido em (1.33);

aiagp® + 411 (p)

d =
(4) pv V@1 5ad)(d 1 5ad)
normal bivariada.

, em que I1(p) € definido em (1.33) e p é o coeficiente de correlagdo da

Demonstragao:

Os items (a) e (b) da Proposicdo 2 seguem da defini¢do da BS bivariada. |
()
CO’U(Yl,YQ) = E(YEYQ) - E(Yl)E(YQ)

— (Bia) (1 + (o‘%;o‘%) + Q%O‘%(f’ﬂ) + Oqazfl(p)> - {521 2+ oﬁ)] [%(2 +a§)]

1
= B1B2a1a {4041042P2 +1i(p)| -
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CO’U(Yl s YQ)
VVar(Y1)Var(Ys)

pYy =

1
B1B201 0 [40410é2P2 + Ii(p)

- 2.2 2.2
\/ Pro Ll (4+5a3) Lf‘? (4+5a3)

_ laraap® + 41 (p)]
V(4 +5a%) (4 + 5a3) .

Corolario 2. Seja Y = (Y1,Ys)" ~ BSs(a, B;p). Considere py o coeficiente de correlagio entre Y1 e
Y5. Se p =0, entdo py = 0.

Demonstragao:

Se p =0, temos que @, =0 e I1(p) = 0. Assim,

E(Y1Y2) = B152 {1 + (o ;— a3) + (aia%)]
=5 ( ) B2 ( O;Q)
= E(Y1)E(Y2),
de onde, py = 0. ]

Pr0p051gao 3. Seja Y = Yl,Yz ~ BSz (a, B; p). Seque que Y1 e Ya sdo independentes se, e somente

Yi /B Y2 B2
se, 1= o < 51 Y1> = az ( %, \/;2> sao independentes.

Demonstragao:

Consideremos fy,y,(y1,92) a fdp de Y = (Y1,Y2) e fz,2,(21,22) a fdp normal padrdo bivariada de
Z = (Z1,Z>). Entdo para qualquer (z1, 22) € R? temos a partir de (1.15) que

fz:(zi) = fvi(pi(2i)) e fz,2,(21,22) = friva(p1(21), p2(22)),

. N2
em que p;(.) € uma fungao bijetora dada por ¢;(z;) = 5; dizi + (alzz , 1 = 1,2. Segue que,

1
s ()

se Y1 e Y, sdo independentes, entao temos
f2.2,(21, 22) = friva (01(21), 92(22)) = fri (01(21)) fra (p2(22)) = [z, (21) f2.(22),
de onde, Z; e Zs sdo independentes. Agora, se assumirmos que Z; e Z3 sdo independentes, entdo temos

Fviva W1, 92) = f2,2, (07 (1), 03 ' (92) = fz2, (01 ' (1)) f 22 (03 (42)) = fvi (1) fya (2),
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de onde, Y7 e Y5 sao independentes. |

De acordo com o item (b) da Proposi¢do 1, a distribui¢do BS bivariada pertence a uma familia tipo
escala. Além disso, os itens (¢) a (e) da Proposi¢do 1 demonstram que a distribuigdo BS bivariada é
fechada sob reciprocidade, pelo menos em uma de suas componentes, Saunders (1974). A partir dos
resultados apresentados e da relacao da distribuicao BS bivariada com a distribuicao normal padrao biva-

riada podemos construir um algoritmo para gerarmos variaveis aleatérias com distribuicao BS bivariada.

Algoritmo:

e Passo 1: Geramos duas varidveis aleatérias independentes U; ~ N(0,1) e Uy ~ N(0,1);

e Passo 2: Calculamos

1+p++1- I+p—+1-
7, = VY pr/ Py 4 Y pzx/ 21,
T+p—VI— T+p+vI—
7y = Vitp—v pU1+\/ P+ LUy
2 2
e Passo 3: Por fim, obtemos
2
1 1 2
Y, =5 50@Z¢+ (2OZZZZ) +1] ,i=1,2, (135)

/2 ilbi .
em que Y = (Y1,Y)" ~ BSy(a,B;p). Se considerarmos a; = & e f; = (f_/: 1),2 = 1,2, a média e

variancia de Y ficam dadas por

_ L (i +1)?

Com esta parametrizacio, denote Y ~ BSo(i,d; p), com p = (1, i)' e ¢ = (¢1,$2) . Neste caso,

a densidade em (1.22) pode ser escrita como

iy, y2) = Paay, (1, ¢1), ay, (12, $2); 0]

¢1+1\/E { P11 }%Jr { P14 }3
2¢1p1 V 2 (1 + Dy (¢1 + )y

M
——

p2+1 |2 { a2 } 5 { Pafh2 } H
Vol | t e , 1.37
2¢op2 V 2 (P2 + D)yo (P2 + 1)y2 (1.37)
ol e .
€I que Ay, (/1’17 d)l) = 5 ((bd:r,i?y - (¢?il11)y7 )= ]-7 2.

Todas as propriedades demonstradas anteriormente continuam validas com a reparametrizagao. No
caso da Proposicdo 1, item (b), se Y = (Y1,Y2)" ~ BSo(u,0;p), entaio b® Y ~ BSy(b® u,é;p), em
que b = (b1, b)) € Ri. A fungdo de distribui¢do de probabilidade conjunta de (Y3,Y3) é unimodal.
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Graficos de superficie de fy, v, (y1,y2) para diferentes valores de p e valores fixos de 1, ¢1, 12 € ¢2 sdo

apresentados na Figura 1.3.

Figura 1.3: Distribui¢do de Probabilidade Conjunta de (Y7,Y2) em que 3 =7, po =1, ¢1 =2, ¢po =9
e(a) p=-0.9,(b) p=0,(c) p=05¢e(d) p=0.9.

1.5 Objetivos do Trabalho

O objetivo deste trabalho é introduzir na literatura dois novos modelos de selegdo amostral baseados

no modelo classico de Heckman. Os objetivos especificos podem ser resumidos em:

1. Descrever o modelo de selecao amostral de Heckman, destacando suas propriedades e os métodos

de estimacao por méxima verossimilhanca e de dois passos.

2. Generalizar o modelo de Heckman ao acrescentar covariaveis aos parametros de dispersao e corre-

lacao e introduzir na literatura o modelo Heckman generalizado.

3. Introduzir um novo modelo de selecao amostral para dados assimétricos e positivos com o uso da

distribuicao Birnbaum-Saunders bivariada o qual serd denominado modelo Heckman-BS;
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Finalmente, investigar propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) dos modelos

propostos por meio de simulagées Monte Carlo e ilustrar o ajuste dos mesmos em dados reais.

1.6 Suporte Computacional

As avaliagoes numéricas realizadas ao longo deste trabalho, a geracdo dos graficos e as aplicagoes
foram feitas através do Team (2016b), versdo 3.4.3, para sistemas operacionais Windows, que se encontra
disponivel de forma gratuita no endere¢o www.rproject.org/. Usamos o compilador Team (2016a), versao
livre 1.1.383, que pode ser encontrado no enderego https://www.rstudio.com/. O trabalho foi digitado
usando o sistema de tipografia LATEX no compilador TexnicCenter, que pode ser adquirido gratuitamente

no enderego http://www.texniccenter.org/.

1.7 Organizagao do Trabalho

O presente trabalho encontra-se dividido em quatro capitulos. Neste primeiro capitulo apresentamos
uma introducao e uma breve discussao sobre o modelo classico de Heckman e algumas de suas proprie-

dades, além de apresentarmos a distribui¢cdo Birnbaum-Saunders univariada e bivariada.

No capitulo 2, propomos uma generalizacao do modelo de Heckman ao considerarmos covariaveis
para os parametros de variancia e de correlagdo. Apresentamos estudos de simulacdo Monte Carlo em
que comparamos os resultados obtidos a partir do ajuste do modelo Heckman generalizado com os modelos
Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t. Além de apresentar resultados do nivel empirico e poder

dos testes da razao de verossimilhanca e gradiente e uma aplicacao pratica do modelo proposto.

No capitulo 3, propomos um novo modelo de selecio amostral para dados assimétricos e positivos
com o uso da distribuicao Birnbaum-Saunders bivariada, o qual denominamos modelo Heckman-BS.
Fizemos um estudo de simulagdo Monte Carlo para comparar os resultados obtidos a partir do ajuste do
modelo proposto com os modelos Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t, além disso, apresentamos
resultados do nivel empirico e poder dos testes da razao de verossimilhanca e gradiente e uma aplicacao

pratica do modelo proposto.

O Capitulo 4 é dedicado as conclusoes e alguns direcionamentos para estudos subsequentes.
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CAPITULO 2

MODELO HECKMAN GENERALIZADO

Resumo do Capitulo

No modelo de Heckman cléssico, a dispersao e a correlacao sao consideradas constantes. Dados reais,
porém, mostram muito frequentemente, uma dispersao variavel. Além disso, a correlacao é inicialmente,
o parametro de maior interesse nas diferentes aplicacoes dos modelos de selecao amostral. Logo, a fim de
apresentar um modelo mais flexivel, generalizamos o modelo de Heckman ao acrescentarmos covariaveis
aos parametros de dispersao e de correlacdo, o que permite identificar as covariaveis responsaveis pela
presenca de viés de selecdo e pela presenca de heterocedasticidade. Avaliamos o desempenho do modelo
proposto comparado ao desempenho dos modelos Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t ajustados
a dados gerados a partir de cinco cendrios distintos. Os resultados indicam uma boa performance do nosso
modelo quando a restricdo de exclusao é imposta. Além disso, apresentamos uma aplicacdo aos dados
Medical Expenditure Panel Survey (MEPS) de 2001, utilizados também por Cameron e Trivedi (2009),
por Marchenko e Genton (2012) e por Zhelonkin et al. (2016).

Palavras-chave: Dispersao variavel, correlacao variavel, selecao amostral.

2.1 Introducao

O problema mais discutido em relacdo ao ajuste do modelo de Heckman é a sua sensibilidade a
suposicao de distribuicdo de probabilidade dos erros. Pois, quando a forma paramétrica da funcao de
verossimilhanca é incorreta, os estimadores baseados em verossimilhanca sao, em geral, inconsistentes e
produzem estimativas viesadas. Por outro lado, quando os termos de erro sao corretamente ajustados,
a estimacao por méaxima verossimilhanga ou por procedimentos baseados em verossimilhanca, produzem
estimadores consistentes e eficientes. Conforme Leung e Yu (1996) e Enders (2010) por exemplo, modelos

de selecao amostral podem reduzir o viés de selecao quando corretamente especificados.
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No entanto, mesmo quando a forma da densidade dos erros é corretamente especificada, a heterocedas-
ticidade dos termos de erro pode causar inconsisténcias nas estimativas dos parametros, como mostraram
Hurd (1979) e Arabmazar e Schmidt (1981). Nesse sentido, Donald (1995) sugere que a heterocedasti-
cidade em modelos de selecao amostral é relativamente negligenciada e cita dois motivos para suspeitar
que sua modelagem é importante na pratica. A primeira razdo é que tipicamente os dados usados para
ajustar modelos de selecao amostral sao grandes bancos de dados, onde a heterogeneidade é comumente
encontrada. A segunda razdo, é que as estimativas dos parametros obtidas pelo ajuste dos modelos de
selecdo usuais, em alguns casos, podem ser mais severamente afetadas pela heterocedasticidade, do que

pela distribuigao incorreta dos termos de erro (Powell, 1986).

Logo, a modelagem da variincia, que tem sido muito utilizado na literatura estatistica, pode ser
uma boa alternativa para reduzir o viés dos estimadores de méxima verossimilhanca quando aplicamos
modelos de selecao amostral. Nao obstante, a correlacao é, em geral, o parAmetro de maior interesse nas
diferentes aplicacoes de tais modelos. Nesse sentido, generalizamos o modelo de Heckman e acrescentamos
covariaveis aos parametros de dispersdo e de correlagdo. Assim, introduzimos mais uma alternativa para
o ajuste de dados com problemas de viés de selecdo amostral, que permite ao pesquisador identificar,
respectivamente, as fontes de variabilidade dos dados e as covaridveis responsaveis pelo viés de selecao,

um resultado extremamente importante nas aplicacoes dos modelos de selecao.

Além disso, nossas simulagoes indicam, que na presenca de heterocedasticidade e/ou correlagdo va-
ridvel, o ajuste dos modelos, Heckman classico, Skew-normal ou Heckman-t, pode nos levar a perda de
eficiéncia e também a estimacao incorreta dos parametros. Diferentemente do que ocorre com o ajuste
do modelo Heckman generalizado a tais dados. Dessa forma, nosso modelo torna-se uma importante
alternativa aos modelos de selecao conhecidos. Por outro lado, apesar das vantagens citadas, mostramos
também que o modelo Heckman generalizado, assim como os demais, esta sujeito a problemas de multi-
colinearidade e a sensibilidade dos estimadores a alta correlacao entre a equacao de regressao e selecao e

que a restricdo de exclusao é extremamente importante para uma estimacao consistente e eficiente.

O presente capitulo encontra-se organizado da seguinte forma. Na Secao 2.2, introduzimos o modelo
Heckman generalizado, com sua respectiva fun¢ao de verossimilhanca e vetor escore. Na Secao 2.3, apre-
sentamos resultados de simulacao Monte Carlo de cinco cenarios distintos para avaliagao dos estimadores
de méaxima verossimilhanca do modelo Heckman generalizado comparado com os estimadores do modelo
de Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t. Apresentamos também o nivel empirico e o poder
dos testes da razao de verossimilhangas e do gradiente sob o ajuste dos quatro modelos. Na secao 2.4

apresentamos uma aplicacao a dados reais. As conclusoes do capitulo sdo apresentados na tultima se¢ao.
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2.2 Formulacao do Modelo Heckman Generalizado

Considere o modelo de Heckman conforme descrito em (1.1) a (1.4), tal que

Y*rN . ; o2 i
) e ), P =, (2.1)

Y5, H2i pio; 1

em que 14, [2i,0; € p; Sao, respectivamente, parametros de média, de dispersao e correlagdo. Logo,

consideramos a seguinte estrutura de regressao

q

1(p112) Z%zﬁg =i ga(pai) = Y wjiv; = nai, (2.2)
J=1 j=1
S
ZZ]1¢] =113 € h2 ,01 Z’UjiHj = N44,
J=1 =1

em que 8= (B, Bp)  ERP, y= (71, 7)) ERLP= (1, ,¢,) ER ek = (K1, - ,ks) €
R® sao vetores de parametros desconhecidos, independentes e p+q+r+s = m < n. Adicionalmente, 1y =
Miis 5 0in) oMz = M2y, M2n) Tom3 = (W36, ,M3n) " € Mg = (Nas, -+ ,Nan) ' sdo preditores lineares
€ Tis,  ,Tpi, Wiss " , Wiy 214y " »2ri € V14, -+ , Vg Sa0 Observacoes conhecidas, ndo necessariamente
exclusivas. Quando interceptos sdo incluidos nos submodelos da média, da dispersdao e da correlacao,

temos que w1; = wy; = 21; = vy; = 1, parat=1,--- ,n.

Para o modelo Heckman generalizado com a parametriza¢ao proposta vamos utilizar as fungoes de
ligacdo canonica para a meédia e de forma a garantir p € [—1,1] e ¢ > 0, considere arco-seno para a
correlagao e log para a dispersao, respectivamente. Assim, as fun¢des de ligacdo g1(.), g2(.), h1(.) e ha(.)
sdo estritamente monotonas e duas vezes diferenciaveis, g1(.) e g2(.) com dominio e imagem em R, hq(.)
com dominio em R* e imagem em R e hy(.) com dominio em [—1,1] e imagem em R. Discussdes mais
aprofundadas sobre fungdes de ligagdo podem ser encontradas em Atkinson (1985) e McCullagh e Nelder

(1989).

2.2.1 Verossimilhanca e Vetor Escore

Dado um par de observagoes (Y;,U;) definido conforme (1.3), a densidade de Y;|U; = 1 é da forma
dada na expressao (1.5), com le¢ e ’UiTK, substituindo o e p, respectivamente. Para a estimacao conjunta
dos vetores de parametros B, v, ¢ e k utilizamos 0 método da méxima verossimilhanga. O logaritmo da

funcdo de verossimilhanca para n vetores aleatérios e independentes (Y;,U;) e @ = (BT, y",¢",k7)7 &

0) = Li(pis pi2i, 0i, pi) (2.3)

i=1
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em que

Li(pi, 2i, 04y pi) = wilog f(ys|U = 1) + u; log @(pe;) + (1 — u;) log O(—po2;)

— u; dlog @ poi + pi(Yi — p1i) /o
V1=p?

+(1 = ui) log ®(—pai),

+log ¢ (W) — log O'i}

com fi1; = 91_1(7]11‘)7M2i = 92_1(772i),0i = hl_l(773i) e p; = hz_l(mi), como definido em (2.2), fungdes de

B, v, ¢ e Kk, respectivamente. Os componentes do vetor escore obtidos pela diferenciacido da funcéo log

verossimilhanca em relacao aos parametros sao

com,

Opi
Oni

Omi
oB

Logo

)

aL(6)

= ui

= Ui

= Ui

¢

Opai  Ona; 8%’ 7
L;(0) Opri O
Opri O OBy’
0

-

©
I
—

I
7

1

.
Il

51(0) 80’i 87’]3i
< Doy Onzi Oy ’
551‘(0) O0p; Ona;

Ipi

Il
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o
Il

-

(97741' 8Hm ’

802‘
Onai

= 04,

O _ 02/ ¢ _
)

P

V1=p7

pai + pi(yi — p1i)/ o

| Vi-a

= Zi, Ok

w; —
pai + pi(yi — uu)/ai] V1=pj

:1’...p’

:17"'(]7

m=1,---s,

9p;
Onai

= c08 (N4;),

87]4i o (')viTn
oK

+ Yi — U1

g;

pai + pi(yi — pi) /o

V1-p

pai + pi(yi — pas)/ o

| V1=

2 Ly,

pai + pi(yi — p1i) /o

V1= 03
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o |12 + pilyi — uli)/Uz‘]
oL®) \/W oip2ipi + (Yi — p1i)
= U oS (14;) ;.
Ox <I> oi/(1 = p7)?

pai + pi(yi — Mu)/@]

aL(6)
a8

nao existe uma forma analitica fechada para encontrar os EMV’s dos parametros do modelo, recorremos

= 0. Como

Os estimadores de maxima verossimilhanca sao obtidos pela solucao do sistema

a métodos numeéricos para resolver o sistema de equacgoes. Dessa forma, as estimativas dos parametros
sao obtidas por meio da maximizacao numérica da funcao log verossimilhanca, utilizando o algoritmo de
otimizagdo nao-linear Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), conhecido também como algoritmo
quase-Newton BFGS. Para maiores detalhes sobre métodos de maximizacdo numérica e o método BFGS,
indicamos Seiler e Seiler (1989), Press et al. (1992) e Wright e Nocedal (1999). Para inferéncias intervalares

e testes de hipdteses é necessario o conhecimento da matriz Hessiana que é apresentada no Apéndice A.

2.3 Comportamento dos Estimadores em Amostras Finitas

Nesta secao desenvolvemos estudos de simulagao Monte Carlo para avaliarmos e compararmos as
propriedades e o desempenho dos estimadores de Méaxima Verossimilhanca obtidos usando os modelos
Heckman generalizado, Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t. Para isso, diferentes cenarios foram

considerados:

e Cenéario 1: Simulamos dados considerando um modelo de dispersao fixa, correlagao variavel, com

restricdo de exclusdo e censura média aproximada de 30%.

e Cenario 2: Simulamos dados considerando um modelo de dispersdo variavel, correlagao fixa, com

restricdo de exclusio e censura média aproximada de 30%.

e Cenario 3: Simulamos dados considerando um modelo de dispersao e correlacao varidveis, com

restricdo de exclusio e censura média aproximada de 30%.

e Cenario 4: Simulamos dados considerando um modelo de dispersdo e correlagido varidveis, sem

restricdo de exclusdo e censura média aproximada de 30%.

e Cendrio 5: Simulamos dados considerando um modelo de dispersao e correlacdo varidveis, com

restricdo de exclusio e censura média aproximada de 50%.

Os cinco cendrios possuem caracteristicas relevantes para uma avaliagao mais detalhada. Os Cena-
rios 1 e 2 objetivam justificar a importancia da modelagem dos pardmetros de correlacio e dispersao,
respectivamente. O Cenario 3, tem o objetivo de avaliar o modelo Heckman generalizado e, juntamente
com os resultados obtidos nos Cenérios 1 e 2, confirmar sua contribuicdo para a modelagem de dados

com problemas de viés de selecao. O Cendrio 4 objetiva demonstrar a necessidade e a importancia da
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restricdo de exclusdo. Por fim, o Cenario 5 foi incluido para demonstrar a sensibilidade dos modelos de

selecdo a alta correlagdo e alto valor de censura. Todos os cenérios foram baseados na seguinte estrutura:

Yyi = b1+ Bawii + Bawa; + €, (2.5)

Y5 =+ v2x1i + 372 +yawzi +egii =1, n, (2.6)
em que os termos de erros (€14, €2;) foram gerados a partir da distribuigdo normal bivariada definida por,

2
0 ag; Pi0;

€14 ind. .
Y : =1, ,n, (2.7)
€2; 0 oip; 1

com log (0;) = @1 + ¢ax1; € arcsen(p;) = K1 + kaxy;. Todas as covariaveis foram geradas como amostras
aleatoérias da distribuicao normal padrao ou como amostras aleatérias da distribuicao uniforme, depen-
dendo do cenario, e foram mantidas constantes durante todo o experimento. Para cada um dos cenarios
considerados e que serdo apresentados em seguida, simulamos n valores de Y;" e Y5" e definimos Y; = Y5U;,
em que a variavel U; = 1{Y5; > 0}. Os tamanhos amostrais considerados foram n = 500,n = 1.000 e
n = 2.000 e o numero de réplicas de Monte Carlo foi fixado em N = 1.000, totalizando 3.000 amostras
para cada cenério. Consideramos amostras com tamanho n > 500, pois na pratica, modelos de sele¢ao
sao ajustados a banco de dados com tamanho superior a n = 500, e além disso, para tamanhos amostrais
menores, nem sempre é possivel realizar uma boa inferéncia por nao haver informagoes suficientes ou
por haver grande impacto na estimacao dos parimetros devido a heterocedasticidade. Os parametros
foram escolhidos de forma a manter um percentual médio de censura em cada passo Monte Carlo de,
aproximadamente, 30% nos 4 primeiros cenarios e de 50% no Cenéario 5. Simulacoes piloto mostraram
que a escolha dos parametros utilizados nas simulagdes nao afetam os resultados, desde que mantenham

o mesmo percentual médio de censura.

Aos dados simulados, e que foram gerados a partir dos cinco cendrios considerados, ajustamos os
modelos Heckman generalizado, Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t afim de comparar seus
resultados. E importante ressaltar que ndo existem pacotes no software R para o ajuste dos modelos
Heckman-t e Skew-Normal, portanto, tivemos que escrever todos os cddigos (log verossimilhanga e vetor

escore) baseados nos artigos de Marchenko e Genton (2012) e Ogundimu e Hutton (2016), respectivamente.

Para a estimagao dos pardmetros, utilizamos o método BFGS via fungio optim(-), que é implementada
no pacote stats do software R. Tal fun¢@o necessita de valores iniciais para o método iterativo. Assim, para
cada amostra gerada, o valor inicial dos parametros 8 = (31, 82,53) ", ¥ = (71,72,73,74) ', 1 e k1 530
obtidos a partir do método de dois passos de Heckman. Ressaltamos que para encontrar ¢; e x; utilizamos
(1.11) e (1.12), respectivamente. Como n&o ha forma de estimar os demais pardmetros ¢;, i = 2,--- ,r
e Kj,j =2,---,s, com o método de dois passos, fixamos ¢; = 0,Vi = 2,--- ;re x; =0,Vj =2,---,s.
Os valores iniciais para os parametros de grau de liberdade (v), do modelo Heckman-t, e assimetria (),
do modelo Skew-Normal, foram fixados em A\ = 1 e v = 7. Tais valores foram escolhidos apds algumas

simulagoes piloto.
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Para todos os modelos considerados, a fim de examinar o desempenho dos EMV’s, calculamos para
cada amostra a média empirica das estimativas dos parametros e a raiz quadrada do erro quadratico
médio (REQM), os quais foram utilizados para verificar a eficiéncia de cada estimador em relagdo ao
valor verdadeiro dos parametros. Para auxiliar nossas conclusoes sobre a importancia do modelo Heckman
generalizado, acrescentamos aos Cenarios 1, 2 e 3, a aplicagdo dos testes da Razao de Verossimilhanca
(Srv) e gradiente (Sg), com o objetivo de avaliar o poder e o tamanho empirico dos testes em relagio a

Hy : p=0 contra Hy : p # 0, sob o ajuste dos quatro modelos considerados.

2.3.1 Cenario 1: Dispersao Fixa e Correlacao Variavel

Nosso objetivo neste Cenério é usar simulagoes de Monte Carlo para avaliar o desempenho, em amos-
tras finitas, dos EMV’s dos parametros do modelo Heckman generalizado comparado ao desempenhos dos
modelos, Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t quando os dados possuem correlagdo variavel e sao
homocedésticos. Avaliamos, principalmente, a importancia da modelagem do parametro de correlacéo.

Logo, consideramos o modelo com restrigao de exclusao definido por

Y =1.140.7x1; + 0.1z9; + €14, (2.8)

Y2*i =0.840.521; + 1.1x9; + 0.6x3; + €2;,2 =1,--- | n, (29)
em que os termos de erros (€14, €2;) foram gerados a partir da distribui¢do normal bivariada dada por

€15\ 4 0 o 1%
) ind- , pi s parat=1,--- n, (2.10)

€2; 0 op; 1

com ¢ = 0.7, arcsen(p;) = 0.3 4+ 0.2z, e o0s regressores ;; irivd/\f(O, 1),7 = 1,2, 3, para todo i.

A Tabela 2.1 apresenta, a média das estimativas obtidas e a raiz quadrada do erro quadréatico médio,
apos o ajuste dos 4 modelos utilizados e para todos os tamanhos amostrais considerados. Notamos que
quanto maior o tamanho da amostra menores sao os valores da REQM, indicando uma consisténcia dos
EMV’s sob o ajuste de todos os modelos. Ainda nesse contexto, observamos que apesar dos valores de
correlagdo obtidos pelos modelos Heckman cléassico, Skew-normal e Heckman-t ndo serem comparaveis
com x1, os EMV’s destes modelos também mostraram-se consistentes na estimacao do parametro de
correlagdo. O modelo Heckman generalizado apresenta estimativas nao viesadas, o modelo Heckman
cléssico apresenta as estimativas By e (3 levemente viesadas, e os modelos Heckman-t e Skew-normal
apresenta grande parte das estimativas viesadas. Este primeiro resultado indica que a correlagdo variavel
nao afeta, significativamente, a estimac¢ao dos parametros e, portanto, um modelo mais parcimonioso, tal
como o modelo de Heckman classico pode ser preferivel, em relacao ao modelo Heckman generalizado.
Ressaltamos porém, que o acréscimo de covaridveis ao parametro de correlacao pode ser de grande
utilidade para um pesquisador, pois permite identificar o fator gerador de viés. Além disso, notamos que

as estimativas obtidas via modelo Heckman generalizado sdo similares ao modelo de Heckman cléssico, o
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que permite a mesma interpretacao dos parametros.

As Figuras 2.1, 2.2 e 2.3 apresentam os box-plots das estimativas obtidas sob o ajuste dos modelos (i)
Heckman generalizado, (i4) Heckman classico, (iii) Skew-Normal e (iv) Heckman-t, observamos que os
estimadores do modelo Skew-normal apresentam estimativas viesadas e com baixa precisdo dos interceptos
e dos parametros S5 e 0. E os modelos Heckman classico e Heckman-t apresentam estimativas viesadas do
parametro 5. O modelo Heckman generalizado possui maior precisao e menor dispersao das estimativas
em torno dos verdadeiros valores dos pardmetros. Nao apresentamos o box-plot das estimativas do
parametro k1, pois as estimativas desse parametro obtidas sob o ajuste dos modelos Heckman classico,
Skew-Normal e Heckman-t ndo sao comparéveis com as estimativas obtidas sob o ajuste do modelo
Heckman generalizado.

Tabela 2.1: Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman generalizado,

Heckman cléssico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 1. Tamanhos amostrais
n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
Generalizado Classico Skew t-Student
Parametros n Média REQM Média REQM Média REQM Média REQM

500  0.809 0.085 0.809 0.085 0.737 0.163 0.825 0.092
v 0.800 1.000 0.804 0.062 0.803 0.061 0.733 0.128 0.816 0.065
2.000 0.802 0.042 0.800 0.042 0.736 0.104 0.810 0.045
500  0.505 0.082 0.501 0.083 0.498 0.083 0.512 0.086
v2 0500 1.000 0.504 0.057 0.498 0.058 0.496 0.058 0.507 0.059
2.000 0.503 0.038 0.497 0.039 0.495 0.040 0.503 0.040
500  1.117 0.103 1.118 0.103 1.108 0.104 1.140 0.114
vs 1100 1.000 1.109 0.076 1.109 0.077 1.103 0.077 1.127 0.083
2.000 1.106 0.053 1.106 0.053 1.101 0.053 1.120 0.058
500  0.609 0.082 0.610 0.082 0.605 0.082 0.623 0.088
74 0.600 1.000 0.604 0.062 0.605 0.062 0.602 0.062 0.615 0.065
2.000 0.604 0.041 0.606 0.041 0.603 0.041 0.614 0.044
500  1.104 0.074 1.106 0.078 0.891 0.313 1.105 0.078
f1 1100 1.000 1.101 0.053 1.108 0.058 0.894 0.279 1.107 0.058
2.000 1.101 0.036 1.107 0.038 0.913 0.252 1.106 0.038
500  0.699 0.054 0.738 0.058 0.738 0.058 0.737 0.058
B2 0.700 1.000 0.700 0.037 0.735 0.047 0.735 0.047 0.734 0.046
2.000 0.699 0.026 0.735 0.041 0.735 0.041 0.735 0.041
500  0.098 0.058 0.088 0.061 0.087 0.061 0.089 0.061
Bs  0.100 1.000 0.099 0.042 0.086 0.047 0.085 0.047 0.086 0.047
2.000 0.099 0.029 0.088 0.033 0.087 0.033 0.088 0.033
500  0.700 0.030 0.695 0.030 0.758 0.101 0.680 0.038
o 0700 1.000 0.700 0.020 0.696 0.020 0.747 0.079 0.684 0.027
2.000 0.700 0.015 0.696 0.015 0.739 0.063 0.686 0.021
500  0.297 0.219 0.244 0.233 0.256 0.245 0.247 0.231
k1 0300 1.000 0.303 0.158 0.229 0.185 0.240 0.190 0.230 0.183
2.000 0.302 0.104 0.226 0.136 0.237 0.136 0.227 0.136
500  0.214 0.167 — - - - - -
ke 0.200 1.000 0.206 0.109 — - - - - -
2.000 0.205 0.073 - - - - - -
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Tamanho e Poder dos Testes da Razao de Verossimilhanga e Gradiente

Apresentamos na Tabela 2.2, o calculo do tamanho empirico dos testes razao de verossimilhanca e
gradiente, sob o ajuste dos modelos Heckman generalizado, Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-
t. Foram geradas, sob a hipotese Hy : p; = 0 contra Hy : p; # 0, N = 1.000 amostras de tamanhos
n = 500,n = 1.000 e n = 2.000. Para cada n e cada um dos modelos estudados, a proporgao de vezes,
entre as N = 1.000 amostras, em que os testes levam a falsa rejeicdo de Hy, define o tamanho empirico
dos testes. Consideramos niveis nominais de 1%, 5% e 10%. Ressaltamos que no caso do modelo Heckman

generalizado, neste primeiro cenério, testar Hy : p; = 0 é equivalente a testar Hy : k1 = ko = 0.

Os valores das taxas de erro tipo I, dos testes da razao de verossimilhanga e gradiente, sob o ajuste de
todos os modelos, se aproximaram do nivel de significancia nominal, & medida que o tamanho amostral
aumenta. Ressaltamos que sob Hj, os dados sdo simulados com correlacdo fixa e igual a zero. Assim,
para tamanhos amostrais menores e dados simulados conforme Cenério 1, resultados menos precisos do
modelo Heckman generalizado sao esperados, uma vez que nosso modelo parametriza a correlagao e, por
consequéncia, necessitamos estimar mais parametros que os demais modelos.

Tabela 2.2: Nivel de significAncia empirico dos testes da razdo de verossimilhanca e gradiente para
Hy : k1 = ko = 0 e censura média de 33.2%.

Valor Tamanho Heckman Heckman Heckman Heckman
nominal da Generalizado Classico Skew t-Student
do teste | Amostra Srv Sa Sry Sa Sry Sa Srv  Sa

n = 500 2 0.5 1.1 0.3 1.1 0.3 1.1 0.2

1% n = 1.000 1.4 0.7 1.2 0.4 1 0.6 1.2 0.5
n = 2.000 1.1 0.5 1.1 05 1.1 0.5 1 0.6

n = 500 8 4.2 53 3.2 56 3.2 52 3.4

5% n = 1.000 6.7 4.2 52 4.5 53 4.4 5.3 4.5
n = 2.000 5.2 4.7 46 4.3 4.5 3.9 41 4.3

n = 500 13.1 9.6 106 9.1 10.8 8.8 104 9.1

10% n = 1.000 124 10.3 106 94 104 9.5 10.2 9.6
n = 2.000 109 10.2 9.7 9.2 98 94 9 9.3

Na Tabela 2.3 apresentamos o poder empirico dos testes. Notamos, que a medida que aumentamos o
tamanho da amostra, os testes apresentam melhores resultados e as taxas de rejeicao aumentam quando
nos distanciamos de Hy. Além disso, como é esperado, com o aumento do nivel de significancia houve um
aumento do poder dos testes RV e gradiente. O teste da razao de verossimilhancas, porém, é visivelmente
melhor sob o ajuste de todos os modelos. Sob o ajuste do modelo Heckman generalizado temos uma taxa
de rejeicao maior em todos 0s casos, ou seja, os testes se mostram mais poderosos sob o ajuste do nosso
modelo. Tal resultado indica que o modelo Heckman generalizado é uma boa alternativa para avaliar a
presenca de viés de selecao nos dados e pode ser utilizado em conjunto com o modelo Heckman classico

para obtencao de resultados mais confidveis.
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Tabela 2.3: Poder dos testes da razdo de verossimilhanga (Sgry) e gradiente (Sg), em porcentagem,
para dados simulados de acordo com o Cenario 1 e com o ajuste dos modelos de Heckman generalizado,
Heckman Classico, Skew-Normal e Heckman-t, com nivel nominal de 1%, 5% e 10%.

Tamanho Heckman Heckman Heckman Heckman
Parametros da Generalizado Classico Skew t-Student
Amostra SRV SG SRV SG SRV SG SRV SG
a=1%
k1 = —0.7 n = 500 93.5 81.5 29.2 184 30 18.9 29.8 19.7
e n = 1.000 99.6 994 46 35.6 46.6 36.6 46.6 37.2
ko = —0.7 | n = 2.000 100 100 74.4  72.2 74.5 72.5 76 74.1
k1 = —0.3 n = 500 31.2 13.7 5.2 3.1 5.8 2.9 5.1 3
e n = 1.000 60.4 50.4 7.6 5.6 8.1 5.8 7.8 5.7
ko = —0.3 | n=2.000 94.6 92 169 14.7 17.2 14.7 16.2 14.7
k1 =0.3 n = 500 354 16.7 6.2 3.4 5.8 2.7 6.3 3.6
e n = 1.000 60.9 48.7 9.2 5.8 8.6 5.3 9 6.1
ko = 0.3 n = 2.000 93.9 91.6 18 15.8 18 15.3 17.9 15.9
k1 = 0.7 n = 500 94.2 82 30 19.8 29 15.2 30.6 21.2
e n = 1.000 99.9 98.8 425 35.6 41.3 31.6 44.8 37.3
ko = 0.7 n = 2.000 100 100 73.8 72 73.2  69.7 75.9 73.7
a=5%
k1 = —0.7 n = 500 98.1 94 51 45.7 51.4 45.6 52.3 47.6
e n = 1.000 100 99.8 66.5 62.9 66.3 63.5 67.6 64.7
ko = —0.7 | n=2.000 100 100 89.4 885 89.3 &R.6 90.5 90.3
k1 = —0.3 n = 500 56.9 40 16.8 12.8 17.3  13.2 16.6 13.2
e n = 1.000 78.7 73 212 17.9 21.5 185 21.3 184
ko = —0.3 | n=2.000 98.9 98.5 36.7 35.3 36.9 35.5 35.7 35.7
k1 = 0.3 n = 500 57.2 43.4 16.8 13.8 172 129 16.2 13.5
e n = 1.000 81.6 75.2 21.7 19.7 214 19 21 19.5
ko = 0.3 n = 2.000 98.4 97.9 379 36.3 37.3 353 36.6 35.9
k1 = 0.7 n = 500 98.4 95.2 51.9 45.2 50.6 42.1 53.4 46.5
e n = 1.000 100 99.9 66.7 63.2 65.3 60 67.6 64.8
ko = 0.7 n = 2.000 100 100 88.5 87.8 87.8 86.7 89.7 &9.7
a=10%
k1 = —0.7 n = 500 99.9 97.7 63.5 60.2 64.1 60.3 65.5 62
e n = 1.000 100 100 4.2 7279 74.5 73 76 74.9
ko = —0.7 | n=2.000 100 100 94 93.8 94 93.8 94.8 94.8
k1 = —0.3 n = 500 69.7 57 25.6 22.6 26.3 232 25.2 22.8
e n = 1.000 86.5 83.5 30.6 29.1 31.3 294 29.7 28.9
ko = —0.3 | n=2.000 99.7 99.5 482 474 48 47 472 475
k1 =0.3 n = 500 69.1 59 26.7 23.7 26.8 22.2 264 24.2
e n = 1.000 88.1 86 31 29.8 314 30.1 31.8 30.6
ko = 0.3 n = 2.000 99.3 99.2 489 48.3 48.8 48 48.2 48.3
k1 = 0.7 n = 500 99.6 98.1 63.7 59.5 62.1 56.9 65 62.2
e n = 1.000 100 100 74.8 73.1 74 71.8 76.2 75
ko = 0.7 n = 2.000 100 100 93.6 93.2 93.2 928 942 94.1
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2.3.2 Cenéario 2: Dispersao Variavel e Correlacao Fixa

Nosso objetivo aqui é mostrar que na presenca de heterocedasticidade os modelos existentes na li-
teratura produzem estimadores inconsistentes e estimativas viesadas, e a modelagem do parametro de
dispersao com o acréscimo de covaridveis pode ser uma boa alternativa ao ajuste de tais dados. Para isso,

consideramos as equacoes dadas por:

Y =114 0.7T21; + 0.1z2; + €15, (2.11)

}/2*1 = —0.24+0.521; + 1.1x9; + 0.6x3; + €2;, parat =1,--- ,n, (2.12)

em que, os termos de erros (e1;, €2;) foram gerados a partir da distribui¢do normal bivariada dada por:

€\ 0 o? T
1z wigi. N ’ % PO} , para ] = 1’ ceen, (213)
€2; 0 gip 1

com log (0;) = 0.7+ 3x1;, p = 0.7 e x1;, x9; gerados independentemente da distribuicdo uniforme padrao,

x3; gerado a partir da normal padrao e todos mantidos fixos ao longo das simulacoes.

Neste segundo cendrio, o parametro de correlacao foi fixado e geramos amostras de Y;* e Y5 com
dispersdo varidvel. Da mesma forma como no Cenério 1, ajustamos os modelos Heckman generalizado,
Heckman cléssico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados simulados com o objetivo de comparar seus resul-
tados. Na Tabela 2.4 apresentamos resultados numéricos referentes as estimativas obtidas de acordo com
o Cenério 2. Os EMV’s obtidos sob ajuste do modelo Heckman generalizado se mostraram consistentes
e suas estimativas apresentaram menor viés. Notamos ainda que o modelo Heckman generalizado é o
tnico que estima bem os interceptos do modelo e o parametro de correlacdo. E importante ressaltar
que todas as estimativas obtidas sob ajuste dos modelos Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t
foram altamente viesadas, o que indica um forte impacto negativo da heterocedasticidade na estimacao
de parametros sob ajuste de tais modelos, mesmo que os erros possuam distribuicao normal bivariada e

sejam corretamente especificados.

Além disso, verificamos nas Figuras 2.4, 2.5 e 2.6 que as estimativas de méaxima verossimilhanca do
modelo Heckman generalizado tendem ao verdadeiro valor do parametro e a variabilidade das mesmas
diminui quando aumentamos o tamanho amostral, o que sugere que as estimativas obtidas com o ajuste
desse modelo apresentam boa precisao. Notamos que sob o ajuste dos demais modelos os parametros
sao sobre ou super-estimados e, portanto, para dados heterocedésticos os modelos de Heckman cléssico,
Skew-Normal e Heckman-t nao sao indicados. Nao apresentamos o box-plot das estimativas do parametro
@1 e @9, pois as estimativas de ¢; obtidas sob o ajuste dos modelos de Heckman classico, Skew-Normal e
Heckman-t nao sao comparaveis com as estimativas obtidas sob o ajuste do modelo Heckman generalizado

e obtemos estimativas de ¢o somente sob o ajuste deste dltimo.
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Tabela 2.4: Média empirica das estimativas de méaxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman generalizado,
Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 2. Tamanhos amostrais
n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
Generalizado Classico Skew t-Student
Pardmetros n  Média REQM Meédia REQM Meédia REQM Meédia REQM

500 0205 0169 -0314 0202 0445 0327 -0269 0.198
w <0200 1.000 -0207 0116 0313 0162 0466 0327 0267 (.146
2000 -0.199 0.081 -0308 0135 -0419 0258 -0259 0.108
500 0508 0232 0747 0352 0702 0329 0666 0322
w0500 1.000 0506 0154 0743 0300 0.697 0270  0.660  0.251
2000 0498 0104 0734 0282 0731 0267 0.657  0.206
500 1112 0228 1091 0232 L1059 0239 1234 0301
v 1100 1.000 1111 0152 108 0153 1047 0167 1230  0.220
2000 1104 0107 1066 0114 1049 0125 1216  0.172
500 0609 00717 058 0077 0568  0.087 0676  0.118
v 0.600 1.000 0602 002 0573 0063 0555 0077 0666  0.09
2000 0.603 0034 0568 0.049 0560 0059 0667 0.081
500 1101 0222 0468 0741 0002 1318 0833 0444
By 1100 1000 1.09%6 0173 0405 0757  -0.146 1415 0804 041l
2000 1105 0109 0446  0.683  0.063 1144 0874 0291
500 0705 0392 1552 0959 1459 0903 1221 0.687
By 0700 1000 0707 0254 1567 0923 1484 089 L1211 (.59
2000 069 0175 1497 0828 1461 0799 1142 0492
500 0100 0306 0209 0461 0199 0457 0110 0420
By 0100 1000 0102 0223 0247 0361 0234 038 0136 0311
2000 0100 0152 0261 0286 0256 0285 0123 0.222
500 0.684 0110 2431 L1739 2353 1874 198 1297
op 0700 1000 0694 0069 2478 1782 2622 193 2015 1323
2000 0694 0045 2462 1763 2528 183 1968  1.271
500 3.023 0307 - - - - - -
¢y 3.000 1000 3.009  0.198 - - - - - -
2.000 3.007  0.132 - - - - - -
500 0697 0111 0746 0122 0752 0131 0680  0.128
p 0700 1000 0699 0078 0757  0.09% 0767 0104 0688  0.09
2.000 0697 0051 0758 0077 0763 0085 0669  0.074
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Tamanho e Poder dos Testes da Razao de Verossimilhanga e Gradiente

Apresentamos na Tabela 2.5 o calculo do tamanho empirico dos testes razdo de verossimilhanca e
gradiente sob ajuste dos modelos Heckman generalizado, Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t.
Novamente foram geradas, sob a hipétese Hy : p = 0 contra Hy : p # 0, N = 1.000 amostras de tamanhos

n = 500,n = 1.000 e n = 2.000, e foram considerados niveis nominais de 1%, 5% e 10%.

No caso de erros néo correlacionados (p = 0) e dispersdo variavel, observamos que os testes da razdo
de verossimilhanca e gradiente mantiveram niveis nominais préximos dos valores corretos de tamanho
empirico somente sob ajuste do modelo Heckman generalizado. Sob o ajuste dos demais modelos, os
testes se mostraram mais sensiveis e inflacionam o erro tipo I. No entanto, mesmo sob ajuste do modelo
Heckman generalizado, houve pequenas variagoes que contrariam a expectativa tedrica, uma vez que,
fixado o teste juntamente com o modelo utilizado e o tamanho empirico, observamos tamanho do teste
préximo do valor nominal para n = 500 e tamanho empirico mais distante do valor nominal para n = 1.000
e n = 2.000. Entendemos que isso ocorre devido & sensibilidade dos testes diante da variagao da censura,
que apresentou valores médios de 31.56% para n = 500, de 32.14% para n = 1.000 e de 30.50% para
tamanho amostral n = 2.000. E também devido a presenca de heterocedasticidade. Ressaltamos que
ambos os problemas podem afetar a estimacao dos parametros e indicar, erroneamente, a presenca ou

auséncia de viés de selegao.

Tabela 2.5: Nivel de significancia empirico dos testes da razdo de verossimilhanca e gradiente para
Hy:p=0.

Valor Tamanho Heckman Heckman Heckman Heckman
nominal da Generalizado Classico Skew t-Student
do teste | Amostra Srv Sa Srv  Sa Srv  Sg Sry  Sc

n = 500 1 0.5 4.8 1 9.5 0.8 2 1
1% n = 1.000 1.2 1 3.9 2.9 6.2 5.1 2.7 2
n = 2.000 1.4 1.4 3.9 3.4 2 2 2.3 1.8
n = 500 5.5 4.2 11.6 7.9 19.3 8.2 7.6 6.3
5% n = 1.000 5.5 4.8 12 109 13.9 13.1 8.4 7.2
n = 2.000 5.5 5.1 11.7 115 6.6 8.8 7.8 7.1
n = 500 114 9.9 19.6 16.6 28.7 17.1 13.5 124
10% n = 1.000 9.5 9.2 19.6 19.1 21 20.2 14.8 14.3
n = 2.000 11.9  11.7 18.9 185 9.9 15.3 134 13

Na Tabela 2.6 apresentamos resultados do poder dos testes da razao de verossimilhanca e gradiente,
sob o ajuste dos 4 modelos, nas quais observamos comportamento similares dos testes, com uma vantagem
para o teste da razao de verossimilhanca. Apesar de observarmos testes mais poderosos sob o ajuste dos
modelos Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t, tais resultados nao parecem ser confiaveis, ja que
baseado nos resultados da Tabela 2.5, sob ajuste de tais modelos, os testes podem inflacionar o poder de
rejeicao. Portanto, consideramos os resultados dos testes mais confidveis quando realizados sob ajuste do

modelo Heckman generalizado.
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Tabela 2.6: Tamanho empirico e poder dos testes da razao de verossimilhanca (Sgy) e gradiente (S¢g),

em porcentagem, para dados simulados de acordo com o Cenério 2 e com o ajuste dos modelos de Heckman

generalizado, Heckman Classico, Skew-Normal e Heckman-t, com nivel nominal de 1%, 5% e 10%.

Tamanho Heckman Heckman Heckman Heckman
Parametros da Generalizado Classico Skew t-Student
Amostra Srv Sa Srvy  Sc Sry  Sc Sry  Sc
a=1%
n = 500 94.8 91.2 94.5 895 93.2 838 90.5 84.7
p=-0.7 | n=1.000 99.9 99.9 99.8 99.8 99.8 999 99.7 995
n = 2.000 100 100 100 100 99.9 100 100 100
n = 500 14.1 10 242 13.7 29.5 13.8 15.5 9.8
p=-03 | n=1.000 30.8 278 43.2 39 54.9 52 304 26.8
n = 2.000 57.3  55.1 63.7  59.6 455 52.6 446 41.8
n = 500 14.8  10.9 22.9 13.3 20.5 82 14.9 9
p=0.3 n = 1.000 33.1 299 42.1 37 35.7 259 29.6 26.8
n = 2.000 59.8  58.2 67.3 649 494 49.1 478 449
n = 500 93 90.7 94.6 89.5 91.3 76.2 88.8 825
p=0.7 n = 1.000 99.9 99.8 99.9 999 99.6 99 99.4 99.3
n = 2.000 100 100 100 100 100 100 100 100
a=5%
n = 500 99 99 98 97.6 98  96.9 96.8 95.8
p=-0.7 | n=1.000 99.9 99.9 99.9 100 99.9 100 99.8 99.8
n = 2.000 100 100 100 100 100 100 100 100
n = 500 31 28.6 40.2 349 476 359 29.7  26.2
p=-0.3 | n=1.000 54.8 534 61.6 59.7 72.1 T71.8 494 476
n = 2.000 78.9 783 79.7 79 61.1 77 66.9 65.9
n = 500 34.1 308 416 35.3 41.3 321 30.1 279
p=03 n = 1.000 55.7  54.1 62  60.1 54.2 50.4 50.5 49.2
n = 2.000 80.8  80.3 83.5 829 65.2 73.2 704  69.3
n = 500 08.2 978 98 97.3 96.4 94.6 96.6 95.8
p=0.7 n = 1.000 100 100 100 100 99.6 99.6 99.9 999
n = 2.000 100 100 100 100 100 100 100 100
a=10%
n = 500 99.5  99.5 98.6 98.4 98.5 984 98.2 979
p=-0.7 | n=1.000 100 100 100 100 100 100 100 100
n = 2.000 100 100 100 100 100 100 100 100
n = 500 43.3 415 49 45 56.7 46.6 39.7 374
p=-0.3 | n=1.000 67.2  66.6 71.5  69.9 79.7  79.7 60.7  59.7
n = 2.000 85.4  85.2 85.9 85.8 67.8 85.6 76.4 75.8
n = 500 472  44.3 52.5 49.7 53.6 48.7 40.1 38
p=03 n = 1.000 68 67.3 72 71.2 63.6 61 62 60.5
n = 2.000 87.6  87.3 88.3 88.2 715 82 794 79
n = 500 99 99 98.8 98.7 97.8 98 98.3 98
p=0.7 n = 1.000 100 100 100 100 99.8 99.7 100 100
n = 2.000 100 100 100 100 100 100 100 100
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Os resultados desta se¢do indicaram que a heterocedasticidade pode afetar severamente a estimagao
de parametros via modelos de selecdo amostral. Além disso, sob heterocedasticidade, os testes da razao
de verossimilhanca e gradiente, sob o ajuste de tais modelos, podem indicar a rejeicao de Hy : p = 0
mesmo quando nao ha evidéncias suficientes para rejeitar tal hipétese. Por outro lado, o modelo Heckman
generalizado, reduziu o viés dos estimadores de maxima verossimilhanca, mostrou-se consistente, eficiente,
e apresentou resultados satisfatérios em relagao ao nivel de significancia empirico para os testes da razao
de verossimilhanca e gradiente. Assim, o modelo Heckman generalizado é uma melhor alternativa quando
comparado aos modelos Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t para dados com suspeita de viés

de selegao e heterocedasticidade.

2.3.3 Cenario 3: Dispersao e Correlacao Variaveis

Os Cenarios 1 e 2 confirmam a importancia da modelagem dos parametros de dispersao e correlagao e
sugerem que o modelo Heckman generalizado em alguns casos, pode ser uma boa alternativa aos modelos
de selecao existentes. Nesta secao, nosso objetivo é avaliar o desempenho em amostras finitas dos EMV’s
do modelo Heckman generalizado comparado aos EMV’s dos modelos Heckman cléssico, Skew-normal e
Heckman-t para dados com dispersao e correlacao varidveis. Consideramos a mesma estrutura para Y;*

e Y5 dada por:

Yf; =1.140.7z1; + 0.1z9; + €14, (2.14)

}/2*1 = —0.14+0.521; + 1.1x9; + 0.6x3; + €2;, parat =1,--- ,n, (2.15)
em que os termos de erros (ey;, €2;) foram gerados a partir da distribui¢do normal bivariada dada por:

€1i | ind. 0 o pioi i=1,--.,n (2.16)

€2 0 oip; 1
com log (c;) = 0.7 4+ 3x1; e arcsen(p;) = 0.7 + 0.7x1;. Os regressores sdo mantidos fixos ao longo das

simulagoes com x1;, T2, i~ U(0,1) independente de z3; ~ N(0,1), paratodoi=1,--- ,n.

Na Tabela (2.7) apresentamos resultados numeéricos referentes as estimativas de maxima verossimi-
lhanca de acordo com o Cenario 3. Observamos que conforme o tamanho amostral aumenta, o viés e
a REQM diminuem, para todos as estimativas obtidas sob o ajuste do modelo Heckman generalizado,
sugerindo novamente a consisténcia dos EMV. O mesmo resultado nao foi observado sob o ajuste dos
demais modelos, notamos que em alguns casos, tal como para o intercepto do modelo de regressao (1),
a média das estimativas obtidas é altamente viesada, e a REQM nao necessariamente diminui com o

aumento do tamanho amostral.

Além disso, verificamos nas Figuras 2.7, 2.8 e 2.9 que as estimativas obtidas sob o ajuste do modelo
Heckman generalizado, tendem ao verdadeiro valor do parametro e a variabilidade das mesmas diminui

quando aumenta-se o tamanho amostral, indicando novamente a boa precisao das estimativas de maxima,
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verossimilhanca. Sob o ajuste dos demais modelos observamos estimativas viesadas e imprecisas para
quase todos os parametros. Nao apresentamos o box-plot das estimativas dos parametros ¢1, ¢o, k1 €
Ko, POiS nao obtemos estas estimativas sob o ajuste dos modelos de Heckman cléssico, Skew-Normal e
Heckman-t para comparar com as estimativas obtidas sob o ajuste do modelo Heckman generalizado.

Tabela 2.7: Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman generalizado,

Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 3. Tamanhos amostrais
n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
Generalizado (Classico Skew t-Student
Parametros n  Meédia REQM Meédia REQM Meédia REQM Meédia REQM

500  -0.090 0.162 -0254 0216 -0496 0458 -0.206  0.202
71 -0.100 1.000 -0.104 0111 -0.252 0.18 -0.487 0.440 -0.206  0.161
2.000 -0.099 0076 -0.254 0.171 -0.552 0479 -0.209  0.138
500 0479 0219 0821 038  0.724 0330 0.757  0.355
7 0.500 1.000 0.505 0152 0818 0354 0.737 0300 0.760  0.316
2.000 0497 0101 0844 0359 0745 0281  0.781  0.307
500 1107 0214 1.091 0220 1009 0.246 1.227  0.282
3 1100 1.000 1.106  0.143 1079 0148  1.005  0.18  1.215  0.204
2.000 1103  0.099 1054 0115 0971 0178 1191  0.153
500 0.607  0.064 0584  0.066 0542 0.099 0.668  0.104
7 0.600 1.000 0601 0.044 0572  0.054 0534  0.088  0.654  0.081
2.000 0.604 0032 0561 0.051 0518 0.094 0644  0.061
500 1.122  0.247 0346 0816  -0.400 1.665  0.628  0.561
i L1100 1000 1105 0179  0.292 0840 -0.429 1.666  0.580  0.571
2.000 1110 0117 0348 0.769 -0.559 1.741  0.638  0.489
500 0.679 0380 1877 1249 1730 1133 1515 0918
By 0.700 1.000 0.697 0254 1893  1.228 1.788  1.139  1.522 0874
2.000 068 0178 1792 1112 1.671  1.001 1416  0.746
500 0.093 0298 0175 0409 0159 04056 0128  0.385
B3 0.100 1.000 0.099 0214 0213 0314 0202 0310 0.169  0.289
2.000 0.099 0147 0237 0253 0222 0245 0184  0.221
500 0.682  0.124 2390  1.696  2.608  1.930  2.047  1.356
o1 0700 1.000 0692 0075 2429 1731 2628  1.943  2.084  1.389
2.000 0.693 0052 2409 1710 2638 1948 2053 1.356
500  3.017  0.313 - - - - - -
¢2 3.000 1.000 3.009 @ 0.201 - - - - - -
2.000 3.009  0.139 - - - - - -
500 0.686 0334 1153 0463 1173 0483  1.096  0.412
k1 0.700 1.000 0.720 0303 1.153 0457 1174 0478 1102  0.409
2.000 0.688 0114 1143 0445 1168 0470 1.08  0.388
500 0.781  0.442 - - - - - -
ke 0.700 1.000 0.711  0.344 - - - - - -
2.000 0.723  0.165 - - - - - -
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Tamanho e Poder dos Testes da Razao de Verossimilhanga e Gradiente

Sob a hipotese nula (Hy : p = 0), no caso de erros nao correlacionados (kg = k1 = 0), os testes
da razao de verossimilhanca e gradiente apresentaram valores empiricos préximos dos valores nominais
somente sob o ajuste do modelo Heckman generalizado. Os testes sob o ajuste dos demais modelos
inflacionam o erro tipo I e indicam a presenca de viés de selecao devido a heterocedasticidade dos dados.
Isso sugere, que os testes da razao de verossimilhanca e gradiente, devem ser utilizados com cautela
para testar pardmetros dos modelos de selecao amostral e que a heterocedasticidade pode ser a causa
da presenca de viés de selecio quando tais modelos sdo utilizados. E importante ressaltar ainda que
novamente observamos variacoes do nivel empirico sob o ajuste do modelo Heckman generalizado que
contrariam nossa expectativa teorica, por exemplo, de acordo com o teste da razao de verossimilhanca,
para n = 1.000 e valor nominal igual a 5% o nivel empirico é de 5.5% e para n = 2.000 o nivel empirico é
5.8%. Novamente, acreditamos que essa variagdo é devido a variagdo da censura que foi de 28.65% para
n = 500, 29.26% para n = 1.000 e 27.66% para n = 2.000 e também devido a variacdo da dispersao.

Tabela 2.8: Nivel de significAncia empirico dos testes da razdo de verossimilhanca e gradiente para
Hy : p =0 e censura média de 30%.

Valor Tamanho Heckman Heckman Heckman Heckman
nominal da Generalizado Cléssico Skew t-Student
do teste | Amostra Skrv Sa Srv Sa Skrv Sa Sryv Sa

n = 500 1.5 0.7 5.8 0.9 10.8 0.7 2.2 0.9
1% n = 1.000 1.7 0.8 4.7 2.4 7.3 4.8 2.5 1.9
n = 2.000 1.2 0.9 5.4 4.2 3.1 2 2.5 2.3
n = 500 6.1 4.5 12.9 8.5 21.1 8.9 8.3 6.4
5% n = 1.000 5.5 4.2 13.6 11.2 16.1 14.5 8.2 7.5
n = 2.000 5.8 4.9 14.5 129 8.7 8.8 8.4 8.1
n = 500 12.6 9.2 20.9 16.7 30.7 17.5 14.5 12.7
10% n = 1.000 10.4 8.8 21.1 19.8 22.4 21.1 14.4 14
n = 2.000 11.7 11.2 20.5 20.4 129 155 14.8 14.5

Em relacao ao poder dos testes da razao de verossimilhanca e gradiente, sob o ajuste dos 4 modelos,
observamos na Tabela 2.9, comportamentos similares ao Cenéario 2, com ligeira vantagem para o teste
da razao de verossimilhanca. Novamente observamos testes mais poderosos sob o ajuste dos modelos
Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t. Porém, como observamos que os testes inflacionam o nivel
empirico sob o ajuste desses ultimos modelos, conforme Tabela 2.8, acreditamos que o poder observado

sob o ajuste do modelo Heckman generalizado produz resultados mais confiaveis.
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Tabela 2.9: Tamanho empirico e poder dos testes da razao de verossimilhanca (Sgy) e gradiente (S¢g),

em porcentagem, para dados simulados de acordo com o Cenério 3 e sob o ajuste dos modelos Heckman

generalizado, Heckman Classico, Heckman Skew e Heckman-t, com nivel nominal de 1%,5% e 10%

Tamanho Heckman Heckman Heckman Heckman
Parametros da Generalizado Classico Skew t-Student
Amostra Srv Sa Srvy  Sc Sry  Sc Sry  Sc
a=1%
k1 = —0.7 n = 500 100 99.9 100  99.9 100  96.6 100 100
e n = 1.000 100 100 100 100 100 100 100 100
ko = —0.7 | n=2.000 100 100 100 100 100 100 100 100
k1 = —0.3 n = 500 31.5 214 51.8 35.8 56.7 34.3 35.9 27
e n = 1.000 60.4  54.5 83.5 T79.6 89.3 87.3 68.2 63.8
ko = —0.3 | n=2.000 89.7 879 95.8 95.7 88.4 91.1 88.3 87.2
k1 =0.3 n = 500 30.2 194 53.6 37.9 50.3 27.8 37  26.8
e n = 1.000 63.4 58 81.9 784 75.2  66.5 67.8 63.1
ko = 0.3 n = 2.000 89.4 889 97.3 96.3 90.9 92.1 89.7 88.3
k1 =0.7 n = 500 99.9  99.5 100 99.7 99.8 96 100 99.9
e n = 1.000 100 100 100 100 100 100 100 100
ko = 0.7 n = 2.000 100 100 100 100 100 100 100 100
a=5%
k1 =—0.7 n = 500 100 100 100 100 100  99.7 100 100
e n = 1.000 100 100 100 100 100 100 100 100
ko = —0.7 | n=2.000 100 100 100 100 100 100 100 100
k1 =—0.3 n = 500 53.1 448 71.2  63.6 74.9 65.9 57.6 53.9
e n = 1.000 82.7 80.5 92.8 91.7 95.9 95.6 85.5 84.1
ko = —0.3 | n=2.000 96.3 96 98.6 98.6 93.7 973 96.2 95.8
k1 = 0.3 n = 500 56 47.3 71.8  65.7 69.8 62.6 59.8 55.1
e n = 1.000 83.1 804 91.9 91 87.3 85.3 85.3 84.2
ko = 0.3 n = 2.000 974 971 98.8 98.8 94.5 98.2 96.9 96.5
k1 =0.7 n = 500 100 100 100 100 100  99.1 100 100
e n = 1.000 100 100 100 100 100 100 100 100
ko = 0.7 n = 2.000 100 100 100 100 100 100 100 100
a=10%
k1 =—0.7 n = 500 100 100 100 100 100 99.8 100 100
e n = 1.000 100 100 100 100 100 100 100 100
ko = —0.7 | n=2.000 100 100 100 100 100 100 100 100
k1 = —0.3 n = 500 63.7 59 79.1  76.7 82.2 784 70.1 66.6
e n = 1.000 89.5 884 95.7 955 97.5 974 90.5 89.7
ko = —0.3 | n=2.000 98.1 98 99.6 99.6 95.6  99.1 98.2 98
k1 =0.3 n = 500 66.9 615 79.9 775 78.6 76.3 69.8 67.7
e n = 1.000 90.3 89.1 95.6  95.2 91.3 90.2 90.7 90.1
ko = 0.3 n = 2.000 08.8  98.7 99.3 99.3 96.1 989 98.3 98.3
k1 =0.7 n = 500 100 100 100 100 100  99.8 100 100
e n = 1.000 100 100 100 100 100 100 100 100
ko = 0.7 n = 2.000 100 100 100 100 100 100 100 100
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O modelo Heckman generalizado mostrou-se uma boa alternativa aos modelos de selecdo existentes
quando ha presenca de heterocedasticidade e também correlacdo varidvel. Nosso modelo foi eficiente
e consistente. Além disso, os testes da razdo de verossimilhanca e gradiente utilizados para avaliar
Hy : p =0 contra Hy : p # 0, revelaram maior precisdo no célculo do nivel de significAncia empirico
quando realizados sob o ajuste do modelo Heckman generalizado. Nesse sentido, com os resultados
obtidos a partir das simulagoes dos Cenérios 1, 2 e 3, esperamos reforcar a utilidade do modelo Heckman
generalizado, seja em substituicdo aos demais modelos ou para uso conjunto, de forma a confirmar

resultados relacionados a presenca ou auséncia de viés de selecao.

2.3.4 Cenério 4: Dispersao e Correlacao Variaveis Sem Restricao de Exclusao

Nessa sec¢do objetivamos mostrar a importincia da restri¢ao de exclusdo. As simulagoes dos Cenarios
anteriores indicam que a heterocedasticidade tem papel relevante no estudo da presenca ou auséncia do
viés de selecao, em todos os casos o modelo de Heckman generalizado mostrou-se consistente e eficiente
na presenca de heterocedasticidade e restricao de exclusao. Porém, é necessério avaliar se na auséncia de
restri¢ao de exclusdo iremos observar resultados semelhantes. Assim, consideramos o seguinte sistema de

equagoes

Y =114 0.7z1; + 0.1x9; + €15, (2.17)

Yy, =—0240.521; + 1.1zg; + €9, parai=1,--- ,n, (2.18)

em que, os termos de erros (€y;, €2;) sdo gerados a partir da distribui¢do normal bivariada tal como em

(2.7) com
log (0;) = 0.7+ 3z1; e arcsen(p;) = 0.7+ 0.7xy;, parai=1,--- ,n, (2.19)

T1; e To; sao gerados independentemente com distribuicao uniforme padrao e mantidos fixos ao longo
das simulagoes. Nesse caso, a matriz de covaridveis para a equagao de selecao é a mesma da equagao de
interesse primario. Além disso, a covariavel x1; também é utilizada para ajustar o; e p;. Na Tabela 2.10,
apresentamos resultados numéricos referentes as estimativas de méxima verossimilhanca de acordo com o
Cenario 4. Os modelos Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t apresentaram resultados viesados e
inconsistentes na estimacao de todos os parametros, enquanto o modelo Heckman generalizado apresentou
resultados viesados e inconsistentes na estimagdo dos parametros de correlagdo, f1 e f3. Ressaltamos,
dessa forma, a necessidade e importancia da restricao de exclusao para o bom ajuste dos modelos de

selecao amostral.
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Tabela 2.10: Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanga com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman generalizado,
Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 4. Tamanhos amostrais
n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
Generalizado (lassico Skew t-Student
Pardmetros n  Média REQM Meédia REQM Meédia REQM Meédia REQM

500 -0.197 0160 0360 0251 -0.166 0405 -0411 0322
m <0200 1.000 -0.198 0113 0311 0177 -0.062 0392 -0.39  0.265
2.000 -0200 0078 0292 0133 -0.089 0333 -0.361 0.180
500 0494 0209 0767 0397 0818 0409 0922 0515
v 0500 1.000 0502 0148 0702 0301 0796 0355 0902 0459
2000 0505 0102 0672 0232 0764 0315 0880  0.401
500 1112 0212 1119 0224 0956 029 1203 0277
v 1100 1.000 1105 0145 L1121 0156 0921 0289 1187  0.210
2000 1.099 0098 1119 0108 0955 0254 1166 0.134
500 1334 0641 2251 2704 1471 1525 0.790 1815
gi 1100 1.000 1.228 0472 2309 1761 1577 1353 0626  1.321
2000 1142 0296 259 1714 1961 1424 0521 0.667
500 0786 0668 1545 1175 1021  1.036 1459 1156
By 0700 1.000 0.724 0445 1627 1.009 0842 0938 L1H48  0.99%
2000 069 0289 143 087 1015 0938 1528 0857
500 -0073 0529 -1.038 2022 -1.137 1.623  0.017 1515
By 0100 1.000 0007 0391 -1121 1542 -1414 L7 0.05 1077
2000 0075 0238 -1290 1515 -1.391  1.657 0220  0.326
500 0711 0195 2457 2257 3149 2710 2170 1545
o 0700 1.000 0703 0138 2161 1522 3392 2975 2162  1.502
2000 0700 0102 2088 139  3.082 2688 2.094  13%
500 286 0494 - - - - - -
¢y 3.000 1.000 2955 0955 - - - - - -
2.000 2996  0.238 - - - - - -
500 0426 2348 -0036 1160 -0.329 1429  1.010  0.647
ki 0700 1000 -0.045 1816 -0.18 1144 -0.585 1542 1.098  0.55
2000 -0.674 2507 0377 1199 -0.565 1476 1137 0483
500 0155  1.378 - - - - - -
kg 0700 1.000 0564 0.883 - - - - - -
2.000 0215  0.959 - - - - - -
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2.3.5 Cenéario 5: Dispersao e Correlagao Variaveis com Alto Valor de Censura

Nosso objetivo neste Cenario é avaliar o desempenho dos EMV’s do modelo Heckman generalizado na
presenca da restricao de exclusdo, com valores alto de censura e heterocedasticidade. Assim, consideramos

o sistema de equagoes

Y =114 0.7z1; + 0.1x9; + €15, (2.20)

Yy, = —0.8 4 0.5z1; + 1.1z9; + 0.6z3; + €2;, parai=1,--- ,n, (2.21)
e os termos de erros (€14, €2;) gerados a partir da distribui¢do normal bivariada dada por:

2
0 a; Pi0;

N ,  parai=1,--,n, (2.22)
€24 0 Oipi 1

€14

em que log (0;) = 0.7 + 3x1; e arcsen(p;) = ko + k121;. Assim, simulamos dados com dispersdo e cor-
relacao varidveis. Os regressores sao mantidos fixos ao longo das simulagoes com x1;, xo; ud Uo,1)
independentes de z3; ~ N (0,1), para todo ¢ = 1,--- ,n. A censura observada nas simulac¢des deste
cenario foram 50.6%,51% e 49.6% para os tamanhos amostrais n = 500,n = 1.000 e n = 2.000, res-
pectivamente. Apresentamos resultados para kg = k1 = —0.3 e kg = k1 = —0.7. Dessa forma temos,
respectivamente, correlagdo moderada variando no intervalo (—0.6, —0.29) e correlagio forte variando no

intervalo (—0.99, —0.64).

Quando kg = k1 = —0.3, observe na Tabela 2.11 que sob o ajuste do modelo Heckman generalizado a
REQM e o viés diminuem para todos os pardmetros ao aumentar o tamanho amostral. Nao percebemos,
porém, os mesmos resultados para o ajuste dos demais modelos, nesses casos, observamos estimativas
viesadas e inconsistentes. Tal resultado indica que mesmo sendo menos parcimonioso que os demais,
nosso modelo é indicado para avaliar dados com heterocedasticidade, alto valor de censura e correlacao
moderada ou fraca. Por outro lado, na Tabela 2.12, quando kg = k1 = —0.7, observamos problemas na
estimacao dos parametros sob o ajuste de todos os modelos. Apesar do modelo Heckman generalizado
estimar bem os parametros das equagoes de selecao, regressao e da dispersao, os EMV’s dos parametros
de correlacao se mostraram inconsistentes. Tal resultado indica que o modelo Heckman generalizado deve
ser utilizado com cuidado na presenca de heterocedasticidade e alto valor de censura, apesar de apresentar

resultados melhores que os demais modelos de selegao.
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Tabela 2.11: Média empirica das estimativas de maxima verossimilhancga com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman generalizado,
Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenério 5. Tamanhos amostrais
n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman

Generalizado Cléssico Skew t-Student
Parmetros 0 Média REQM Meédia REQM Meédia REQM Média REQM

500  -0.813 0165 -0.83%5 0168 -0.840 0214 -0.838 0.181
v -0.800 1.000 -0.807 0118 -0.827 0121 -0.433 0448 -0.829 0.130
2000 -0.804 0.080 -0.824 0.08 -0.818 0.138 -0.828 0.091
500 0514 0219 0566 0235 0559 0233 0502 0.246
v 0500 1000 0502 0152 0551 0166 0551  0.150 0487  0.172
2000 0.500 0202 0.5 0120 0553 0119 048  0.116
500 1107 0214 1101 0213 1090 0216 L1178  0.246
v 1100 1.000 1111 0148 1105 0148  1.000 0190 1.182  0.181
2000 1.104 0105 1094 0106 1.087 0109 1.176  0.139
500  0.608  0.067 0597 0071 0592 0075 0646  0.091
v 0.600 1.000 0602 0047 0592 0051 0532 0.099 0641  0.069
2000 0604 0035 0592 0.038 0588 0.042 0.645  0.061
500 1.098 0430 2002 1109 2113 1294 1.643  0.767
Ay 11000 1.000 1.093 0305 2016  1.050 0617 0983 1633 0.684
2000 1103 0194 1982 0956  1.985  1.090 1554  0.535
500 0732 0773 -0.572 1379 -0545 1381 -0.280  I1.118
By 0.700 1.000 0.708 0516 -0.58 1342 -1.034 1811 -0271  1.042
2000 0675 0349 -0559 1285 -0583 1316 -0.242  0.977
500 0.082 0397 -0.008 0577 -0.003 0.581  0.067  0.521
B3 0100 1.000 0102 029 -0.025 0450 -0.087 0476  0.059 0404
2000 0107 0193 -0.009 0325 -0.015 0324 0.09  0.273
500 0693 0154 2437 1748 2550 1888 2055 1371
¢ 0.700 1.000 0.69  0.092 2468 1773 3336 2718 2073  1.382
2000 0.698 0.058 2449 1753 2517 1835  2.020 1.324
500 3.032 0407 - - - - — -
¢ 3.000 1.000 3.014  0.270 - - - - - -
2000 3.002  0.182 - - - —
500  -0.280  0.347  -0.548 0325 -0.558 0341 -0475  0.261
K -0.300 1000 -0291 0218 -0.539 0289 -0.712 0464 -0464 0.221
2000 -0.302 0161 -0.541 0270 -0.555 0284 -0.445 0.179
500  -0.341  0.553 - - - - - -
ko -0.300 1.000 -0.311  0.344 - - - - - -
2000 -0.290  0.248 - - - - - -
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Tabela 2.12: Valor verdadeiro(VV) e média das estimativas de maxima verossimilhanca com a respectiva
estatistica de raiz quadrada do erro quadratico médio (REQM) do ajuste dos modelos de Heckman gene-
ralizado, Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t aos dados gerados conforme modelo 5. Tamanhos
amostrais n = 500,n = 1.000 e n = 2.000 com N = 1.000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman

Generalizado Cléssico Skew t-Student
Parmetros 0 Média REQM Meédia REQM Meédia REQM Média REQM

500 -0.808  0.151 -0.878  0.169 -0.670 0439 -0.881  0.182
v -0.800 1.000 -0.802 0.111 -0.863 0127 -0.948 0276 -0.864 0.135
2000 -0.803 0077 -0.865 0.100 -0.827 0283 -0.870  0.108
500 0502 0203 0664 0260 0621 0229  0.600  0.246
v 0500 1000 049 0140 0639 0203 0610 0191 0574  0.178
2000 0.503  0.099 0668 0194 0647 0181 0.602  0.150
500 1108 0192 1.092 0205 0993 0261 L1175  0.236
v 1100 1.000 1108 0135 1.093 0144 1.051 0165 1174  0.173
2000 1.102 0093 1067 0107 1030 0152 1.152  0.123
500 0.607  0.059 058  0.061 0532 0118  0.642  0.079
v 0600 1.000 0602 0040 0579  0.047 0558 0.072 0.634  0.038
2000 0602 0031 0570 0.044 0549 0078 0629  0.047
500 1.085 0355 2384 1354 1896 1432 2016  1.006
gy 1100 1.000 1.078 0253 2462 1396 2777 1842 2.086  1.033
2000 1.093 0155 2387 1304 2326 1450 1999  0.924
500 0727 0514 -1.347 2100 -1.48 2261  -0.960 1.730
By 0.700 1.000 0.735 0341 -1.363 2.090 -1.341 2075 -0.967  1.702
2000 0699 0216 -1298 2011 -1.320 2.038 -0.901 1.618
500 0.093 0357  0.009 0490 -0.003 0494 0.084  0.460
B3 0100 1.000 0104 0257 -0.052 0371 -0.049 0369 0.020 0.340
2000 0.108 0169 -0.030 0274 -0.033 0275 0.051  0.237
500 0683  0.166 2403  1.711 2856 2292 2.095  1.406
¢ 0.700 1.000 0.687  0.098 2446 1750 2575 1901 2137  1.442
2000 0693 0064 2421 1723 2572 1917  2.094  1.398
500 3.014 0372 - - - - — -
¢ 3.000 1.000 3.017  0.239 - - - - - -
2000 3.006  0.159 - - - - -
500 -0.888  0.675 -1.130 0440 -1.180 0493 -1.078  0.391
K -0.700 1000 -1.364 1107 -1138 0443 -1.154 0459 -1.087  0.393
2000 -0.713 0210 -1.135 0438 -1.152 0457 -1.076  0.380
500  -0.593  0.636 - - - - - -
ko -0.700 1.000 -0.170  0.940 - - - - - -
2.000 -0.699  0.209 - - - - - -
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2.4 Aplicacao a Dados Reais

Nesta secao, apresentamos uma aplicacao do modelo proposto a um conjunto de dados reais. Considere
os dados de despesas ambulatoriais do Medical Expenditure Panel Survey (MEPS) de 2001 disponiveis
no software R via pacote ssmrob (Zhelonkin et al., 2014). Esses dados também foram utilizados por
Cameron e Trivedi (2009), por Marchenko e Genton (2012) e por Zhelonkin et al. (2016) para ajuste dos
modelos de Heckman classico, Heckman-t e a versao robusta do método de dois passos, respectivamente.
O MEPS é um conjunto de pesquisas em grande escala de familias, individuos e seus provedores médicos
(médicos, hospitais, farméacias, etc.) dos Estados Unidos. Possui dados sobre os servigos de saide que os
americanos usam, a frequéncia com que usam, o custo desses servicos e como eles sao pagos, bem como

dados sobre o custo e alcance do seguro de satde disponivel aos trabalhadores americanos.

A amostra é restrita a pessoas com idades entre 21 e 64 anos e contém uma varidvel resposta com
3328 observagoes dos valores de gastos ambulatoriais, dos quais 526 (15,8%) correspondem aos valores de
despesas nao observadas e identificadas como despesa zero para o ajuste dos modelos. Inclui também as

seguintes variaveis explicativas:

e 11, que representa a idade medida em dezenas de anos;

e 9, que é uma variavel indicadora para sexo (feminino recebe valor 1);
e 13, representa anos de escolaridade;

e x4, indicadora para etnia (negro ou hispanico recebem valor 1);

e 15, representa o nimero de doengas cronicas;

e 15, ¢ uma varidvel indicadora para presenca de seguro.

Utilizamos a varidvel de interesse Y;*, que representa a despesa com servigos médicos, na escala
logaritmica, uma vez que ela é altamente assimétrica. A varidvel Y5, que representa a disposi¢ao para
gastar, nao é observada. Observamos U = 1{Y5" > 0}, a qual representa a decisio de gastar com cuidados

médicos.

De acordo com Marchenko e Genton (2012) e Zhelonkin et al. (2016) é natural o ajuste de um modelo
de selegdo amostral a tais dados, pois a disposi¢do para gastar (Y3') provavelmente esta relacionada
ao montante de despesa (Y7*). Porém, apos ajuste do modelo de Heckman classico e uso dos testes de
Wald, da razdo de verossimilhancas ou do gradiente para Hy : p = 0 contra Hy : p # 0, a conclusdo é
que ndo existem evidéncias suficientes (p-valor > 0.1) para rejeitar Hy, ou seja, ndo ha viés de selegao.
Cameron e Trivedi (2009) suspeitaram dessa conclusao e Marchenko e Genton (2012) argumentaram que
um modelo mais robusto poderia evidenciar o viés de selegao presente nos dados e rejeitaram a hipétese
de normalidade dos dados. No entanto, entendemos que o ajuste da dispersdo e/ou da correlacdo pode
ser uma alternativa para estudar esses dados sem a necessidade de modificar a suposicao de normalidade

dos erros, pois como indicam nossas simulacoes, as estimativas dos parametros obtidas pelo ajuste do
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modelo de Heckman usuais podem ser mais severamente afetadas pela heterocedasticidade do que pela

distribuicao incorreta dos termos de erro.

Assim, consideramos o seguinte sistema de equagoes:

Y1 = Bo + Bixwi + Boxai + Bawsi + Baxai + Psxsi + Peei + €14, (2.23)

Y3, =90 + Mm% + Y2T2i + V330 + YaTai + V5Tsi + V6Tei + VrT7i + €2i, (2.24)
em que os erros sao definidos de acordo com (2.7), de tal forma que:

log (0i) = ¢o + P1215 + P22 + P3x3i + Pakai + P525; + PeTei, €

arcsen(p;) = Ko + K11, + Kaa; + K3T3; + Kaa; + Kss; + KeLei i = 1, -+, 3328.

A regressdo de interesse mantém as mesmas covaridveis da equagao de selegdo com o acréscimo da
covariavel rendimento (z7), o que introduz a restricdo de exclusdo. Na Tabela 2.13 apresentamos os

resultados do ajuste dos modelos Heckman cléassico e Heckman generalizado.
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Tabela 2.13: Estimativas do Modelo de Heckman classico e os respectivos p-valores juntamente com
as estimativas do Modelo de Heckman Generalizado com os respectivos valores de desvio-padrao (DP),
valor-z, p-valor e limites inferior e superior para o intervalo de confianca de 95%.

Equacao de Selegao

Parametros  Heckman p-valor HGen DP Valor-z  p-valor Inferior Superior
(Intercepto) —0.676 0.000 —0.651 0.189 —3.448 0.001 —1.022 —0.281
Idade (1) 0.088 0.001 0.093 0.027 3.495 0.000 0.041 0.145
Fem (z2) 0.663 0.000 0.635 0.060 10.574 0.000 0.517 0.753
Educ (z3) 0.062 0.000 0.060 0.012 5.123 0.000 0.037 0.083
Blhisp (x4) —0.364 0.000 —0.330 0.061 —5.436 0.000 —0.449 —0.211
Totcr (x5) 0.797 0.000 0.720 0.070 10.304 0.000 0.583 0.857
ins (xg) 0.170 0.007 0.167 0.061 2.747 0.006 0.048 0.287
Renda (x7) 0.003 0.040 0.002 0.001 1.905 0.057 —0.000 0.005
Equagao Primaria
Parametros Heckman p-valor HGen DP Valor-z  p-valor Inferior Superior
(Intercepto) 5.044 0.000 5.730 0.221 25.945 0.000 5.297 6.162
Idade (1) 0.212 0.000 0.176 0.027 6.555 0.000 0.123 0.228
Fem (x2) 0.348 0.000 0.165 0.060 2.739 0.006 0.047 0.283
Educ (z3) 0.019 0.076 0.008 0.013 0.670 0.503 —0.016 0.033
Blhisp (x4) —0.219 0.000 —0.123 0.069 —1.783 0.075 —0.257 0.012
Toter (x5) 0.540 0.000 0.417 0.029 14.183 0.000 0.360 0.475
ins (x¢) —0.030 0.557 —0.101 0.056 —1.822 0.068 —0.210 0.008
Covariaveis do Parametro de Dispersao
Parametros  Heckman p-valor HGen DP Valor-z  p-valor Inferior Superior
(Intercepto) 1.271 0.000 0.602 0.111 5.426 0.000 0.385 0.820
Idade (1) — — —0.026 0.016 —1.671 0.095 —0.057 0.005
Fem (x2) — — —0.126 0.033 —3.841 0.000 —0.191 —0.062
Educ (z3) — — —0.001 0.007 —0.107 0.915 —0.014 0.012
Blhisp (x4) — — 0.040 0.038 1.055 0.291 —0.035 0.115
Toter (x5) — — —0.115 0.019 —6.001 0.000 —0.153 —0.078
ins (x¢) — — —0.106 0.033 —3.240 0.001 —0.170 —0.042
Covariaveis do Parametro de Correlagao
Parametros Heckman p-valor HGen DP Valor-z  p-valor Inferior Superior
(Intercepto) —0.131 0.375 —0.161 0.362 —0.446 0.656 —0.871 0.548
Idade (1) — — —0.026 0.059 —0.435 0.663 —0.141 0.090
Fem (x2) — — —0.091 0.101 —0.902 0.367 —0.290 0.107
Educ (z3) — — —0.040 0.023 —1.758 0.079 —0.085 0.005
Blhisp (x4) — — 0.016 0.116 0.136 0.892 —0.211 0.242
Totcr (x5) — — —0.260 0.103 —2.524 0.012 —0.462 —0.058
ins (x¢) — — —0.039 0.103 —0.380 0.704 —0.242 0.163

Retiramos as covaridveis correspondentes aos parametros nao significativos no ajuste de o; e p; e
ajustamos novamente os modelos Heckman classico e Heckman generalizado aos dados. A fim de manter
as mesmas configuragoes utilizadas por Marchenko e Genton (2012) e Zhelonkin et al. (2016) na anélise
destes dados, optamos por nao retirar as covaridveis que modelam as equacoes de regressao e selecao do
ajuste, mesmo tendo observado que os parametros, acompanhando x3,x4 € g na equacao primaéria e
27 na equacgdo de sele¢do, foram nao significativos no primeiro ajuste. Os novos resultados obtidos sao

apresentados na Tabela 2.14.
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Tabela 2.14: Estimativas do Modelo de Heckman cléssico e os respectivos p-valores juntamente com as
estimativas do Modelo Heckman Generalizado com os respectivos valores de desvio-padrao (DP), valor-z,
p-valor e limites inferior e superior para o intervalo de confianca de 95%.

Equagao de Selecao
Parametros Heckman p-valor HGen DP Valor-z  p-valor Inferior Superior
(Intercepto)  —0.676 0.000 —0.598 0.184 —3.246 0.001 —0.960 —0.237

Idade (z1) 0.088 0.001 0.095 0.026 3.677 0.000 0.045 0.146
Fem (z3) 0.663 0.000 0.637  0.059  10.786 0.000 0.521 0.752
Educ (z3) 0.062 0.000 0.056  0.011 4.901 0.000 0.033 0.078
Blhisp (z4) —0.364 0.000 —0.334 0.059 —5.671 0.000 —-0.450 —0.219
Toter (zs5) 0.797 0.000 0.714  0.068  10.497 0.000 0.581 0.847
ins () 0.170 0.007 0.163  0.060 2.704 0.007 0.045 0.282

Renda (z7) 0.003 0.040 0.002  0.001 1.866 0.062  —0.000 0.005
Equacao Priméria

Parametros Heckman p-valor HGen DP Valor-z  p-valor Inferior Superior

(Intercepto) 5.044 0.000 5.848 0.193  30.377 0.000 5.471 6.226

Idade (1) 0.212 0.000 0.174  0.024 7.376 0.000 0.128 0.220
Fem (z2) 0.348 0.000 0.152  0.055 2.756 0.006 0.044 0.259
Educ (z3) 0.019 0.076 0.001  0.010 0.052 0.959 —0.019 0.020
Blhisp (z4) —0.219 0.000 —0.135 0.058 —2.338 0.019 —0.248 —0.022
Toter (x5) 0.540 0.000 0.422 0.030 14.191 0.000 0.363 0.480
ins (xg) —0.030 0.557 —0.108 0.051 —2.104 0.035 —0.209 —0.007
Covaridveis do Parametro de Dispersao
Pardmetros  Heckman p-valor HGen DP Valor-z  p-valor Inferior Superior

(Intercepto) 1.271 0.000 0.606  0.063 9.596 0.000 0.483 0.730

Idade (x1) —-0.028 0.013 —2.231 0.026 —0.053 —0.003
Fem (x2) — - —0.130 0.028 —4.656 0.000 —-0.185  —0.076
Toter (z5) — - —-0.109 0.019 —5.650 0.000 —-0.146 —0.071
ins () — - —0.115 0.028 —4.132 0.000 —-0.169 —0.060

Covariaveis do Parametro de Correlacao
Parametros Heckman p-valor HGen DP Valor-z  p-valor Inferior Superior
(Intercepto)  —0.131 0.375 —0.789 0.075 —10.525 0.000 —0.936 —0.642
Toter (z5) — — —0.268 0.086 —3.095 0.002 —0.437 —0.098

O primeiro resultado importante é que as estimativas obtidas com o modelo Heckman generalizado
sao similares as estimativas do modelo de Heckman classico. Por outro lado, diferentemente do modelo de
Heckman, o modelo Heckman generalizado indica a presenca de viés de selegdo. Ou seja, ao aplicar o teste
de Wald para avaliar Hy : p = 0 contra H; : p # 0, observamos evidéncias suficientes (p-valor = 0.000),
para rejeitar Hy ao nivel de 5% de significancia. Ressaltamos que procedemos também os testes da razdo

de verossimilhanca e do gradiente onde foi observado o mesmo resultado.

Note também que os parametros associados as covariaveis Idade (x1), Fem (x3), Toter (x5) e ins (xg),
que modelam a dispersdo, sdo significativos. Tal conclusdo indica a presenca de heterocedasticidade nos
dados e pode justificar os resultados obtidos, pois como observamos em nossas simulacoes, a presenca de
heterocedasticidade produz estimativas viesadas e estimadores inconsistentes quando ajustamos o modelo
de Heckman cléssico. Ressaltamos que o resultado obtido com o ajuste do nosso modelo é similar aos de
Marchenko e Genton (2012) e Zhelonkin et al. (2016) que também obtiveram evidéncias suficientes para

rejeitar a auséncia de viés de selegao.
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2.5 Conclusoes

Generalizamos o modelo classico de Heckman ao considerar covariaveis para os parametros de dispersao
e correlacdo. A principal vantagem desta generalizacdo é permitir identificar as fontes de variabilidade
dos dados e as covaridveis responsaveis pela presenca de viés de selecdo. Analisamos o desempenho do
modelo proposto comparado aos modelos Heckman classico, Skew-Normal e Heckman-t via estudo de
simulacao Monte Carlo. Os resultados apresentados nos Cenérios 1, 2 e 3, indicam que para dados com
dispersao e/ou correlagio variaveis e a imposi¢ao da restri¢ao de exclusdo, o modelo Heckman generalizado
apresenta melhores resultados de estimagao, uma vez que suas estimativas sdo menos viesadas. A REQM
converge rapidamente a zero e a variabilidade das estimativas tendem a diminuir com o aumento do
tamanho amostral em todos os casos. Observamos também que, na presenca de heterocedasticidade, o
modelo Heckman generalizado é o tinico a apresentar valores do nivel de significAncia empirico préximo
dos valores nominais para os testes da razao de verossimilhancas e gradiente usados para avaliar Hy : p =0

contra Hy : p # 0.

Mostramos resultados, conforme Cendrios 4 e 5, do ajuste dos modelos para dados simulados sem
considerar restricao de exclusao e com alta taxa de censura, respectivamente. Nesses casos, sob ajuste do
modelo Heckman generalizado observamos problemas na estimacao dos parametros de correlacao indi-
cando que, assim como, os demais, nosso modelo apresenta problemas de multicolinearidade e problemas

na estimacao dos parametros na presenca de altos valores de censura.

Concluimos este capitulo com uma aplicacdo ao banco de dados Medical Ezxpenditure Panel Survey
(MEPS) de 2001, obtido no software R, para ilustrar a utilidade de nosso modelo e, mais especificamente, a

utilidade de considerar um modelo com covaridveis para ajustar os parametros de dispersao e correlagao.
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CAPITULO 3

MODELO DE SELECAO AMOSTRAL HECKMAN
BIRNBAUM-SAUNDERS

Resumo do Capitulo

O principal pressuposto para o modelo de Heckman é a suposi¢do de normalidade. Na prética,
essa suposicdo pode nao ser realista em muitas situacoes. Dados como renda e despesa, por exemplo,
violam a suposicao de normalidade devido a assimetria ou a caudas pesadas. Nesses casos, muitas vezes
sao utilizadas transformagoes da varidvel resposta para diminuir o efeito da assimetria no ajuste do
modelo de Heckman. Essa solu¢io tem algumas desvantagens, sendo a mais relevante, a interferéncia na
interpretagao dos pardmetros do modelo resultante. Neste capitulo, introduzimos um modelo de sele¢ao
amostral baseado na distribuicao Birnbaum-Saunders bivariada. Nosso modelo é parcimonioso, possui a
mesma, quantidade de parametros do modelo cléssico de Heckman e ajusta-se melhor que os modelos de
selecao existentes na literatura a dados assimétricos e positivos, além de manter, nesses casos, a escala
original da variavel resposta, o que facilita a interpretacao dos parametros. Estudamos suas propriedades e
a performance dos estimadores de maxima verossimilhanca em amostras finitas comparada a performance
dos estimadores dos modelos de Heckman cléssico, Skew-normal e Heckman-t. Os resultados indicam
bom ajuste do modelo Heckman-BS e reforcam sua utilidade. Além disso, estudamos e comparamos
o poder dos testes da razao de verossimilhanca e gradiente sob o ajuste de todos os modelos citados.
Apresentamos uma aplicacdo aos dados de despesas ambulatoriais da pesquisa “Medical Expenditure
Panel Survey (MEPS)” de 2001 e comparamos os resultados obtidos com os resultados do modelo classico

de Heckman.

Palavras-chave: Distribuicao bivariada, normalidade, assimetria.
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3.1 Introducao

A maior critica ao modelo classico de Heckman ¢ sua sensibilidade & suposi¢cdo de normalidade con-
junta dos erros. Uma vez que, nao muito raro, os dados apresentam observacoes extremas ou assimetria,
o que interfere na estimacgao dos pardmetros. Para dados com observagoes extremas, Marchenko e Gen-
ton (2012) propuseram, em substituicdo a distribui¢do normal no modelo de Heckman, usar a t de student
bivariada determinando o modelo Heckman-t. Para dados com desvios da normalidade devido a assime-
tria, Ogundimu e Hutton (2016) sugeriram a distribuigdo Skew-normal bivariada para a distribuigao dos

erros e introduziram o modelo de sele¢ao amostral Skew-normal.

O problema é que os modelos, Heckman-t e Skew-normal, necessitam, respectivamente, da estimagao
dos parametros de grau de liberdade e de assimetria, além dos parametros das equagoes de selecao e
regressao e dos parametros de dispersao e correlagdo. Ou seja, tais modelos, apesar de flexiveis, nao
sdo parcimoniosos. Além disso, é conhecido na literatura a dificuldade de se estimar o parametro de
grau de liberdade (Fernandez e Steel, 1999) e, estimagoes incorretas deste parimetro podem levar a
estimativas dos demais parametros altamente viesadas e conclusoes erradas. Adicionalmente, tal como o
modelo de Heckman classico, para o ajuste dos modelos Heckman-t e Skew-normal a dados assimétricos e
positivos, é necesséria a transformacao da variavel de interesse, de forma, a reduzir a assimetria. Em geral,
transformacdes da variavel de interesse nem sempre sao apropriadas e podem complicar a interpretacao

dos parametros no modelo resultante, principalmente, quando ha problemas de viés de selecao.

O objetivo principal deste capitulo é introduzir um modelo de sele¢do amostral parcimonioso, flexi-
vel, sem maiores problemas de estimacio e que tenha facil interpretacdo dos seus parametros. Assim,
propomos mais uma abordagem do modelo de selecao de Heckman ao considerar a distribuicao bivariada
Birnbaum-Saunders para as variaveis de interesse primaria e de sele¢do. Denominamos esse novo modelo
por Heckman-BS. Além de ser uma alternativa para o ajuste de dados assimétricos positivos com proble-
mas de selecao de amostra, nosso modelo tem a vantagem de possuir a mesma quantidade de parametros
do modelo de Heckman classico e de nao ser necessaria a transformagao da variavel de interesse para seu
ajuste. Além disso, é de facil implementacao e envolve o mesmo custo computacional que a abordagem

do modelo classico.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: a proxima secdo apresenta a formulagdo do modelo
Heckman-BS, explicitando a fun¢ao de log-verossimilhancga e seu vetor escore. Na Se¢do 3.3, apresentamos
estudos de simulagao em que comparamos o ajuste do modelo Heckman-BS com o ajuste dos modelos de
Heckman classico, Heckman-t e Skew-normal quando os dados sao simulados de acordo com o modelo BS.
O tamanho e poder dos testes da razdo de verossimilhanca e gradiente sdo apresentados na Se¢do 3.4. Na
Secao 3.5 avaliamos o ajuste dos modelos a dados simulados sob falta de especificacao utilizando a distri-
buicao gama bivariada. Na Secao 3.6 apresentamos uma aplicacdo aos dados de despesas ambulatoriais
da pesquisa “Medical Expenditure Panel Survey (MEPS)” de 2001 também analisados por Cameron e
Trivedi (2009) e Marchenko e Genton (2012), em que comparamos os resultados obtidos com os resultados

do modelo cléassico de Heckman. As conclusoes do capitulo sdo apresentadas na tltima secao.
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3.2 Formulacao do Modelo Heckman-BS

Considere uma amostra aleatéria de vetores bivariados (Y75, Y55) ", -+, (Y7, Y5,) | com distribuigao
BS bivariada de parametros p; = (p1i, pto;) € RT x RY,i = 1,2,--- .n, ¢ = (¢1,¢2)" € RT xRt e
p € (—1,1), isto &, (Y5, Ys)T g BS5(pi, ¢, p). Suponha que Y75 é observado se, e somente se, para

¢ > 0, fixo, Y5, > c. Assim, considere

Ui 1{Yy; > ¢},

Y; YRU;, parai=1,--- n, (3.1)

em que a varidvel Y; é a parte observada de Y e U; = 1, se Y35 > cou U; = 0, se Y5 < c. Fixamos ¢ =1,
pois a distribuicao Birnbaum-Saunders possui a propriedade de invariancia por escala, assim, qualquer
outro valor ¢ # 1, seria absorvido pelo parametro de posicdo. Como ¢o é ndo identificivel, pois nao
observamos Y;, somente sabemos se Y5; < 1 ou Y, > 1, para garantir a identificabilidade do modelo,
fixamos ¢o = 1, no entanto, qualquer outro valor positivo poderia ser considerado. Também no modelo

cléssico de Heckman, a variancia de y3,; ¢ fixada (03 = 1). Assumimos a seguinte estrutura de regressao:

g1(p1i) = l‘?ﬂ = M,
T
g2(p2i) = wiy =n, (32)
em que B = (B1,--,Bp)" ey = (71,-++,7,)  sdo vetores de parametros desconhecidos, B € RP e
vy € RY, p+q < n. Além disso, ;m = (M, -+ ,7n) | € N2 = (25, ,M2n) ' sd0 preditores lineares e
Ty, Tpi, Wi, - ,Wq SA0 oObservacoes conhecidas, ndo necessariamente exclusivas. Para garantir a

qualidade do ajuste e a positividade dos parametros p; e ug, as fungdes de ligagdes g1 : (0,00) = R e
g2 : (0,00) — R s@o estritamente mono6tonas e duas vezes diferencidveis, com dominio em R* e imagem
em R. Podemos escolher diferentes fun¢oes de ligagdo que garantem a positividade desses parametros.
Optamos pela mais utilizada nesses casos que é a fun¢io logaritmica. Discussdes mais aprofundadas sobre

fungdes de ligagdo podem ser encontradas em Atkinson (1985) e McCullagh e Nelder (1989).

Para a estimacao dos pardmetros do modelo por maxima verossimilhanca temos que encontrar a

densidade da variavel aleatoria mista Y. Defina o vetor de parametros 8 = (u1, 2, ¢, p). Temos que,

P(Y <y)=P(Y <ylU=1)P({U =1)+ P(Y < y|U =0)P(U = 0)
= P(Yy <ylYy > 1D)P(Yy > 1)+ P(Yy <1)

=y > 0} Fyr vy (y:0) (1= Fyy (1)) + 1y = 0} Fy; (1)

Fyeyps1(y;0) (1 — Fyy (1)), se y>0,

Fy; (1), se y=0,
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Dai, segue que

Fyeves1(:0) (1= Fy; (1)),  se y>0,

Fy,; (1), se y=0,

fr(y;0) = (3.3)

ou seja, a densidade de Y possui um componente discreto e um componente continuo. Seu componente

discreto é definido pelo modelo Probit
PU =u) = (1- Fy;(1))"Fy; (1)' ™, parau=0,1, (3.4)
em que Fyy(1) é a fda de Y5* ~ BS(u2,1) avaliada no ponto 1, ou seja,
1 2 H2
\/;(,/M2 ,/2”. (3.5)

O componente continuo pode ser obtido a partir do trabalho de Arellano-Valle et al. (2006), onde os

Fy:(1)=@

autores desenvolvem uma férmula geral para as distribuigcoes que surgem a partir do mecanismo de selecao
YIUeC,emqueY € R,U € RP e C é um subconjunto mensuravel de R? tal que 0 < P(U € C) < 1.
No nosso caso, ndo observamos Y5 diretamente, sabemos se Y5" > 1 ou Y5 < 1. Além disso, observamos
Y = Y7 somente quando Y5 > 1. Neste caso, dizemos que Y esta sujeito a um truncamento oculto. De
acordo com Arellano-Valle et al. (2006), a densidade de Z = Y7*|Y5" > 1, que representa o componente
continuo de Y, é dada por

P(Yy > 1Yy =y,0)
P(Ys >1) ’

Typvy>1(y:0) = fyy(y:0) (3.6)

em que fy-(y;0) é a densidade de Y;* ~ BS(u1, 91 = ¢) e P(Yy > 1|Y[" = y) & obtido a partir de (1.29).
A igualdade (3.6) porém, ja aparece nos trabalhos de Arnold e Beaver (2000), Arellano-Valle et al. (2002)

e Azzalini (2005). Segue, portanto, que no modelo Heckmam-BS, a densidade de Y ¢ dada por

2

fy(y;0) = 1{y > 0}2\}2? exp 7§ (\/y(ﬁ/:rl 1 \/y(jf_‘: 1)) (3.7)

Vo+1 Vo ¢
) (Wémy i V(o + 1)) \/;

. @ P22 Vép \/(¢+1)y_\/ P
201 —p2)  2(1—p?) o y(o+1)
1 2 125
+1{y=0}<1>{\/;[,/u2 —,/2”,

em que ®(-) é a fungdo de distribui¢do acumulada da normal padrdao. O modelo (3.7) é identificavel no

sentido de que para qualquer par de parametros 8, # 05 temos fy (y;01) Z fy (y;02).

A densidade condicional, que corresponde ao componente continuo da variavel mista Y, foi introduzida
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na literatura no trabalho recente de Jamalizadeh e Kundu (2015). Eles propdem uma generalizagao
da distribuicdo Birnbaum-Saunders multivariada baseada na distribuicdo Skew-Normal multivariada e
apresentam as distribui¢des marginal, reciproca e condicional da distribui¢cdo proposta. Assim, seguindo
a estrutura obtida a partir da distribuicao Birnbaum-Saunders Skew-Normal introduzida por Vilca-Labra
e Leiva-Sanchez (2006) e generalizada no trabalho de Jamalizadeh e Kundu (2015), podemos rescrever

de forma simplificada

¢ (aly; i, 9)) ® (Mo + Mialy; i, ) ,

fY1*|Y;>1(y;0) = ) (y; p1, 9), (3-8)
0
<\/1 + A%)
em que,
oo Jyle+l) | om 4 _ p+1 P
a(y; piy 9) = 5 <\/ o \/y(¢+1)>, (ys 11,6 (\/¢le \/ 61 1) )
/\0:“277261& e )\1:#6]&
2¢/p2(1 — p?) 1—p?
Tomando Ag = 0 em (3.8), temos
fyeive>1(y;0) = Lﬁ(a(y;ul,éﬁ)) ® (Mra(y; p1, @) Aly; pas 9), (3.9)

2

que coincide com a distribui¢do univariada Skew-normal Birnbaum-Saunders (BSSN) com parimetro
de forma ¢, parametro de escala p; e parametro de assimetria A;, definida em Vilca-Labra e Leiva-
Sanchez (2006). Note que o parametro p determina A1, porém, a assimetria resulta também de \g, que é
um parametro de locacdo, fun¢do do parametro de selecao ps. O pardmetro p determina a correlagdo de

Y e Ys:. Quando p = 0, temos que Y7* é independente de Y5" e, nesse caso, nao ha viés de selecao.

3.2.1 Funcao de Verossimilhancga e Vetor Escore

Nesta secdo, apresentamos a estimacdo dos parametros por méxima verossimilhanca. A funcao de
verossimilhanga para o modelo é obtida a partir da fungdo densidade dada em (3.7) e definida por:
n

L(0) = Li(pai, p2ir b, p), (3.10)

i=1
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em que

Li(pis 2iy ¢, p) = uilog g(yi) + (1 — u;) log F}Z(l)

= u, _¢ \/yi(¢+1)_ P
4 Pl yi(p+1)

[p2i — 2] \/ _ \/ D14
2/ i (1 — \/2 1 - ¢u1z yi(p+ 1)
+log<v¢+1 VPl ) }

2

+log @

VoY " VyR(o+1)

(1 — u;)log ® {\/> [\/; “ﬂ} (3.11)

p1; = exp (m1;) e po; = exp (12;), como definido anteriormente, sdo fungdes dos vetores de pardmetros 8 e

R AT~
v, respectivamente. O método da méxima verossimilhanga busca o vetor 8 = (’?T, B ,¢,p) que maximiza
a fungdo de verossimilhanca. Tal vetor ¢ solugao do sistema U(#) = 0, em que H|,_, é negativa definida,

U(-) é o vetor escore e H é a matriz Hessiana.

O vetor escore U(@) = 9L(0)/06 tem componentes

oL(0) "\ OL;(0) Opai Onai
= B = ]_7 ... 5 5
0v; ; Opz;  Omai O J 1
= ) k= 15 BRREEY 25
OB ; Op1i Onii OBk P
0L(0) _ ~ 0L;(0)
= T
0L() _ 2 oL;(6)
dp ; dp
em que Opiai = U2 %— ; %—%—w~e%—aﬁ;ﬂ—x ;. parat=1,--- ,n. Visando
q 87721' 245 anli His 8’)’] 3’)’, i a,Bk 8B ki, P 3 , .

simplificar as notacoes defina:

i 1 i
toi(Yi, t1i, @) = (\/y ((fu—; ) _ \/yl((f:j- 1)> , t1i(Yi, i, @) = *%[tm(ya#u,@ﬁ

o[ Vet Vo _1\/5
t2z(y17/1'117¢) - <\/¢M1@yz + \/y?(¢+ 1)> ) t3(¢) - 4\ 7

i —2
tai(p2i, p) = mv ts(9,p) = 2(/)1\?[)2), tei(p2i) = \/7 [”um }
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e note que, parak=1,--- ,p,ej=1,---,q, temos:

Oto; Oty Oty % . % . Oty;  Oty; Opg; O fo; + 2 w.:
dv;  Ov; Oy, Oy, Ov; T 0v; Op2 Onw v Apw(l—p?) 7
Otgi _ Ole; Opoi Oy 1 < /2 n /M)w” %_31541'_%_(%61'_0
Ov;  Opai Onai O0v; 2v2 2i 2 0Bk 0Bk OBr OBk ’
Otoi _ Otoi Omi Omi 1 [ Jyi(¢+1) n Ppi - Otsi _ Otei _
O0Br  Opi; Oy OB 2 dp; yi(p+1) v ¢ 99 ’
Oty Oty O Oy ¢, Oto; Oto; _ Oty _ Oty Otz Ole;
OBr  Ou; On; OBy 2 0By’ dp  0p  9p 0p 0p
Otgi _ Oty Opni O 1 Pp o+ 1]Y oty 1
OBr  Opri O OB 2 yi(o+1) duvy; | o6 87w’

Otoi _ 1 (\/ Yi +\/ Mg ) Ot Y

99 2 (¢ +1)P3 yi(p+1)3¢)7 09  2,/20(1 — p?)’

Ot1; _ _@ + toi Yi + Pl Ota; _ Pta;

99 4 4 V(o4 1)dp vi(p+1)3 )7 dp  (1—p?)

Oty 1 M4 _ Ots ts

o0 2\N i e+1%  fypo+1e*)  Op pl—p?)

Ainda com o objetivo de simplificar as notagles, para i = 1,--- ,n definimos:

J1i(Wis pas, @) = t1i(yi, pais @),

fai(Yir pai, p2i, @, p) = log ®(ta; + tsto;),

Segue que:
0f1i _ 0 fai _9Js
oy Oy O
Of1i _ 7?t atm‘
0B~ 2 0Bk

Ofs _

0 fai

J2i(Yis pai, @) = log [tai (yi, 1, @)],  f3(d) = log [tz()],

fsi(p2i) = log @[te;(p2:)]-

G(tai + tstoi) Otag Ofsi  ¢(tei) Ote

b

v

0 fai
0B

q)(t4i + t5t0i) 8'yj ’ 8’)’j o (I)(t(gi) Wj’
1 0ty Ofs _ Ofsi —0
ta; OBy’ OBr 9Bk ’
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Ofsi  O(ta; +tsto;) , Otos Of1i Oty Ofa 1 Oty

Br  B(tai + tstor) OBk 9o 9o’ ¢ to; 0p
ofs _ 1 Ofsi _ otai +tstoi) (Ots, i Otoi 0fsi _
a6 20 96 B(tu +istor) \ 06 T 0g ap

Ofvi _ Ofa _ Ofs _ Ofsi 0 Ofai _ O(tai + tstos) <3t4i Ots )

= = = = 5 == + 72‘: 7
dp Op dp p dp D (ty; + tsto;) \ Op dp o

Assim, temos que os possiveis estimadores de méxima verossimilhanca sao obtidos pela solucao do

8f4z> - <8f5z> .
U; + = Oa :17 I 8]
(a’)'ﬂ Z oy / 1

i=1 J

sistema:s:

aL(0)
v,

[
M:

=1

9L(0) - Ofvi | Ofu | Ofs  Ofu\ _
2 (3,3k 9Bk +87,3k+ 5’ﬂk) = 0k

i=1

0L(0) _ - <3f11 Of2i | Ofs 3f4¢>

78¢ ;m 90 + 26 + 26 0,
oL < Ofui _
B = XU =0

Como nao hé expressoes de forma fechada para os EMV’s dos parametros, as estimativas de mé-
xima verossimilhanga sdo obtidas através de um método de maximizagdo numérico da funcdo de log-
verossimilhanc¢a usando um algoritmo de otimizacao nao linear, por exemplo, o algoritmo quase-Newton
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS). Para detalhes, ver Press et al. (1992) e Wright e Noce-
dal (1999). O método BFGS é implementado no software R pelas fungoes optim(-) e optima(-). Para
inferéncias intervalares e testes de hipdteses é necessario o conhecimento da matriz Hessiana que é apre-

sentada no Apéndice B.

3.3 Comportamento dos Estimadores em Amostras Finitas

Nesta secao avaliaremos por meio de simulagoes Monte Carlo o modelo de selecao BS. Comparamos
sua performance com os modelos de Heckman Classico (Heckman,1976), Skew-normal (Ogundimu e Hut-
ton,2016) e Heckman-t (Marchenko e Genton,2012) quando os dados sio gerados a partir do modelo de
selecdo BS. Consideramos dois cenarios de simulacao distintos, o Cenario 1 com restricao de exclusao,

com estrutura das médias dada por:

91(p1i) = P1+ Bazai + Bawai, (3.12)

g2(p2i) = 71+ V2% + Y3T3i + Yaa, parai=1,2,--- ,n,
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e o Cenario 2, sem restri¢do de exclusdo, com a estrutura das médias dada por:

g1(pi) = Bi+ Pawai + Baws, (3.13)

g2(p2i) = 71+ v2x2i +y3x3i, parai=1,2,--- ,n,

em que, nos dois casos, 0s regressores T ;; i N(0,1),5 = 2,3,4,Vi. Alem disso, z;; e xy,; foram gerados
de forma independente para todo j # k. Em ambos os cenarios focamos na estimacdo do parametro
p, para isso, avaliamos o ajuste dos modelos para sete valores distintos deste parametro, p = 0,p =
+0.2,p = £0.5 e p = £0.7. Os tamanhos amostrais considerados foram n = 500,n = 1000 e n = 2000
com N = 1000 réplicas de Monte Carlo em todos os casos. Consideramos n > 500 para as simulagoes,
pois frequentemente, banco de dados para o ajuste de modelos de selecao amostral possuem tamanho

n > 500.

Em cada réplica Monte Carlo, geramos n vetores (Y7, Y5") e BS (14, i, 6,1, p) em que fq; e g
sdo dados em (3.12) e (3.13), para os Cenérios 1 e 2, respectivamente. Consideramos a fungio log como

funcgao de ligacao, dessa forma, utilizamos para o processo de geragao dos dados:

p q
p1; =exp | B+ Zﬂfz‘jﬁj e p2; =exp | 71+ Zwiﬂj , parai=1,---,n. (3.14)
j=2 i=2

A partir dai, assuma Y; = Y}3U;, em que U; = 1{Y5; > 1}. Ajustamos entdo os modelos Heckman-BS,
Heckman Classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados simulados e para cada cenario considerado, a
fim de examinar o desempenho dos EMV’s dos modelos ajustados, calculamos a média empirica das
estimativas dos parametros e a raiz quadrada do erro quadrético médio (REQM). Nos cendrios simulados

o grau de censura (valores para os quais Y5 < 1) é de aproximadamente 30%.

3.3.1 Cenario 1

Nosso objetivo aqui é usar simulacao de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos EMV’s dos
parametros do modelo Heckman-BS. Considere 5, = 1,6; = 0.7,83 = 1.1,y = 1.6,y = 0.8,v3 =

0.2,74 =0.7,¢ = 1.2 e p como descrito acima.

Assim, temos o modelo:
Y = Vil{Y; > 1}, (3.15)

€m que (YYZvY;L)T ”}\fl BSQ(I"ia(yba 17p)a Hi = (,ulia,u'Qi)T € R x RJr,i = 172a e, N, (rb € R+7p € (*]-a 1)

e p; é definido conforme (3.14) parai=1,--- ,n.

Para a estimagdo dos parametros utilizamos o método BFGS. O valor inicial para a fungao optim(-)
foi obtido pelo método de dois passos de Heckman. Nossas simulacoes, conforme resultados apresentados

nas Tabelas 3.1 a 3.7, indicam uma boa performance dos EMV’s do modelo Heckman-BS sob a correta
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especificacdo do modelo, uma vez que as estimativas da raiz quadrada do erro quadratico médio dos
parametros estimados sao proximas de zero para todos os tamanhos amostrais e tendem a zero quando
o tamanho amostral aumenta conforme apresentado nas Tabelas 3.1 a 3.7. Fato que indica consisténcia
dos estimadores de méxima verossimilhanca. Comparado aos demais modelos, as estimativas de maxima
verossimilhanca do modelo Heckman-BS apresentaram menor viés e, em geral, apresentaram menor erro
quadrético médio.

Tabela 3.1: Média empirica das estimativas de méaxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apos ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman cléssico,

Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cendrio 1 e p = —0.7. Tamanhos amostrais
n = 500,7n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS (Classico Skew t-Student
Pardmetros n  Média REQM Meédia REQM Média REQM Média REQM

500 1.608  0.086 0.719 0884 1.048 0572  0.723  0.879
v 1.600 1000 1.605  0.061 0718 0884 1.053 0563 0.722  0.880
2000 1.601  0.041 0713 0887 1076 0529 0.717  0.884
500 0815  0.096 0650 0169 0572 0246 0.654  0.166
v 0.800 1000 0805 0064 0644 0165 0571 0238  0.647  0.162
2000 0801 0044 0640 0164 0568 0237 0.642  0.162
500 0205 0079 0163 0074 0144 0081 0.164 0.074
v 0200 1000 0202 0.059 0163 0060 0145 0071 0164  0.060
2000 0200 0.042 0159 005 0141  0.067 0159  0.054
500 0712 0.091 0573 0146 0502 0218 0577 0.143
v 0700 1000 0.704  0.064 0565 0145 0499 0212 0.568  0.142
2000 0701 0042 0564 0141 0498 0207  0.566  0.138
500 0994 0138 0367 0641 -0453 1.509 0367  0.641
#1000 1000 0995  0.092 0370 0634 0422 1463 0370  0.634
2000 0997  0.062 0370 0631 -0462 1476 0370  0.631
500 0.700  0.067 0717 0072  0.705  0.072 0717 0.072
By 0700 1000 0.701  0.047 0715 0052 0704  0.051  0.715  0.052
2000 0699 0033 0715 0039 0705 0037 0715  0.039
50 1100 0.5 1104  0.059 1101 0060 1.104  0.060
fs 1100 1000 1101  0.036 1106 0039 1103 0.039 1106  0.039
2000 1100 0.030  1.105 0032 1102  0.032 1105  0.032
500 1.222 0140 1124 0092  1.502 0420 1118  0.097
¢ 1200 1000 1210 0101 1129  0.081 1465 0349 1124 0.085
2000 1.207  0.066 1128 0076 1461 0301 1124  0.080
500 0686 0122 -0648 0130 -0.751 0.142 -0.649 0.130
p —0.700 1000 -0.696 0.080 -0.662 009 -0.759 0113 -0.663 0.089
2000 -0.697 0.053 -0.660 0.068 -0.761 0.089 -0.661 0.067
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Tabela 3.2: Média empirica das estimativas de méaxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apos ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman cléssico,
Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cendrio 1 e p = —0.5. Tamanhos amostrais
n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS Cléssico Skew t-Student
Parfmetros n  Média REQM Média REQM Meédia REQM Meédia REQM

500 1610 0.08 0720 0883 0939 0679 0723 0380
v 1600 1000 1.606 0.061 0.718 0883 0944 0668 0721 0881
2000 1601 00482 0713 088 0943 0663 0715 0886
500 0817 0.097 0649 0170 0614 0206 0652 0167
0800 1000 0806 0.064 0.643 0166 0613 0196 0.646  0.163
2000 0803 0044 0639 0165 0614 0191 0.641 0163
500 0204 0081 0162 0075 0154 0078 0165  0.07
v 0200 1000 0201 0059 0162 0061 0155 0065 0163  0.060
2000 0201 0044 0139 0054 0153 0039 0160  0.054
50 0713 0.094 0570 0150 0538 0184 0572 0148
v 0700 1000 0703 0.066 0560 0150 0533 0178 0563  0.148
2000 0700 0043 0539 0145 056 0169 0561  0.144
50 0999 0141 0375 0636 -0291 1356 0375  0.636
By 1000 1000 0998 0099 0376 0628 0260 1300 0376  0.628
2000 099 0067 0377 062 -0258 1281 0377 0625
50 0699 0072 0711 0077 0704 0079 0711 0.077
By 0700 1000 0.701 0052 0710 0056 0704 0057 0710 0.056
2000 0699 003 0710 0040 0706 0040 0.710  0.040
500 L1100 0057  L103 0061 1101 0062 1103  0.062
B 1100 1000 1100 0.037 1105 0039 L1108  0.039 1105  0.039
2000 1100 0031  1LI03 0033 1102 0033 1103  0.033
500 1211 0124 LI13T 0084 1393 0318 1126 0.8
0 1200 1000 1204 0092 1133 0076 1.3 028 1129  0.080
2000 1204 0061 1131 0073 1332 018 L1129  0.07
500 -0486 0165 -0455 0176 -0.533 0200 0435 0.178
p —0500 1000 -0495 0121 -0468 0126 0541 0164 -0469 0127
2000 0496 0080 0468 0.087 -0535 0105 -0.468 0.087
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Tabela 3.3: Média empirica das estimativas de méaxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apos ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman cléssico,
Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cendrio 1 e p = —0.2. Tamanhos amostrais
n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS Cléssico Skew t-Student
Parfmetros n  Média REQM Média REQM Meédia REQM Meédia REQM

50 1611 0.08 0720 0883 0778 083 072 0380
v 1600 1000 1.606 0061 0718 084 0777 0828 0720 0881
2000 1602 00482 0713 087 0771 081 0715 0885
500 0818 0098 0649 0170 0642 0176 0651  0.168
w0800 1000 0807 0065 0644 0165 0640 0169 0646  0.163
2000 0803 0046 0640 0164 0638 0166 0642 0.163
500 0203 0.082 0162 0076 0160 0077 0162  0.076
v 0200 1000 0201 0058 0162 0060 0161 0061 0163  0.060
2000 0201 0044 0160 0054 019 004 0160 0053
500 0716 0094 0569 0152 0563 018 0571 0.150
v 0700 1000 0703 0066 058 0152 0554 0156 0560  0.150
2000 0700 0043 0557 0247 0555 0149 0559  0.146
500 1005 0128 0390 0624 -0.045 1119 0390  0.624
By 1000 1000 1.002 0093 0389 0617 002 1022 0389 0618
2000 1.002 0063 0390 0613 0036 099 0390 0613
500 0697 0075 0701 0083 0701 008 0701  0.084
By 0700 1000 0.699 0.06 0701 0062 0700 0.062 0701  0.062
2000 0698 0038 0702 0043 0702 004 0702 0.044
500 109 0057 L10T 0062 1100 0062 1101  0.062
Bz 1100 1000 1100 0.038 1102 0041 L1102 0.041 1102 0.041
2000 1100 0031 1100 0033 L1101 0034 L1101  0.034
500 1200 0108 L1139 0074 1266 0179 L1135 0.077
0 1200 1000 1198 0072 1137 0069 1227 0115 L1133 0.073
2000 1200 0048 1135 0068 1206 0076 1132 0071
500 -019 0196 -0.183 0218 -0.199 0246 -0.183 0221
p -0200 1000 -0.202 0.152 -0192 0164 -0207 0181 -0192 0.166
2000 -0.201 0102 -0.191 0112 -0202 0119 -0.191 0112
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Tabela 3.4: Média empirica das estimativas de méaxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apos ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman cléssico,
Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cendario 1 e p = 0. Tamanhos amostrais n =
500, = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS Cléssico Skew t-Student
Pardmetros n Média REQM Meédia REQM Média REQM Média REQM

500 1612 0.08 0720 082 0715 0893 0723  0.830
v 1600 1000 1606 0060 0718 083 0720 088 0721 0881
2000 1602 0043 0714 087 0714 0887 0716 0.88
500 0815 0097 0647 0171 0645 0174 0649 0170
w0800 1000 0808 0065 0644 0165 0643 0166 0647  0.163
2000 0804 0045 0641 0164 0640 0164 0642  0.162
5000206 0081 0163 0075 0162 0075 0164 007
0200 1000 0200  0.059 0162 0061 0162 0.061 0163  0.061
2000 0200 0044 0159 0054 0159 0064 0159 0.0
50 0714 0094 0567 0153 0365 0156  0.569  0.152
v 0700 1000 0703 0067 0557 0153 0556 0154 0539  0.151
2000 0702 0045 0558 0147 0558  0.147 0560 0145
500 1005 0116 039 0618 0.092 0974 03% 0618
By 1000 1000 1.002 0.084 039 0612 0174 0866 0.39% 0612
2000 1003 0057 0394 0609 0190 088 03%  0.609
500 0698 0075 0698 0034 0698 0.084 0698 0.08
B 0700 1000 0698 0.056 0697 0063 0697 0063 0.697  0.064
2000 0698 0038 0699 0045 069 0045 0699 0.045
50 1.099 0066 1100 0062 1100 0062 1.100  0.062
B 1100 1000 100 0038 1101 0041 1101 0041 L1101 0.041
2000 1100 0031 1101 0033 1101 0033 1101  0.034
500 1199 0098 1140 0072 1213 0128 1136 0.075
o 1200 1000 1199 0066 1137 0.068 1180 0079 L1134 0072
2000 1200 0044 113 0067 1162 0.059 1132 0.070
500 0.000 0205 0000 0227 0003 0243 0000 0231
p 0000 1000 -0.006 0159 -0.007 0178 -0.007 018 -0.007 0.180
2000 -0.003 0106 -0.001 0120 -0.000 0123 -0.001 0.121
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Tabela 3.5: Média empirica das estimativas de méaxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apos ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman cléssico,
Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenéario 1 e p = 0.2. Tamanhos amostrais n =
500, = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS Classico Skew t-Student
Pardmetros n  Média REQM Média REQM Média REQM Meédia REQM

500 1611 0084 0720 0883 0683 0923 0722 0880
v 1600 1000 1.605 0.060 0717 0884 0697 0905 0.720 0.881
2000 1.602 0043 0714 087 0694 0907 0716 0.88
500 0814 0098 0646 0172 0644 0174 0649 0170
w0800 1000 0806 0.066 0642 0167 0642 0167 0.645 0.165
2000 0804 0.046 0640 0164 0640 0164 0642 0.162
500 0205 0081 0163 0075 0163 0075 0164 007
v 0200 1000 0200 0.059 0162 0062 0162 0062 0163 0.061
2000 0201  0.043 0159 0054 0159 0054 0160 0.054
500 0713 0.094 0567 0154 0565 0156 0569  0.152
v 0700 1000 0703 0067 0557 0153 0557 0153 0559  0.151
2000 0702 0.045 0539 0146 0558 0146 0560  0.145
500 1.007 0101 0404 0610 0200 0852 0404 0611
By 1000 1000 1.004 0072 0402 0605 0277 0750 0402  0.60
2000 1002 0.050 0398 0605 0219 0729 0398  0.605
500 0696 0074 0693 008 0693 008 0693 0.084
By 0.700 1000 0.697 0.054 0693 0062 0695 0.062 0693 0.062
2000 0698 0.038 0697 0044 0697 0044 0697 0.044
500 1.09 0057 1099 0062 1.09 0062 1.09 0063
Bz 1100 1000 1.00 0.038 109 0041 1099 0.041 1.099  0.041
2000 1.100 0.031 1100 0.033 1100 0033 L1100  0.033
500 1202 0104 1139 0075 L1178 009 1135 0078
o 1200 1000 1200 0.070 L1136 0070 1154 0069 1132  0.073
2000 1201 0047 L1135 0068 1144 0062 1132 0.071
500 0192 0197 018 0219 0187 0225 0181 0224
p 0200 1000 0.8 0152 0178 0172 0180 0174 0178 0173
2000 019 0102 0191 0112 0192 0113 0191  0.113
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Tabela 3.6: Média empirica das estimativas de méaxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apos ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman cléssico,
Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenéario 1 e p = 0.5. Tamanhos amostrais n =
500, = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS Classico Skew t-Student
Pardmetros n  Média REQM Média REQM Média REQM Meédia REQM

500 1612 0084 0721 082 0676 0929 0724 0878
v 1600 1000 1.605 0061 0717 088 0697 0905 0720 0882
2000 1.602 0042 0713 087 0685 0918 0715  0.88
500 0815 0096 0648 0171 0646 0172 0.651 0.168
w0800 1000 0806 0066 0643 0166 0642 0167 0645 0.164
2000 0804 0.045 0641 0164 0640 0164 0643 0.162
500 0208 0081 0166 0073 0165 0074 0166 0.073
v 0200 1000 0.199 0.058 0161 0061 0161 0061 0162 0.061
2000 0200 0042 0159 0053 0159 0.0 0159  0.053
500 0712 0.093 0569 0151 0567 0153 0572  0.149
v 0700 1000 0.704 0068 0560 0150 0560 0150 0563  0.143
2000 0703  0.045 0561 0144 0561 0144 0563  0.142
500 1.005 0079 0416 059 0308 0720 0416 0.59
By 1000 1000 1.002 0056 0413 0591 0363 0.648 0413  0.592
2000 1.002 0.040 0410 0593 0338 0.666 0410 0.593
500 0696 0070 068 0075 068 0075 068  0.076
By 0.700 1000 0.697 0.050 0.686 0055 068 0.055 0.686 0.055
2000 0698 0.036 0690 0040 0689 0040 0.689 0.040
500 1.099 0056 1.097 0060 1.097 0060 1.097  0.061
Bz 1100 1000 1.099 0.087 1097 0040 1097 0.040 1.097  0.040
2000 1.100  0.030  1.097  0.032 1.097 0.032 1097  0.032
500 1210 0130 1132 0084 1146 0.089 1127  0.088
o 1200 1000 1.209 0.090 L1381 0078 1135 0076 1126  0.082
2000 1205 0.059 1132 0072 L1135 0070 L1129 007
500 0490 0158 0461 0165 0464 0165 0461  0.166
p 0500 1000 0488 0123 0458 0131 0460 0130 0459 0.131
2000 0494 0.080 0468 0.087 0469 008 0469  0.087
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Tabela 3.7: Média empirica das estimativas de méaxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas apos ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman cléssico,
Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenéario 1 e p = 0.7. Tamanhos amostrais n =
500, = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS Classico Skew t-Student
Pardmetros n  Média REQM Média REQM Média REQM Média REQM

500 1.610 0.084 0.720 0.883 0.674 0.932 0.725  0.878
v 1600 1000 1.605 0.060 0.717 0.884 0.703 0900 0.721  0.880
2000 1.602 0.042 0714 0.887 0.673 0928 0.717  0.884
500 0.814  0.095 0.649 0169 0646 0.172  0.653  0.166
72 0.800 1000 0.806 0.064 0644 0.165 0.642 0.167 0.647  0.162
2000 0.805 0.045 0.643 0161 0.643 0.162 0.646  0.158
500 0.208 0.080 0.166 0.073 0.165 0.073  0.167  0.073
v 0200 1000 0.199  0.057 0161 0.061 0.160 0.061 0.162  0.061
2000 0.200 0.042 0.160 0.053 0.159 0.053 0.160  0.053
500  0.714  0.089 0575 0.144 0573  0.146 0579  0.141
v+ 0700 1000 0.704 0.065 0565 0.144 0.564 0.146 0.568  0.142
2000 0.703  0.043 0.565 0.139  0.565 0.140 0.568  0.137
500  1.005  0.068 0427 0.581 0350  0.672 0427  0.581
gy 1000 1000 1.001 0.046 0.420 0.584 0.398  0.616 0.420 0.584
2000 1.000  0.033 0417 058  0.348 0.655 0417  0.585
500 0.694 0.067 0.678 0.072 0.678 0.072 0.678  0.073
B2 0.700 1000 0.697  0.046 0.681  0.051 0.682  0.051  0.681  0.052
2000 0.699  0.033 0.68  0.038 0.685  0.038 0.685  0.038
500  1.100  0.056 1.096 0.08 1.096 0.058 1.095  0.058
B3 1.100 1000 1.099  0.036 1.096  0.039 1.096 0.039 1.096  0.039
2000 1.100  0.029 1.096 0.031 1.096 0.031 1.096 0.031
500  1.224 0.144 1124 0.092 1.135 0.100 1.118  0.097
¢ 1200 1000 1216 0.100 1.126  0.083 1.132 0.093 1.120  0.088
2000 1.207  0.064 1129 0.075 1.131  0.073 1124  0.080
500  0.687  0.116 0.650 0.125 0.653  0.125 0.651  0.125
p 0.700 1000 0.690  0.083 0.654 0.096 0.655 0.097 0.655  0.096
2000 0.696  0.03 0.661 0.067 0662 0.067 0.662  0.067

Apresentamos também alguns histogramas, Figuras 3.1, 3.2 e 3.3, referentes ao ajuste do modelo
Heckman-BS conforme resultados apresentados na Tabela 3.7 e os box-plots, figuras 3.4, 3.5 e 3.6, de
todos os modelos da Tabela 3.7. Os histogramas e os box-plots referentes as demais tabelas e demais
parametros seguem o mesmo padrao e por isso nao serao apresentados aqui. Note que em todos os
histogramas, conforme aumentamos o tamanho amostral, o intervalo de variacdo do eixo das abcissas
diminui sempre em torno do verdadeiro valor do parametro, indicando assim a convergéncia assintotica
dos EMV’s. Além disso, ao analisar os box-plots confirmamos a eficiéncia dos estimadores de méaxima,
verossimilhanca do modelo Heckman-BS. Quando comparamos com os demais modelos, observamos que

todos os outros sobre-estimam os parametros.
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Figura 3.1: Histograma das estimativas de maxima verossimilhanca do parametro 31, conforme Tabela
3.7, para os trés tamanhos amostrais utilizados na simulagao n = 500, n = 1000 e n = 2000.
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Figura 3.2: Histograma das estimativas de méxima verossimilhanca do parametro ¢, conforme Tabela
3.7, para os trés tamanhos amostrais utilizados na simulagao n = 500, n = 1000 e n = 2000.
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Figura 3.3: Histograma das estimativas de maxima verossimilhan¢a do parametro p, conforme Tabela
3.7, para os trés tamanhos amostrais utilizados na simulagao, n = 500, n = 1000 e n = 2000.
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3.3.2 Cenério 2

Realizamos simulagoes Monte Carlo com o objetivo de avaliar e comparar o desempenho dos EMV’s
dos parametros do modelo Heckman-BS, Heckman classico, Heckman-t e Skew-normal, na auséncia de
restricio de exclusdo, com parametros de média descrito em (3.13). Mantendo fixos os coeficientes de
regressao que sao tomados como f; = 1,82 = 0.7,83 = 1.1,y = 1.6,72 = 0.8,73 = 0.2,¢ = 1.2 ¢
alternando os valores de p. Definimos p; conforme (3.14) parai=1,--- ,n.

Tabela 3.8: Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanga com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman

classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cendrio 2 com p = —0.7. Tamanhos
amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS (Cléssico Skew t-Student
Pardmetros n  Média REQM Média REQM Média REQM Média REQM

500  1.604  0.082 0708 0894 095 068 0.716  0.886
w1600 1000 1.608  0.038 0708 0894 0975 0656 0713  0.888
2000 1.601 0039 0705 0.8% 1059 0554 0.710  0.891
50 0814  0.097 0652 0166 0579 0245  0.655  0.165
v 0800 1000 0796 0067 0643 0165 0573 0239 0645  0.163
2000 0799 0045 0639 0165 0557 0250  0.639  0.165
500 0206 0.078 0163 0073 0145 0081 0164  0.073
v 0200 1000 0200  0.057 0161 0059 0144 0072 0162  0.059
2000 0200 0.041 0160  0.053 0139  0.069 0160  0.053
500 0818 0371 0160 0.8% -0.508 1.562 0.066  1.008
B 1000 1000 0710 0458 0218 0824 045 1501 0.143 0917
2000 0944 0203 0289 0732 0532 1549 0143 0915
500 0794 0204 0835 0225 0792 0210 0889  0.28
By 0700 1000 0862 0264 0802 018 0779 0186 0846  0.236
2000 0729 0114 0764 0120 0725 0102 0.847 0233
500 1124 007 1134 0079 1123 0076 1147 0.090
gy 1100 1000 1142 0076 1128 0060 1122 0.060 1139 0071
2000 1.108  0.041 1116 0.042 1107 0040 1137 0.064
500 1240 0192  LI13 0111 1493 0494 1119  0.106
¢ 1200 1000 1205 0149 1111 0102 1457 0408 L1113 0.100
2000 1208 0091 1110 0097 1517 0393 1113 0.094
500 -0.359 0669 0265 0714 -0431 0.664 —0.089 0.909
p —0.700 1000 -0.146 0885 0384 0579 -0494 0597 -0.241 0.759
2000 -0.596 0375  -0517 0373 -0.699 0324 -0237 0.759
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Tabela 3.9: Média empirica das estimativas de méaxima verossimilhanca com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman
classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cendario 2 com p = —0.5. Tamanhos
amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS (léssico Skew t-Student
Parimetros n Média REQM Média REQM Média REQM Média REQM

500 1605 0080 0708 0895 082 0815 0714  (0.838
1 1600 1000 1606 0059 0706 089 0848 078 0711 0801
2000 1601 0039 0703 0897 0884 0734 0.707  0.893
500 0812 0096 0647 0171 0609 0214 0648 0.7
7 0800 1000 0801 0068 0640 0169 0608 0202 0641 0168
2000 0802 0042 0636 0168 0609 0197 0.636 0168
500 0205 0080 0162 007 0152 0079 0162 0.076
15 0200 10000 0202 0057 061 0060 0153 0065 0162  0.060
2000 0200 0043 0159 0034 0152 0039 0159 0.0
500 0917 0265 0077 0873 0401 1466  0.077  0.985
By 1000 1000 0897 0250 0220 0818 055 1399 0120 0931
2000 0992 0111 0268 078 -0.329 1351 0.146  0.899
500 0748 0.149 0823 0207 0792 0.194 0879 0.264
By 0700 1000 0761 0149 0798 0174 078 0173 0855 0232
2000 0704 0053 0773 0134 0759 0137 08482 0212
500 LT 006  L10  0077 1122 0075 1144  0.089
By L1100 1000 1116 0051 L1126 0.008 112 0058 1140 0070
2000 1100 0032 L9 0045 L5 0046 1136  0.061
500 1200 0161 1142 009 1409 0391 1132 0.0%
o 1200 1000 1194 0140 1133 0086 1361 0289 L1141 0.082
2000 1204 0084 LI1% 008 1340 0228 L1133  0.080
500 0507 0467 -0092 0649 -0206 0633 008 0823
p 0500 1000 -0.86 0489 -0.180 0548 -0260 0564 0.003  0.738
2000 0477 0I5 0264 0429 0349 0447 -0.040 0.682

94



Tabela 3.10: Média empirica das estimativas de maxima verossimilhancga com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman
classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cendario 2 com p = —0.2. Tamanhos
amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS (léssico Skew t-Student
Parimetros n Média REQM Média REQM Média REQM Média REQM

500 1607 0078 0708 089%5 0730 0.89% 0713 0.839
1 1600 1000 1605 0039 0706 08% 0742 0872 0709 0892
2000 1602 0040 0703 0897 073 0872 0007 0.8%4
500 0809 009 0642 017 0625 019 0645 0.I73
7 0800 1000 0805 0064 0640 0168 0630 0179 0642 0166
2000 0803 004 0636 0168 0632 0172 0639 0165
500 0204 0079 060 007 0156 0077 0161 0.07
15 0200 10000 0204 0057 0162 0060 0160 0.062 0162  0.060
2000 0200 0043 0159 0054 0138 003 0159 0053
500 099 0207 0288 0.4 0240 1226 0255 0.799
By 1000 1000 0989 0156 0815 0715 -0064 1120 0289 0.749
2000 1008 0105 0329 0692 -0020 105 0302 0723
500 0715 0118 0759 0157 0748 0159 0778 0.182
By 0700 1000 0718 0091 0743 0126 0737 0027 078 0145
2000 069 005 0737 0104 0736 0107 0752 0120
500 1103 0062 L1 0070 LH2 0070 L9 0.7
By L1100 1000 1104 0044 L112 0.061 111 0051 L116  0.055
2000 11000 0032 L0 0040 L1110 0.041 LII3 - 0.043
500 L1 013 L1167 0074 1324 0284 LIT0 007
o 1200 1000 LIr5 0100 1156 0063 1265 0071 LI157  0.065
2000 L1189 0059 L1147 0061 1223 009 L1146 0063
500 -0.131 0363 0000 0464 -0.035 0498 0057  0.533
p -0200 1000 -0153 0289 0055 0391 -0.082 0414 -0008 0.446
2000 -0200 0171 0074 032 -008 0346 -0027 0377
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Tabela 3.11: Média empirica das estimativas de maxima verossimilhancga com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman
classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cenéario 2 com p = 0. Tamanhos amostrais
n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS (lassico Skew t-Student
Pardmetros n Media REQM Média REQM Média REQM Média REQM

500 1608 0077 0708 0894 0727 0891 0714 0.889
1 1600 1000 1.605 0.060 0705 0896 0721 0888 0709 089
2000 1602 0040 0703 0897 0706 0897 0706 0894
500 0810 0093 064 0174 0651 0189 0647 0171
7 0800 1000 0806 0065 0640 0169 0635 0174 0643 0.166
2000 083 00482 066 0167 063 0169 0639 0165
500 0202 0079 060 0076 0057 0.077  0.061  0.076
7 0200 10000 0202 008 0161 0061 0160 0062 0162 0.061
2000 0202 004 0160 005 0159 005 0160 0.053
500 1029 0197 0388 0657 0084 1005 0393  0.666
By 1000 1000 1005 0135 0595 0638 0.167 0890 039 0648
2000 1009 0097 0394 0627 0200 088 0391 0632
500 0696 0113 0703 0140 0692 0147 0700 0157
fy 0700 1000 0703 0.08 0699 0115 0691 0017 001 0124
2000 0697 0058 0700 0092 0701 0094 0701 0.09
500 1099 0062 L1101 0070 LO9 0.070 LI00  0.072
By 1100 1000 1101 0.043  L100  0.048 1099 0048 1101 0.030
2000 L1100 0032 L1100 0038 L1001 0089 L1101 0039
500 LT 0132 L7 0068 1278 0235 L1712 0.069
o 1200 1000 1172 0090 1161 0058 1217 0119 1160  0.060
2000 L& 0052 L1152 0056 L1180 0060 1149  0.08
500 0007 0345 0013 0400 -0.024 0443 0004 0443
p 0000 1000 0009 0262 -0004 0346 -0.033 0367 0002 0373
2000 -0.006 0183 0001 028 0004 029 0005 0.304
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Tabela 3.12: Média empirica das estimativas de maxima verossimilhanga com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman
classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cendrio 2 com p = 0.2. Tamanhos
amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS Classico Skew t-Student
Pardmetros n  Média REQM Média REQM Média REQM Média REQM

500 1607 0079 0708 08% 0731 0883 0713 0889
7 1600 1000 1605 0060 0706 08% 0719 0886 0709  0.892
2000 1602 0040 0703 0897 0700 0902 0706 0.8%4
200 0812 009% 064 0174 0634 0187 0648 0.171
7 0800 1000 0.806 0063 0640 0168 0636 0173 0642  0.166
2000 0803 0045 0636 0167 0636 0168 0.639  0.165
500 0205 0082 0162 0077 019 0078 0162 0077
13 02000 1000 0202 0057 0060 0061 0159 0062 0161  0.061
2000 0202 0042 0160 0053 0160 0053 0160  0.052
500 L1053 0206 049 0571 0277 0806 0526 0.3
B 1000 1000 1019 0129 0473 0565 085 0696  0.500  0.550
2000 1012 008 045 0571 0360 0667 0476  0.557
500 0681 0119 0647 0158 068 0164 0627 0.8
By 0700 1000 0.694 0085 065 0127 0641 0136 0639  0.145
2000 0694 0057 0665 0102 0667 0102 0655 0118
500 10% 0063 LO8 0072 LO84 0074 L1082  0.76
By 1100 1000 1099 0042 1.0% 0050 LO8  0.051 1086  0.053
2000 L1000 0031 109 0039 L1093 0039 L1089  0.042
500 L1160 0136 LI0 0074 1241 0214 LI71 0.074
o 1200 1000 1180 0.092 1155 0063 118  0.099 1156 0.6
2000 1191 0058 L1147 0061 115 0061 L1146  0.063
500 0131 0359 002 0465 -0005 0500 -0.038 0.530
p 0200 1000 0171 0258 0.046 0389 0000 0430 -0.002 0445
2000 018 0182 008 0316 0091 0318 0.046  0.366
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Tabela 3.13: Média empirica das estimativas de maxima verossimilhancga com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman
classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cendrio 2 com p = 0.5. Tamanhos
amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS Classico Skew t-Student
Pardmetros n  Média REQM Média REQM Média REQM Média REQM

500 1606 0078 0708 0894 0755 0861 0715 0887
1 1600 1000 1603 0.059 0705 08% 0.752 0859 0710 0892
2000 1601 0041 0704 0897 0707 08% 0708 039
500 0814 009 0648 0170 0633 0.9 0650  0.169
7 0800 1000 0807 0061 0641 0167 0628 0183 0641  0.167
2000 0803 0043 0637 0166 0636 0168 0.638  0.166
500 0205 0080 0162 0075 0158 0077 0163 0.075
13 0200 1000 0200 0057 0159 0062 0156 0.064 0159  0.062
2000 0202 0041 0159 0053 0159 0053 0160 0.0
500 L1103 0262 0608 0487 0449 0641 0705 0448
B 1000 1000 1027 0124 0559 0502 0504 0562 0.665  0.452
2000 1022 0112 0512 0522 0460 0566 0634 0459
500 0644 0150 0577 0208 0565 0224 0523 0262
By 0700 1000 0684 0.085 0604 0169 0560 0216 0.544  0.233
2000 0.68 0069 0631 0129 0632 0129 0562 0211
500 1087 0.065 1069 0078 L1065 0081 1055  0.089
B 1100 1000 1.0% 0.041 L1077 0055 L1066 0064  1.063  0.068
2000 1097 0032 L1084 0044 L1084 0044 1066  0.061
500 1205 0160 1142 0093 1218 024 L1150 0.09
0 1200 1000 1209 012 1130 0087 118 0164 1140  0.084
2000 1206 0087 LI124 0.084 1134 00% L1132 0.080
50 0300 0469 0103 0640 0063 0697 -0.069 0810
p 0500 1000 0435 0259 018 0530 0042 0689 -0.004 0.736
2000 0452 0216 0280 0405 028 0407 0.0 0670
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Tabela 3.14: Média empirica das estimativas de maxima verossimilhancga com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) obtidas a partir do ajuste dos modelos de Heckman BS, Heckman
classico, Skew-normal e Heckman-t aos dados gerados conforme Cendrio 2 com p = 0.7. Tamanhos
amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS Classico Skew t-Student
Parametros n Meédia REQM Média REQM Meédia REQM Média REQM

500  1.606 0.077  0.710 0.893 0.791 0.834 0.718 0.885
v 1.600 1000  1.602 0.057  0.706 0.895 0.830 0.796  0.711 0.890
2000 1.601 0.041 0.704 0.896 0.711 0.894  0.710 0.891
500  0.811 0.091 0.650 0.167  0.621 0.205 0.652 0.166
v2  0.800 1000 0.807 0.062 0.644 0.164  0.602 0.215 0.646 0.162
2000 0.801 0.043  0.640 0.163  0.635 0.171 0.641 0.163
500  0.205 0.080  0.163 0.075 0.155 0.078  0.163 0.076
vz 0.200 1000  0.200 0.055 0.159 0.061 0.149 0.069  0.159 0.061
2000 0.201 0.041 0.160 0.052 0.159 0.053  0.161 0.052
500  1.178 0.371 0.621 0.487  0.415 0.660  0.725 0.464
B 1.000 1000 1.033 0.150  0.552 0.509  0.421 0.641 0.650 0.479
2000 1.091 0.267  0.487 0.536  0.427 0.587  0.619 0.491
500  0.596 0.212 0.566 0.224  0.538 0.260  0.507 0.287
B2 0.700 1000 0.677 0.094  0.605 0.170  0.496 0.294  0.549 0.240
2000  0.648 0.148  0.643 0.108  0.637 0.123  0.568 0.219
500  1.074 0.075 1.066 0.079 1.059 0.086 1.051 0.093
B3 1.100 1000 1.095 0.042 1.078 0.054 1.050 0.082 1.065 0.067
2000  1.087 0.046 1.086 0.039 1.084 0.042 1.067 0.061
500  1.239 0.188 1.115 0.110 1.247 0.296 1.121 0.104
¢ 1200 1000 1.232 0.140 1.108 0.105 1.273 0.293 1.111 0.102
2000 1.210 0.096 1.109 0.097 1.134 0.141 1.111 0.095
500  0.348 0.678  0.280 0.701 0.184 0.828  0.085 0.913
p 0700 1000 0.618 0.294  0.412 0.533  0.043 0.950  0.227 0.768
2000  0.526 0.488  0.541 0.327  0.523 0.382 0.290 0.707

Nossas simulagoes indicam que a auséncia da restri¢ao de exclusao e a presenca de correlagao moderada
ou alta, afetam a estimacao dos parametros para todos os modelos. Para correlacao fraca ou nula, a
simulacao indica consisténcia somente do modelo Heckman-BS na estimagao de todos os parametros.
Os demais modelos apresentaram inconsisténcias na estimagio, pois conforme aumentamos o tamanho
amostral a raiz quadrada do REQM nao necessariamente diminuiu. Tais resultados indicam a necessidade

e a importancia da restricao de exclusao no ajuste dos modelos de selecao amostral.

3.4 Tamanho e Poder dos Testes da Razao de Verossimilhanca e

Gradiente

Com o objetivo de avaliar e comparar o desempenho dos testes da razao de verossimilhangas e gra-
diente para testar as hipdteses Hy : p = 0 contra H; : p # 0, sob o ajuste dos modelos Heckman-BS,
Heckman classico e Skew-normal, todos ajustados aos dados simulados de acordo com o Cenério 1, apre-
sentamos os resultados do estudo de simulacao do poder e do nivel de significiAncia empirico destes testes.

Nao mostraremos os resultados dos testes sob o ajuste do modelo Heckman-t, uma vez que observamos
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resultados que contrariam a nossa expectativa tedrica e que devem ser melhor investigados. Considere
as hipoteses definidas anteriormente, os niveis de significAncia nominais a = 1%, a = 5% e a = 10%,

tamanhos amostrais n = 500,n = 1000 e n = 2000 e N = 1000 réplicas Monte Carlo.

Para cada amostra simulada ajustamos os modelos Heckman-BS, Heckman classico e Skew-normal,
e encontramos as estimativas de maxima verossimilhanca sob a restricdo imposta pela hipotese nula e
irrestrita. Encontramos entao as estatisticas dos testes e comparamos com os respectivos quantis da
distribuicao qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Estimamos a proporcao de vezes em que a hipétese
Hj foi rejeitada nas N = 1000 réplicas Monte Carlo. Fixado um cenério especifico e um tamanho amostral
n, 0s passos seguidos para o calculo do nivel de significancia empirico dos testes e poder sao detalhados

a seguir:

1. Geramos uma amostra de tamanho n de acordo com o Cenéario 1 com o parametro p fixo;

2. Calculamos os estimadores de maxima verossimilhanca para a amostra dada sob a hipotese nula, e

depois sem a restricao da hipétese nula;
3. Construimos as estatisticas Sgy e Sg;

4. Comparamos Sgy e Sg com os quantis da distribuicao qui-quadrado com 1 grau de liberdade e

rejeitamos a hipotese nula para cada teste respectivo se Sry > x2(1 — a) e Sg > x3(1 — a);
5. Repetimos os Passos de 1 a 4 N vezes (aqui consideramos N=1.000);

6. Calculamos a propor¢ao de rejeigdes obtidas sob Hy (Nivel de significAncia empirico do teste)

e o poder do teste (probabilidade de rejeitar sob H);

A Tabela 3.15 mostra o nivel de significAncia empirico e a taxa de rejeicdo nula dos testes da razio
de verossimilhanca e do gradiente, isto é, a taxa de rejeigdo (em porcentagem) dos testes baseados nas
estatisticas Sry e Sg para avaliar a hipotese nula Hy : p = 0 contra H; : p # 0. Notamos que ambos os
testes mantém, aproximadamente, o nivel nominal correto quando os dados sao simulados de acordo com
o Cenario 1, descrito na se¢do anterior, com os modelos Heckman-BS, Heckman classico e Skew-normal

ajustados aos dados.

Tabela 3.15: Nivel de significancia empirico dos testes da razao de verossimilhanca e gradiente para
Hy : p=0 contra H; : p # 0 e censura média de 30%.

Valor Tamanho Heckman Heckman Heckman
nominal da BS Classico Skew
do teste | Amostra Sry  Sg Sry  Sa Sry Sg

n = 500 0.7 0.3 1.1 0.5 1.2 04
1% n = 1000 1.3 0.8 1.3 0.5 1.3 0.5
n = 2000 1.3 1.3 1.1 09 1.1 0.9
n = 500 4.7 4.1 44 3.2 4.4 3
5% n = 1000 6.7 6.1 53 4.6 5.5 4.5
n = 2000 5 4.9 5 4.6 5 4.7
n = 500 9.8 8.4 89 74 91 7.3
10% n = 1000 11.2  10.6 10.7 9.6 10.8 9.7
n = 2000 9.9 9.5 99 9.8 9.8 9.7
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Na Tabela 3.16 apresentamos o resultado das simulagoes de poder dos testes RV e gradiente. Observa-
mos que a medida que p se afasta de 0, e aumentamos o tamanho amostral, o poder dos testes aumentam.
Notamos ainda que, em geral, o teste gradiente é menos poderoso que o teste da razao de verossimilhanca

sob o ajuste de todos os modelos.

Tabela 3.16: Poder (em porcentagem) dos testes da razdo de verossimilhanga e gradiente para o =
1%, a0 = 5% e a = 10%.

Tamanho Heckman Heckman Heckman
Parametros da BS Classico Skew
Amostra SRV SG SRV SG SRV SG
a=1%
n = 500 90.6 &4.9 84.1 73.4 86 75.8
p=—0.7 n = 1000 99.5 994 99.3 97.6 99.5 98.8
n = 2000 100 100 100 100 100 100
n = 500 11.4 7.8 8.5 4.1 9.1 4.6
p = —0.3 n = 1000 29.7 25.9 20.7 14.8 21.1 15.6
n = 2000 62 60.1 46.8 42.9 47 43.5
n = 500 14.2 8 8 4.8 8 4.8
p=0.3 n = 1000 26.9 23.6 18.8 13.2 18.8 12.9
n = 2000 61.8 60.4 47.2 44.3 47.1 44.3
n = 500 90.3 &5.4 84.9 73.6 84.9 724
p=0.7 n = 1000 99.2 98.8 98.8 97.5 98.8 97.5
n = 2000 100 100 100 100 100 100
o= 5%
n = 500 96.6 95.8 94.6 91.5 95.4 92.7
p=—0.7 n = 1000 99.9 99.9 100 99.9 100 99.9
n = 2000 100 100 100 100 100 100
n = 500 31.8 28.6 23 19 23.7 19.2
p=—0.3 n = 1000 54.5 52.9 42.7 40.2 43.1 40.8
n = 2000 &3 82.4 704 694 70.8 694
n = 500 30.7 28.1 24.6 19.3 24 .4 19.3
p=0.3 n = 1000 50.2 484 39.3 36.8 39.3 36.5
n = 2000 81.9 &1.5 71.4 69.6 71.3 69.8
n = 500 97.2 96.4 94.9 92.1 94.9 91.9
p=0.7 n = 1000 99.8 99.8 99.6 99.5 99.6 99.5
n = 2000 100 100 100 100 100 100
a = 10%
n = 500 98.6 97.9 97.2 95.9 97.5 96.7
p=—0.7 n = 1000 100 100 100 100 100 100
n = 2000 100 100 100 100 100 100
n = 500 45.5 42.8 34.8 31.9 35 31.9
p=—0.3 n = 1000 65.2 64 55.1 53.6 54.7 53.4
n = 2000 90.8 90.1 81.1 79.3 80.9 79.3
n = 500 43.6 41.9 37.7 33.8 37.4 33.6
p=0.3 n = 1000 63.5 62.5 52 49.5 51.9 49
n = 2000 89.8 &9.7 81.5 80.7 81.4 80.7
n = 500 98.2 98 97.8 96.7 97.8 96.6
p=0.7 n = 1000 100 99.9 99.9 99.8 99.9 99.8
n = 2000 100 100 100 100 100 100
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Como esperado o poder dos testes RV e gradiente sob o ajuste do modelo Heckman-BS apresentaram
poder superior. Nossas simulacdes também indicaram que mesmo na presencga de assimetria o modelo

Skew-normal nao produziu testes com poder superior ao modelo de Heckman classico.

3.5 Ajuste do Modelo Heckman-BS sob Falta de Especificagao

Com o objetivo de comparar o ajuste dos modelos Heckman-BS, Heckman cléssico, Skew-normal e
Heckman-t sob a especificacdo dos dados com distribuicao assimétrica e positiva, diferente da distribuicdo
BS, simulamos dados com distribuicdo gama bivariada usando um algoritmo descrito no trabalho de
Schmeiser e Lal (1982). O algoritmo é resultado de uma técnica conhecida como reducéo trivariada, que

é utilizada para a construcao de distribui¢oes bivariadas a partir da combinacao de trés ou mais variaveis.

Em sintese, consideramos X1, Xo e X3 varidveis aleatorias, nao necessariamente independentes, com

funcao de distribui¢ao F;(z;; \;),i =1,---,3, e A; um pardmetro qualquer. Tomando

X =T (X1, X2, X3)

Y = T2 (X17X23X3) )

com T} : R* - R, j = 1,2, dizemos que o vetor (X,Y) tém distribui¢do bivariada gerada por uma redugao
trivariada. As fungoes de distribuicdo de X; sdo, em geral, da mesma familia, porém isso ndo é condi¢ao

necessaria. Uma definicao restrita é

X=X+ X3
Y = X5 + Xg,
em que X;,i=1,---,3, sao independentes. Nesse caso, X e Y sao positivamente correlacionadas.

Antes de construir o algoritmo, considere que uma varidvel aleatoria Y segue uma distribui¢do gama

com parametros «, § > 0, denotada por Y ~ I'(«, ), se a sua densidade é dada por

ylo—Y y
fly;a,8) = 3oT(a) °P (—5), para y > 0, (3.16)

em que a e (B sdo os pardmetros de forma e de escala, respectivamente. A média e a variancia de Y séo,

respectivamente, dadas por

EY)=aB e Var(Y)=ap> (3.17)

Reparametrizamos a distribuicao (3.16) ao considerar o e f = H, e denotamos Y ~ T’ (a, ﬁ) . Segue
@ e
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que, sob esta nova parametrizacao

EY)=p e Var(Y)=—. (3.18)

Considerando entao a distribuicao gama univariada e a técnica de reducao trivariada, podemos ob-
ter a distribuicdo gama bivariada de Cherian, que é uma das diferentes formas de parametrizacao da

distribui¢do gama bivariada, detalhada no livro de Balakrishnan e Lai (2009).

Um vetor aleatorio (Y1, Ys) tem distribui¢do gama bivariada de Cherian, se sua fdp conjunta é dada

por

<D (—1 — min(y1,yz2)
forr92) = W/o (1 — 2" yo — ) 1% Lexp(a)dz, (319

em que y1,y2 > 0 e 01,05,05 > 0. As variaveis Y7 e Y3 sdo correlacionadas e tem distribuicdes marginais

gama com parametros de forma a; = 01 + 63 e as = 05 + 03, respectivamente.

Para obter essa distribuigao, via método de reducao trivariada, consideramos X; u I'(0;,1) para i =
1,---,3. Segue que, como os X; sao independentes, a funcao de densidade conjunta é dada pelo produto

das marginais, ou seja:

fz1) x f(x2) X f(x3)

f(zla ZEQ,Ig)

exp [—(z1 + T2 +73)] 9,1 9,21 0,1

= T (6, )T (65)T(63) R SR 4 (3.20)
Se considerarmos as variaveis X e Y definidas por
X=X14+Xs=>X1=X-X3
Y =Xo+ X3 = Xo=Y — X3,
a partir de (3.20) a fdp conjunta de (X,Y, X3) fica dada por:
fla,y,a5) = 22 [(I%((%;le(;rjl“(ez; ) (x — 23)" 7 (y — zg) 2P
= ?’zgfif(;;rzez; (@ —23)" "y — a5) 2, (3.21)

com0 < z3 <zel < zs <y.Integrando f(z,y,xs) em relacdo a variavel X3 e considerando 6 = min(z,y)

temos:

)
fla,y) = /0 F(w,y, s)des

= exp[—(x+y)] ’ 1—1 >—1,.03—
—m/ﬂ‘%)g (y = w3)" e da, (3.22)

em que f(z,y) corresponde & fdp conjunta de (X,Y") com distribuicdo gama bivariada de Cherian.
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Enfim, para gerarmos uma amostra aleatéria de vetores bivariados (Y11,Y21)", -, (Yin, Yon)' com
distribuicdo gama bivariada de Cherian, de tal forma, que as varidveis marginais possuam distribuicao

gama e sejam correlacionadas, consideramos o algoritmo de redugdo trivariada descrito abaixo com os
min(ay, o)

\/ 12

seguintes parametros ay, ao, 1, 2 > 0e 0 < p <

e Algoritmo:

1. Geramos X7 ~ I'(ag — py/(aqa2),1), Xa ~ T(ag — py/(a1a2),1) e X5 ~T'(py/(a1a2),1);

2. Fazemos Y7 = (X3 +X3)& eYs = (Xo +X3)&;

g Q2

O vetor (Y7,Y3) tem distribuigdo bivariada gama de Cherian, o mais importante é que Y; ~ T’ (ai, M)

i
para i = 1,2, com p = corr(Yy,Y3). Assim, podemos simular dados assimétricos, positivos e correlaci-
onados, com distribui¢do gama e avaliar os modelos Heckman-BS, Heckman classico, Skew-normal e

Heckman-t sob falta de especificacdo. Para isso, consideramos a seguinte estrutura de regressao,
p1; = exp (0.5 4 1.5x9;) , to; = exp (—=0.5 4+ 1.2x9; + 2x3;), parai=1,--- ,n,

. iid ) )
com parametros de forma oy = 2 e as = 1, e em que, os regressores zj; ~ U[0,1],j = 2,3, Vi. Logo, a
partir do algoritmo anterior, geramos n variaveis aleatorias correlacionadas para cada réplica de Monte

Carlo definidas por:

YMNF(Z/‘;) e Yo ~T(1pg),i=1,---,n.

Consideramos entdo Y; = Y;,U; em que U; = 1{Yy > 1}, ¢« = 1,--- ,n, e ajustamos os modelos
Heckman-BS, Heckman Cléassico, Skew-normal e Heckman-t aos dados simulados. Os tamanhos amostrais
considerados foram n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo em todos os
casos. A fim de examinar o desempenho dos EMV’s dos modelos ajustados, calculamos a média empirica
das estimativas dos parametros e a raiz quadrada do erro quadratico médio (REQM). O grau de censura
(valores para os quais Y5* < 1) é de aproximadamente 30%. Os resultados do ajuste dos quatro modelos
sdo apresentados na Tabela 3.17. O parametro de forma ay ndo é estimado, tal como os parametros ¢ do
modelo Heckman-BS e o5 dos modelos Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t, assumimos ag = 1.
Apresentamos também, nas Figuras 3.7, 3.8 e 3.9, o box-plot das estimativas para o ajuste dos quatro

modelos.

De acordo com os resultados apresentados na Tabela 3.17, o modelo Heckman-BS nao estima bem
o intercepto da equacdo de selegdo e o pardmetro de forma (o). Porém, estima melhor, todos os de-
mais parametros, inclusive o pardmetro de correlagdo. Além disso, é o inico modelo cujo os EMV’s sao
consistentes para todos os parametros. Ressaltamos ainda que, diferentemente dos demais modelos, nao
foi necessario a transformacgao da variavel de interesse para o ajuste do modelo Heckman-BS. Adicional-
mente, as Figuras 3.7, 3.8 e 3.9 indicam que o modelo Heckman-BS é o mais eficiente na estimagdo do

parametro de correlagao, principal interesse na aplicacao de um modelo de selecao amostral.
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Tabela 3.17: Média empirica das estimativas de maxima verossimilhancga com a respectiva raiz quadrada
do erro quadratico médio (REQM) do ajuste dos modelos de Heckman BS; Heckman classico, Skew-normal
e Heckman-t aos dados simulados com distribui¢cdo gama bivariada de Cherian. Tamanhos amostrais
n = 500,n = 1000 e n = 2000 com N = 1000 réplicas de Monte Carlo.

Heckman Heckman Heckman Heckman
BS (léssico Skew t-Student
Pardmetros n Meédia REQM Meédia REQM Meédia REQM Meédia REQM

500 -0.153 0404 -0.667 0230 0539 0284 -0.662 0256
o -0500 1000 -0.57 0873 0672 0205 0438 0271 -0.68 0231
2000 -0.161 035 -0612 0190 -0529 0269 -0697 0.217
00 L9 0293 0885 038 0861 0405 0924 0362
7 1200 1000 1138 0205 0899 0337 0856 0377 0936 0308
2000 1144 0151 0902 0318 0874 0348 094 0.282
00 194 0218 1520 052 1400 0698 152l 0573
75 200 1000 1918 0206 1519 0505 1349 0724 15y 0497
2000 1914 0139 1512 0499 1448 0579 1572 0449
00 0470 0135 0310 0223 0533 0391 0463  0.247
B 0500 1000 0465 0094 0208 0214 0656 045 0417 (.18
2000 0461 0070 0299 0207 0517 0381 0401  0.145
500 1479 0184 143 0155 1389 0281 L1362 0229
1500 1000 1485 0145 1449 0207 1397 0210 1402 0157
2000 1491 0098 1451 0084 1452 0104 1412 0121
00 2910 1024 077 1264 084  LI76 068 1316
ap 2000 1000 2862 093 0737 1263 0909 LI3 0676 1324
2000 2847 0886 0736 1264 0867 LIT 0669 1332
00 0487 0139 0345 024 0247 0514 0103 0582
p 0500 1000 0499 0059 0359 0166 0239 0569 0176  0.444
2000 0492 0040 0355 0157 0401 0247 0209 0.3
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Para uso do algoritmo de redugao trivariada temos que simular dados com parametro p > 0, logo,
nao calculamos o nivel empirico dos testes da razao de verossimilhanca e gradiente. Estimamos porém
o poder de ambos os testes sob o ajuste dos modelos Heckman-BS, Heckman cléssico e Skew-normal.
Mais uma vez observamos resultados que contrariam nossa expectativa tedrica com o ajuste do modelo
Heckman-t e preferimos ndo apresenta-los. De acordo com a Tabela 3.18, ambos os testes apresentaram
resultados de poder superior sob o ajuste do modelo Heckman-BS, com destaque para o teste da razao
de verossimilhanca. E interessante notar que mais uma vez os testes apresentaram poder semelhante sob
o ajuste dos modelos Heckman classico e Skew-normal, indicando ndo haver diferenga de poder sob o

ajuste desses modelos.

Tabela 3.18: Poder (em porcentagem) dos testes da razdo de verossimilhanca e gradiente para a =
1%, a0 =5% e a = 10%.

Heckman Heckman Heckman
BS Classico Skew
n = 500 n = 1000 n = 500 n = 1000 n = 500 n = 1000
p Sry  Se¢  Srv  Sc Sry  Se¢  Srv  Sa Sry  Se¢  Srv  Sc
a=1%
0.1 50.6 34.2 879 824 14.4 1.1 12.0 2.4 19.8 1.1 13.0 1.7
0.2 56.8 42.0 94.2 90.3 8.9 0.5 6.6 1.5 12.5 0.5 7.8 1.8
0.3 63.7 488 959 94.1 5.6 0.9 9.0 4.7 11.2 0.9 103 5.1

0.4 74.0 59.6 98.7 97.2 8.2 24 254 14.1 15.0 2.5 258 139
0.5 80.0 67.5 99.7 99.5 209 82 559 409 26.7 89 55.1 41.0
0.6 88.0 76.2 99.9 99.8 45.1 242 89.0 79.3 49.2 259 883 79.3
0.7 96.2 90.5 100 100 86.2 66.1 100 99.1 86.6 66.3 100 99.0
a=5%

0.1 75.7 63.8 97.5 96.0 19.5 6.1 16.6 10.5 245 6.0 174 89
0.2 80.4 70.6 99.0 98.1 14.0 57 163 104 173 6.1 17.3 10.5
0.3 86.7 80.5 98.8 98.0 17.1 86 294 222 225 9.1 30.2 227
0.4 92.4 86.8 99.9 99.9 25.9 15.2 55.1 44.7 32.3 169 55.3 45.0
0.5 94.7 919 100 100 477 333 834 76.5 52.7 354 822 77.1
0.6 97.1 95.6 100 100 73.1 60.8 97.8 96.2 754 623 97.1 96.3
0.7 99.5 99.2 100 100 97.1 94.1 100 100 97.3 94.3 100 100
a = 10%

0.1 84.1 74.7 98.8 98.4 24.2 123 21.6 16.9 289 12.8 224 14.9
0.2 87.9 80.3 996 99.4 20.0 120 244 19.5 23.2 124 25.2 19.3
0.3 93.5 89.1 999 99.6 27.0 188 43.3 379 31.9 20.0 439 38.0
0.4 96.0 93.8 100 100 40.0 30.6 68.6 62.3 45.2 322 686 624
0.5 97.8 97.0 100 100 60.7 523 90.8 88.3 64.4 54.1 89.4 88.4
0.6 98.8 985 100 100 84.2 775 99.1 98.7 85.7 788 984 98.7
0.7 99.8 99.8 100 100 98.6 976 100 100 98.7 979 100 100

3.6 Aplicacao a Dados Reais

Analisamos novamente os dados do Medical Expenditure Panel Survey (MEPS) de 2001 utilizados na
aplicacdo do modelo Heckman generalizado no Capitulo 2. A amostra é restrita a pessoas com idades
entre 21 e 64 anos e contém uma variavel resposta, denotada aqui por Y7*, com 3328 observacoes de
valores de gastos ambulatoriais, das quais 526 (15,8%) correspondem aos valores de despesas zero. Esse

conjunto de dados contém também as seguintes varidveis explicativas:
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e 11, que representa a idade, medida em dezenas de anos;

e 15, que é uma varidvel indicadora para sexo, sexo feminino recebe valor 1;
e 3, representa anos de escolaridade;

e 14, indicadora para etnia, negro ou hispanico recebem valor 1;

e 15, representa o nimero de doengas cronicas ;

e e, g, € uma varidvel indicadora para presenca de seguro.

A variavel Y5 ndo é observada, temos U; = 1{Y5; > 0}, para i = 1,---,3328, que representa a de-
cisdo de gastar ou ndo com cuidados médicos. Os dados MEPS também foram utilizados por Cameron
e Trivedi (2009) e Marchenko e Genton (2012). De acordo com esses autores, a decisdo de gastar pro-
vavelmente esta relacionada ao valor da despesa, e portanto, é natural considerar um modelo de selecao
amostral para a anélise. Esses autores rejeitam a hipotese de normalidade conjunta de Y7* e Y. Além
disso, a variavel despesas ambulatoriais (Y;*) é assimétrica e positiva. Nesse sentido, propomos analisar
tais dados com o modelo Heckman-BS. Ressaltamos que para o ajuste deste modelo, ndo é necesséria a
transformacao logaritmica da variavel de despesas ambulatoriais. Isso representa uma grande vantagem

para a interpretacao dos parametros do modelo.

Consideramos, entao, a seguinte estrutura de regressao para os parametros relacionados a média

logpi; = Bo+ Bixii + Bazos + B3wsi + Bata; + Bsxsi + BoTes (3.23)

logpa; = 7o+ Y1%1s + Yo®oi + V3T + YaTai + V5T55 + VeTei + Yr¥7i, para i =1,2,--- ,n.

A equacdo de selecdo inclui a variavel renda (x7), dessa forma, é imposto a restrigdo de exclusdo. Na
Tabela 3.19 apresentamos os resultados do ajuste do modelo de Heckman classico e do modelo Heckman-
BS. Nosso maior interesse é testar Hy : p = 0 contra Hy : p # 0 sob o ajuste destes modelos. Apresentamos
os resultados do teste de Wald que possui o mesmo resultado dos testes da razao de verossimilhanga e
gradiente também realizados, porém nao apresentados aqui. Na aplicagao de todos os testes, sob o ajuste
do modelo de Heckman classico, ndo rejeitamos Hy (p-valor > 0.1). Contrariamente, sob o ajuste do
modelo Heckman-BS, todos os testes indicam evidéncias suficientes (p-valor < 0.001) para rejeitar Hy.
Nosso resultado concorda com os resultados obtidos por Marchenko e Genton (2012), por Zhelonkin
et al. (2016) e também com os resultados do ajuste do modelo Heckman generalizado no Capitulo 2.
Ressaltamos ainda que as estimativas dos modelos de Heckman classico e Heckman-BS sao similares, com
excecao do intercepto da equagao de selegao. Tal resultado indica que o ajuste com o modelo Heckman-BS

nao modifica as conclusoes e inferéncias realizadas para os parametros.
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Tabela 3.19: Estimativas do Modelo Heckman-BS com os respectivos valores de desvio-padréo (DP),
valor-z, p-valor, limite inferior e limite superior para o intervalo de confianca de 95%, juntamente com as
estimativas do Modelo Heckman classico e os respectivos p-valores.

Equagao de Selecao
Parametros Heckman p-valor Heckman-BS DP  Valor-z p-valor Inferior Superior

(Intercepto) —0.676 0.000 0.117 0.235  0.498 0.618  —0.344 0.578
Idade (z1) 0.088 0.001 0.090 0.032  2.835 0.005 0.028 0.151
Fem (z3) 0.663 0.000 0.722 0.069 10.456  0.000 0.587 0.857
Educ (z3) 0.062 0.000 0.068 0.015 4.651 0.000 0.040 0.097
Blhisp (z4) —0.364 0.000 —0.399 0.074 -=5.367 0.000 —0.545 —0.253
Toter (zs5) 0.797 0.000 0.806 0.068 11.812  0.000 0.672 0.939
ins (zs) 0.170 0.007 0.179 0.073  2.454 0.014 0.036 0.323
Renda (z7) 0.003 0.040 0.003 0.001  2.395 0.017 0.001 0.006

Equacao Priméria
Parametros Heckman p-valor Heckman-BS DP  Valor-z p-valor Inferior Superior

(Intercepto) 5.044 0.000 5.779 0.173 33.469  0.000 5.440 6.117
Idade (x1) 0.212 0.000 0.246 0.022 11.117  0.000 0.203 0.290
Fem (x2) 0.348 0.000 0.411 0.048  8.511 0.000 0.316 0.505
Educ (z3) 0.019 0.076 —0.007 0.010 —-0.671  0.503  —0.026 0.013
Blhisp (z4) —0.219 0.000 —0.215 0.063 —4.047 0.000 -0.319 —0.111
Toter (x5) 0.540 0.000 0.589 0.034 17.165  0.000 0.522 0.656
ins (z¢) —0.030 0.557 —0.061 0.060 —-1.236 0.216 —0.159 0.036
0] 1.271 0.000 0.703 0.021  33.917  0.000 0.662 0.743
p —0.131 0.375 0.273 0.057  4.759 0.000 0.161 0.385

3.7 Conclusoes

Introduzimos um modelo de selecdo amostral baseado na distribuicao Birnbaum-Saunders bivariada.
Nosso modelo fornece uma maior flexibilidade para a modelagem de dados assimétricos positivos quando
comparado ao modelo classico de Heckman, mantendo a mesma quantidade de parametros do modelo

classico, o que é uma vantagem quando comparado também aos modelos Skew-normal e Heckman-t.

Realizamos simulagoes de Monte Carlo para avaliar nosso modelo com relacdo aos existentes na
literatura. Nossas simulag¢oes indicam que, para dados assimétricos e positivos gerados conforme o modelo
de selecao BS, os EMV’s dos modelos de Heckman classico, Skew-normal e Heckman-t sao tendenciosos
e nao sao eficientes tanto na presenca quanto auséncia de restricao de exclusdo para todos os valores de
correlacao. Nosso modelo, contrariamente, apresentou excelentes resultados na estimacao dos parametros
para todos os valores de correlacdo na presenca de restricdo de exclusao. Na auséncia de restricao de
exclusao e para altos valores de correlagdo, nosso modelo também apresentou estimativas dos parametros
viesadas, apesar de, ainda apresentar estimativas com menor viés quando comparado com as estimativas

obtidas pelos demais modelos.

Sob a especificagdo do modelo de Heckman-BS, nossas simulag¢oes de poder e nivel de significincia
empirico, para testar Hy : p = 0 contra H; : p # 0, utilizando os testes da razao de verossimilhanca
e gradiente, indicaram que todos os modelos explorados mantiveram o nivel nominal correto. Nosso
modelo, porém, apresentou maior poder para todos os niveis de significancia avaliados com destaque

para o teste da RV que foi superior ao teste gradiente em relagido ao poder de rejeicdo da hipotese nula
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quando nos afastamos da mesma. E importante destacar que os modelos Skew-normal e Heckman classico
tiveram resultados semelhantes para o poder de ambos os testes. Esperdvamos resultados superiores para
o modelo Skew-normal, j4 que os dados sao assimétricos. Os resultados de poder e nivel de significancia

empirico sob o ajuste do modelo Heckman-t nao foram apresentados.

Avaliamos nosso modelo também sob falta de especificacdo para dados assimétricos e positivos com
distribuicao gama, novamente, o modelo Heckman-BS se mostrou melhor, pois as estimativas obtidas sob
seu ajuste apresentaram menor viés, maior precisdo e menor REQM quando comparadas com o ajuste

dos demais modelos.

Na aplicagdo do modelo Heckman-BS utilizamos dados que foram anteriormente avaliados para o
ajuste dos modelos Heckman-t, desenvolvido no trabalho de Marchenko e Genton (2012), e pelo método
de dois passos robusto, desenvolvido no trabalho de Zhelonkin et al. (2016). Nossos resultados, assim
como aqueles obtidos por esses autores, indicam que hé fortes evidéncias da presenca de viés de selecao
nos dados. E importante ressaltar que nosso modelo quando comparado ao Heckman-t é mais parcimo-
nioso e possui maior facilidade de interpretacao dos parametros, uma vez que, nao ha a necessidade da

transformacao da variavel de interesse para seu ajuste.

Como sugerido por Ogundimu e Hutton (2016), na presenca de desvios da normalidade devido a
assimetria, o modelo de Heckman classico, pode atribuir, erroneamente, correlacdo nula a relacao das
equagoes de regressao e selecao. Nesse caso, modelos para dados assimétricos, como o proposto nessa
tese, sao mais realistas. Logo, nosso modelo é indicado para substituir os modelos de selecao existentes
quando os dados sao assimétricos e positivos, pois indica ganho de eficiéncia na estimacao dos parametros,
nao necessita da transformacao da variavel resposta e tem o mesmo nimero de parametros do modelo

classico.
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CAPITULO 4

CONSIDERACOES FINAIS

4.1 Conclusoes

Para tratar dados com problemas de viés de selecao, existem na literatura, no &mbito paramétrico, os
modelos Heckman classico, Heckman-Skew e Heckman-t. Nesta tese, abordamos aspectos de modelagem
e inferéncia de dois novos modelos de selecdo amostral. Inicialmente, no capitulo 1, apresentamos o
modelo de Heckman classico com o métodos de estimacao por maxima verossimilhanca e o método de
dois passos. Mostramos também as distribui¢oes Birnbaum-Saunders univariada e bivariada, com alguns
de seus resultados importantes. Em seguida, as contribuigoes desta tese sao apresentadas de forma

independente, nos Capitulos 2 e 3. Nossas principais contribuigbes e resultados sio:

Capitulo 2: Propusemos o modelo Heckman generalizado que estende o modelo de selecao amostral
de Heckman ao considerar covariaveis para os parametros de dispersido e de correlacgdo. Sua principal
vantagem é permitir identificar as fontes de variabilidade dos dados e as covaridveis responsaveis pela
presenca de viés de selecdo. Analisamos o desempenho do modelo proposto comparado aos modelos
Heckman classico, Heckman-Skew e Heckman-t via simulagdo Monte Carlo para dados simulados de
acordo com cinco cenérios distintos. Os resultados indicam que nosso modelo é flexivel e se ajusta melhor
aos dados com problemas de viés de selecio devido a dispersdo e/ou correlagdo variavel. Comparamos
também o poder dos testes da razao de verossimilhanca e gradiente sob ajuste dos quatro modelos e
observamos que ambos os testes tem comportamentos similares com uma vantagem para o teste da razao
de verossimilhangas. Aplicamos o modelo Heckman generalizado para analisar os dados de despesas
ambulatoriais do Medical Ezpenditure Panel Survey (MEPS) de 2001 e, assim como na aplica¢do do
modelo Heckman-t, observamos evidéncias estatisticas da existéncia de viés de selecio amostral nesses

dados que nao foram detectadas pelo modelo de Heckman cléssico.

Capitulo 3: Desenvolvemos uma alternativa ao modelo de Heckman para dados positivos e assi-

métricos com o uso da distribui¢do Birnbaum-Saunders, denominado Heckman-BS. O desempenho desse
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modelo foi avaliado e comparado aos dos modelos Heckman cldssico, Heckman-Skew e Heckman-t, via
simula¢ao Monte Carlo. Os resultados indicam que nosso modelo se ajusta melhor a dados assimétricos e
positivos, pois, para esses dados, os EMV dos modelos de Heckman classico, Heckman-Skew e Heckman-t
sao tendenciosos e os testes, da razao de verossimilhanca e gradiente, nao mantém o nivel nominal correto.
Analisamos os dados de despesas ambulatoriais do Medical Expenditure Panel Survey (MEPS) de 2001
com nosso modelo e, assim como na aplicagdo do modelo Heckman generalizado, (Capitulo 2), e o modelo
Heckman-t, observamos evidéncias estatisticas da existéncia de viés de selecao amostral que nao foram

detectados pelo modelo de Heckman cléassico.

4.2 Trabalhos Futuros

Para o futuro, nosso interesse é introduzir uma anélise de diagnoéstico, juntamente com analise de
residuos e influéncia dos modelos Heckman-BS e Heckman generalizado. Nosso objetivo é também estudar
novas possibilidades de extensao do modelo de Heckman com novas distribuicoes e escrever um pacote

para o software R com os modelos propostos nesta tese e os modelos Heckman-t e Heckman-Skew.
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APENDICE A

MATRIZ HESSIANA DO MODELO HECKMAN GENERALIZADO

Seja@ = (y",87,¢",k"). A funcio log-verossimilhanca para o modelo Heckman-BS baseado em um

par de observagoes (y,u) é

w2 +py —p)/o
Vip

+(1 - u) log &(—ps).

LO)=u {logCD

+log¢<y _Um) loga} (A1)

T

emque puy =2 B =11, =w'y =12,06 =exp(('¢) =n3 e p = sen(v'k) = 4. Se y é observado,

u =1 e, se y é nao observado, u = 0. Para simplificar o célculo da matriz Hessiana, consideramos

P(1)
®(np)’

Y= 1 P
s Ap: > App: e :pApa Mo :Apll'2+Appze M(Ue) =

s s Ny

z =

assim,

L) = u(log D(ng) + log p(2) — logcr) +(1 — u)log ®(—ps2).

0%L(0
Consideramos Sy, = 87(;?)’ com a,b € (",B87,¢",k") a derivada parcial de segunda ordem de
a
L(6) com respeito a a e b. Logo, para i,j = 1,--- ,p, para k,l = 1,--- /¢, para m,n = 1,--- 7, e para
u,v =1,---, s, temos que as entradas da matrix Hessiana sao
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APENDICE B

MATRIZ HESSIANA DO MODELO HECKMAN-BS

Seja = (y",B", ¢,p). A funcio log-verossimilhanca para o modelo Heckman-BS baseado em um par

de observacoes (y,u) é

o e [ em
0= { 4(\/ o %y(w ))

[u2 — 2] o+ 1)y dpa
Tlog® [2\/;1,21— \/21— (\/ P \/ ¢>+1)>

+ log o+1 + Vom
Vomy /Ao +1)

+(1—u) 1ogq>{\f[\/:2 \/E]} (B.1)

em que gy = exp(z'B) = exp(n1) e p2 = exp (w'y) = exp (12). Se y é observado, u = 1, se y é nio

2

observado u = 0. Para simplificar o cdlculo da matriz Hessiana, consideramos:
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