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Resumo

Modelos com erros de medida (MEM) sao 1teis para descrever diferentes fenémenos
em diversas areas do conhecimento. Sao utilizados para comparar dispositivos de medicao
que variam em custo, tempo e eficiéncia. Embora varios modelos considerem a existéncia
de covariaveis mal medidas, muitos deles nao consideram observagoes censuradas para
a variavel resposta. Por outro lado, isto é fundamental uma vez que em varios estudos
a resposta observada estd sujeita a limites de detecgdo maximos e/ou minimos. Neste
contexto, estendemos o trabalho de Matos et al. (2016), que desenvolveram a estimacao
dos parametros do modelo com erros de medida multivariado usando a distribuicao t-
Student com observagoes censuradas, a uma classe mais geral de distribui¢oes normal
independente (¢-Student multivariado e slash multivariado). Além de desenvolvermos os
procedimentos de estimacao e inferéncia robusta, no sentido de utilizar uma distribuigao
que acomode observacoes outliers de forma mais eficiente do que a distribuicao normal,
também realizamos um estudo de diagndstico de influéncia global e local utilizando a

metodologia proposta por Zhu e Lee (2001).

Palavras-chave: Algoritmo EM, dados censurados, distribuicao normal independente,

modelos com erros de medida.
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Abstract

Measurement error models (MEM ) are useful for describing different phenomena in
several areas of knowledge. They are used to compare measuring devices that vary in cost,
time and efficiency. Although several models consider the existence of poorly measured
covariates, many of them do not consider censored observations for the response variable.
On the other hand, this is fundamental since in several studies the observed response is
subject to maximum and/or minimum detection limits. In this context, we extend the
work of Matos et al. (2016), who developed the estimation of parameters of the model
with a multivariate measurement error by using the Student-¢ distribution with censored
observations, to a more general class of independent normal distributions (multivari-
ate Student-t and multivariate slash). In addition to developing robust estimation and
inference procedures in order to use a distribution that more efficiently accommodates
outliers observations than the normal distribution, we also carry out a diagnostic study of

global influence and local influence using the methodology proposed by Zhu e Lee (2001).

Keywords: Censored data, EM algorithm, independent normal distribution, measurement

error models.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Modelos com erros de medida (MEM ), também conhecido como modelos com erros nas
variaveis, sao lteis para descrever diferentes fenomenos em varias areas de interesse como
engenharia, saide, sociais, entre outros. As principais bibliografias sobre MEM podem
ser encontrados em Fuller (1987), Cheng e Van-Ness (1999), Carroll et al. (2006), Buo-
naccorsi (2010), entre outros. Os MEM também sdo usados em problemas de comparar
dispositivos de medigao (ver, Barnett, 1969; Bolfarine e Galea-Rojas, 1996), que podem
variar em preco, tempo de medigao e outras caracteristicas, tais como a eficiéncia. Varios
outros exemplos de MFEM, por exemplo, na area médica sao reportados na literatura, es-
pecificamente em Kelly (1984), Chipkevitch et al. (1996) e Lu et al. (1997). Exemplos
em psicologia e educagao foram considerados por Dunn (1992). No entanto, em todos
estes estudos supoe-se que a distribuicao dos erros aleatérios, assim como as covariaveis
nao observadas sao Gaussianas. Mas a suposicao de normalidade é muito restritiva e
sofre com a falta de robustez, o que pode ter um efeito importante sobre as inferéncias.
Alguns resultados de MEM utilizando a distribuigao ¢-Student pode ser encontrado em
Bolfarine e Galea-Rojas (1996) e Galea-Rojas et al. (2005). Arellano-Valle et al. (2005)
mostraram a vantagem de utilizar a distribuicao skew-normal no contexto de MEM. As-
sim, um estudo de suas propriedades sob supostos nao padrao, tais como normalidade é

muito pertinente.



A classe de distribuigoes normal independente é uma extensao das distribui¢oes nor-
mais multivariadas. Esta extensao resulta em uma classe flexivel de modelos para es-
timacao robusta em MEM que contém as distribui¢oes normal (MEM-N), t-Student
(MEM-t), slash (MEM-SI) e a normal contaminada (MEM-NC'). Todas estas distri-
buigoes tem caudas mais pesadas que uma normal, e podem ser usadas para inferéncia
robusta em varios tipos de modelos.

Embora muitos dos modelos para dados multivariados considerem a existéncia de
covariaveis mal medidas, muitos deles nao consideram observacoes censuradas ou limites
de deteccao para a variavel resposta. Este aspecto é relevante, uma vez que em varios
estudos a resposta observada estd sujeita a limites de detecgdo méximos e/ou minimos.
Por essa razao, é evidente a necessidade de uma nova metodologia que leve em conta
as respostas censuradas em dados multivariados e covariaveis mal medidas ao mesmo
tempo, assim como metodologias que permitam realizar analise de diagnéstico.

A andlise de diagnéstico tem o objetivo de verificar possiveis afastamentos das su-
posicoes feitas para o modelo, verificar a existéncia de observacoes extremas com inter-
feréncia desproporcional no ajuste e detectar observagoes influentes nas estimativas do
modelo.

Ainda que a caracteristica de robustez esteja associada as distribui¢oes normal in-
dependente, elas podem estar vulneraveis a observacoes influentes. Assim, é essencial
avaliar a sensibilidade dos resultados obtidos em um processo de estimagao e modela-
gem. Entre as alternativas usuais, temos a analise de influéncia global e local. Na analise
de influéncia global avalia-se o impacto de uma observacao sobre o processo de estimacao,
testes de hipdteses e ajuste de modelos, quando esta é eliminada do conjunto de dados
(Cook, 1977). Ja na andlise de influéncia local, avalia-se o efeito de pequenos ruidos ao
inserir um vetor de pertubacgao no conjunto de dados ou sobre as suposicoes do modelo,
sem necessidade de eliminar observagoes (Cook, 1986).

No entanto, para as distribuigdes normal independente (e outras distribuicoes), a
funcao de log-verossimilhanca marginal é complexa e uma aplicacao direta da aborda-
gem de Cook pode ser muito dificil, pois essas medidas envolvem a primeira e segunda

derivadas parciais desta fungao. Inspirados pela ideia bésica do algoritmo EM (Espe-



ranca-Maximizacao), Zhu e Lee (2001) propuseram um método unificado para andlise
de influéncia local em modelos estatisticos com dados faltantes, utilizando a fungao de
afastamento da verossimilhanca completa. Esta abordagem produz resultados muito se-
melhantes aos obtidos com o método de Cook.

Neste contexto, estudamos e desenvolvemos procedimentos para analise em modelos
de regressao normal independente com erros de medida e dados censurados, sendo desen-
volvida estimacao e inferéncia robusta, no sentido de utilizar distribuigoes que acomodem
de forma mais eficiente observacoes “outliers” do que a distribuicdo normal. Além disso,
realizamos um estudo de diagnodstico de influéncia utilizando a metodologia proposta por

Zhu e Lee (2001).

1.2 Proposta da tese e objetivos

A proposta desta tese é estender o trabalho de Matos et al. (2016) no sentido de desenvol-
ver analise de diagnéstico. Além disso, pretendemos estudar e desenvolver para modelos
de regressao com erros de medida e dados censurados, estimacao e inferéncia, no sentido
de utilizar distribui¢oes normal e slash multivariada, assim como também a realizacao de
analise de diagnodstico para esses modelos.

Nossos objetivos especificos para este trabalho sao os seguintes:

i) Desenvolver a estimagao por maxima verossimilhanga através da implementagao de
alguma das extensoes do algoritmo EM, no modelo de regressao linear multivariado
com erros de medida e respostas censuradas na abordagem estrutural, baseado na

distribuicao slash multivariada;

ii) aplicar o método de influéncia global e local aos modelos com erros de medida es-

trutural e dados censurados baseados nas distribui¢oes normal, ¢-Student e slash;

iii) fazer simulagoes considerando 10% de censura e diferentes tamanhos de amostra para
avaliar o comportamento assintético das estimativas do algoritmo EM nos modelos
propostos e, finalmente, fazer uma aplicacao da teoria desenvolvida utilizando as

distribuigdes normal, t-Student e slash a um conjunto de dados.



1.3 Organizacao do trabalho

O trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos o modelo
com erros de medida para respostas multivariadas censuradas sob a distribuicao normal
independente, na sua forma geral, e enseguida particularizamos aos modelos slash e -
Student multivariado, assim como as estimativas baseadas na verossimilhanga e os erros
padrao das estimativas dos parametros nos dois modelos por meio de algoritmos de tipo
MCECM e ECM, respectivamente. No Capitulo 3 estendemos a analise de diagndstico
aos modelos com erros de medida para respostas multivariadas censuradas sob a classe
normal independente, com foco nas distribui¢oes normal, ¢-Student e slash multivariada,
efetuando um estudo de diagndstico de influéncia global e local usando a metodologia
proposta por Zhu e Lee (2001). No Capitulo 4 apresentamos os resultados de um estudo
de simulacao realizado para examinar o desempenho do método proposto com relacao
as propriedades assintéticas das estimativas de maxima verossimilhanca nos modelos t¢-
Student e slash e também aplicamos a um conjunto de dados reais. Finalmente, as

consideracoes finais do trabalho podem ser observados no Capitulo 5.

1.4 Aspectos preliminares

O objetivo desta secao é introduzir alguns conceitos béasicos para o desenvolvimento de

nosso trabalho, assim como definir a notagao e terminologia pertinentes.

1.4.1 Distribuicoes normal independente

A familia de distribui¢des normal independente tem sido investigada por varios autores,
dentre eles Andrews e Mallows (1974) e Lange e Sinsheimer (1993).
Uma distribui¢do normal independente (Lange e Sinsheimer, 1993) ou simplesmente

distribuicao NI é definida como o vetor aleatério p—dimensional
Y =p+U1?Z, (1.1)

em que g € RP é um vetor de locacao (constante), Z é um vetor aleatério normal com

vetor de médias 0, matriz de covariancias X e U é uma variavel aleatéria positiva com

4



fungao de distribuigao acumulada (fda) H(u;v) e fungao de densidade de probabilidade
(fdp) h(u;v), indexado pelo parametro v, independente de Z. Dado U, Y segue uma
distribui¢ao normal multivariada com vetor de médias p e matriz de covariancias v~ X,

ou seja, Y|U = u ~ N,(u,u'X). Consequentemente, a fdp de Y ¢ dada por

fly) = / " sy u S dH (), (1.2)

em que ¢,(.; p, X) representa a fdp da distribuigdo normal p—variada com vetor de médias
p e matriz de covariancias 3. Um caso particular desta distribuicao é a distribuicao
normal, para o qual U = 1.

A familia de distribui¢oes normal independente inclui modelos tais como as distri-
buigoes t-Student, slash, normal contaminada, entre outros. Todas estas distribuigoes
tém caudas mais pesadas do que uma normal e podem ser usadas para inferéncia robusta.
Na seguinte subsecao, apresentamos alguns casos especiais de distribui¢oes normal inde-
pendente. Outros membros de distribuicoes normal independente podem ser encontrados

em Lange e Sinsheimer (1993).

1.4.1.1 Distribuicao t-Student multivariada

A distribuicao t-Student multivariada com v graus de liberdade, ¢,(p, 3, v), pode ser de-
rivada a partir do modelo de mistura (1.1), em que U ¢ distribuida como Gama(v/2,v/2),
com u > 0e v >0, eem que Gama(a,b) denota a distribui¢do gama com média a/b. A
fdp de Y toma a seguinte forma:

r ()

NOET

0i

—(p+v)/2
f(yz) = tp(yz“*l’a 27 V) = V_p/2|2|_1/2 (1 + ;) ) y?, € Rp’ (13)

em que ['(+) é a fungao gama padrao e

0= (y; — 1) =7 (y; — p) (1.4)

¢ a distancia de Mahalanobis. Um caso particular da distribuicao ¢-Student é a Cauchy,
quando v = 1. Também, quando v T oo, obtemos a distribuicao normal.
Aplicacoes da distribuicao t-Student para estimacao robusta em MEM podem ser

encontrados em Galea-Rojas et al. (2005).
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Figura 1.1: Gréfico das distribui¢oes normal padrao, t-Student e slash para diferentes

valores de v.

1.4.1.2 Distribuicao slash multivariada

Outra distribuigao da classe normal independente, denominada distribuigao slash multi-
variada e denotada por Sl,(p, X, v), surge quando a distribuigdo de U é Beta(v, 1), com

0<u<lewr>0. Sua fdp é dada por

1
fy) = V/ u o (ys pouT E)du,  y € R
0

A distribuicao slash se reduz a distribui¢cao normal quando v 1 co.
Na Figura 1.1 podemos observar a variacao das curvas das distribuicoes ¢-Student e
slash para diferentes valores de v e vemos como elas aproximam-se a normal quando o

valor de v cresce.



1.4.2 Critérios de selecao de modelos

Alguns critérios comumente utilizados para a selecao de modelos sao o critério de in-
formacao de Akaike (AIC) e o critério de informacgao bayesiano (BIC') propostos por
Akaike (1973) e Schwarz (1978) respectivamente. Estes critérios sao definidos por

-~

AIC = —20(8) + 2,

BIC = —2((6) + tlog(n),

onde 0 é o estimador de maxima verossimilhanca, ¢ é a funcao de log-verossimilhanca, ¢
é o numero de parametros livres do modelo e n é o nimero de observagoes. A escolha

do melhor modelo se faz considerando aquele que apresenta o menor valor dos critérios

utilizados (AIC ou BIC).



Capitulo 2

Modelo com erros de medida e
dados censurados baseados nas
distribuicoes normal independente

multivariadas

2.1 Especificacao do modelo

Seja Y; = (Yi1,...,Y: )" o vetor de respostas para a i-ésima unidade experimental, onde

Yi; é a j-ésima resposta observada da unidade ¢ (parai=1,...,nej=1,...,7). Seja
X; o i-ésimo valor observado e x; o valor ndo observado (verdadeiro) da covariavel para

a unidade 7. Seguindo Barnett (1969), o MEM multivariado ¢ formulado como

e
em que €; = (€;1,...,€;) ¢éum vetor de erros de medicdo, a = (ay,...,q,)" e B =
(B1,...,B,)" sdo vetores com parametros de regressio. Seja € = (&,e]) e Z; =

(X5, YT =(Zu,...,Zip)". Entdo, as equacoes (2.1) e (2.2) implicam
Z;=a+br;+¢=a+Br;, i=1,...,n, (2.3)

8



onde a = (0,a”)T e b= (1,8")" sdo vetores p x 1, com p =r + 1, B = [b;L] 6 uma
matriz p X (p+ 1), sendo I, a matriz identidade de ordem p e r; = (z;,€/ ). Assim, da

Equagao (2.3), a distribuicao de Z; torna-se especificada uma vez que a distribuicao de

r; é especificada. Usualmente, é feita uma suposicao de normalidade, tal que

2 0T
Til & o; 0
ro= SN (117 )L = n (2.4)
€; b Op Q
em que 0, = (0,...,0)" é um vetor p x 1, Q@ = diag(¢?,...,¢7), e " denota vetores

, : : o . iid
aleatorios independentes e identicamente distribuidos. Marginalmente, temos que x; ~

N (g, 0?) e € S N,(0, Q) sao independentes para todo ¢ = 1,...,n. Para mais detalhes
veja, por exemplo, Fuller (1987, Secao 4.1).
Para obter uma estimativa robusta dos parametros no modelo, consideramos a distri-

buicao normal independente, dado por

x| 4 . o2 0
r, = NdNIH-p : ’ ¢ b ;H(Uz‘;y) ) i:1,...,n. (25)
€; Op Op Q

Utilizando a equagao (1.1), esta formulagao implica que

xX; T O'2 OT
|Ui:uiNN1+p ILL 7U,l-_1 v P s
€; Op Op Q
Ui ~ H(uh V)7
para ¢ = 1,...,n. Consequentemente,
x| U = by N(pig, u;to?) e, (2.6)
&|Us = u; ™ N, (0, u; ' Q). (2.7)

Além disso, €; e x; tem distribuicbes com marginais normal independente, sendo
€ ~ NI,(0,Q; H(u;;v)) e x; ~ NI(py, 02; H(ug;v)).

Desde que para cada i, €; e z; sao indexados pelo mesmo fator de mistura de escala
U;, eles nao sao independentes em geral. Sua independéncia corresponde ao caso em

que U; = 1 (caso normal). No entanto, condicionado em U;, €; e x; sdo independentes



para cada ¢ = 1,...,n, o que implica que €; e x; sao nao correlacionados, desde que
Cov(e;, z;) = Elez;|U;] = 0. Por (2.3), Z; é uma transformacao afim de r;. Assim, a

distribuicao é dada por
Z;,~NI,(p,,2.; Hui;v)), i=1,...,n, (2.8)

em que

p,=a+bu, e T,=0cbb + Q. (2.9)

Considerando agora o modelo com observagoes censuradas, temos o caso em que a res-
posta Z;; nao ¢ totalmente observada para todo 4, 7. O que observamos na verdade, para
cada i = 1,...,n, é o vetor aleatério V; = (Vj1,..., V)", tal que Vi; = max{Z;;, ki;},
onde k;; ¢ um nivel de censura, isto é,
Vi = iy S€ i > Kij (2.10)
Kij, S€  Zij < Kij.

O modelo definido pelas equagoes (2.1), (2.2), conjuntamente com (2.5) e (2.10) é de-
nominado modelo com erros de medida estrutural e respostas censuradas baseados nas
distribuigoes normal independente (MEMC-NI). Por conveniéncia, escolhemos trabalhar
com o caso de censura a esquerda, mas os resultados sao facilmente estendidos para
outros tipos de censura.

O MEMC-NI pode ser formulado numa representacao hierarquica flexivel que é util

para a obtencdo das derivadas. E obtida através das equacdes (2.3), (2.6) e (2.7) e é dado

por
Zi‘l’i, Uz = U; i29 Np(a + bl‘i, ui_lﬂ), (211)

z;|U; = u; b N (pie, u; to2), (2.12)

U S Hu;v), i=1,...,n. (2.13)

Para obter (2.11), sabemos por (2.8) que Z; ~ NI,(p,,X.; H(u;;v)), em que p, =
a+bu, e, = UfcbbT + Q. Entao Z; pode ser expresso como

Z;=p,+U "*W, sendo W ~ N,(0,.) e U~ H(u;v).
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Entdo, Z;|U; = u; ~ Np(p,,u; '3,).

Portanto,

Zilx;, U; = u; nd Ny(p, %) sendo p=a+ bz,

Y =u 'S, =u ' (0?bb" + Q) =u;'Q

ou seja Z;|z;, Uy = u; " N,y(a + bz;, u;'Q).

Proposicao 1. Considere a representa¢ao hierdrquica do MEMC-NI dado em (2.11)-
(2.13). Entao,

2pT QN (2 — 2

1+02"Q7 ' " u(1+020"Q7'b)
A prova segue da relagao f(x;|u;, z;) o< f(zilx, u;) f(x;|u;), em que f(-) denota uma

fdp genérica. Uma prova desta proposicao é apresentada no Apéndice A.1.

2.2 Distribuicao slash multivariada

A distribuigao slash multivariada, Si,(p, X, v), pode ser derivada a partir do modelo de
mistura (1.1), em que U é distribuida como Beta(v,1), com 0 <u <1lewv >0. A fdp é

dada por

1 1 '
Fly,) =Sl (y,; 1, 5, v) =v / WLy (g u D) du= —— / ubtrle= ' gy
0 (2m)2|X|2 Jo

em que v é parametro de forma e §; é dado em (1.4). A fda de Y é denotada por

SL,(-|p, 2, v) e quando v oo, a distribuicao slash se reduz & distribuigao normal.

O vetor aleatorio Y admite a representacao estocastica
Y =pu+U'?Z, Z~N,(0,%), U~ Beta(v,1) (2.14)

em que Z e U sao independentes, e Beta(a,b) denota a distribui¢ao beta.
A seguir, provamos as seguintes proposicoes que sao importantes na implementacao

do algoritmo EM, utilizado no calculo das EMV dos parametros neste modelo.
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Proposicao 2. Os momentos reciprocos

eristem para v > m.

Prova:
Desde que U ~ Beta(v, 1), entdo f(u) =vu’~", 0<u <1 e fazendow =u"" temos

queu=w""e

du d(w™?
fw(w) = fu(u) dwl = fo(w™) % =vw ) T =rw ", T<w< oo
E[U™™] =EW™]| = / wmvw ™ dw = 1// Wy = Y ymvem| T
1 1 —V+m 1
v
= ,  V>m.
v—m

Proposigao 3. Suponha que Y ~ Sl,(p, X, v). Assim,

i) ElY|=p, v>sz;

v

ii) Cov(Y') =

Prova:

Desde que Y ~ Sl,(p, X, v), e utilizando a representacao estocastica (2.14),

i) ElY] =pu+ E[UE[Z] = p, v>3

ii) Por (2.14), & = Cov(Z) = E[ZZ], pelo que

v

Cov(Y) =Cov(UV?Z)=E[UE[ZZ] =

b > 1.
v—1"" v

Proposicao 4. Seja X ~ Sl,(pn, X, v). Sea € R? e B € uma matriz gxp comr(B) = q,
entao

Y =a+ BX ~ Sl (a+ Bu, BEB" ,v).

A prova pode ser encontrada em Fang et al. (1990) para a classe de distribuigoes

elipticas, classe mais geral que contém as distribuicoes NI.
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Proposicao 5. Seja Y ~ Sl,(u, X, v). Considere a particio de' Y, pp e 3 como

Y > b
v 1 ’ o= Hq . > 11 12
Y, Mo o1 Xy

em que Y1 e py sao vetores p1 X 1 e 311 € uma matriz p; X p1. Entao
Z) Y1 ~ Slpl (“17 2117 V);

ii) Y2|Y1 =Y~ Slpz(#2.17222.1>V +p1), em que

Moy = Mo+ 232121_11('91 — )

Yoo1 = Xgg — 22121_11212
Prova:

i) Fazendo a =0,, ¢ B = [I,,,, 0, «»,] na Proposicao 4, temos que

Y,
a+ BY = BY = [I,0] ~Y,
Y,
Entao
E[Y:] = E[BY] = BE[Y] = Bu=[1,0] |"""| = u:
Mo

v—1

S5y Sl |T
Cov[Yl]:Cov[BY]:B< - 2) B =—"_@moy |~ 7" S 5

Yl ~ Slpl (“17 211, V)'
A seguinte definicao é importante no cédlculo da funcao de verossimilhanca.

Definicao 1. Seja Y ~ Sl,(pn,X,v) e D um conjunto de Borel em RP. Dizemos que
o vetor aleatorio Z tem uma distribuicao slash truncada em D quando Z tem a mesma
distribuicao que Y |(Y € D). Neste caso, a fdp de Z é dada por

Slp(z“l’u 27 V)H

TSly(z|u, B,v:D) = ~H o 2),
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onde Ip(-) € a fun¢ao indicadora de D, ou seja, Ip(z) =1 se z € D e lp(z) = 0 em outro

caso. Nds usamos a notagio Z ~ TSl,(p, 3, v;D). Se D tem a forma
D={(z1,...,2p) €eR?; x; < dy,...,x, <d,}, (2.15)

entio usamos a notagio (Y € D) = (Y < d), em que d = (dy,...,d,)". Neste caso,
P(Y <d)=Sl,(d|p,X,v). Note que podemos ter d; = +oo, i=1,...,p.
A fim de obter uma estimativa robusta dos parametros no modelo, substituimos a
suposigao (2.4) por
i | iid Mz Oy 0,

r, = ~ Sliyp , Plov), i=1,...,n, (2.16)
€; Op Op Q

e pela representagao estocastica (2.14), pode ser expressa por

2 T
U — u N Mo 1|9z Op
‘ i = Uy ~ N14p y W,

7 Y

€; Op Op

X

U; ~ Beta (v,1),

parat=1,...,n.

Por (2.3), Z; é uma transformacao afim de r; cuja distribuigao é dada por
Z;~Sl(p,,2,,v), i=1...,n, (2.17)

com p, e 3, dados em (2.9).
Denotaremos de MEMC-SI ao modelo com erros de medida estrutural e respostas

censuradas baseados na distribuicao slash multivariada.

2.2.1 Funcao de verossimilhanca

Primeiro, particionamos Z; nas componentes observadas e censuradas, Z; = vec(Z?, Z7),
em que Z; € RP° corresponde ao primeiro caso, Z; € RP¢ corresponde ao ultimo caso
e vec(-) denota a fungdo que empilha vetores. De forma correspondente, consideremos
EOO EOC
z z
V,; =vec(V?,V§) e desde que Z; ~ Sl,(p,, 2., v), p, = vec(pl, ps) e X, =
ECO Ecc
z z
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sendo K{ o vetor com os correspondentes niveis de censura para Z;. Pela Proposicao 5,

temos que
Z7 ~ Sl (u2, 527, v) e Zi|Z7 = 27 ~ Sl (u2, 5% v + o), (2.18)
em que
=+ SO(E0) 7 (2 - ), e (2.19)
T = BE - B(R) B (2.20)

A amostra observada para a i-ésima unidade experimental é {z?, k{} e a verossimilhanga
associada ¢

Li(0) = P(Vi = K{|Z] = 2) f (27),

em que f(-) é a densidade marginal de Z7. Mas V{ = k{ se e somente se Z; < k. Por

(2.18), obtemos
Li(0) = SLp, (k7|p2’, B, v 4 po) Shy, (27|12, B2, v),
e que pode ser obtido considerando trés diferentes casos:

i) Se o i-ésimo individuo nao tem componentes censurados,

F( +V)P1( +V7%)
iy

(2m) B[22 (45

que ¢é a fdp da distribuicao slash multivariada no ponto z;, §; é dado na equacao

Y

1
1.(6) = &uwmm>a/mH%wmﬂﬂum=”
0

(1.4) e Py(a,b) ¢ a fda da distribuicio Gama(a,b), com média ¢, avaliada em x.
ii) Se o i-ésimo individuo tem apenas componentes censurados:
L;(0) = SL,(ki|p,, 2., V) / / / vu’~ 1gbp zilp,, u X, )dudz, . .. dz;.
iii) Se o i-ésimo individuo tem componentes censurados e nao censurados:

Li(0) =5ch( IM“’ N S DEUNCHI 24D

/ / / v+ po)u’ P gy, (26|, uT B0 dudzy, . dz

WO A+ )
2

(QW)@IEOOI (5)5+
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em que 67 = (2 — )" (XP) (22 — u0) e pue e B° sio dados pelas equacoes

(2.19) e (2.20), respectivamente.

Desde que o céalculo da verossimilhanga nao tem expressoes de forma fechada, ela é
aproximada utilizando métodos computacionais (neste trabalho, por sua simplicidade,
utilizaremos a regra do trapézio), baseados no fato que dado que a fdp da distribuigao

slash é f(z;) = fol vu’ " o, (zi|p,, u L) du, com z; = (21, ..., 2;,) ", temos que
Zil Zip 1
P(Z; < z) = / / / vu' o, (2, w S, ) dudzy, - . dzy
—00 —oo J0

1 Zi1 Zip
:/ yu”l/ / bp(zilp,, u™ '8, dzy . . dzpdu
0 —o0 —00
1

—/ vu" T @, (i, TS, ) du,
0

onde @,(-|p, X) ¢é a fda da distribuicdo normal p-variada. Neste trabalho, a regra do
trapézio foi usada com m = 1000 parti¢oes do intervalo (0, 1), e para calcular a fda da
distribuigao normal p-variada foi utilizado o pacote do R muvtnorm disponivel no CRAN.

A log-verossimilhanga associada com a amostra completa é
((6) = log Li(6) (2.21)
i=1

2.2.2 Algoritmo MCECM

O algoritmo EM (Dempster et al., 1977) é um popular algoritmo iterativo para calcular
estimativas de parametros via maxima verossimilhanca em modelos com dados faltantes
ou em modelos que podem ser formulados como tal. Em circunstancias como as que
prevalecem aqui, a maximizacao da funcao de log-verossimilhanca com base nos dados
observados ¢ dificil de executar devido a presenca de integrais sem solucao analitica.
Ainda mais, algumas vezes a maximizacao tem que ser realizada por blocos do parametro
0 utilizando o algoritmo ECM (Meng e Rubin, 1993). No entanto, em algumas aplicacoes
do algoritmo EM (ou ECM), o passo E nao pode ser obtido analiticamente e deve ser
calculado por simulagao. Wei e Tanner (1990) propuseram o algoritmo EM Monte Carlo

(MCEM), no qual o passo E é substituido por uma aproximagao de Monte Carlo baseado
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em um grande numero de simulagoes independentes dos dados faltantes. O algoritmo
MCEM pode ser resumido nos seguintes passos:

Passo E: Calcule a esperanga condicional (na log-verossimilhanca) dos dados faltantes
condicionado as variaveis observadas e a estimativa 5('“) na k-ésima etapa do algoritmo,
via integragao por Monte Carlo, ou seja, simule M conjuntos de valores para z, U|Z,, é(k)

e calcule

M
~(k) ~(k) 1
Q8" = B [(.(012.)|2,,8" | ~ > 1.(012.)
i=1

~(k
Passo M: Maximizar Q(-\H( )) em relacao a @, ou seja, obter

gt — argmang(O\g(k))

O MEMC-SI pode ser formulado numa representacao hierdrquica flexivel que é 1til

para a obtencao das derivadas. E obtida através das equacdes (2.3), (2.6) e (2.7) e é dado

por
Zi|l'i, Ul = U; i’ESl Np(a + b:v,-,ui_lﬂ), (222)
x| U; = w N(ptg, u; to?), (2.23)
U, % Beta(v,1), i=1,...,n. (2.24)

Para obter (2.22), sabemos por (2.8) que Z; ~ NI,(pt,,X,; H(u;;v)), em que g, =
a-+bu, e, = afcbbT + Q. Entao Z; pode ser expresso como

Zi=p,+U "W, sendo W ~ N,(0,%.) e U; ~ H(u;;v).

Entdo, Z;|U; = u; ~ Ny(p,,u; ' 3,).
Portanto,

ZZ'|ZE1', Uz = U; ifll(} Np(“’? E) sendo H=a + bIZ

Y =u 'S, = u (02bb + Q) =u'Q

ou seja Zz|$z, Uz = U; ifn;(} Np(a + bl‘i, UZ_IQ)
A proposicao seguinte é util para obter as esperancas no passo E do algoritmo
MCECM, que sera utilizado para calcular as estimativas de maxima verossimilhanca

dos parametros no MEMC-SI.
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Proposicao 6. Para o MEMC-SI,

wP(E+v+1,%
51' P1(§ + v, 51)
em que 0; € dado na equagao (1.4) e P.(a,b) denota a fda da distribuicao Gama(a,b),

com média ¥, avaliada em x.

Prova:

13 e

7

Considerando Z; ~ Sl,(p,, 2., v), o que implica que Z;|U; = u; ~ N,(p,, u

pela representacao estocastica (2.14), U; ~ Beta(v, 1).

Também
6_%(21'_/"'2)1—[ui_lgz]il(zi_ﬂ’z) o1l
f(U‘Z) _ f(zzlul)f(ul) — (27T)2 |UZ_1EZ|2 '
o f(z:) v Lyl ui
(2%)%\Ez|% fO i (& 2 dUz
- 5B pi,1 s . T(P P 5
u; * lﬁzﬁf(é—’ +v) 01 (FQ(%EV) uiﬁ e "2 du; FE+vAGE+v3)
Portanto,
1 P (51'
p+2v P(E+v+1,%)
LU Z;] :/ ;i f (ui|zi)du; = 5 2 » 3, 2
0 i P(5+v, %)

2.2.2.1 Passo E

Seja Z=(Z|,....Z) ", x=(z1,...,2,)", u=(u1,...,u,) e O@=(a",8", ptp, 02,07
o vetor com todos os parametros no modelo. Além de constantes que nao dependem de
0, a log-verossimilhanca completa associada aos dados completos Z. = {Z, x, u} é dada
por

P n
n Z o 1 Z To-1
=t = (2.25)

n 9 1 & 9
—Elogax - @;Uz(% — )"

~(k
Suponha que na k-ésima etapa do algoritmo obtemos uma estimativa 0( ) de 8. O
passo E consiste do calculo da esperanca condicional
~(k)
Q010 ) = L5 [£(8]2Z.)|V],
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~(k

- , (k)
em que E§<k) significa que a esperanca estd sendo afetada usando @ ° como o valor
verdadeiro do parametro e V. = (V| ... V)T, O passo M consiste em maximizar

Q(-|§(k)) em 6. Para fazer isso, observe que a funcao Q(-|§(k)) pode ser descomposto em
~(k) ~(k) ~(k)
0(6/8") = Q1(c. 8, 618") + Qalps,, 218", (2.26)

em que ¢ = (¢7,...,¢7),

Q8,016 =E,

P n
1 _
—%Zlog qﬁ? —ézui(zi —a—bmi)TQ I(Zi —a—bw;) ’V]
=1 (2.27)

Qa(f1a z|0 ) Eg(k> [—%logai— Zul Ty — o) ’V]

Dada esta decomposicao, podemos reduzir o problema a maximizagao de duas fungoes
~(k ~(k
independentes, procurando por pontos criticos de Ql(-|0( )e Qg(-|0( )) separadamente.

~(k ~(k
Expandindo as expressoes de Ql(-\ﬂ( ) e QQ("O( )) e tomando esperancas, segue que
~(k) n < 1 — —
Qi B.90") =~ ;bg ¢ -3 ; [tr (Q—luz§> —2aT Yz — 20Tz b
+a Q lad; + 24T Q baT, + bTﬂ—lbﬂ;ﬂ : (2.28)

—_

n 1
== 2logo? — — 3 (wa? — 2w + 421
) 80z~ 5 1 UT? — 201, UT; + sl

uz? = ElU;Z,Z] |V, uz; = E[U;Z;|V ],
i; = E[U|V ], @z = BV ]|V
;= ElUs;| V), us? = B[Ua}|V),

oy k) L .
sendo omitido @ ~ para simplificar a notagao.
Para obter expressoes para estas esperancas, usaremos uma propriedade da esperanca
condicional: Se X e Y sdo vetores aleatérios arbitrarios e f(-) é uma fun¢do mensuravel,

entao

E[EXY)[f(Y)] = E[X]f(Y)] (2.29)
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Para uma prova, ver Ash (2000, Teorema 5.5.10). Agora, observe que por (2.10), V; é

uma funcao de Z;. Entao, pela propriedade da equacao (2.29), podemos escrever

—_

uz? = E[U;Z,Z] V] = E[E|U;Z,Z] | Z]|V 4],
uz; = BE|U;Z,|V] = E[E[U;Z,|Z,]|V:] e (2.30)
u; = ElU;|Vi] = E[E[U|Zi]|V].

Utilizando a Proposicao 6 sobre esperanga condicional E[U;|Z;] obtemos os resultados

—

das seguintes expressoes para ;, uz; e uz?, considerando trés diferentes casos:

i)

ii)

iii)

O i-ésimo individuo nao tem componentes censurados. Aqui, V; = Z;, entao

R 2w PG +v+1,%
&= BUIV) = Bz = LE 2 BG v LS
0; Pi(5+v, )

uz? = E[UiZiZIIVi] = E[UiZiZ;r|Zi] = E[Ui|Zi]ZiZZT = aiZiZT

70

com 0; dado em (1.4) e P.(a,b) ¢ a fda da distribuicio Gama(a,b), com média ¢,

avaliada no ponto z.

O i-ésimo individuo tem apenas componentes censurados. Por (2.10), Z; < K;, em
que K; é o vetor com os niveis de censura para o individuo . Assim, por (2.17) e a de-
finicao da distribuigdo slash truncada, temos que Z;|(Z; <k;)~TSl,(p,, 2., v; D),
onde D; é como em (2.15) com d = k;. Entao temos

p+2awPi(B+v+1,%)

(Si Pl(§+ya%)

u;=E[E[U|Z]|Vi|=E[E|U|Z/]|Z, <Ki]=FE

’Ziﬁlﬁi] ;

p+2yP1(12—7+1/+1,%)

(B2 2]V 5 RETs D

Zi‘Zi <K;

—

uz?=E[E[U,Z;Z]|Z]|Vi]=F

)

p+2wPi(B+v+1,%)

) ZiZZT‘Zi < K;
(Si Pl(g—i—l/,%)

O i-ésimo individuo tem componentes censurados e nao censurados. Decompomos o
vetor V; em dois subvetores, Z7 e k¢, correspondentes as observagoes nao censuradas
e aos niveis de censura, respectivamente. Particionamos o vetor Z; como Z; =

vec(Z7, Z5). Os componentes sao censurados se e somente se Z7 < k.
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Também temos que Z;|(Z§ < k§) ~ TSl,(p,, 3., v; D), com

Df = {(x1,...,xp) € RP; x; <k{,iecC}, (2.31)
em que C é o conjunto de indices para os componentes censurados - consequente-
mente, fazemos d; = o0 para i ¢ C em (2.15).
Utilizando a Proposigao 5, com Z7 e Z; desempenhando o papel de Y; e Y, res-
pectivamente, e a Definicao 1, temos que

Z|\Z! =2, Z < ki ~ TS, (n’, X% v+ po; DY),

em que p, € p. sao as dimensoes dos vetores Z; e Z7, respectivamente, e pu$° e 37°°
sao dados em (2.19) e (2.20), respectivamente. Assim,

p—|—2yP1(p+l/+1,52i)
(Si P1< +V,2)

u; = E[U;|Vi|=E[E[U;|Z]|Vi]=FE

— o C C
i =z, Z; SK’i]a

’U,/Z\,L' = E[E[Ulzz\ZlHVZ] = E [VGC(E[UAZJZZO, E[UJZZ]ZS)

= vec (ﬁiz‘i’, uzf) ,

70 = 2,7 < ]

- T VAVALR AVAN
wz? = ElU;Z,Z] V)] = E | E[U;| Z,) Z0 =20, Z° < K¢
ziz;' Ziz7
;20297 zf@T
u/\zfsz uz$z§’ ’
em que
_ D+ P (Bt 1%
e Al R RAR YR I
0i P(5+v,g)
— D+ 2w P (2+v+1,%
uzfz¢' = F p+2v Ails 5 2)Z5ZETZ;?:z§’,Zf§nf .
0i P(5+v,g)

Em relagao aos restantes valores esperados, temos
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em que 7(+) denota uma func¢ao de densidade de probabilidade genérica.

Pela propriedade de esperancga condicional dada na equagao (2.29), temos
Elz;|U;, V] = E[E[x;|Us, Z,]|Us, V4.

Consequentemente,

e + 020" Q7 (Z; — a)
14+026'Q7'b

_ wEU|V]+ 02" Q' E[Z;|U;, V]E[U)|V,] — 02" Q 'aE[U;| V]

B 1+020' Q7'

Ui, VZ} E[U;|V}]

mas

Por (2.9) temos que p, = a + bu,; entdo, a = p, — bu,. Assim

el +02b Q uz, — 026 Q  (p, — by,

Ui To_1
1+02b Q2°b
el +02b'Q  uz; — 026 QL + 02b' QY b,y
B 1+020' Q7'
14 02" Q7'b) Gy + 02" Q7N (4zZ; — w0 . - .
- )1 —wk o2b 2 'b i ) oty + p(uz; — pet;).  (2.33)
em que
2Tt
p=—"= (2.34)

EERETAN R
De forma semelhante, obtemos

—_—

ur? = E[U?|V,] = E[U;|V,]E[2|U;, V| = E[U;|V | E[E[2}|U;, Z,)|Us, Vi)
Por propriedade de variancia e pela Proposicao 1, temos

E[$?|Uz’7 Z;) =Var[z;|U;, Z;] + (E|x;|U;, Zz’])2
2

B o2 (,ugU + 026" Q7 (2, — a)) (2.35)
~u (14 02b' Q7'b) 1+020'Q ' ‘
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Por (2.9), a = p, — bu,; entao o segundo termo de (2.35)

e + 026" Q7 (2; — a) ? (a2 QT (2 — e+ bpuy) ?

( 1+020" Q7' ) B ( 1+026" Q7' )
(1402 Q ), 0207z o2 ', \’
a ( 1+026' Q' 1+026'Q b 1+ agbmlb)

= (1o + 2 — u.)" = (1o + 02 — o.) (1o + P21 — o)
= 12 PZi— 2l Pl + P22 P — Pzl — oz @+ pppl @
pelo que

wr? =N+ 3G+ 2,p(0Z; — @) + p(uzl — WZpl — paE 4l @) . (2.36)

—_

em que

0.2

A=1T agbeQ‘lb' (2.38)

2.2.2.2 Passo CM

Quando o passo M do algoritmo EM é complicado, este pode ser amenizado realizando
o processo de maximizacao condicional a alguma funcao dos parametros que estao sendo
estimados. Dada a estimativa atual 8 = E(k) na k-ésima etapa, o passo CM do algoritmo
ECM (Meng e Rubin, 1993) consiste na maximizagao condicional da func¢ao @) dada em
(2.26). O ECM substitui cada passo M do algoritmo EM de Dempster et al. (1977) por
uma sequencia de S passos de maximizacao condicional, chamados passos CM, cada um
dos quais maximiza a funcao () sobre € mas com alguma funcgao vetorial de @, digamos
(91(0),...,95(0)), fixado em seu valor anterior. Em nosso caso, por exemplo, primeiro
maximizamos condicionalmente a fungao Q1 (a, 3, ¢|§(k)) em (2.28) sobre a fixando os

valores 3 = B( ) e = ¢( ). Entao maximizamos Q1 (e, 3, ¢\9( )) sobre B fixando os
~(k

valores a = & e b = ¢( : e assim por diante. Obtemos as seguintes expressoes

23



fechadas (cujos célculos sao dados no Apéndice B):

~(k
gtk — 50 _ g g™

k) Z @Z*T Z @i*(k) Z in(k)

(k+1) i=1

i=1
n 2 ’
nWZ i (Z @-<k>>
=1 i=1
k))
(

(kD) ] e (k) . —(
$? S E (uz?n —2uxzi§k) + uz?
n
i—1

—— (k+1) (k) /\2 k1 ——= (k) —~2(k+1) (k) (k1 —~(k+1)
¢ = E (uz ey TN e a3 r2arMen B,
—— (k) - (k+D) — (k) (k+1) .
—2uxzi(j+1)[3j — 2uzi(j+1)a] , Jg=1,...,r,
ﬁg(ck-f—l) — fq(tk)7

~ (k41 1 e [—=(k) e () ()~
092:( ) = - (Ul'? - 2U$i(k)ﬂm(k+1) + Ui(k)/ﬁi(kﬂ)) )
n =1
iz ® iz, )
emque 2P — Sl g~ EL o Fm = Ly g
(k) ZA(M et
U, u;
i=1 =1
(WZin, - ., 0Zsy) " € uzz™™ = (0T, . .. 0z7:,) .

2.2.3 DMatriz de informacao observada

A fim de obter as estimativas dos erros padrao para o vetor de parametros 8, calculamos

antes a matriz de informacao observada. Sob algumas condigoes de regularidade, segui-

mos Lin (2010) para fornecer um método baseado em informacao para obter a covariancia

assintética dos estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros do MEMC-SI.

Como definido por Meilijson (1989), a matriz de informagao empirica pode ser calculada

CcOomo
n

1.(612) =Y s(2.16)s7(2.0) -~ -5(2)6)S" (216)

=1
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em que S(Z|0) =>"" s(Z,;10) e s(Z;|0) é a funcao escore empirica para a unidade i.
De acordo com Louis (1982) é possivel relacionar a fungao escore da log-verossimilhanga
dos dados incompletos com a esperanca condicional da funcao de log-verossimilhanca dos
dados completos. Portanto, o escore individual pode ser determinado como

o) LELZIO) _ p [0002)

00 00

VZ70:| )

em que 4;.(0|Z7) é a log-verossimilhanca dos dados completos formada a partir da unica
observacao Z;, i =1,...,n. Usando as estimativas 0 do algoritmo EM, S(ZZ|§) =0, e

entao (2.39) é dado por

L.6|Z2)=Y 53 (2.40)

)
i=1

em que 8; = (8,88 8i.p Sipys Sio2 )T é um vetor 3p-dimensional, com componentes

dadas por
o~ o~ -~ ~—1 —~ o~ A~ —~
Sia = (Siagy-- s sim)T =1, (uz; —w,a — azb),
Sipg=(3ip, -, 8ip) = [hQ (uzz; —ux;a — uxid),
- . - 1~-1 1~—2 | .
Sip = (Bigp - 8i) = —5Q 1,4+ 592 diag (@),
~ | N
Sipe = Tz(u:vi — Uil ),
0-1'
Sio2 = ——= + —A(ULL'Z — 2ux; i, + UZM$)7
202 201
com Ly = [0, L,1](p—1)xp, 1p = (1,...,1)" vetor px 1ea =uz; —2uz,a —2uxrz;b +

—_

~T T

N ~~~T , . ~ ~
2ur;ab +u;aa +uxr?bb . Os céleulos realizados para obter estas expressoes sao dados
no Apéndice B. Apéds o cdlculo da matriz de informacao de Fisher, estimamos a matriz
de covariancias para o vetor de parametros @, que é dada pela inversa da matriz de

informacao de Fisher.

2.3 Distribuicao t-Student multivariada

Dizemos que o vetor aleatério Y € RP tem uma distribuigao t-Student com vetor de

locacao p, matriz de dispersao X e v graus de liberdade, quando sua fdp é dada por
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(1.3). A fdade Y é denotada por T,,(-|p, X,v). Sev > 1, péamédiade Y, esev > 2,
v(v —2)7'X é a matriz de covariancias. Se Y tem distribuigao ¢t-Student com fdp dada
por (1.3), usamos a notacao Y ~ t,(p, 3, v).

O vetor aleatério Y admite a representacao estocastica
Y =pu+U'?Z, Z~N,0,%), U~ Gama(v/2,v/2), (2.41)

em que Z e U sao independentes, e Gama(a,b) denota a distribuigdo gama com média
a/b. A medida que v tende ao infinito, U converge para um com probabilidade um e Y
é aproximadamente distribuido como uma distribui¢do N,(p, X). A partir desta repre-
sentacao podemos deduzir que uma transformacao afim AY + b tem uma distribuicao
t,(Ap + b, AY A" V), em que A é uma matriz com dimensio (¢ X p) e b é um vetor
g-dimensional. Para uma referéncia sobre a distribuicao ¢-Student multivariada, ver Kotz
e Nadarajah (2004).

Segundo Matos et al. (2013), a familia de distribuigoes t-Student é fechada sob mar-
ginalizagao e condicionamento e é dado na seguinte proposicao. Este resultado é 1til na

implementagao do algoritmo EM.
Proposigao 7. Seja Y ~ t,(u, X, v). Considere a particio de' Y, p e X como

y — Y, ’ = Hq . 5 Y Y
Y, o 31 X

em que Y1 e py sao vetores py X 1 e 311 € uma matriz p; X p;. Entdao

Z) Yl ~ tm (”’17 Ell?”);'

“’) Y2|Y1 =Y~ tp2(/"l’2.17 i22.17 v +p1)7 em que

_ = v+ 0
= PIND St — by = b))
Poq1 = Mo+ X137 (Y — ), 21 = 7 o 22.1,
0 = (y1 - llq)TEl_ll(yl - l’l’l)a Y01 = Xgg — 22121_11212.

Definicao 2. Seja Y ~ t,(pn,X,v) e D um conjunto de Borel em RP. Dizemos que o

vetor aleatorio Z tem uma distribuicdo t-Student truncada em D, denotada por Z ~
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Tt,(, X, v;D), quando Z tem a mesma distribuicao que Y|(Y € D). Neste caso, a fdp

de Z ¢ dada por
tp(Z’/,l,,E,I/)
P(Y €D)

sendo Ip(+) a fungdo indicadora de D. Se D tem a forma dada em (2.15), entdo usamos

a notagio (Y € D) = (Y <d), em que d = (dy,...,d,)".

Ttp(Z“J,,E,I/; ]D)) = ]I]D)(z)v

Seguindo Matos et al. (2016), as seguintes proposi¢oes sao cruciais para obter as
esperancas no passo E do algoritmo EM, que sera utilizado para calcular as estimativas
de méxima verossimilhanca dos parametros no MEMC-t. As provas sao encontradas em

Matos et al. (2013). Usaremos as notacdes Z0 =1, ZW =2 e Z2®» =Z2ZT.

Proposigao 8. Seja Z ~ Tt,(u, X, v;D), onde D € como em (2.15). Entdo, para k =
0,1,2,

v+p\’ k)| _ Ty(d|p, X, v+ 2r) (k)

ondev+2r >0 ¢

Y ~ Tty(pn, X", v+ 2r; D), (2.43)
= v+2r
(v+p\ (T(p+v)/2)T((v+2r)/2)
Colvnr) = ( ” ) ( (/2T ((p + v+ 21)/2) ) '

Observe que o calculo da esperanga no lado esquerdo de (2.42) se reduz ao célculo
dos momentos da distribuigao ¢-Student truncada em (2.43). Um estudo mais detalhado

sobre esses momentos pode ser encontrado em Ho et al. (2012).

Proposicao 9. Seja Z ~ Tt,(p, X, v;D), onde D é como em (2.15). Considere a
particio Z = (Z],Z,)" com Zy :py x 1 e Zy : py x 1. Assim, considere as particées

pw=(pu,pu)" eX=(%y),i,7=12. Entao,

B [(V +p)r Z;k)|Z1 _ 21] _ hp(p1, v, t) Ty, (da|po 1, Ezgv.p v+pit QT)E[Y(k)],
v+9 (v + 1) Ty (da|prg 1, X221,V + p1)

em que v+p +2r > 0, dy = (dpyy1,--,dy)", 6 = (Z —p)'SHZ — ), 6 =
(Z: - H1)T21_11(Z1 — ),
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~

Y ~ Tty (o, Bop 1, v + p1 + 21r;Dy),

DQ = {(.Tp1+1’ e ,l’p> c sz; xlerl S dp1+1, e ,xp S dp},
= v+o
222.1 = mzzmv
1

I((p+v)/2)T((p1 +v + 27")/2)) 7

hp(pr,v,7) = (v +p)' (p((pl +v)/2)T((p+ v +2r)/2)

Mo, 2ooq € iggl sao dados na Proposicao 7.

2.3.1 Funcao de verossimilhanca

Primeiro, particionamos Z;, V;, pu, e 3, como na subsegao 2.2.1, lembrando que Z; ~

ty(pe,, 2., v), ver (2.8), e utilizando a Proposi¢ao 7, temos que

Z?tho(/-”g’zzo>y) € Zf|Zf:Zf“”tpc(liigasioa’/‘l-po)a

em que

B = pl+E0(B2) =] — pl),
1
SZO — <V + 52 ) EZC.O’
V+ Do
R0 = B2 - B(R) In

6 = (20— p2) T (B) (29 — )

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

A amostra observada para a i-ésima unidade experimental é {z?, k{}. A verossimi-

lhanca associada é

Li(0) = P(V7 = k{|Z7 = 27) f(27),

em que f(-) é a fungdo de densidade marginal de Z7. Mas V{ = K¢, se e somente se,

Z; < k§. Por (2.44), obtemos

Li(0) = Ty (Ki|p2’, 82, v + po)tp, (27|12, B2, v).

z
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2.3.2 Algoritmo ECM

Nesta se¢ao, como em Matos et al. (2016), utilizamos o algoritmo ECM (Meng e Rubin,
1993) para a estimacao dos parametros do MEMC-t. Este algoritmo considera uma mo-
dificagao simples ao tradicional algoritmo EM inicialmente proposto por Dempster et al.
(1977) e é uma ferramenta eficiente para obter as estimativas de maxima verossimilhanga
na estrutura de dados faltantes.

O MEMC-t pode ser formulado numa representacao hierdarquica flexivel que é 1til

para a obtencio das derivadas. E obtida através das equacoes (2.3), (2.6) e (2.7) e é

dado por
ZZ‘|IZ‘, Uz = U; i’_ri_(’i Np(a + bxi,ui_lﬂ), (249)
x| U; = o N(pig, u; to), (2.50)
UiifigGama(u/2,1//2), i=1,...,n. (2.51)

Para obter (2.49), sabemos (por (2.8)) que Z; ~ t,(p,, 2., v), em que p, = a + by, ¢

3, = agbbT + 2. Entao Z; pode ser expresso como
Z,=p, + U;WW, sendo W ~ N,(0,%,) e U; ~Gama(v/2,v/2).
Entdo, Z;|U; = u; ~ Ny(p,,u; ' 3,).
Portanto,
Zi|lxi, Uy = u; nd N,(p,X) sendo p = a+ bz,
Y= 'S, = u (02bb + Q) =u'Q

ou seja Z;|x;, Uy = u; £ Ny(a + bxi,ui’lﬂ).

Proposicao 10. Para o MEMC-t,

p+v
51'4-1/7

em que 0; € como em (1.4).

Prova:
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¥ e

(2

Lembrando que Z; ~ t,(p,, X.,v), o que implica que Z;|U; = u; ~ Ny(p,,u
pela equagao (2.41), U; ~ Gama(v/2,v/2).

Também
—1 1
f(u“zl) e_%(‘zi—p‘z)—r[ui EZ] (zi_p‘z) v_q _va
f(uilz:) = m oc f(zilug) f(u;) o |Uz‘_122|% up et
_ e~ P (zimp) T2 (i) ] I =
ufp/2‘2Z|1/2 t !
Entao
0;
Ui|Z; = z; ~ Gama <p+ V, + V) )
2 2
Portanto,
p+v
Ui ] 0; +v

2.3.2.1 Passo E

Seja Z=(Z{,....Z)", x=(x1,...,2,)", u=(ur,...,u,) e O0=(a", 8", ptp, 02,07
o vetor com todos os parametros no modelo. Além de constantes que nao dependem de
0, a log-verossimilhanca completa associada aos dados completos Z. = {Z, x, u} é dada
‘|§(k)

pela equagao (2.25) e desde que a fungao Q( ) pode ser descomposta como em (2.26),

ela pode ser expressa como em (2.28) sendo

—

uz? = EU,Z,Z] |V, uz; = BlUZ|V ],
0 = B[U;|V), @z = BV Z; [V,
iz = E[Ui| V), ua? = BV |V

Novamente, utilizando a equagao (2.29), podemos escrever

uz? = E[EU,Z,2] | 2|V ],

uz; = E[E[U,Z;|Z;]|Vi] e (2.52)
u; = E[E[Ul‘zz”vl]

As esperancas condicionais citadas acima, obtidas por Matos et al. (2016), conside-

rando trés diferentes casos, sao dadas pelas seguintes expressoes:
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i) o i-ésimo individuo néo tem componentes censurados.

~ _pFVv _—~  ptv — ptv T
U; = s uz; = zZ; e uz; = ziZ;
(Si—|—V 52+V

em que 0; é dado na equacao (1.4).

ii) o0 i-ésimo individuo tem apenas componentes censurados.

T, (i, 37, 2 - T,(ki|w,, 2%, 2

Q/L\i — p(’{‘" |ll’z z v+ )7 uz; = p(n |H v+ )E[Yl]J
Tp(K’i|u’z7227V) Tp(’{"’i“l’zazmy)

2 TP('{:’i‘p’zuEzaV—i_Q)

2
Uuz; =
Czp(mi’ll/z; 227 V)

ElY Y]],

v+ 2
. e X, sao dados em (2.9), e Y, ~ Tt,(n,, X%, v + 2;D;), em que D; é como em

(2.15) com d = K;.

‘ s . T . 1%
em que K; é o vetor com os niveis de censura para o individuo 7, 37 = < ) 3.,

iii) o i-ésimo individuo tem componentes censurados e nao censurados.

_pot v T (w56, S v+ po +2)
v+l T (kf|pe, SC v+ p,)

)
uz; = vec(U;z], G E[Y]),

— 029207 Wz°ElY,]"
uz? =
GEY,]2;" GE[Y;Y]]

(2

em que p, e p. sao as dimensoes dos vetores Z7 e k¢, da particao V; = vec(Z?, k),

que correspondem as observagoes nao censuradas e aos niveis de censura, respecti-

vamente,

~co v+ (51 ~Co
S, =——_%° Y~ Tty (B, S, v +po + 2D
z V+po+2 z pc(u’z z V+p + z)

V+p,+2 >0, ue, S 3 6} e DY, sao dados em (2.45), (2.46), (2.47), (2.48)

z

e (2.31), respectivamente.

—

Os restantes valores esperados uz;, uz? e urz; sao dados nas equagoes (2.33), (2.36)

e (2.37), respectivamente.
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2.3.2.2 Passo CM

Desde que a log-verossimilhanga dos dados completos da equagao (2.25) é a mesma nos
modelos MEMC-SI e MEMC-t, eles compartem também a mesma funcao Q(B\a(k)) da
equacao (2.28). Portanto, as expressoes fechadas no passo CM dos algoritmos ECM e
MCECM sao as mesmas (ver Secao 2.2.2.2). A diferenca fica no céalculo dos valores

—_

esperados U;, Uz;, uz?, UT;, ur? e Urz;.

2.3.3 DMatriz de informacao observada

Como foi mencionado antes, a log-verossimilhanca dos dados completos da equagao (2.25)
¢ a mesma dos modelos MEMC-SI e MEMC-t. Seguindo Lin (2010) encontramos a
covariancia assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do

MEMC-t cujos resultados sao dados na Secao 2.2.3.
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Capitulo 3

Analise de diagnéstico

Em estudos de modelagem estatistica, uma etapa importante corresponde a validacao
das suposicoes do modelo mediante estudos de sensibilidade. A andlise de diagndstico
tem o objetivo de verificar possiveis afastamentos das suposi¢oes feitas para o modelo,
verificar a existéncia de observagoes extremas com interferéncia desproporcional no ajuste
e detectar observacoes influentes nas estimativas do modelo.

Pontos influentes sao aqueles com influéncia desproporcional nas estimativas dos coe-
ficientes, isto é, quando retirados do modelo mudam de forma substancial as estimativas
ou mesmo a significancia dos coeficientes. O método mais conhecido para detectar tais
pontos ¢é o de delecao de pontos, que consiste em retirar um ponto e verificar as variagoes
nas estimativas e outros resultados inferenciais. As técnicas graficas auxiliam na busca
e em detectar pontos extremos na distribuicao dos dados. Por tultimo, analise de in-
fluéncia busca localizar observagoes influentes nas estimativas do modelo, feita através
dos métodos de influéncia global e local.

A anélise de influéncia global, via exclusao de casos, que mede o impacto de deletar
uma (ou varias) observacao na estimativa dos parametros é diretamente avaliada por
métricas como a distancia de Cook (Cook, 1977). Eliminacao de casos é provavelmente a
técnica mais utilizada para detectar observagoes influentes. No entanto, pesquisas sobre
a influéncia de pequenas perturbagoes no modelo ou nos dados sobre as estimativas dos
parametros receberam atencao crescente nos ultimos anos, e podem ser obtidas através

da andlise de influéncia local.
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A andlise de influéncia local, baseada em geometria diferencial, é efetuada compa-
rando estimativas de parametros antes e depois de perturbar os dados ou as hipoteses
do modelo (Cook, 1986). Esta area de pesquisa recebeu atencao consideravel na lite-
ratura estatistica em modelos de regressao linear sendo ttil para verificar as suposicoes
do modelo, assim como a identificacdo de dados aberrantes e/ou influentes, por meio
de estudar o efeito de introduzir pequenas perturbagoes no modelo (ou dados) usando
uma medida de influéncia apropriada. No entanto, para as distribui¢oes normal inde-
pendente (e outras distribuigoes), a fungao de log-verossimilhanga marginal é complexa
e uma aplicagao direta da abordagem de Cook pode ser muito dificil, pois essas medidas
envolvem a primeira e segunda derivadas parciais desta funcao. Inspirados pela idéia
bésica do algoritmo EM, Zhu e Lee (2001) propuseram um método unificado para andlise
de influéncia local em modelos estatisticos com dados faltantes, utilizando a funcao de
afastamento da verossimilhanga completa (funcao ). Esta abordagem produz resulta-
dos muito semelhantes aos obtidos com o método de Cook. Além disso, a eliminacao
de casos pode ser estudada pela fungao ) seguindo a abordagem de Zhu et al. (2001) e
Zhu et al. (2009). Assim, neste capitulo desenvolvemos métodos para obter medidas de
eliminagao de casos e medidas de influéncia local usando o método de Zhu et al. (2001)
e Zhu e Lee (2001) (ver também Lee e Xu, 2004) no contexto de modelos de regressao
com erros de medida e dados censurados. Esta abordagem foi aplicada com sucesso para
realizar andlises de influéncia em varios modelos de regressao, ver, por exemplo, Bolfarine
et al. (2007), Zeller et al. (2010), Lachos et al. (2011), Matos et al. (2013), entre outros.
Usando este método geral desenvolvemos uma abordagem de influéncia local para os mo-
delos MEMC-N, MEMC-t e MEMC-SI e mostramos que ele leva a medidas de influéncia

simples.

3.1 Influéncia global

Um dos métodos de diagndstico utilizados em modelos de regressao utiliza a exclusao de
casos que consiste em comparar as estimativas de mdxima verossimilhanca 6 e 6};, em

que 0 6 a EMV de 0 com todos os dados da amostra e ém a EMV de @ com a exclusao
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da i-ésima observacao; se O estd longe de 8 em algum sentido, entao ha evidencia
de que a i-ésima observagao ¢ influente. Por exemplo, LD; utiliza o afastamento da

log-verossimilhanca, dado por
LD;(0) =2[¢(0) — (0], i=1,....n (3.1)

sendo ¢(0) a fungao de log-verossimilhanga.

Esses métodos sao utilizados com frequéncia para diagnosticar globalmente possiveis
observagoes influentes e podem ser facilmente adaptados aos modelos de regressao com er-
ros de medida e dados censurados, dado que podemos calcular os estimadores de maxima
verossimilhanca com e sem a i-ésima observacao.

Neste trabalho utilizaremos duas medidas de diagnéstico de influéncia global, uma

chamada de afastamento da fungao @) ou Q-afastamento () Di (Zhu et al., 2001), em que
QD; =2[Q(610) — Q(0;(0)], (3.2)

que esta relacionado a mudanga em valores da funcao (), similar ao LDi definido em
(3.1), e outra chamada de distancia de Cook generalizada, definida como

D; = (0 — B)T[—Q(0|9)](0[i] -0), i=1,...,n (3.3)
em que Q(@@) é a matriz hessiana avaliada em 6 = 6.
Desde que EM é necessario para cada caso, a estimacao do modelo deve ser feita
n 4+ 1 vezes (em uma amostra de tamanho n) o que pode demandar um alto custo
~1 ~
computacional. Para evitar isso, utilizamos a aproximacao de um passo 8, de 6y (Zhu

et al., 2001) definida por

~1 ~ oS~ ~ o~ ]
0y = 0+ [—Q(010))'Q(010), i=1,...,n (3.4)
. 0Qu(0]0
em que Q(0]0) = % s representa o vetor escore individual.

Ao substituir (3.4) em (3.2) e (3.3), obtemos as seguintes aproximagoes QD; e D} de

®D; e D;, respectivamente:
QD} =2(Q(610) — Q(6,,/8)],
D} = Q(016)T[-Q(816)] 7' 0y (8]6).
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3.2 Influéncia local

A metodologia de influéncia local é 1til para verificar as suposi¢cbes do modelo, assim
como a identificagao de dados aberrantes e/ou influentes, por meio de estudar o efeito de
introduzir pequenas perturbagdes no modelo (ou dados) usando uma medida de influéncia
apropriada.

Para derivar medidas de influéncia local sob alguns esquemas de perturbacao, utili-
zamos a metodologia de Zhu e Lee (2001), que inspirados pela ideia bésica do algoritmo
EM, propuseram uma abordagem para realizar diagnosticos de influéncia em modelos
estatisticos com dados incompletos baseados na funcao ()-afastamento, representado por
fo(w).

Considere um vetor de perturbacoes w = (wy,...,wy,)" variando em uma regido
aberta 2 C R". Seja ¢.(0,w|y,u) a fungao de log-verossimilhanga completa do modelo
perturbado. Assume-se que existe um wy € €2 tal que £.(0,woly, u) = (.(0]y,u), para
todo 6. Seja a(w) a EMV de @ para o modelo perturbado que maximiza a fungao

Q(8,w|0) = E[(.(6,w|y, u)|y,8]. Zhu e Lee (2001) propuseram a funcio Q-afastamento

folw) =2(Q(0]0) — Q(0(w)|0)],
definindo o gréfico de influéncia de fo(w) como a(w) = (w', fo(w))". Segundo Zhu e
Lee (2001), a curvatura normal Cf,  de a(w) em wy na direcao de um vetor unitdrio
h € R", pode ser usada para resumir o comportamento local da funcao @)-afastamento.
Seguindo o procedimento adotado por Cook (1986), pode ser mostrado (veja Zhu e

Lee, 2001) que a curvatura normal Cy, » de a(w) em wq é

CfQ’h - —QhTQth = 2hTAIo[_Q0(§‘§)]_1Aw0h7

9°Q(6(w)|0)

em que Qu, =~ 5T

5 B _ 0°Q(019) 0°Q(6,w|6)

, Qp(010)=——="| e Ay=—r = .

w=wp 0000 lo=o 000w )
Analogamente a Cook (1986), a expressao —@Q,, , ou equivalentemente A, e —Q4(6|0),

¢ a matriz fundamental para detectar observagoes influentes. Mas utilizar a curvatura

normal em sua forma original para avaliar a influéncia de uma determinada observagao

pode gerar alguns problemas, uma vez que Cy, p pode assumir qualquer valor na reta e
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nao é invariante a mudangas de escala uniformes (veja Poon e Poon (1999) para discussao
e exemplos). Desta forma, com base no trabalho de Poon e Poon (1999) e de Zhu e Lee
(2001), a curvatura normal conforme B fo.h €M wo na diregao de um vetor unitario h ¢

definida por

o
. —2h Qth'
© tr(_QQwo)
Seja B = —tr;f%o o @ A1 > ... > A\ > 0 os r autovalores de B diferentes de zero, e
w0
e1,..., e, os autovetores ortogonais correspondentes. Segundo Lesaffre e Verbeke (1998),

Poon e Poon (1999), e Zhu e Lee (2001), o seguinte vetor de contribuigao agregado de

todos os autovetores que estao associados com todos os autovalores diferentes de zero

=1

em que e? = (€2,...,e2)7, é usado para avaliar a influéncia local. Para j = 1,...,n,

segue de Zhu e Lee (2001) que a j-ésima componente de M (0), M(0); = b;; para j =
1,...,n, onde bj; é o j-ésimo elemento diagonal da matriz B. Portanto, ¢ muito simples
calcular b;; e reduzir em grande parte a carga computacional, porque nao ha autovetores
e autovalores envolvidos. Portanto, nossas medidas de influéncia locais baseiam-se na
curvatura normal conforme em vez da curvatura normal classica, porque a curvatura
normal conforme possui as propriedades mencionadas acima, assim como também que
0< Bj,n <1

Assim, a avaliacao de casos influentes é baseada na inspecao visual do grafico de
{M(0);,7 =1,...,n} plotado contra o indice j. O j-ésimo caso é entdo considerado in-
fluente se M (0); é maior do que um ponto de referéncia adequado. Na andlise de influéncia
local, até agora nao existem regras gerais para selecionar o valor de referéncia. No entanto,
considerando M (0) e DP[M(0)] como a média e o desvio padrao de {M(0);,j =1,...,n},

respectivamente, Poon e Poon (1999) propuseram utilizar 2M/(0) como ponto de re-

feréncia, Zhu e Lee (2001) propuseram M (0) 4+ 2DP[M(0)], enquanto que Lee e Xu
(2004) propuseram M (0)+¢*DP[M(0)] em que ¢* é uma constante arbitraria apropriada
maior ou igual que 2. Bolfarine et al. (2007) utilizaram ¢* = 2, Lachos et al. (2011)
utilizaram ¢* = 4, Massuia et al. (2015) utilizaram ¢* = 3, 5. Neste trabalho utilizaremos

ct = 3.
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3.2.1 Matriz hessiana

A fim de obter as medidas de diagnodstico para a influéncia local, é necessario calcular a

matriz hessiana, que, em geral, é expressa como

Qoo Qas 0 0 CQug
. Qsa Qos 0 0 Qp
200 -T2~ 1 0 0 G G 0
0 0 Qo @ozz 0
|Qoa Qos O 0 Qo]
em que Q) = %, com 7, \ = a, 3, iz, 02, ¢, é uma matriz de dimensao (3p X 3p).

3.2.2 Esquemas de perturbacao
3.2.2.1 Perturbacao de ponderacao de casos

A ponderagao de casos tem sido o esquema de perturbacao mais amplamente difundido
na analise de diagnéstico. Este esquema de perturbacao permite avaliar a contribuicao
individual de cada observagao sobre o processo de estimacgdo. Seja w = (wy,...,w,) um
vetor n X 1 de ponderacoes. Sendo w; = 0, temos que a i-ésima observacao ¢é eliminada
ewy=(1,...,1)" implica que todas as observacoes sdo consideradas.

Utilizando (2.26) temos que

n

Q(6]6) = ZQ (06) = 3" |Qulcr, B.418) + Qai(s,, 0218)|

=1

Como vemos, a funcao Q(9|§) se decompoe em duas parcelas: uma que depende apenas
de a, B e ¢ e outra que depende apenas de i, e o2

A funcao Q(H]@) do modelo perturbado, considerando ponderacao de casos, é dada
por

Q0.08) =Y {50(08)} = Y {5Qu(@.0.00)} + 3 {5Quln.028)} 35

i=1 i=1

emque 0<w; <lef = (aT,ﬁT,,ux,Ui,(ﬁT)T-
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Derivando (3.5) em relagio a w',

Ow’
=1

03" {i0:616)) ( -

= (u(618)...,Qu(018))
logo, derivando em relacao a 8 a expressao anterior, temos que

_9°Q0,w[0) _ 0 [a@w,w@] _ (acz1<e|5>

A _ 0Q..(0/0)
000w 00 Ow’ '

08 7 00

Observe que, para o esquema de perturbacao de ponderacao de casos, a matriz A nao
depende do vetor w.

Em geral, nos modelos aqui considerados temos que 8 = (a', BT, i, o2, ¢T)T, em

que o e 3 sdo de dimensao (r x 1), ¢ é de dimensdo (p x 1) e u, e 02 sdo escalares; entao

A ¢é uma matriz de dimensao (3p x n) dada por

[02Q(0,w0) P*Q(8,w[0)]
Oap 0wy da 0wy,
P*Q(6,w|0) 9*Q(6,w]0)
0o, 0wy O, 0w,
PQO.wB)  PQ(8,w)
0B10w 010w,
20(0,w]f) | P*Q0.w[0) P*Q(8,w|6)
A= 00w | 080w 0B 0w, _
*Q(0,w|0) *Q(0,w|0)
Opiz 0wy _ Ot O _
0*Q(6,w|0) Q(0,w|0)
Q020w _ 0020w,
0*Q(0,w|0) 9?Q(0,w|0)
0p10w; 0¢p10w,
82Q(6, w|0) 82Q(6, w|0)
0¢p0w; 0, 0wy,
avaliada em 6 = (&T,BT,ZZI,EI\%, qAbT)T ew=wo=(1,...,1)".
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Assim, é possivel dividir A na forma

em que R
9’Q(0,w|0)
dadw "

9°Q(6,w|0)
0B0w T
~ 9°Q(8,w|0)
B Qg Ow ™
~9*Q(6,w]6)
Aoz = 0020w T
82Q(6, w|0)
0PpOw T

A, =

)
9:5, w=wo

Ap =

)
9:5, w=wq

A

Y
0:5, w=wy

)
0:57 Ww=wq

Ay =

G:aw:wo
3.2.2.2 Perturbacao na covariavel

Este esquema de perturbacao pode ser utilizado se o objetivo for avaliar a sensibilidade
das estimativas quando sao introduzidas pequenas perturbacoes na covariavel. Neste

trabalho consideramos a perturbagao aditiva z, = x + w, pelo que wy = (0,...,0)".

3.2.3 Caso modelo com erros de medida estrutural e dados cen-

surados baseado na distribuicao normal (MEMC-N)

No caso do MEMC-N (veja equagao (2.8)), temos que Z; ~ N,(p,,X.) e a fungao de

log-verossimilhanca é dada por

.(0|2.) ———Zlog¢ ——Z( a—bxi)TQ’l(Zi—a—bxi)—glogai
1 & )
— TCQ (xz _Mx)

T =1
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e desde que Q(0|§(k)) = Eyu [:(0]Z,)|V], sendo

Q018" = Q1(. 8. 08") + Qs(p1r, 218"

temos que
Q1(, B, ¢[0" Eju Zlog¢2——z (Z;—a—bz;) QY (Z,—a—bx;) V] e
0 n 9 1 — 9
Q (M!Ea a:’ ) (k) _5 T 20_:% - (QZZ - ,ux) .

~(k ~(k
Expandindo as expressoes Ql(-|0( )) e QQ('|9( )) e tomando esperancas, segue que

01, 8,00y = -2 Zloggb _= Z [tr <Q 1z2) 2405 — 277,07
+ aTQ* a+2a Qb7 + bTQ*beﬂ ,

n

n 1 -~ -
):—510g<7§—f,22 (x?—2uxxi+ui>

2= £|Z2,Z]|V)], 5 = E[Z,|V], i3 = E[2,Z] V], & = E[2,|V], e 22 = E}22|V]
as quais tem as seguintes formas:

i) O i-ésimo individuo nao tem componentes censurados. Aqui, V; = Z;, entéo

)

=E|Z:Z]|V)| = E|Z,Z]|Z)| = z:2] .

ii) O i-ésimo individuo tem apenas componentes censurados. Neste caso, Z; < K;.
Assim, pela definigdo de uma distribuigdo normal truncada, temos que Z;|(Z; <

Ki)~NT,(p,,2,;D;), em que D; é como em (2.15) com d = K;.

>

2 =FZ:Z]|Z; < k] = ElY,Y]], Y~ NT(p,, ;D).
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iii) O 4-ésimo individuo tem componentes censurados e ndo censurados. Particionamos

ovetor Z; = vec(Z7, Z7). Os componentes sao censurados se e somente se Z; < K.

zi=E[Z)|V,|=F [Vec(z?’ Z;)

;= 2, 7 < k]

= vec (E [zg 70 =207 < Kg] E [z; 70 =20,7° < njD = vec(2?, E[Y])
em que
Y~ NT,, (u, S5 5). (3.6)
~ - z:z; 777"
2 B|Z.Z]|V)]|=E Z° = 20, 7° < K¢

z;z]" z;z7'
20207 20E[Y,]"

ElY ]z E[Y,Y/]

em que Y; é como em (3.6) e

Zo~ Ny B2, p = s+ BOE0TN(Z) ), 8= B - Seneiey
ZQ uo 200 EOC

Zz‘ _ i : w, = z o Ez _ z z
z; e DT

Finalmente,

2 TQ—l zZ.
%, = Elw|Vi] = B[Ex,|Z)||V)] = E {“”%b (Z a)’ }

14+026'Q7'b
. Nx+U§bTQ_1E[Zi|Vi]—UngQ_la B O-agszQ_l(gi_H/z)
L+0o2b' Q7' o 0

=+ (Zi—p,),

e + 026" Q(Z; — a)
14+026"' Q7'
peE 40T 202 Q  p z +02b Qb

1+020"' Q7'

zT

tz;=E[x;Z]|V;| = E[E[x;,Z] |Z}]|V] = E { Vz}

=T » ~T
=Mz Zi +(P(ZZZ—[,LZZ7; )7

2 = E[?|V | =E[E[3|Z)|V]=E

)

+(um+azbml<zi—a>>2(v
1+020' Q' 1+020' Q7' '

= A2+ 2u0(2 — ) + (22 — Zip] — .z +ppl)e’

em que ¢ e A sd@o como em (2.34) e (2.38), respectivamente.
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3.2.3.1 Matriz hessiana

) 9 [ 'n N R - n - -
Qoa = o Z (Zz T—a- mzﬂT> Q| = Z Q) = -y,
Li=1 =1
. o [~/ . ~ | n, .
Qap = 5 > (fb“zi ~ T - $?5T> Q' | = =) 5% = Q.
Li=1 i i=1
QO&¢ = Q;—om
. o [~/ . ~ | "
Qps = B Z (ajzi ~Tia" — x?ﬁT> Q| =~ szm;?l’
Li=1 J i=1
. .
Qﬁqﬁ = Q¢ﬂ7
. o [1 n
. o[ n I &</~ N 1 o ;
Quzag = O _20_2 + 204 Z <$12 — 2T + Ni) = _; (27, - ,ux) = Qa?gum
L z T =1 T =1
. o[ n 1 (5 o, no 1~/ o,
Qozoz = do2 | 202 +204 Z <$Z —2mei+,um) T 251 46 Z <x’ —2mei+,ux) ’
x L x xT i=1 xT xT i=1
. 0 [& T T _ ~aT)o-1
Qqﬁa_% Z(zz -« —%5)922
[ i=1
:i i22_a1_@ﬁ1 igip_ar_fiﬁr
06 | & @ A @
_ 0 0 -
2 - .
3 (Zia — a1 — Ti1) 0
_ 2 =1
2 - .
0 - Z (Zip — ar — T:5,)
P =1 J
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0 . -~
Z — ~ T 2T —1
¢ =
L=
n —~ ~ /\2 n — ~ 3
. 0 TZig — Ly — X B Z Tzip — TjQp — Ty By
2 ) ) 2
a¢ i=1 2 i=1 p
0 0
2 n
—_~ ~ 2
-3 E TZig — TiQy — T 51) 0
— 2 =1
2 ~
—_~ ~ 2
0 - <:L‘ZZp T — T BT>
L P =1 -

- 0 n 1 =~/ - -~ n 1 N
Q¢¢ :%|:—E+EZ<Z?H—2$ZH+SL’%),—%4‘—32(21222—221'2041

1 =1

~ ~ > no 1 ~
—27Z5f1 + o] + 2700 51 + 55?512) ey Tt 3 Z <Zi2pp — 2Zj,ar

_2@1)67‘ + 0472« + 2@047’/87“ + 122/33) :| = diag(HH, R pr)

sendo que
N3N (B o

=1
n

n 3 A~ A~
o= 2 9% . 4 — 975 A 2 v . 232
Hj; =7 7 E <zl i 220051 — 202351 + aj_q + 201851 + Bj_1>

j 7 i=1

para j =2,...,p.

3.2.3.2 Perturbacao de ponderacao de casos

Consideramos uma atribuicao arbitraria de pesos para o valor esperado da funcao de
log-verossimilhanga dos dados completos (fungao ) perturbada), que pode capturar ob-
servacoes com contribuicao notavel na funcao de log-verossimilhanca e que pode exer-
cer grande influéncia sobre as estimativas de maxima verossimilhanca, representada por

Q(6,w|). Neste caso a matriz A tem elementos dados por
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% _ (2T —aT—@ﬁT> Q) i=1,....n
Entao,

_aQé(zw) =0 (2" —a-5,8), i=1,....n
Portanto,

A= 5" —a—-15006,....z, —a—1,0]
em que 2;" = [Zig, ..., Zip)

ii)

0 = (22 - nia” — 2287

a@xel@):(M faT A7)0, i=1..n.

08"
Entao,
%g‘b\):ﬂ;; (;fz\i”_@a_;{g[s), i=1,...,n
Portanto,
Ag=Qy) [fz\l*T —fa—a3B,....72, ~ T 120
em que Tz; = [TZig, ..., L)

iii)

@ 7 s M a 1 1 2 T2 2 )
an aaﬁvd)a 1 1 2 z 12,
L T NS
J

+2T;001 81 + a7 ]2,1), i=1,....,n, j=2,...,p.

iv)

0Q2i(ptz, 0310) _ Ti — i—=1 n
o P NN

Portanto,



0Qailpa 0208) 1 1 o o\
952 2—202-1—204 (xi—quxi—l—,uw), t=1,...,n
Portanto,
1 L /5 - 9 1 - _— 9
AO’% = _@4_? (x1_2u$x1+um) 7"-7_W+ 92q4 (xn_zuxxn_'_:ux) :

~ ~T ~ ~T\T
. ~T oy
avaliada em @ = 6 = (a B s, 0% ¢ ) .

3.2.3.3 Perturbacao na covariavel

Para avaliar a sensibilidade das estimativas quando sao introduzidas pequenas perturbacoes
na covaridvel, consideramos a perturbacio aditiva x, = x +w, pelo que wy = (0,...,0)"

e consequentemente,
— T _ T o~ ~T
T2 —E[ZEWZZZ |Vz] = E[(l’z + (UZ)ZZ |Vz] =TZ; + w;z;
T =E[z,|Vi] =T +w;, e

22, =B[22 Vi] = E[(@: +w)?|Vi] = 22 + w? + 2w,;

w1

Derivando a fun¢ao Q(0,w|@) em relacao a w;, temos

ani(aa /87 ¢7 w‘b\>

g =z, —a" Qb —b"Q bw, — b Qb (3.7)
Wi
8@ i\Hx) 037‘—0 b\ 1 -~

2il o 9) = =5 (Wit T = ). (3.8)

Entao

92Q(0,w|0) o [000.w®]\ [ o [000.w0)] oa )
Ow; ~\ daT Ow; oa’’

dadw; oa’’
T 1 0 T
0 -3 0
= _ngil = _[LBT] (b% . = _9521/37

Ir 0 92_2 I'r’

pelo que

0*Q(6,w0) _ _ .
A, = oot [—92215, e —QQZIB} :—9221ﬁ1;, em que 1,=[1,..., 1];1 )
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ii)

iii)

2Q0.00) (o [00e.w®]) [ o [006,w8)] o\
N 8&),’ N abT 8wi a/BT

OBOw; 08"
T
= [EiTQ_l — aTQ—l _ 2bTQ—1wi _ 2bTQ_1i\'zj|
I,
= ([212T] —[0,a'] -2[1,8"|w; —2[1,8"] f) 01
1,

= Q5 (2" — a—2w;8 — 27,)

pelo que

Ag = % Qo [Z"—a—2wB-206,...,2, —a—2w,8 —27,08],
ok ~ ~ 1T

sendo z;” = [z,-Q, e zip}

Multiplicando as matrizes da equacao (3.7), temos que

Ow; = %2' ¢2

. _szﬁf 1

0Qi(a, B, ¢,w|0 Zu Zzlj/Bj 1 _Z&j—lﬁj—l Wi szﬁf 1

Entao
PQulc.B. 9 wlf) 25 2w 20
O10w; ot ¢
pelo que
9°Q(0,w|0 2 P _
A¢1: 8<b(ﬁwT’ ):_(b_?f[zll_wl_ajla---aznl_wn_an €
0*Qui(a, B, ¢, w|0) _ 25854 L 205-1B5 2wif3] " 28,071
I¢;0w; ; % ¢ ¥
Portanto, para j =2,...,p
2 ~
Aqu = (bg [21353 1— j-1fj-1 — Wlﬁ?—l - xlﬁ?—lv SR

ZiBi-1 — jo1Bj1 — Wi — TalBiy] -
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iv)

’Q0,w|0) o [ 1 1
! = —— (Wi + T — )| = =, =1, )
S 5 | (wi + T3 — i) = i n
Portanto,
1 1, T
Aux:(f_%[l,...,l]:a_g’ sendo 1n:[1""71]n><1‘

v)

8038%- - 80% _O__%(Wi“‘xi_,ux) :O—;l(wi—l—xi—,ux), 1=1,...
Portanto,
1 - —~
Aa’% = —4[w1+x1—u1,...,wn+$n—/ix]-

xT

3.2.4 Caso MEMC-t

3.2.4.1 Matriz hessiana

Para obter as medidas de diagnostico para a influéncia local de um esquema de per-

turbacao em particular, é necessario calcular a matriz hessiana.

Da Segao 2.3.2.1, temos que

p
~ 1 - — —
Q1(a, B, 0|0) = — g g log gb? ~3 E [tr <Q’1uz?> —2a'Q 'az; — 2urz, Q7 'b
j=1

=1
+a"Q lad; +2aTQ b + bTQ‘lszx\ﬂ e
- ElogOQ _ 1 Y (&:\2 — 20, UT; —i—,u%?-)

2 x 20_% — 1 x K3 x .

Qa(p1s,0210) =
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Dai, temos

. 0 |~/ v _ ~ SN
Qaa = 5 > (uzi —ha' - uwzﬂT) Q| == 0,
| i=1 i=1
3 O INm (v~ T 34T\ o-! ol _ AT
Qop = o Z (uxzi —ur;oe —uz; B ) Q| =— Zuxiﬁgg = Qsa
Li=1 i i=1
Qo«;ﬁ = Q;—om
. o <~/ . — | "
Qps = % Z (szi —aza’ — U$?5T> Q| =~ Z ux?ﬂg;,
| i=1 i i=1
. -
. 9 |1 < R J R
= — UT; — UgU; = T3 U,

) o n 1 I . 1 <& e .

Q 202 — — + (ux?_Qﬂxuxi+Mi@> =~ (umi_:um{[i) =Qs2 )
Heo a:u:v 203 2032 0-;1 =1 "
0202 — - ux; —2 x@z 2@) =54 ¢ <UZL’2—2 xlfx\z 2@)

Qo 80%[ 20§+20§;( P2 ) | = 5 06; 2~ 21, U+ 11203 ) |
= o RN T  —~aT\ -1
Goa = |50 (7 - 0" - ) 0

| i=1
. 0 zn: @2 — Z/L\Z'Oél — 1177161 Zn: @p - {b\i@r - ’U//x\zﬁr
06 | & % TG %
[ 0 0 ]
2~ __
- (Uzip — Wiy — ux; 1) ... 0
_ 2 =1
2 N~~~ _
O __3 Z (uzip — Ui Oy — 'LL.T,LBT)
L P =1 .
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S a - — —~ - 5 _
Qop = =— E (umzi* — az;o’ — ua:%,BT> Q5
0 |4 ;
L i=
. 0 i U,/I'.EZ'Q — u/x\ial — U[L’?ﬁl i @ip - ﬁiar — Ul’?ﬁr
— =, 2 900y 2
0¢ L i=1 & i=1 ¢P
0 . 0
—E g UTZip — UT;0q —ux;PB1) ... 0
— 2 =1
2 —
0 T3 (@lp — ﬁiar — U.T?BT)
L P =1 .

Por fim, temos

Qo _8_¢[ 5 ¢1 Z (uz21 — 2uxz;; + uxf) e + s Z (uZZ-QQQ — 2uzjp0n

=1
n
Uz 7503 002 + 2004 B /\252 a3 i ) 207
—2urzisP1 + w;a + 2ux;oq 01 Huripy ), —¢ + 3 uzy,, — 2uzipQy
p P =1

—2uxZ;, B + Wl + 22Uz Br + um262> } = diag(Hi1, ..., Hyp)

sendo que

3 = [
Hy, :% ey Z <u221 — 2UxZy + ux ) e

_ P —
Hj; —¢2 4 g < 2§ —2uz;;0 1 — 2um2”5] 1+uz i+ 2uzaq B tua? j_1>
-7 i=1

para j =2,...,p.

3.2.4.2 Perturbacao de ponderacao de casos

Consideramos uma atribuicao arbitraria de pesos para a funcao () perturbada, que pode
capturar observagoes com contribuicao notavel na funcao de log-verossimilhanca e que

pode exercer grande influéncia sobre as estimativas de maxima verossimilhanca.
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Considerando que Q;(8]0) = Q1;(cx, B, ¢|0) + Qa:(1te, 02|0), em que

) 1¢ 2 1 -1, _2 To-l—~ , —=o-1p L To-1.~
Qu(a,ﬁ,¢|9):—§Zlogq§j—§tr(ﬂ uz?)+a' Q uz;+urz,Q b—ia Q 'au;

J=1

o 1 —
—a' Q 'buaz; — ibTQ*Ibu:p?, e (3.10)
o~ 1 —_— o ~
Qai(f1, 0310) = — 5 log oy — 557 (W] — 2, UT; + 12 0;),

os elementos da matriz A sao dados por

i)

0Q:(010)  0Qu(c,B.410) da 7 1t~ 1e1~. |0
= = (uz; Q' —a' Q7' - b Q g,
Ja™ da’ oo™ (= @ “ ;) I,
1 0 0
= (az;' —a'G — b az;) | 9
0 ) [Ir
0
— (@, @) - 0. a"a@] - (@ 87 aw]) |
Q22

~ k| o~ —~ —
— (uzi* —a'u - ,BTuxZ) Q5

Entao,
00,0000) (00.018)\
(Z;a’ ) = ( 8@(<1T’ )> = Q5 (@Z* — U —u/:fzﬁ) , para i=1,...,n.
Portanto, a matriz A, é dada por
Aa:Q;; [ﬁ*_ma_ﬁﬁu7@*_a;a_@ﬁ}
em que uz; = [UZg, ..., Uz .
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ii)

0Qi(618) _ 9Qu (e, B, 916) b =510

= (uzz "' —a'Q 'az; — b'Q ua?)

08" b’ 08" I
1
— |= 0 0
= (urz; — a'ux; — b ur?) ¢t
0 Q| Ir
. T g ) | Y
= ([uxzﬂ,uxzi | — [0, uzy] — [uz?, B uxz]) )
22

Entao,

0Qi(016) _ (0Qi(6]6
L 08"

-
=Q, (uwrz, —uroo—ux;B3), para t=1,...,n.

Portanto, a matriz Agz é dada por

1 | ———xT — -5 T o —
Ay = Q5 [ule —urio —uriB, ..., urz, —ur,o— um%ﬁ]
— % — —
em que UrZ; = [UxZg, - .., UTZp).

iii) A partir de (3.10) e apds alguma manipulacao algébrica temos

—_

N 1& s 1= uzl, N uzija  UTZ = UTZ B
Qule.B.¢[8) = — 5D log ] —5 0~ 4 Y I T YT R
=1 = % S 9% =R
2 2 2 2
2 =2 gbj j=2 ¢j 201 2 j=2 ¢j
pelo que
0 7 s M b\ 1 L — T w2 )
1 (Cg;¢ﬁ ¢|6) :_¢_+$ (Uzz'211 —2uxz¢1+ux?), 1=1,...,n, e
1 1 1
0Qu(a.B.¢0) 11— = i
5. =% + P (uzz- i 2uzijoy — 22Uz B + gy

2T 01551 +u:c§5§_1) Ci=1,....m j=2,....p
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iv)

9Q:(00)  9Qs: (i, 2|0 1 _ . P — falli
Qa( ’ >: QQ('LL O-m| >:— 2(—2U-Tz+2,uxul):ux 2'uua Zzla"'7n'
[ Opts 203 0%
Portanto,
1 - _ _
A, =— [Uzy] — ppty, ..o ULy — gy
v)
0Qi(0160) _ 0Qui(s,026) 11—y
J0? = 007 = —203 + 201 (uxl — 2 ux; + ,uxuz-> , 1=1,...,n.
Portanto,
1 1 — o . 1 1 — _ -
Ay = [—27%+27§ (uxf—Zuxurcl +uiul) e —27%+27;1 (uw%—wxuxﬁuiun)} :

~ ~T ~ ~TN\ T
. ~T —
avaliada em @ = 6 = (Oz B iz, 02 ) .

3.2.4.3 Perturbacao na covariavel

No intuito de avaliar a sensibilidade das estimativas quando sao introduzidas pequenas
perturbagoes na covariavel, consideramos a perturbacao aditiva x, = = + w, pelo que
wo=(0,...,0)".

Utilizando (2.26) e a perturbagdo na covariavel temos

p n
~ 1 -3 —~ —_—
Q1(a, B, ¢, w|0) = —g E log <;§j2-—§ E [tr(ﬂ_luz?) —2a"Q Yz, —2ur,z: Qb
j=1 1

1=

+a Q lad; + 20" Q bz + bTQ‘lb@i] e (3.11)

~ n 1 <~/ e —~
Qo (t, 02, w|0) = — B log o2 — Py (uxfn — 20, U + ,uiuz> :
T =1

—_

em que uz?, uz; e 4; sao como em (2.30) e

UToz; =E[Uix,Z] |V = E[Ui(z; + w) Z] V)] = uxz; + wiuz; |,
Uy =E[Uix| V] = ar; + wit;, e

ual, =E[Ua2,| V] = E[Ui(w: +w)?|Vi] = ua? + w2i; + 2w,i07;
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9Q(0,w|0)
Ow T

Derivando (3.11) em relagdo a w; para obter

0Qu:(cx, B, b, w|6)

, temos

—az;, Qb —a Qb — b Q bhw; — b Q  baz;,  (3.12)

&ui
a i\Mx 27 /é 1 ~ —~ ~
@ (ﬂa:x w|6) == (witt; + ux; — puz ;) (3.13)

A partir destas duas ultimas equacoes, obtemos os elementos da matriz A para este

esquema de perturbacao.
i)
52Q(6,w|0) ( )

3Q1i(a,57¢,w5)])T< 0 [aczli(a,ﬁ,cb,w@] 8a>T

dadw; oa’ Ow; da’ Ow; oa’
T 1 0
0 -3 0
= | —wb Q! ) = | —w[1,8"] o7 ]
L, 0 9521 I,
T
P 0 N T 1
=\ - [Ui,uz‘,@T] . = (—Uz'ﬁTszl) = —92215%‘7
Q5
pelo que
92Q(0,w|0 N o N P _
A,= % = [—9221,3u1, ce —Qﬁﬂu,& :—9221,3uT, em que u=|[uy,...,u, T

ii)

°Q0,w|8) [ 9
8[36% 8ﬂT

0Qu(e.B.0.00)]\ [ 0 [0Qu(c.B8.6.wB)] o6
Ow; ~\ob" Ow; 8"

-
0

- [@Tg—l —a' Q7' — 26" W, — 2bTQ—1@] { ] )
L

.
0
= ([@ @z~ o.aT] @-2 1,87 dw—2[1.87] @)
Qo

pelo que
9*Q(6,w|6)
0B0w
= Q) [uzi” — G — 20w B — UL B, ..., Uz — Unt — 2wy 3 — 2ur,B]
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~ % —~ —~ T
sendo uz; = [uzig, e ,uz,-p} )

iii) Fazendo a multiplicagao das matrizes da equagao (3.12), temos que

8Q1i(a,[§', ¢,W|9 UZ“ Z u’zljﬂj I i @Olj_lﬁj_l _ i Z uzwlﬁj 1
9

awi =
uxl Z uxzﬁ] 1
o7 2
Entao
PQuila.B.¢.wlB) _ 2% | 2w 2T
OP10w; it ¢ ¢t
pelo que
A 82Q(6, w|0) 2 1 G — T T — T — T
=—" ‘= Uz UW1 — UL, . .., UZpy — UpWy — ULy|, €
1 a¢18wT ¢3 11 — 1w 1 1
PQuile, B, ¢ w[0) 207, L 2B 2w, 20wl
90w o7 ¢? ¢’ 7

Portanto, para 7 =2,...,p

2 —_~ ~ A~ —_—
Ay = 5 [4z1;8;-1 — Uraj_1Bj—1 — Ulwlﬁffl — umlﬁ?—l? ey
J
UZnjfj—1 = Un0tj 1351 — UnwnfSs ) — WTnfy ] .
iv)
Q(0,w[0) _ 0 | 0Qui(pta, 0% w|0) | _ i
— = —, 1= 1, ,n
Opip Ow; Otz Ow; 0'920
Portanto,
1 ol -
A, = s (4, Up) 3 sendo u = [uy, Up] -
v)
PQO,w0) 0 |0Qui(pe ot wl®)] 1
] I e B e L
Portanto,

1 o N — _
App=—; w1ty 4+ Uxy — flaly, . .y Wolly + Uy — flglly) -

T
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3.2.5 Caso MEMC-SI

No caso do modelo com erros de medida e respostas censuradas baseados na distribuicao
slash (equagao (2.16)), temos que Z; ~ Sl,(p,, %, v) e a fungdo de log-verossimilhanca

dos dados completos é dada por

((0]2.) ———Zlog¢ ——Z i(Zi—a—bx;) <Zi—“_b“’i)_glogai

Euzz a:
0—2

e desde que Q(9|0 ) Esu [€:(0|Z.)|V], sendo

Q018" = Q1(c, B,8/0"™) + Qs (112, 028"

temos que

- Zloggb - = ZuZ(ZZ—a—be)Tﬂfl(ZZ—a—be)

Qi B,9[0"

V],e

~ ~(k
Novamente expandindo as expressoes de Ql(-|0( )) e QZ(-|0( )) e tomando esperangcas,

~(k)
Q2(Mw= ‘7§|9 ) :E§<k)

20 2

=1

1 n
—glog 2 ui(z; — piz)? ]

segue que
Qi(e, B, 0"y = - " Zlog 62— Z [ r (Q—lu/\zg) —2aTQ iz, — 2uTZ 0 b
n aTQ— ai; +2a QO \baT; + bTQ—leE] ,
wawﬁﬁwf=—gbmﬁ §;<x‘*WW%+Mx)
ElU;z;|Vi], e @ = [UzmﬂVi], as quais tem as seguintes formas:

i) O i-ésimo individuo nao tem componentes censurados. Aqui, V; = Z;, entao

p+2vP(5+v+1,%)
9;
o P(5+v,9)

u; = E[Ui|Vi] = E[Ui|Z] =

26



em que 0; é dado na equagao (1.4) e P,(a, b) denota a fda da distribuigao Gama(a,b),

com média 3, avaliada em .

ii) O i-ésimo individuo tem apenas componentes censurados. Neste caso, Z; < K;.
Assim, pela defini¢ao de uma distribuicao slash truncada, temos que Z;|(Z; <k;) ~
TSl,(p,, 2., v;D;), em que D; é como em (2.15) com d = K;. Assim,

p+2vP(5+v+1,%)
6i P1(§+Va%)

I
|

iii) O 4-ésimo individuo tem componentes censurados e ndo censurados. Particionamos

u; = E[E[U;|Zi]|Vi] = E[E[Ui|Z]|Z; < ki] = E

p+2ypl(§+l/+1,%)
5i P1(§+V7%)
p+2vP(5+v+1,%)
i RGERY)

Z;

u;z; = E[E[U;|Zi]Z,|Z; < ki) = E

—_

wz? = E[E|U|Z)Z:Z]|Z; < k)= E

Z,Z;

ovetor Z; = vec(Z7, Z7). Os componentes sao censurados se e somente se Z; < K.

@, = E[U|V] = E[EU|Z))|V\) = EIE[U|2.)|2¢ = =0, Z; < K]

p+2v P8 +v+1, %)
51' Pl( +V 51)

=F

£=%$§4

U/Z\i = E[E[UZZZ|ZZ]|VZ] =F |:V6C(E[UZ|ZZ]Z;),E[UAZJZ:) Zzo = Z?, Zf S K,f

= vec <@-zf, uzf) )

- - AVAARY AV A
UZZZ = E[UZZZZZ |Vz] =F E[U1|ZZ] Z;) = Z?, ch S K/f
VAVARR AV Al
—T
020297 29uz$
u/\zfsz uzfzs" 7
em que
— wP(5+v+1,%
uzi =L p+ . 1( 52)Z§ i =202 <K]|, e
0i P(5+v, )
— 2P (5+v+1,%
uzbzf = E [ERZ1E - 2)Zgng Z0=29,Z° < K°| .
i 52 P1(2 + v, 5)

—_

Os restantes valores esperados uz;, uz? e urz; sao dados nas equagoes (2.33), (2.36)

e (2.37), respectivamente.
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3.2.5.1 Matriz hessiana

A matriz hessiana para o MEMC-SI coincide com a matriz hessiana do MEMC-t, com a

diferenca de que os valores esperados w;, uz;, uz?, ur;, ur? e urz; utilizados no calculo

da matriz hessiana correspondem aos do MEMC-SI.

3.2.5.2 Esquemas de perturbacao

Da mesma forma que a matriz hessiana, as matrizes A correspondentes aos esquemas
de perturbacao de ponderacao de casos e perturbacao na covariavel, utilizadas neste

trabalho, sao equivalentes as do MEMC-t, exceto pelos seus valores esperados.
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Capitulo 4

Estudo de simulacao e aplicacao

4.1 Estudo de simulacao

Para estudar o desempenho do método proposto (modelo de regressao com erro de medida
e dados censurados), apresentamos um estudo de simulagao. Ele mostra o comportamento
assintotico das estimativas do EM para os modelos propostos sendo que para avaliar o

comportamento assintético utilizamos o viés absoluto e o erro quadratico médio.

4.1.1 Propriedades assintéticas

Apresentamos a seguir alguns resultados de simulagoes para avaliar a consisténcia dos
estimadores analisando o viés absoluto (VIES) e o erro quadrético médio (EQM) das
estimativas dos coeficientes da regressao obtidas a partir do MEMC-t e o MEMC-SI para
seis diferentes tamanhos de amostra n, tais como 50, 100, 200, 300, 400 e 500. Estas

medidas sao definidas por

M
LS
VIES =+ ; 0% — 60, (4.1)
e
1 M ~i) 2
BQMy = - ; (ek _ 9k> , (4.2)
em que é\,(:) é a estimativa do parametro 0, k = 1,...,3p, para a i-ésima amostra, sendo

p a dimensao da distribuicao multivariada utilizada. A ideia chave desta simulacao é
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fornecer evidéncia empirica sobre a consisténcia dos estimadores sob os modelos propos-
tos. Para cada tamanho de amostra, geramos M = 100 conjuntos de dados dos modelos
MEMC-t e MEMC-SI com 10% de censura, respectivamente. Usando os correspondentes
algoritmos EM de cada modelo e as equagoes (4.1) e (4.2), foi calculado o viés absoluto e
o erro quadratico médio para cada parametro ao longo dos 100 conjuntos de dados com

cada um dos dois modelos. Assumimos os seguintes valores dos parametros

a=(3,212)", B=(1,51151)", pu=4 oc2=2 e (43)
Q = diag(0,5;0,5;0,5:0,5:0,5), '

e o valor do grau de liberdade considerado foi ¥ = 5 nos dois modelos.

Na Figura 4.1, apresentamos um grafico com os erros quadraticos médios das esti-
mativas dos parametros sob o MEMC-t considerando 10% de censura. A partir desta
figura, podemos observar que o FQM decresce a medida que o tamanho da amostra au-
menta. Resultados similares foram obtidos apds a andlise do viés absoluto como pode
ser visto na Figura 4.2. O mesmo procedimento e andlise foi realizado para o MEMC-
Sl e os graficos sao apresentados nas Figuras 4.3 e 4.4. Como esperado, os algoritmos
ECM e MCECM propostos fornecem estimativas de maxima verossimilhanca com boas

propriedades assintéticas para os MEMC-t e MEMC-SI, respectivamente.

4.1.2 Estimacao das medidas de influéncia

Neste estudo o MEMC-N da equacgao (2.8) foi gerado considerando-se 10% de censura e
valores dos parametros dados por (4.3) para i =2,3,...,49, Z; = p, — 5 x diag(X,) e
Zs5o = p, + 5 x diag(X,). Esta definicao determinou a perturbagao sobre os casos #1
e #50, e dessa forma nao prejudicou a simetria da distribuicao dos erros. O objetivo
foi verificar se a metodologia proposta consegue identificar corretamente as observagoes
influentes e se os modelos de caudas pesadas sao menos influenciados por estas observagoes
que o MEMC-N.

Um estudo de Monte Carlo com 400 réplicas dos modelos propostos foi realizado para
avaliar o percentual de réplicas em que as observacoes contaminadas foram influentes, e

calcular a média e o desvio-padrao das medidas de influéncia.
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considerando 10% de censura.

Estudo de simulacao.
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Foi observada uma diferenca consideravel entre o MEMC-N e os modelos MEMC-t
e MEMC-SI para todas as medidas de diagndstico avaliadas (Tabela 4.1). A observagao
#50 foi classificada como influente na maioria das réplicas para o esquema de perturbacao
de ponderacao de casos para todos os modelos estudados, sendo que o valor médio das
medidas de influéncia desta observagao para os modelos MEMC-t e MEMC-SI ficaram
mais proximos dos valores de referéncia, enquanto que para o MEMC-N as medidas
dessa observagao sao bem maiores que o valor de referéncia. No caso do esquema de
perturbacao da covariavel esta observacao foi influente apenas para o MEMC-N. Ja no
caso do afastamento da funcao @), a observacao #50 foi classificada como influente em
varias réplicas de todos os modelos estudados e na distancia generalizada de Cook foi
classificada como influente na maioria das réplicas mas somente nos modelos MEMC-N
e MEMC-SL.

A observacao #1 nao foi identificada como influente em nenhum dos casos. Isso se
deve ao fato de que esta observacao representa um “outlier” a esquerda, sendo, portanto,
censurada em todas as réplicas.

Os resultados deste estudo sugerem que as observacoes contaminadas exerceram forte
influéncia sobre a estimacao construida mediante o MEMC-N. No esquema de per-
turbacao da covariavel a observacao #50 foi influente apenas para o MEMC-N e na
distancia generalizada de Cook nao tivemos pontos influentes em nenhuma das réplicas
do MEMC-t. Conclui-se entao que a influéncia exercida pelas observagoes contaminadas

foi substancialmente menor para os modelos de caudas pesadas.
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Tabela 4.1: Estudo de simulagao. Analise de influéncia via estudo de Monte Carlo
para as observagoes #1 e #50 por distribui¢ao e medida de diagndstico: AQ) (afas-
tamento da fungao @), DC (Distancia generalizada de Cook), PPC' (perturbacao

de ponderagao de casos) e PC' (perturbagao da covaridvel)

Medida de o Normal t-Student Slash

diagnostico Bstatistica #1 #50 #1 #50 #1 #50

% Inf! 0,0% 100,0% 0,0% 278% 0,0% 81,6%

M? 0,1111 39,2905 0,1353 0,7258 0,2305 0,9497

e DP3 0,0096 10,0560 0,0162 0,1099 0,0489 0,1517
Ref* 0,8000 0,8000 0,8000

% Inf 0,0% 100,0% 0,0%  0,0%  0,0% 84,6%

M 0,1060 12,8516 0,1268 0,6780 0,2467 0,9102

be DP 0,0088 1,4929 0,0147 0,0834 0,0410 0,1046
Ref 0,8000 0,8000 0,8000

% Inf 0,0% 100,0% 0,0% 86,6% 0,0% 56,2%

M 0,0055 0,6605 0,0161 0,0860 0,0258 0,0988

Pre DP 0,0005 0,0309 0,0018 0,0104 0,0041 0,0121

M (DP) Ref 0,4371 (0,0196) 0,0773 (0,0079) 0,0976 (0,0057)

% Inf 0,0% 100,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%

M 0,0235 0,2076 0,0121 0,0029 0,0266 0,0043

e DP 0,0019 0,0179 0,0011 0,0009 0,0019 0,0013

M (DP) Ref 0,1320 (0,0099) 0,0429 (0,0024) 0,0464 (0,0024)

! Percentual de réplicas de Monte Carlo em que a observacao foi considerada
influente (maior que o valor de referéncia).

2 Média das medidas de influéncia.

3 Desvio padrao das medidas de influéncia.

4 Valor de referéncia para considerar uma observacao influente.
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4.2 Aplicacao

A seguir aplicamos a metodologia desenvolvida nos capitulos anteriores em um conjunto
de dados reais. Consideramos o conjunto de dados de Chipkevitch et al. (1996). Os dados
consistem de medidas do volume testicular de 42 adolescentes usando cinco técnicas dife-
rentes: ultra-som (US), método gréafico proposto pelos autores (I), medigado dimensional
(IT), orquidometro de Prader (III), e orquidometro de anel (IV). A técnica de ultra-som
foi assumida como o dispositivo de medida de referéncia (variavel medida com erro).
Galea-Rojas et al. (2002) analisaram o mesmo conjunto de dados ajustando o modelo
usual com erro de medida normal e recomendaram considerar uma transformacao dos
dados para obter a normalidade. Lachos et al. (2010) também analisaram este conjunto
de dados com o objetivo de proporcionar um melhor ajuste, tentando evitar uma possivel
transformacao desnecessaria de dados. De fato, eles consideraram um modelo conjunto
da variavel latente e erros de observacao usando a classe de distribuicoes de mistura de
escala Skew-normal (SMSN). Eles também mostraram evidéncia do comportamento de
caudas pesadas dos dados.

Para aplicar o método proposto nesta tese a este conjunto de dados, censuramos 10%
(21 observacoes) dos dados. Como consequéncia, o limite de detecgao k;; foi fixado em
4,49 para todo 7 e j. A Tabela 4.2 mostra os dados do volume testicular com o valor
verdadeiro entre parénteses para as observacoes censuradas. Nés ajustamos os modelos
MEMC-N, MEMC-t (com v = 6) e MEMC-SI (com v = 2). Para estimar v usamos
o método proposto por Lange et al. (1989). Em particular, nos modelos MEMC-t e
MEMC-SI, estimamos os graus de liberdade v como um problema de selegao de modelos.
Ou seja, para uma grade de valores aceitaveis de v, realizamos a estimacao de 6 usando
o algoritmo EM apropriado. Em seguida, estimamos a funcao de log-verossimilhanca do
modelo. Finalmente, escolhemos v tais que a funcao de log-verossimilhanga é maximi-
zada. A Figura 4.5 apresenta o méximo do logaritmo da funcao de verossimilhanga para
varios valores de v, mostrando que v = 6 no MEMC-t e v = 2 no MEMC-SI sao valores
razoaveis a considerar.

As estimativas do algoritmo EM para os parametros dos trés modelos, assim como os
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Tabela 4.2: Dados de Chipkevitch et al. Dados do volume testicular (em ml) de 42

adolescentes
Métodos ) Métodos

1 US I II I11 v l US I II Inr 1

1 5,0 7,5 5,9 8,0 9,0 22 16,5 10,0 15,3 15,0 15,0
2 5,7 5,0 48 6,0 10,0 23 45 4,5(3,5) 4,5(39) 6,0 7,0

3 7,4 5,0 6,8 9,0 12,0 24 5,6 5,0 4,5 45 6,0

4 4,5(2,6) 4,5(3,5) 4,5(3,1) 4,5(4,0) 4,5(4,0) | 25 11,0 7,5 9,7 9,0 11,0
5 5,7 5,0 5,0 6,0 7,0 26 9,2 10,0 11,3 12,0 13,5
6 6,1 5,0 4,5(4,4) 7,0 8,0 27 8,5 7.5 8,8 12,0 12,0
7 6,2 5,0 6,0 8,0 9,0 28 54 5,0 6,1 8,0 80

8 10,4 10,0 8,8 10,0 10,0 29 6,7 7,5 7,2 10,0 8,0

9 9,1 7,5 7,9 10,0 11,0 30 5,3 5,0 5,9 8,0 10,0
10 14,8 10,0 13,0 12,0 15,0 31 20,0 20,0 16,3 25,0 22,5
11 16,4 12,5 10,3 17,5 17,5 32 188 15,0 16,3 20,0 25,0
12 9,6 7,5 8,2 10,0 11,0 33 139 12,5 12,2 15,0 17,5
13 15,7 15,0 19,8 20,0 20,0 34 94 10,0 10,3 12,0 13,56
14 4,5(3,0) 4,5(2,0) 4,5(2,0) 4,5(3,0) 4,5(4,0) | 35 9,1 7,5 10,8 12,0 12,0
15 16,4 15,0 17,3 20,0 20,0 36 14,1 15,0 13,0 13,5 15,0
16 17,6 15,0 17,3 20,0 22,5 37 93 10,0 8,4 10,0 10,0
17 10,0 7,5 7,9 12,0 12,0 38 20,9 20,0 22,1 25,0 25,0
18 4,5(4,1) 4,5(3,5) 4,5(4,4) 4,5(4,0) 6,0 39 11,5 10,0 10,6 15,0 13,5
19 12,7 10,0 11,4 12,0 12,0 40 9,7 10,0 9,7 11,0 12,0
20 4,5(2,7) 4,5(3,5) 4,5(4,1) 4,5(2,5) 6,0 41 13,7 12,5 11,6 17,5 15,0
21 10,2 10,0 11,1 12,0 135 |42 89 10,0 8,1 12,0 12,0

correspondentes erros padroes (EP) obtidos através da matriz de informacao empirica
sao reportados na Tabela 4.3. Esta tabela mostra que as estimativas de a, 3 e ¢ para os
modelos MEMC-N, MEMC-t e MEMC-S! sao parecidos. No entanto, os erros padroes
dos modelos com caudas pesadas sao menores do que o MEMC-N, indicando que estes
modelos parecem produzir estimativas mais precisas.

Na Tabela 4.4 comparamos o ajuste dos trés modelos utilizando os critérios de selegao
de modelos AIC e BIC. Observemos que, como esperado, os modelos com caudas pesadas

se ajustam melhor aos dados do que o MEMC-N.
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MEMC-t MEMC-SI

-398.01

-399.01

Log-verossimilhanga
Log-verossimilhanga

-400.0

-400.51

Figura 4.5: Logaritmo da funcao de verossimilhanca do MEMC-t e MEMC-SI para

diferentes graus de liberdade.

Tabela 4.3: Dados de Chipkevitch et al. EMV e EP para os parametros estimados

MEMC-N MEMC-t MEMC-SI
Parametro
Estimativa EP Estimativa  EP  Estimativa  EP
o -0,0514 1,6008 -0,0408 1,4159 0,0166 1,4152
Q9 -0,4061 1,6782 -0,6479 1,1468 -0,6350 1,2576
Qs 0,1164 1,4889 0,2821 1,2189 0,2181 1,2707
oy 1,7903 1,5882 1,8860 1,2858 1,8412 1,3487
B 0,8954 0,1520 0,9059 0,1452 0,8986 0,1426
Ba 0,9782 0,1292 1,0199 0,1071 1,0179 0,1097
B3 1,1372 0,1528 1,1399 0,1343 1,1408 0,1377
B4 1,0633 0,1608 1,0660 0,1399 1,0663 0,1441
i 9,9295 1,1575 9,1044 0,8972 9,3349 0,9442
o2 24,9012 12,0535 18,3190  7,1342 13,4630  5,4669
01 1,4450 1,0053 1,1051 0,6814 0,7885 0,4890
02 1,4317 0,5650 1,1161 0,4459 0,7921 0,2968
03 1,9075 0,6711 1,1203 0,3902 0,8192 0,2775
o 1,1372 0,5464 0,9396 0,4678 0,6773 0,3193
?s 1,5399 0,5694 1,1426 0,4274 0,8415 0,2943
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Tabela 4.4: Dados de Chipkevitch et al. Critérios de comparacao dos modelos
MEMC-N MEMC-t MEMC-SI

log-verossimilhanga  -400,5370 -397,9718  -398,7905
AlC 831,0740  825,9435  827,5810
BIC 881,2806  876,1501  877,7876

Com o intuito de verificar a existéncia de possiveis pontos influentes nos dados, que
possam influenciar de forma desproporcional o ajuste dos modelos, aplicamos as técnicas
de influéncia global (Q-afastamento e distancia de Cook generalizada) e influéncia local
sob os esquemas de perturbacao de ponderacao de casos e perturbacao da covariavel
(veja o Capitulo 3) ao conjunto de dados utilizado, considerando 4 niveis de censura
(10%, 30%, 50% e 70%).

Na analise de influéncia global, as observacoes influentes na estimacao do vetor de
parametros @ detectadas pelo afastamento da func¢ao @ (veja Figura 4.6) e pela distancia
de Cook generalizada (Figura 4.7) no MEMC-N sao os dados #31 e #32, nao havendo
pontos detectados pelos modelos MEMC-t e MEMC-SI com todos os percentuais de
censura.

Na anélise de influéncia local, as observacoes possivelmente influentes na estimacao do
vetor de parametros 0 detectadas pelo esquema de perturbacao de ponderacao de casos
(Figura 4.8) no MEMC-N sao as observagoes #31 e #32, nao havendo observagoes de-
tectadas pelos modelos MEMC-t e MEMC-SI; ja no caso do esquema de perturbacao da
covariavel, é detectada a observacao #31 quando considerado 10% de censura, enquanto
que nas outras porcentagens de censura é detectada a observagao #32 apenas para o
MEMC-N. Note também que nenhuma observacao é detectada no MEMC-t em cada uma
das porcentagens de censura utilizadas, enquanto que no caso do MEMC-SI é detectada
a observacao #38 quando consideramos 10%, 30% e 50% como porcentagens de censura
e nao havendo nenhuma observacao detectada quando censuramos 70% das observacoes.
As Figuras 4.8 e 4.9 mostram os graficos para as medidas de influéncia local, baseadas nas
quantidades M (0) sob perturbagao de ponderacao de casos e perturbagao na covaridvel

para os trés modelos estudados, e utilizamos o critério M(0); > M(0) +3DP[M(0)] para
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classificar a j-ésima observacao como influente (linha pontilhada).

Finalmente, analisando a influéncia global e local, podemos observar uma quantidade
menor de observagoes influentes sob os modelos com caudas mais pesadas do que o
MEMC-N.

Para verificar o impacto de cada observacao possivelmente influente foram retiradas
uma a uma e conjuntamente do modelo em estudo. Para avaliar a magnitude do impacto
exercido pelas observagoes calculamos as mudangas relativas (MR), em porcentagem, de

cada estimativa definido por

~ ~
_ *

MR = 9&—3 x 100%, j=1,....k, (4.4)
0;
sendo 9\; o estimador do parametro 6; estimado ao retirar uma ou varias (conforme o
caso) observagoes atipicas e k é o nimero de parametros.

Nas Tabelas 4.5-4.7 encontram-se os valores das estimativas de méxima verossimi-
lhanga, os respectivos desvios padroes (entre parénteses) e as mudangas relativas das
estimativas ao retirar uma a uma e coletivamente as observagoes apontadas como possi-
velmente influentes com cada um dos modelos. Note que a estimativa dos parametros as,
Q9 € (i3 sao as que sofrem o maior impacto em todos os casos avaliados; além disso, as
maiores variacoes percentuais ocorrem para as estimativas de quase todos os parametros
quando a observacao #31 é retirada individualmente e quando as observacoes #31 e #32
sao retiradas coletivamente.

Na Tabela 4.8 fazemos uma comparacao entre os trés modelos, eliminando as ob-
servacoes influentes. Fazendo a comparacao dos parametros, temos que a eliminacao das
observacoes influentes produz maiores mudancas nas estimativas do MEMC-N do que
nas estimativas dos MEMC-t e MEMC-SI, sendo ainda melhor no caso do MEMC-t;
ou seja, como esperado, os modelos com caudas pesadas parecem produzir estimativas
mais robustas contra os pontos discrepantes do que o MEMC-N pelo fato de ter menores
variacoes nas estimativas dos parametros.

Como em Lu e Song (2006), calculamos a medida de mudanca relativa total (MRT)
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Figura 4.6: Analise global de diagnéstico para os modelos MEMC-N, MEMC-t e MEMC-
Sl segundo o afastamento da funcao ) considerando 10%, 30%, 50% e 70% de censura.

que ¢ utilizada para medir a diferenca entre a EMV original, 5, cf.

6, -7
0;

k
MRT =Y ||,
j=1

sendo k o nimero de parametros. Na Tabela 4.9 observamos que as maiores mudancas
ocorrem quando consideramos a distribui¢ao normal, isto é, os EMV sao menos sensiveis

na presenca de dados atipicos quando utilizamos distribuicoes com caudas mais pesadas.
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Figura 4.7: Analise global de diagnéstico para os modelos MEMC-N, MEMC-t e MEMC-
Sl segundo a distancia de Cook generalizada considerando 10%, 30%, 50% e 70% de

censura.
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Tabela 4.5: EMV, EP e MR dos parametros do MEMC-N com a amostra completa e

tirando as observacoes influentes.

Observacgoes eliminadas

Estimativas
Nenhuma 31 32 31, 32
-0,0514 0,2309 -0,2120 0,0749
ay 549,2% 312,5% 245,7%
(1,6008) (1,6252) (1,6972) (1,7353)
-0,4061 -0,7793 -0,5700 -1,0212
al 91,9% 40,3% 151,4%
(1,6782) (1,6228) (1,7608) (1,7000)
R 0,1164 0,3820 -0,0389 0,2397
asg 228.3% 133,4% 106,0%
(1,4889) (1,5612) (1,5328) (1,5930)
. 1,7903 1,7299 1,9838 1,9656
ay 3,4% 10,8% 9,8%
(1,5882) (1,6428) (1,5153) (1,5632)
~ 0,8954 0,8633 0,9153 0,8825
B 3,6% 2,2% 1,4%
(0,1520) (0,1545) (0,1639) (0,1681)
—~ 0,9782 1,0219 0,9982 1,0514
B3 4,5% 2,1% 7,5%
(0,1292) (0,1265) (0,1384) (0,1368)
—~ 1,1372 1,1064 1,1561 1,1237
B3 2,7% 1,7% 1,2%
(0,1528) (0,1615) (0,1587) (0,1662)
—~ 1,0633 1,0707 1,0361 1,0385
B3 0,7% 2,6% 2,3%
(0,1608) (0,1648) (0,1559) (0,1595)
R 9,9295 9,6886 9,7181 9,4663
nh 2,4% 2,1% 4,7%
(1,1575) (1,1237) (1,1648) (1,1093)
R 24,9012 22,8452 23,3940 21,1533
2 8,3% 6,1% 15,1%
(12,0535)  (11,4123) (11,3502) (10,5201)
~ 1,4450 1,4997 1,5399 1,5765
1 3,8% 6,6% 9,1%
(1,0053) (1,1499) (1,0505) (1,1971)
~ 1,4317 1,3315 1,4601 1,3792
o35 7,0% 2,0% 3,7%
(0,5650) (0,5039) (0,5450) (0,4996)
~ 1,9075 1,5217 1,9193 1,4743
®3 20,2% 0,6% 22,7%
(0,6711) (0,5108) (0,6696) (0,4792)
~ 1,1372 1,0328 1,0840 1,0156
o) 9,2% 4,7% 10,7%
(0,5464) (0,4617) (0,4697) (0,4107)
~ 1,5399 1,5718 0,9967 1,0355
o 2,1% 35,3% 32,8%
(0,5694) (0,5710) (0,3830) (0,3935)
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Tabela 4.6: EMV, EP e MR dos parametros do MEMC-t com a amostra completa e

tirando as observacoes influentes.

Observacgoes eliminadas

Estimativas
Nenhuma 31 32 31, 32
-0,0408 0,0688 -0,1483 -0,0394
oy 268,6% 263,2% 3,6%
(1,4159) (1,4572) (1,4976) (1,5472)
R -0,6479 -0,8793 -0,7821 -1,0503
ol 35,7% 20,7% 62,1%
(1,1467) (1,1583) (1,2103) (1,2186)
R 0,2821 0,3938 0,1807 0,2989
as 39,6% 36,0% 5,9%
(1,2188) (1,2832) (1,2737) (1,3406)
R 1,8860 1,8559 1,9946 1,9771
oy 1,6% 5,8% 4,8%
(1,2858) (1,3336) (1,2668) (1,3128)
~ 0,9059 0,8929 0,9198 0,9070
B 1,4% 1,5% 0,1%
(0,1452) (0,1500) (0,1548) (0,1607)
~ 1,0199 1,0497 1,0374 1,0722
B3 2,9% 1,7% 5,1%
(0,1071) (0,1106) (0,1148) (0,1183)
~ 1,1399 1,1258 1,1532 1,1383
B3 1,2% 1,2% 0,1%
(0,1343) (0,1415) (0,1409) (0,1486)
~ 1,0660 1.0706 1,0503 1,0534
B 0,4% 1,5% 1,2%
(0,1399) (0,1448) (0,1390) (0,1437)
R 9,1044 8,9706 8,9813 8,8426
nr 1,5% 1,4% 2,9%
(0,8972) (0,8669) (0,8919) (0,8571)
R 18,3190 17,2997 17,3249 16,2428
G2* 5,6% 5,4% 11,3%
(7,1341) (6,8028) (6,7104) (6,3525)
~ 1,1051 1,1288 1,1477 1,1609
1 2,1% 3,8% 5,0%
(0,6814) (0,7408) (0,6953) (0,7541)
~ 1,1161 1,0728 1,1319 1,0956
foXy 3,9% 1,4% 1,8%
(0,4459) (0,4289) (0,4507) (0,4385)
~ 1,1203 0,9033 1,1104 0,8683
s 19,4% 0,9% 22,5%
(0,3901) (0,3221) (0,3877) (0,3125)
~ 0,9396 0,8878 0,9167 0,8786
o 5,5% 2,4% 6,5%
(0,4678) (0,4240) (0,4426) (0,4076)
~ 1,1426 1,1719 0,8794 0,9118
s 2,6% 23,0% 20,2%
(0,4274) (0,4360) (0,3358) (0,3455)
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Tabela 4.7: EMV, EP e MR dos parametros do MEMC-SI com a amostra completa e

tirando as observacoes influentes.

Observacgoes eliminadas

Estimativas

Nenhuma 31 32 31, 32

0,0166 0,1483 -0,0820 0,0642

ay 791,0% 593,0% 285,6%
(1,4152) (1,4131) (1,4823) (1,4833)
-0,6350 -0,8472 -0,7740 -1,0012

al 33,4% 21,9% 57,7%
(1,2576) (1,2407) (1,3122) (1,2803)

R 0,2181 0,3548 0,1190 0,2958

as 62,7% 45,4% 35,6%
(1,2707) (1,3064) (1,3097) (1,3389)

R 1,8412 1,8217 1,9614 1,9696

oy 1,1% 6,5% 7,0%
(1,3487) (1,3708) (1,3098) (1,3281)

—~ 0,8986 0,8851 0,9122 0,8974

By 1,5% 1,5% 0,1%
(0,1426) (0,1429) (0,1509) (0,1519)

~ 1,0179 1,0454 1,0353 1,0668

B3 2,7% 1,7% 4,8%
(0,1097) (0,1113) (0,1162) (0,1171)

~ 1,1408 1,1259 1,1532 1,1363

B3 1,3% 1,1% 0,4%
(0,1377) (0,1421) (0,1426) (0,1470)

~ 1,0663 1,0708 1,0492 1,0520

B 0,4% 1,6% 1,3%
(0,1441) (0,1464) (0,1413) (0,1436)

R 9,3349 9,1802 9,2074 9,0371

e 1,7% 1,4% 3,2%
(0,9442) (0,9166) (0,9551) (0,9236)

R 13,4630 12,7967 12,9291 12,2680

G2* 4,9% 4,0% 8,9%
(5,4669) (5,2276) (5,2296) (4,9754)

~ 0,7885 0,8034 0,8231 0,8264

H 1,9% 4,4% 4,8%

(0,4890) (0,5320) (0,5066) (0,5467)

—~ 0,7921 0,7637 0,8112 0,7880

o5 3,6% 2,4% 0,5%
(0,2968) (0,2838) (0,3005) (0,2925)

~ 0,8192 0,6528 0,8133 0,6233

; 20,3% 0,7% 23,9%

(0,2775) (0,2293) (0,2761) (0,2223)

—~ 0,6773 0,6499 0,6678 0,6522

o 4,0% 1,4% 3,7%
(0,3193) (0,2963) (0,3022) (0,2854)

—~ 0,8415 0,8648 0,6651 0,6924

(o 2,8% 21,0% 17,7%
(0,2943) (0,2997) (0,2352) (0,2421)
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Tabela 4.8: Mudancas (em %) nas estimativas dos parametros dos modelos ajustados

depois de excluidas as observagoes 31 e 32.

Parametro | MEMC-N | MEMC-t | MEMC-SI
o 245.7% 3.6% 285,6%
Qo 151,4% 62,1% 57, 7%
a3 106,0% 5,9% 35,6%
ay 9,8% 4.8% 7,0%
51 1,4% 0,1% 0,1%
Ba 7.5% 51% 4.8%
B 1,2% 0,1% 0,4%
Ba 2.3% 1,2% 1,3%
[z 4,7% 2,9% 3,2%
o2 15,1% 11,3% 8,9%
01 9,1% 5,0% 4.8%
02 3,7% 1,8% 0,5%
03 22, 7% 22 5% 23,9%
o 10,7% 6,5% 3,7%
o5 32.8% 20,2% 17, 7%

Tabela 4.9: Dados de Chipkevitch et al. Comparacao das mudangcas relativas nos EMV

segundo a MRT para os trés modelos considerados.

MRT
MEMC-N  5,9647
MEMC-t  1,6931
MEMC-SI  4,4531
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Figura 4.8: Graficos de indices de M(0) para os modelos MEMC-N, MEMC-t e MEMC-
Sl segundo o esquema de perturbacao de ponderacao de casos considerando 10%, 30%,

50% e 70% de censura.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Neste trabalho foram estudados trés modelos com erros de medida e respostas censuradas.
Para cada modelo apresentado desenvolvemos estimacao por maxima verossimilhanca e
implementamos o algoritmo EM, fazendo uso de alguma de suas extensoes, para estimar
os parametros de regressao dos trés modelos estudados. Para validar as suposicoes e
identificar observacoes influentes dos modelos de regressao, desenvolvemos métodos de
diagnéstico. Para isto, desenvolvemos medidas de influéncia global e local baseadas na
curvatura normal conforme e derivamos expressoes matriciais sob o esquema de per-
turbacao de ponderacao de casos e perturbacao na covariavel. Em um exemplo com
dados reais ilustramos a potencialidade da metodologia de influéncia local no sentido de
detectar as observagoes que podem afetar os resultados inferenciais obtidos para o modelo

ajustado aos dados.

5.1 Perspectivas futuras

Como foco de trabalhos futuros sugerimos os seguintes temas de pesquisa:
1. utilizar o enfoque funcional para contornar a presenca de erros de medida;
2. estudar a influéncia local fazendo uso de outros tipos de perturbacao;

3. desenvolver metodologias de inferéncia sob o enfoque Bayesiano para o modelo

proposto nesta tese.
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Apéndice A: Provas das proposicoes.
A.1 Proposicao 1: Considere a representacao hierarquica do MEMC-NI dado em

(2.11)-(2.13). Entao,

T

1+020'Q7 ' " w(1+020'Q7'b)

x QbTQ_l i — 9
xi|Ui:Ui,Zi:ziNN<'u’ +0; (Z a,) o ) |

Prova:
Sabemos que

ind
Zi‘iﬁi, Ui=u; ~

Np<a’+b$iaui—1ﬂ>a
;| U; = u; d N(ux,ui_lai),
Uiiri\(JiH(ui;l/), i=1,...,n.

f (24, u4, 2;) _ S (i) f(s|wq) f (23|23, ug)

flodve 20 = T30 2y =7 Faflal) o Gl wd ()
1 (z—pa)?
x e_%(zi_a_bmi)T(Ui_lﬂ)*l(zi—a—bl’i) €7§<u;1}032:
7 - 2\
~4 (zi—a—br;) QN (2, —a—br;) + (z 2“"”)
= e O'I ’
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o1 0 0
0 ¢ -+ 0 2.0 1 o
Q= ¢ = ¢ ., entdo Q' = 91 e
o : 0" Oy 0" Q)
2
i 0 0 gzﬁp_
Xz O 1 Xz ZT;
Z;,—a—bx; = — — x; =
Y; o /6 Y, —a-— ﬁ.’BZ
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Assim, temos que
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¢2 (Xi02 + a6t + 310287 Vi — 930287 )
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¢2®%wf+¢ 028" 0, B)
X; X;
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Apéndice B: Calculo das estimativas no algoritmo ECM
e dos elementos da matriz de informacao observada.

B.1 Calculo das estimativas no passo CM
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