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Resumo

Esta tese propoe uma familia de processos de Cox multidimensionais com fungao inten-
sidade constante por partes e uma metodologia Bayesiana exata para se fazer inferéncia
estatistica nessa familia. A familia proposta é baseada no modelo Bayesiano Level-set pro-
posto por Dunlop et al|[2016]. A motivacao para se propor esses processos é o fato de
processos de Cox com intensidade constante por partes serem adequados para modelar diver-
sos fenomenos e, por serem mais simples, proporcionarem uma menor variabilidade quando
comparado a modelos em que a intensidade varia continuamente no espaco. Uma funcao de
ajuste de nivel, determinada por um processo Gaussiano latente, determina de forma flexivel
as regioes do espaco que apresentam intensidades constantes. Apesar da nao tratabilidade
da funcao de verossimilhanca e da dimensionalidade infinita do problema, a metodologia de
inferéncia proposta é baseada em um algoritmo MCMC (Markov chain Monte Carlo) que
converge para a distribuicao a posteriori exata da funcao intensidade e outras componentes
latentes do modelo. Isso significa que nao existe erro de discretizacao envolvido, como nas
metodologias existentes na literatura para abordar o mesmo problema. O algoritmo MCMC
utiliza técnicas recentes de simulacao estocéstica, como Pseudo-Marginal Metropolis e Pois-
son estimator. Finalmente, a metodologia proposta é utilizada em exemplos simulados e

reais para demonstrar sua eficiéncia e aplicabilidade.



Abstract

This thesis proposes a novel family of multidimensional Cox processes with piece-wise
constant intensity function and an exact Bayesian approach to perform statistical inference
in this family. This family is based on the Bayesian Level-set model proposed by [Dunlop
et al. [2016] and is motivated by the fact that such processes may be efficient to model a
variety of point process phenomena. Furthermore, due to its simpler form when compared
to continuously varying intensity functions, it is expected to provided more precise results.
A level set function depends on a latent Gaussian process to flexibly determines the regions
of the space with constant intensities. Despite the intractability of the likelihood function
and infinite dimensionality of the parameter space, the proposed methodology does not
resource to discrete approximations of the space (unlike competing methodologies in the
literature) and Monte Carlo is the only source of inaccuracy. This arises from an MCMC
algorithm that converges to the exact posterior distribution of all the unknown quantities
in the model. The MCMC algorithm relies on recent stochastic simulation techniques, such
as Pseudo-Marginal Metropolis and Poisson estimator. Finally simulated and real examples

are presented to demonstrate the efficiency and applicability of the proposed methodology.



Capitulo 1

Introducao

Processos pontuais modelam padroes de pontos distribuidos aleatoriamente em algum
espaco. Na maioria dos casos cada ponto representa o tempo e/ou a localizagdo de algum
evento de interesse, por exemplo, as localizagoes de crimes ou ocorréncias de uma certa
doenga em um determinado local. O espago pode ser bastante geral (reta real, plano carte-

siano ou espagos mais abstratos).

O processo pontual mais utilizado na literatura estatistica é o Processo de Poisson (PP),
que é definido de tal modo que, condicionado em uma fungao intensidade (FI), o nimero de
pontos em qualquer regiao segue uma distribuicao de Poisson e a distribui¢cao de pontos em

regioes disjuntas sao independentes.

Uma extensao interessante do Processo de Poisson é o processo de Cox, que é um processo
de Poisson nao-homogéneo onde a funcao intensidade é modelada estocasticamente. Proces-
sos de Cox também sao chamados de processos de Poisson duplamente estocastico. Existe
uma variedade de trabalhos que exploram este tipo de modelo, por exemplo Mgller et al.
[1998] propuseram o popular processo de Cox log-Gaussiano, no qual um processo Gaussiano
¢ usado para modelar o logaritmo da fungao intensidade (ver também Diggle [2013]). Porém,
fazer inferéncia estatistica neste tipo de processo é um problema complexo devido a dimen-

sionalidade infinita do PP e da FI e a intratabilidade analitica da fungao de verossimilhanca.



Por este motivo ja existem diversos trabalhos na literatura com o intuito de resolver este
tipo problema e o uso de aproximagoes baseadas em discretizacoes ¢ um dos métodos mais
utilizados (ver, por exemplo, Mgller et al. |[1998], Brix and Diggle [2001]). No entanto, o
uso de aproximagoes discretas apresentam algumas desvantagens e devem ser utilizados com
cuidado (Simpson et al|[2016]). Os principais problemas envolvidos neste tipo de aborda-
gem sao a producao de resultados tendenciosos e a dificil quantificacao do erro envolvido.
Além disso, o nivel de discretizacao necessario para obter bons resultados é desconhecido e
pode envolver um custo computacional impraticavel. Por fim, aproximacoes discretas podem
ocasionar uma descaracterizagao do modelo, comprometendo as propriedades desejadas do

modelo exato.

Estas limitagoes motivaram o desenvolvimento de solucoes exatas de inferéncia em pro-
cessos de Cox, onde a exatidao refere-se ao fato de que os métodos estao livres de erro de
discretizacao e a tnica fonte de imprecisao ¢ o erro de Monte Carlo. Por exemplo, (Gongalves
and Gamerman [2018] propuseram uma metodologia exata de inferéncia em processos de
Cox espaco-temporal, onde a funcao intensidade depende de um processo Gaussiano multi-
variado, a metodologia ¢ baseada na constru¢ao de um MCMC que amostra da distribuigao
a posteriori conjunta dos parametros e de varidveis latentes introduzidas no modelo. Outros
exemplos de metodologias exatas em classes de processos de Cox podem ser encontrados em
Gongalves et al.| [2017b] e Rao and Teh| [2013]. O primeiro propéem uma funcao intensidade
que depende de um processo de difusao e o segundo propoem uma funcao intensidade que ¢é

uma Cadeia de Markov em tempo continuo.

O objetivo deste trabalho é propor uma familia de processos de Cox multidimensionais com
funcao intensidade constante por partes e uma metodologia Bayesiana exata para se fazer
inferéncia estatistica nessa familia. Essa estrutura é obtida através de processos Gaussianos
em uma estrutura conhecida como Bayesian level-set models (Dunlop et al. [2016]) que,
através de uma funcao de ajuste de nivel, determina de forma flexivel interfaces entre regioces
geométricas. A motivacao para esta proposta é que, na pratica, podem existir problemas onde

a funcao intensidade é constante em pedacos no espago, porém, com essas partes definidas



de forma irregular. Além disso, essa estrutura é mais simples que modelos nos quais a FI

varia continuamente no espaco e, portanto, deveriam fornecer inferéncias mais precisas.

Hildeman et al. [2018] também considera um modelo de Cox com FI constante por partes
mas, apesar de usar a ideia dos modelos level set, considera na verdade a versao discretizada
deste modelo, baseada em uma discretizagao do espago em um grade regular. Desta forma,
as observagoes sao resumidas no nimero de pontos em cada sub-regiao da grade. Apesar de
mostrarem que a distribuicao a posteriori referente a versao discretizada do modelo converge
para a distribuicao a posteriori referente ao modelo continuo em variacao total, os autores
nao apresentam cotas superiores para o erro de aproximagao, mas apenas uma cota inferior
- O(hM*), para a taxa de convergéncia da distancia de variacdo total onde h representa o

comprimento do lado das sub-regioes quadradas.

Motivacoes praticas

Vaérios problemas reais motivam a construcao da metodologia proposta neste trabalho.
Por exemplo, observando estimacoes de fungoes intensidades continuas em aplicagoes reali-
zadas por outros trabalhos, podemos observar um comportamento que nos leva a acreditar
que a funcao intensidade possa ser satisfatoriamente modelada de forma a ser constante por
partes. Neste caso, espera-se que, por ser mais simples, a metodologia proposta obtenha
estimagoes mais precisas. Por exemplo, |Goncalves and Gamerman| [2018] analisaram um
conjunto de dados (disponivel no pacote R spatstat) referente a localizagdo de arvores da
espécie White oak em Lansing Woods, EUA. Para a estimacao da fungao intensidade utiliza-
ram uma metodologia Bayesiana para realizagao da inferéncia em processos de Cox onde a
funcao intensidade depende de um processo Gaussiano multivariado. A Figura mostra a
estimacao da funcao, indicando que um modelo com intensidade constantes em 2 ou 3 partes

poderia fornecer um bom ajuste dos dados.

Um outro exemplo, considerado em Frade| [2014], consiste em arvores da espécie Vochysia

Tucanorum localizadas na estacao ecoldgica de Assis no municipio de Assis, SP. Frade [2014]



Figura 1.1: Mapa da média a posteriori da funcao intensidade na aplicacao realizada por

Gongalves and Gamermanl [|2018|] (White oak in Lansing Woods, EUA).
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Figura 1.2: Distribui¢ao de arvores da espécie Vochysia Tucanorum por meio de sua-

vizacdo de Kernel na aplicacio realizada por [2014].

analisa os dados utilizando estimacao via Kernel para gerar estimativas apresentada na Fi-

gura[l.2] que fornece indicios de que a fungao intensidade pode ser constante em 3 ou 4 partes.
12012] estudou a correlagao entre casos de ébitos por neoplasias (cancer) relacionados a

radiacao eletromagnética e as localizagoes de fontes de campos eletromagnéticos notificados
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Figura 1.3: Distribuicao dos casos de 0bitos por neoplasias por meio de suavizacao de Kernel

na aplicacao realizada por .

no municipio de Belo Horizonte no periodo de 2000 a 2006. A Figura [1.3| apresenta as loca-
lizagoes dos ébitos (residéncia dos individuos) e o mapa de kernel correspondente, indicando

que a funcao intensidade poderia ser constante em 4 ou 5 partes.

Finalmente, além de se esperar uma precisao maior da metodologia proposta quando
comparada a modelos onde a FI varia continuamente com um PQG, é razoavel esperar que,
em algumas aplicagoes, o pesquisador tenha uma motivacao pratica para estimar uma FI

constante por partes, definindo assim uma particao do espaco analisado.
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Capitulo 2

Revisao da teoria

2.1 Processo de Poisson

Processos de Poisson sao amplamente utilizado para modelar padroes de pontos localiza-
dos aleatoriamente em algum espago S. Neste trabalho iremos nos restringir ao contexto

em que S =R%, d > 2.

Definigao 1 (Processo de Poisson em R?, Kingman| [1993]). Seja p uma medida o -finita
em S =R, Um processo de Poisson'Y em S com média p € definido como um subconjunto
enumeravel aleatorio 11 C S, de modo que, Y (A) € o nimero de pontos de I1 no conjunto

mensurdavel A € S, tal que:

1. Y(A) € uma varidvel aleatoria com distribuicio de Poisson com média p = p(A),

onde 0 < p < o0 e,

2. para quaisquer subconjuntos mensurdveis disjuntos Ay, ..., A, € S, as varidveis aleatorias

Y(Ay),...,Y(A,) sdo independentes.

Portanto, se (A) =0, P(Y(A) =0)=1 e se AM(A) =00, P(Y(A) =0) =

12



A medida p pode ser definida como uma funcao da intensidade A, que representa a
densidade média de pontos do processo. Desta forma p é dado pela integral de A com

respeito a uma medida d-dimensional:

Quando A varia de acordo com cada localizacao do espago, o processo ¢ denominado
processo de Poisson nao-homogéneo. Se A for constante, denominamos de Processo de
Poisson homogéneo e neste caso pu(A) = A A|, com |A| sendo a medida de Lebesgue de A

(se d =2, representa a area de A).

2.2 Processo de Cox

Um processo de Cox (Cox]| [1955]) é um processo de Poisson nao-homogéneo onde a fungao
de intensidade evolui estocasticamente. Esses processos tém sido amplamente utilizados em

uma variedade de areas para modelar fenomenos de padroes de pontos.

Definigao 2. Defina a funcio \(s) : RY — R* como um processo estocdstico que assume
valores nao negativos. Desta forma Y é dito ser um processo de Cox com fung¢ao intensidade

A(s) se a distribui¢do condicional de Y dado A(s) é um processo de Poisson com intensidade

A(s).

2.3 Processo (Gaussiano

Na literatura sobre processo de Cox é muito usual encontrar modelos onde a funcao
intensidade depende de um processo Gaussiano (Moller et al.| [1998], Diggle| [2013], Gongalves
and Gamerman| [2018]). Nesta tese, o processo Gaussiano serd uma ferramenta importante

na determinacao da particao aleatéria do espago com intensidades constantes.

13



Definicao 3. Um processo Gaussiano estaciondrio e isotropico 5 € um processo estocdstico
em algum espaco S C R?, tal que a distribuicdo conjunta do processo em qualquer colecdo

finita de pontos neste espaco é Gaussiana, ou seja, Yn >1 e s1,...,8, € 5:

(6(81)7"'7ﬂ(5n)) NN(/Laz)v (2'1)

onde i é o vetor de médias e ¥ a matriz de covaridancia, onde cov(B(s),B(s)) = o? e

cov(B(s), B(s")) = a?p(|s — §'|), com p sendo a fungdo de correlagio do processo e |s—s'| a

norma do vetor (s —s').

Existem diversas escolhas razodaveis para p na literatura, por exemplo, a familia exponen-

cial de funcoes de covariancias, que tem a forma:

1
p(ls —$') :JQea:p{—Q—ﬂ\s—s’P}, (2.2)

com 7 > 1 para gerar superficies diferencidveis. Esta escolha foi utilizada por |Gongalves

and Gamerman, [2018].

2.4 Algoritmo Metropolis—Hastings

O paradigma Bayesiano diz que a inferéncia é realizada por meio da distribuicao a pos-
teriori das quantidades desconhecidas no modelo. Porém, na maioria das vezes, obter esta
distribuicao nao é trivial e a solucao mais comum para este problema é utilizar métodos de
Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC). A teoria de MCMC é extensa e complexa,
uma discussao mais geral sobre o tema pode ser encontrada por exemplo em (Gamerman and
Lopes| [2006]. No caso Bayesiano, a idéia basica deste método é obter uma amostra (apro-
ximada) grande o suficiente da distribuigdo a posteriori de forma que o Teorema Ergddico

garanta a convergéncia da média ergddica de fungoes integraveis com relagao a posteriori.

Os algoritmos de MCMC mais utilizados sao o Gibbs sampling e o Metropolis-Hastings
(MH). O primeiro consiste em amostrar das distribuigoes condicionais de blocos de coordena-

das da posteriori. O segundo, define uma distribuicao proposta ¢(.) da qual, a cada iteracao

14



da cadeia, é proposto um valor 0° que é aceito com probabilidade «, tal que a reversibi-
lidade da cadeia com relacao a posterior: seja garantida. Em ambos os casos, é necessario
garantir a irredutibilidade e a aperiodicidade da cadeia para garantir a validade do Teorema
Ergédico. O Algoritmo (1] fornece os detalhes de um MH no contexto Bayesiano, ou seja,
quando 7(.) = m(A|y) é a distribuicdo a posteriori, sendo 6 as quantidades desconhecidas do

modelo e y os dados.

Algorithm 1 METROPOLIS-HASTINGS
Inicialize @ atribuindo-lhe um valor inicial 6°.

Para 1 =0,1,2,...
1 Proponha 6¢ ~ ¢(.|0%);
2 Com probabilidade

i en 1 . T(0%y)q(07]6°)
e G

faca 01 = 6¢. Caso contrario, 071 = ¢°.

Uma propriedade fundamental do algoritmo MH é que sé precisamos conhecer a parte
de 7™ que é proporcional a #, uma vez que as constantes sao canceladas na expressao da
probabilidade de aceitacao. Observe também que a cadeia pode permanecer no mesmo estado
por muitas iteracoes sendo que a taxa de aceitacao esta intimamente ligada as propriedades

de convergéncia da cadeia (ver Roberts et al.| [1997]).

2.5 Verossimilhanca intratavel e amostragem retros-

pectiva

Em muitos modelos estatisticos, o espaco amostral e ou paramétrico € infinito-dimensional.
Isso ocorre, por exemplo, na familia de modelos proposta nesta tese. Este tipo de situacao
geralmente leva a intratabilidade analitica da funcao de verossimilhancga e, consequentemente,
da densidade da posteriori. Isso significa que nao é possivel calcular o valor da probabilidade

de aceitacao do algoritmo MH a cada iteracao da cadeia. Além disso, a dimensionalidade

15



infinita do espaco paramétrico implica que a cadeia de Markov do algoritmo de MCMC

também serd infinito-dimensional.

A amostragem retrospectiva é uma possivel solucao para esse tipo de problema. De
forma geral, essa técnica é definida como qualquer algoritmo de simulacao estocastica onde
a ordem usual dos passos ¢ invertida sem prejudicar o resultado mas tal que possa se tirar
grandes vantagens dessa estratégia. Essa técnica é extremamente poderosa no contexto de
simulacao de variaveis aleatérias de dimensao infinita e no ganho de eficiéncia em termos de
complexidade e custo computacional. Mais especificamente, a ideia é simular apenas uma
representacao finita dessa variavel, de forma que o algoritmo em questao possa ser executado,
como por exemplo, o passo de aceitagao/rejeicao do algoritmo Metropolis-Hastings. Além
disto, esta representagao finita (e aleatéria) deve também permitir que, condicionado nela,
qualquer outra parte finita da variavel aleatéria seja simulada. No contexto desta tese, a
verossimilhanca é intratdavel e a amostragem retrospectiva sera aplicada no contexto dos

algoritmos Pseudo-Marginal MH e de Barker, discutidos a seguir.

2.5.1 Algoritmo Pseudo-Marginal Metropolis-Hastings

O algoritmo Pseudo-Marginal foi proposto por Andrieu and Roberts| [2009]. Suponha
que exista o interesse em implementar um algoritmo Metropolis-Hastings, mas que a den-
sidade a posterior: seja analiticamente intratavel e, portanto, nao seja possivel calcular a

probabilidade de aceitacao do algoritmo.

No contexto Bayesiano, temos que w(fly) o L(0,y)n(6), onde L(6,y) é a funcdo de
verossimilhanca do modelo e, portanto, podemos reescrever a probabilidade de aceitacao do

algoritmo Metropolis-Hastings da seguinte forma:

L(0°, y)m(6°)q(6"]6°)
L0, y)m(6")q(6°(6")

ANH — 1A (23)

Andrieu and Roberts [2009] mostram que se substituirmos L(6,y) por um estimador nao-

viesado e quase certamente maior que zero na probabilidade de aceitacao a g, a distribuicao

16



a posteriori é preservada como a distribuicao marginal da distribuicao invariante da nova
cadeia de Markov, aumentada com a componente aleatoria do estimador nao-viciado da ve-
rossimilhanca. Por este motivo, o método Pseudo-Marginal é visto como uma “aproximacao
exata” do Metropolis-Hastings. O Algoritmo [2| fornece os detalhes do Pseudo-Marginal no

contexto Bayesiano.

Seja N uma variavel aleatéria com densidade 7y e L uma funcéo tal que, E, [L(y, 0, N)] =

L(O,y), V€O, VyecY e L>0 quase certamente.

Algorithm 2 Pseudo-Marginal-Metropolis- Hastings
Inicialize a cadeia com (0, N) = (6°, NY).

Para 1 =10,1,2,...
1 Proponha 6¢ ~ ¢(.|0%) e N¢ ~ nn(.|N);
2 Com probabilidade

L(y,6°, N°)m(6°)q(6"]6°)
L(y, 0", N')m(607)q(6°|0")

OépM(Qi7QC) =1A

faga (9", N'*t1) = (6¢,= N¢). Caso contrario, (§°*1, N“*!) = (6", N).

2.5.2 Algoritmo de Barker

O algoritmo Metropolis-Hastings (MH) pertence a uma familia de algoritmos que apre-
senta uma mesma estrutura: propor um valor candidato do parametro € a partir de uma
distribui¢do com densidade ¢(.) e aceita-lo com probabilidade a que preserve a reversibili-
dade da cadeia com relacao a distribui¢ao de interesse. Os algoritmos se diferenciam pela
forma da probabilidade «, sendo o Metropolis-Hastings o algoritmo mais eficiente dessa
classe. Isso acontece porque o MH maximiza a probabilidade de transi¢ao global e, portanto
otimiza o mixing da cadeia, minimizando assim a variancia assintética de estimadores de
MC de fungoes em L£2(m(f]y)) para as quais vale um Teorema Central do Limite (ver Peskun
[1973]). Apesar disto, existem outras opgoes para a probabilidade de aceitacao que definem

algoritmos quase tao bons quanto o MH.
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Algumas propostas na literatura visam simular de um evento com probabilidade « direta-
mente, sem recorrer ao calculo da probabilidade de aceitacao. Nos referimos a esta estratégia
como simulagao de um evento de probabilidade desconhecida. No entanto, no caso do MH,
mesmo que um estimador nao viciado para a densidade a posterior: seja conhecido, nao é

possivel simular um evento com a probabilidade requerida (ver Latuszynski et al.|[2011]).

Uma alternativa para este problema é apresentada por |Gongalves et al.| [2017a], onde
os autores descrevem uma implementacao do algoritmo MCMC usando a probabilidade de
aceitacao do algoritmo de Barker [Barker, 1965| de forma que um evento dado por esta
probabilidade pode ser simulado sem a necessidade de calcular o seu valor. Basicamente, o
algoritmo necessita que se conheca um estimador nao viciado e quase certamente positivo
para a parte proporcional da densidade a posteriori. O algoritmo que simula o evento
desejado é chamado de 2-coin algorithm. O algoritmo Barker possui a seguinte probabilidade
de aceitacao (ja no contexto Bayesiano):

7(0°y)q(6°(6")
(0°ly)q(6°]0") + (6 [y)q(07]6°)

ap(t',0°) = - (2.4)

Pode-se mostrar que A
aMH(eZ’QC) i ne i ne
— s < ap(6,0°% < ayp(0,6°,

indicando que os dois algoritmos tém desempenhos semelhantes e o algoritmo de Barker ¢é

quase tao bom quanto o Metropolis-Hastings.

Segundo Gongalves et al.[[2017a], se um estimador ndo viciado e quase certamente positivo
para a parte proporcional da densidade a posterior: é conhecido, a probabilidade de aceitacao
do algoritmo de Barker’s pode ser reescrita na forma

C1p1

Gp = ———,
C1p1 + Capo

tal que ¢; e ¢y sao constantes positivas e conhecidas e p; e py sao probabilidades desconhe-
cidas mas tais que eventos com essas probabilidades podem ser simulados. Dessa forma, um

evento de probabilidade ap ¢é simulado da seguinte forma.
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Algorithm 3 ALGORITMO 2-coin PARA AMOSTRAR A PROBABILIDADE DE ACEITAGAO DE

BARKER
1 Amostre Cy ~ Ber <C—1>

c1+c2

2 Se Cy =1, amostre Cy ~ Ber(p;);
e Se (5 = 1; retorne 1;
e Se (U5 = 0; volte ao passo 1;

3 Se Cy =0, amostre Cy ~ Ber(ps);
e Se (U = 1; retorne 0;

e Se Uy = 0; volte ao passo 1.

O algoritmo 2-coin retorna 1 (aceita a proposta 6°) com probabilidade ﬁ e 0

(rejeita a proposta #°¢) com probabilidade ﬁ.

Esta abordagem pode ser vista como uma alternativa ao algoritmo Pseudo-Marginal des-
crito anteriormente, principalmente em cenérios onde a simulagao de um evento de probabi-

lidade proporcional a m(f|y) é possivel.
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Capitulo 3

Modelo Bayesiano para processos de

Cox Level-Set espaciais

Considere um processo de Poisson (PP) nao homogéneo Y = {Y(s) : s € S}, com
funcao intensidade Ag = {A(s) : s € S}, tal que A(s) : S — RT, onde S é alguma
regiao compacta em R? e S = {S},..., Sk} é uma particao aleatéria finita de S. Defina
A = (A1,...,Ax) como um vetor aleatério nao negativo. Baseado no trabalho de Dunlop
et al| [2016], Sk ¢ definida como uma fungao de conjuntos de niveis que determina regides
(interfaces) do espago que possuem intensidades constantes dadas por A. Portanto, para
cada sub-regiao Sy € S, temos um processo de Poisson homogéneo com intensidade Ag. Seja
c=(c1,...,cx_1) € RE7L com K € N fixo, tal que —0o = ¢y < ¢; < -+ < cx_1 < Cx = 00.

Considere o seguinte modelo Bayesiano hierarquico para Y':
(Y]As) ~ PP(As), (3.1)

As) = > Ndi(s), (3.2)
k=1

Sy = {s € S:a_1<pB(s)<c},Vk (3.3)
B~ PG(uY), (3.4)
¢ ~ prior (3.5)
e X Gamalog, i),V (3.6)
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onde I(s) é a fungao indicadora de s € Si e § é um processo Gaussiano com fungdes média
e covariancia dadas por p e X, respectivamente. Dessa forma, condicionado em (5, ¢, \),
Y, é um processo de Poisson homogéneo em S; com intensidade constante \;. Note que
o processo Gaussiano S e o vetor ¢ determinam somente a particao Sy, nao existindo
uma relacao direta entre eles e o valor da funcao intensidade. Além disso 3, ¢ e A\x sao

mutuamente independentes a priori.

O modelo proposto acima pode ser estendido para um modelo espago-temporal, de tal
forma que os dados podem ser visto como uma série temporal de processos pontuais, consi-
derando o tempo discreto. A dependéncia temporal do modelo pode ser definida através do

processo Gaussiano 3.

Fronteira das sub-regioes

O modelo proposto apresenta uma restricao com respeito as vizinhancas das sub-regioes.
A regiao 1 sé faz fronteira com a 2, a regiao k so6 faz fronteira com as regices k —1 e k+1,
para k=2,..., K — 1, e a sub-regiao K s0 faz fronteira com a K — 1. Isto ocorre devido a
forma que o modelo define as regioes e pelo fato do processo Gaussiano ser quase certamente

continuo. Note, porém, que ndo existe uma restricao com respeito a ordenacao dos \'s.

Na teoria isto parece ser algo muito restritivo, porém na pratica nao é necessariamente
um problema, uma vez que basta que exista uma pequena area das sub-regides sequentes
necessarias para que o modelo seja valido. Por exemplo, o modelo nao seria capaz de estimar
o caso da Figura , pois a regiao Sy faz fronteira com a S3. Porém, o que ocorrera se
ajustarmos nosso modelo para este caso é a identificacao de um dos trés casos presentes
na Figura que, na pratica, seria bom o suficiente. Além disso, uma estimativa da FI
produzida pela sua média a posterior:i seria ainda menos impactada devido a suavizacao das

fronteiras imposta pela maior incerteza acerca dessas.
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Sub-regido 2

Figura 3.1: Exemplo de configuragao nao contemplada pelo modelo proposto.

Sub-regido 2 Sub-regidio 3 Sub-regido 1

Figura 3.2: Situacoes que o modelo identifica.

3.1 Inferéncia para o modelo proposto

O principal objetivo do processo de inferéncia para a classe de modelos que estamos
trabalhando é a estimacao da fungao intensidade. Defina {sl}l}jl como as localizacoes de
Y e 0 ={\ ¢ B} como o vetor de todos os parametros do modelo, onde |Y| representa o

nimero de pontos em Y. Note que o modelo é nao-paramétrico devido a dimensao infinita

de S3.

A funcao de verossimilhanca do modelo proposto é obtida através da densidade de Y com

respeito a medida de um PP(1) em S [ver |Gongalves and Franklin, [2019] é dada por:

L(0,Y) o< exp {— Z )\kﬂk} H (Ak)m' ) (3.7)

=1

onde py e |Yi| sdo a drea e o nimero de observagoes da regiao Sy, respectivamente.
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A funcao de verossimilhanca do modelo proposto nao é identificivel, uma vez que para
cada ponto do espago paramétrico temos um conjunto nao-enumeravel de valores para os
quais a funcao de verossimilhanca assume o mesmo valor. Para facilitar o entendimento,
redefina § como 8 = p+ of* com * ~ N(0,1,), onde I, é a matriz de covariancia com
0% = 1, construida de tal forma que as correlacoes do processo 3 sejam mantidas. Qualquer
transformacao do tipo p* = au+m, o* = ac e ¢, = m+acg, Ym € R% a € R, Vk definem
a mesma partigdo Sk, fazendo com que L(u*,o*,¢*,\) = L(p,0,¢,\). Este problema pode
ser resolvido, sem perder a flexibilidade do modelo, fixando os parametros ¢ = (c1, ..., cx_1)
ou fixando os hiperparametros (p,0?) do processo Gaussiano. Iremos adotar a segunda

restricao por facilitar a implementagao computacional do algoritmo de MCMC.

Outro problema de identificabilidade é o label-switching, em que as sub-regioes e seus
respectivos X's podem se inverterem, resultando na mesma verossimilhanga. Uma forma de
resolver este problema seria impor uma ordenacao para os \'s, porém devido as carateristicas
do modelo e da informacao minima que se espera de qualquer conjunto de dados, acredita-se

que o problema de label-switching nao ocorrera.

Sob o paradigma Bayesiano, a inferéncia de 6 é baseada na distribuicao a posteriori

7(0]Y"), que tem densidade proporcional & densidade conjunta de (Y, #), dada por:

7(0,Y) = L(6,Y)r(0) (3.8)
= L(8,Y) wa)] [Hw<ck>f<cl<...<c“>] mrc(5)
X €exp {_ Z )\k,uk} [H (>‘lc)‘Yk| ﬂ-()‘k)] [1__[ 7T-(Ck>I(01<~~~<Ck—1)] 71—PG(6>7

com mw(A), m(ck) e mpg representando as densidades a priori de Ay, ¢ e [, respectivamente.

Devido a complexidade de w(#]Y"), serd proposto um algoritmo MCMC para gerar uma
amostra (aproximada) desta distribuigao. O algoritmo consiste em simular uma cadeia de
Markov que tem a distribuicao a posteriori conjunta como sua distribuigao invariante e para
a qual seja valido o Teorema Ergddico. Note, porém, que ¢ analiticamente intratavel,
ou seja, nao ¢é possivel calcular seu valor pontualmente. Isto inviabiliza a execucao de um

algoritmo Metropolis usual. Além disto, a simulacao direta de qualquer distribuicao condi-
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cional completa é também invidvel. Uma maneira de solucionar este problema seria o uso de
aproximacoes discretas mas, como discutido anteriormente, existem diversas desvantagens
que nos motivam a desenvolver uma metodologia de inferéncia exata. A solucao proposta

aqui serd baseada em uma combinacao de técnicas recentes de simulacao estocastica.

Um dos motivos da intratabilidade de (3.8]) é que o processo Gaussiano [ tem dimensao
infinita. Uma solugao para lidar com esta questao é o uso da técnica de amostragem retros-
pectiva, descrita no Capitulo 2, que nos permite executar o algoritmo MCMC revelando o

valor do processo  apenas em uma quantidade finita (e aleatéria) de localizagoes.

Outro motivo da intratabilidade é que os p;’s nao podem ser calculados. Uma possivel
solucao seria avaliar o processo Gaussiano em um nuimero suficientemente grande de loca-
lizagOes e aproximar esses valores. Porém, isto seria inviavel computacionalmente, devido ao
alto custo em se simular um processo gaussiano. A solugao para resolver este problema sera a
construcao de um algoritmo Pseudo-Marginal Metropolis que, como descrito anteriormente,
substitui a funcao de verossimilhanca por um estimador nao viciado da mesma na expressao
da probabilidade de aceitacao do Metropolis. Desta forma, a distribuicao a posteriori é
preservada como a distribuicao marginal da nova cadeia de Markov. No nosso caso, este
estimador nao-viesado da verossimilhanca é obtido através de uma técnica conhecida como

Poisson Estimator, que sera explicada em mais detalhes na préxima secao.

3.2 Pseudo-Marginal para o modelo proposto e o Pois-

son FEstimator

Para a construcao do algoritmo Pseudo-Marginal é necessario encontrar um estimador

nao-viesado para a verossimilhanca, o que significa obter um estimador nao-viesado de M =
K

erp — 5 Ailtg ¢, pois L(6,Y) = aM, onde a é conhecido. Um estimador nao-viesado de
k=1

M ¢ derivado a partir dos estimadores nao-viesados dos py’s. Porém, como M é uma funcao

nao linear dos uy;’s, esta derivagao nao é trivial e, conforme mostrado a seguir o estimador
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desejado é funcao de uma quantidade aleatéria de Gy ’s. Utilizando o Poisson FEstimator

(ver Beskos et al. [2006], Fearnhead et al.| [2008]), obtemos o seguinte estimador para M .

Proposicao 1. Um estimador nao-viesado para M ¢é dado por:

Sar — N, \ ™
L, HSAm M ™ Ak
—e H ( S ) , (3.9)

onde N = g(N*,X\*), com X\ = (A — M), Ay = mkax{)\k} e A\p = mk@n{)\k}. N* é um
processo de Poisson com intensidade 1 no cilindro de base S e altura de 0 a +00. A func¢ao
g € a projecao dos pontos de N* em S que tém altura menor que \*. Portanto, N é um

processo de Poisson homogéneo em S com intensidade \*.
Note que os pontos de N irao determinar a representagao finita do processo Gaussiano (3
no contexto da amostragem retrospectiva. O estimador M tem as seguintes propriedades.

Proposicao 2. A variancia do estimador M € finita e uma fungao decrescente em §.

Prova das Proposicoes 1 e 2: Ver apéndice O

3.2.1 Relacao do Poisson Estimator com a constante ¢

A escolha de § é determinante na eficiencia do algoritmo. Pensando no custo computa-
cional é importante escolher um § que nao seja muito alto, pois quanto maior o ¢, maior
o numero de localizagoes de [ necessarios para calcular o estimador. Por outro lado, se o
valor de ¢ for muito baixo o estimador pode apresentar uma variancia alta, prejudicando o
mizing do MCMC. Desta forma, é importante escolher um ¢ que leve em conta todas estas

informacoes.

Com o objetivo de analisar essa relacao, foi realizado estudos de simulagao considerando

alguns cendrios em uma regiao S = (0,10) x (0, 10).
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e Cenério 1: K =2, com (A =2,u; =70) e (Ay =5, ug = 30).
e Cendrio 2: K =2, com (A =2,u1 =76) e (A2 = 10, iy = 24).

e Cendrio 3: K =3, com (A = 1.55, 3 = 60), (A2 =4, 2 =24) e (A3 =09, u3 = 16).
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Figura 3.3: Graficos de § x log(C'V[M]) e gréaficos de § x CV[M] para os cendrios 1, 2 e 3,

respectivamente.

Os resultados mostram que, de forma geral, o coeficiente de variagao (CV) é maior para
maiores diferencas entre os valores dos A;’s. Os exemplos apresentados fornecem uma boa

ideia da escala de variacao do estimador em funcao dos A;’s. Em situacoes reais, estimagoes

26



§ || CV(M) - cendrio 1 | CV (M) - cenério 2 | CV (M) - cenério 3
2 2.131667e+07 3.387645e+18 7.078779e+04
3 3.235796e+-04 3.387645e+18 9.851781e+02
4 1.808042e4-03 5.988528e+08 1.461673e+4-02
D 3.540936e+02 8.886111e+06 4.959360e+01
6 1.241383e4-02 5.631939e+05 2.472082e+01
7 5.978586e+01 8.034761e+-04 1.519689e+-01
8 3.489072e+01 1.888558e+-04 1.060249e4-01
9 2.307146e+01 6.168881e+03 8.029813
10 1.662144e+-01 2.531924e+03 6.432753
11 1.273170e+-01 1.225508e+-03 0.364151
12 1.020428e+-01 6.708016e+02 4.607498
13 8.464894 4.034276e+02 4.047609
14 7.212192 2.611801e+02 3.618526
15 6.276299 1.793203e+-02 3.280184

Tabela 3.1: Coeficiente de variacao de M com diferentes §’s para os cendrios 1, 2 e 3,

respectivamente.

empiricas dos A;’s podem ser utilizadas para se escolher o valor de § a ser utilizado. Resta
ainda verificar a performance do algoritmo MCMC proposto em funcao da escolha do ¢,

como serd feito no Capitulo 5.

Uma boa estratégia é, sempre que K for maior que 3, agrupar os k’s em grupos de 2
(e, se k for impar, um grupo de 3), que tenham os A;’s correspondentes mais proximos, e

utilizar um Poisson Fstimator para cada termo na fatoracao correspondente de M .
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Capitulo 4

MCMC

A inferéncia para o modelo proposto sera realizada via MCMC, mais especificamente,
um algoritmo Pseudo-Marginal Metropolis , dada a intratabilidade analitica da funcao de
verossimilhanga. Como o vetor (6, N*) de quantidades desconhecidas possui componentes
de natureza bem distinta - tanto topoldgicas quanto em relagao ao papel desempenhado no
modelo, um algoritmo que amostre todo o vetor conjuntamente dificilmente sera eficiente.
Por este motivo, considera-se a amostragem por blocos sendo que, para cada bloco, a proba-
bilidade de aceitacao é proporcional a probabilidade do algoritmo que amostra todo o vetor

conjuntamente. Os seguintes blocos sao definidos

(v sy {0 Ad

A probabilidade de aceitacdo de um movimento (6, N*) — (6, N*) é dada por
#(6,N*) q(6, N*|6, N*)
(0, N*) q(0, N*|0, N*)’

1A (4.1)

onde

K . [ Nkl
HON") = e [H (Fos) o wm] rOmra(d)  (42)

e N* é proposto de um PP(1) no cilindro de base S e altura de 0 a +o0o ou qualquer
outra distribuico que constitua uma cadeia de Markov em N* que tenha o PP(1) como

distribuicao invariante.
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4.1 Amostragem do N*

Por ser um processo de Poisson em um volume infinito, o processo N* tem infinitos pontos
quase certamente e, portanto nao pode ser amostrado em sua totalidade. Note, porém,
que a probabilidade de aceitacao do Pseudo-Marginal Metropolis depende de N* apenas
através dos pontos com altura menor que A*. Desta forma, esta componente é amostrada

retrospectivamente, apenas abaixo do valor de \*, conforme necessario.

Outro aspecto importante relacionado a esta componente é o fato de definirmos a cadeia
de Markov em funcao de N* e nao diretamente em funcao de N. O motivo é que, por ter
distribuicao dependente de A\*, a componente N sé poderia ser amostrada conjuntamente
com \*, caso contrario, nao teriamos um estimador nao viciado para M. Além disso, como
explicado anteriormente, deseja-se evitar a amostragem conjunta de componentes muito
distintas. Por fim, note que a distribuicao de N* nao depende de nenhuma outra componente

do modelo e, por isso, essa componente pode ser amostrada separadamente das demais.

A probabilidade de aceitacao em - sugere que propor N* diretamente de um
PP(1) levard a uma taxa de aceitagdo muito baixa, prejudicando severamente a convergéncia
da cadeia. Alternativamente, definimos uma distribuicao proposta que define uma cadeia
de Markov com distribui¢ao invariante dada por um PP(1). Note que tal escolha preserva
a probabilidade de aceitagao em —. A ideia é que, a cada iteracao, proponha-se
adicionar ou remover um ponto ou preservar os pontos atuais de N* abaixo de A*. No
entanto, o numero de pontos de N* nessa regiao sera tipicamente muito alto e, portanto, o
mixing dessa componente serd muito lento. Para resolver esse problema, dividimos a regiao
S em uma grade regular de m regioes e definimos cada um dos m cilindro de zero a \*, com
as respectivas bases, como um bloco no MCMC, no qual a distribuicao proposta descrita
anteriormente é utilizada. Note que, quanto maior o valor de m, menor serd a taxa de

aceitacdo (quando se adiciona ou remove um ponto) deste passo.

Resultados empiricos sugerem que o nimero de regioes m aproximadamente igual a me-

tade do nimero médio de pontos de N é uma escolha robusta.
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Defina n; como sendo o numero atual de pontos na j-ésima das m regioes e A como
sendo o volume de cada uma dessa regioes, ou seja, \*u(S)/m. A distribuigao proposta com

relagao ao ntimero de pontos é dada por:

(mymy +1) = — 4.
q TL], n] - A + n] + 17
Y sen; >0;
q(ngn; —1) = ¢ ’ (4.3)
0, se nj = 0;

q(nj,n;) = 1—{q¢(nj,n;+1)+q(n;,n; —1)}.

Calculos simples mostram que a distribuicao Poisson(A) é reversivel para a cadeia definida
acima (ver Apéndice [7). A invariancia do PP(1) para a cadeia ¢ garantida estabelecendo
que: i) quando se propde adicionar um ponto, esse é amostrado uniformemente no volume
da respectiva regido; ii) quando se propoe retirar um ponto, esse é escolhido aleatoriamente

entre os pontos existentes.

Para cada uma das m regies, a probabilidade de aceitacdo de um movimento N*® —

K | Nk () —| Ny, | )
O — Ak
=1 _— 4.4
o= T (523) 3 (41

k=1

N*©) ¢

onde NO = g(N*®) A\*). Note que o calculo dessa probabilidade pode ser massivamente

simplificado dadas as caracteristicas da distribui¢ao proposta.

Por fim, note que a atualizagao de N* acima de \* ¢é feita de forma retrospectiva de um
PP(1). Na pratica, isso significa que, caso um valor de \* maior que o anterior seja amos-
trado ao longo da cadeia, os pontos de N* com altura entre esses dois valores é amostrado

diretamente de um PP(1).

4.2 Amostragem dos \'s via Pseudo-Marginal

Propomos uma amostragem conjunta dos \'s com distribuicdo proposta dada por um

passeio aleatério Gaussiano. A matriz de covariancia da proposta, deve ser tal que a taxa

30



de aceitacao varie entre 0.234 e 0.4. Sendo esta em torno de 0.4 para K = 2 e 0.234 para
K > 5 |Roberts et al., |1997].

A probabilidade de aceitacdo de um movimento A — \(©) é

( © _ y@) M
PN — Ay o 1 Yel
o H( ) ()
K @ @)\ Vel Y
RNCE § R o)
¢ GING) Ak

)

\ J

4.3 Amostragem dos )\'s via Barker

Uma alternativa ao algoritmo Pseudo-Marginal Metropolis é o Algoritmo de Barker des-
crito no Capitulo 2. Sua implementacao é, no entanto, invidavel, dado o alto custo compu-
tacional que teria cada loop do algoritmo 2-coin. Porém, sua implementagao é viavel para
atualizar os parametros )\ individualmente em alguns casos. O uso do algoritmo de Barker
apenas para esses parametros significa que, para tais, a variavel auxiliar N* do algoritmo
Pseudo-Marginal é integrada fora e, portanto, a atualizacao desse bloco caracteriza o al-
goritmo de MCMC como um Collapsed Gibbs Sampling [Liu, 1994]. Nao é ébvio qual das
alternativas para amostrar A é mais vantajosa. Por um lado, o passo via Barker elimina
totalmente a variabilidade extra de N* levando a um melhor mizing da cadeia. Por outro
lado, o custo do algoritmo 2-coin pode ser bem mais alto que o custo do Pseudo-Marginal.

Comparacoes empiricas serao apresentadas e discutidas no Capitulo 5.

A densidade condicional completa de A\, marginalizada com respeito a N* é dada por

m(Ae|.) oc e AL (4.5)

Neste caso, um passeio aleatorio uniforme é mais adequado que um Gaussiano pois evita
a forte penalizacao do custo computacional do algoritmo 2-coin imposta pelas caudas da
proposta Gaussiana [ver (Gongalves et al., 2017a]. A probabilidade de aceitacdo de um

movimento /\,(f) — )\,(f) é
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(A7) el (4.6)
o = . i) 7 :
’ ()\I(:))‘Yﬂe_uk)‘;:) + (/\1(;)>‘Y’“|e_“k’\g>

que pode ser reescrita como

1 (c) ().
TN o Se ALl <A
WAL
A c
k
_ )\ Ykl )
WY (B) e (@7)
M se )\(C) > /\(l)
() V! (@ @, k ks
<)‘1<c_)> —pEp O =ALT)
L\

que na formulagao do algoritmo 2-coin apresentado na secao tem:

A\ 1Ykl
A(® (i) () ;
eci=1,p=1,c= (—/\fc)> e py = e M AT ge /\,(:) < )\,(j);
k

[Y|
N _ () _(®) i
e ¢ = (@) , pL=¢€ pre (A7 =Xy, )7 Cy = le P = 1, Se )\l(:) Z )\’(;)

Isto significa que, para executar o passo Barker via algoritmo 2-coin é necessario simular
eventos de probabilidade M = e #*% para dj, > 0 conhecido. Para tal, derivamos um esti-

mador nao-viesado para My, que esteja em [0, 1] quase certamente, via Poisson Estimator.

Proposicao 3. Um estimador nao-viesado para My € dado por:

|Z|
N 1

(\/_2 g ]_ _ —

k} ( 5*) 7

onde Z € um processo de Poisson homogéneo com intensidade 6*dy em S e |Zy| € o nimero

de pontos de Z pertencentes a regiao Sy, com 0* > 1.

Prova: Ver apéndice [7] O

4.4 Amostragem do processo (Gaussiano

Primeiramente, note que a amostragem do processo Gaussiano (PG) latente 5 deve ser

feita de forma retrospectiva, dada sua dimensionalidade infinita. Isso significa que o PG
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serd sempre amostrado em uma quantidade finita de localizagoes - {Y, N}, de forma que a
decisdo de se aceitar ou nao a superficie de S proposta possa ser tomada. Além disso, [
pode ser amostrado em qualquer outra localizacao, como serd necessario nos passos de A e

N, condicionado as demais localizacoes ja amostradas.

Temos ainda o problema do termo 7pg(5) aparecer na expressao da probabilidade de
aceitagao do algoritmo Pseudo-Marginal. Para resolver esse problema, adotamos a prior: de
S como distribui¢do proposta, o que permite cancelar o termo 7wpg(f). Note porém, que
esta escolha levard a taxas de aceitagdo muito baixas, por ser uma proposta independente
e nao conter informagao sobre a posteriori contida nos dados. Para mitigar esse problema,
escolhemos, a cada iteracao do MCMC, um conjunto finito e aleatério de localizagoes onde
o PG nao serd atualizado. Essas localizagoes sao escolhidas uniformemente dentre as loca-
lizagOes atuais de N, de forma que o niimero de localiza¢oes escolhidas é uma proporcao fixa
pn de |N|. A escolha dessa proporcao impacta diretamente no mizing da cadeia (quanto
maior a proporgao, maior a taxa de aceitagao) e, por essa proposta assemelhar-se a um tipo
de passeio aleatorio infinito-dimensional, essa proporcao deve ser escolhida de forma que a

taxa de aceitagao de [ seja préoxima de 0.234 [Roberts et al., [1997].

A probabilidade de aceitacdo de um movimento % — B ¢

ag=1A ﬁ OAm = A e ()\k)\Yklc—lYkV (4.8)
’ At — A ’

k=1

4.5 Amostragem do c

A amostragem do vetor ¢ é feita de forma conjunta, propondo de um passeio aleatério
uniforme de mesmo raio para todas as componentes do vetor. Caso a ordenacao dessas com-

ponentes seja preservada na proposta, um movimento ¢ — ¢(©) é aceito com probabilidade

K RACEIAG
OAm — A

k=1
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4.6 Aspectos computacionais

Custo computacional do Processo (Gaussiano

O custo computacional associado a simulacao de um Processo Gaussiano é um aspecto
extremamente relevante em algoritmos que envolvam essa tarefa. A simulagao de uma distri-
buigao normal n-dimensional tem um custo O(n?®). No nosso caso esta dimenséao é dada por
|Y'|+|N| e, tipicamente, serda muito alta levando a um alto ou até mesmo impraticavel custo
computacional. Existem diversas abordagens na literatura, principalmente de geoestatistica,
para lidar com esse problema e, dentre as mais apelativas, estao aquelas exatas, ou seja, que
definem um processo (muitas vezes Gaussiano) vélido para modelar a componente original
e, portanto, preservam a validade do paradigma Bayesiano. Nos recorremos a uma dessas
estratégias que, basicamente, zera a correlacao entre pontos a partir de uma certa distancia.
Esta estratégia pode ter um impacto negativo em contextos onde o modelo depende mais
fortemente do processo Gaussiano, como em modelos geoestatisticos (quando o PG é parci-
almente observado) e processos de Cox em que a FI é uma func¢ao continua do PG como em
Gongalves et al|[2017b]. Porém, esse nao é o caso do modelo aqui proposto e, portanto, é

razoavel esperar que a eficiéncia do modelo nao seja comprometida.

A nova fungao de covariancia de § é definida em funcao de um raio R fixo de forma que

cov(B(s), B(s)) = o*, cov(B(s), B(s') = o®p(|s — 5| e

exp { —L|s — | sels—¢§| <R
p<8,8/>: p{ 272| | }’ | |— .
0, sels—s|>R

Como a abordagem tratada aqui é baseada em zerar covariancias a partir de uma certa
distancia utilizando uma matriz de covariancia exponencial, que é originalmente positiva-
definida, isso implica que a matriz apresentada também seja positiva-definida (ver Banerjee

et al.[[2014]), fazendo com que o processo resultante seja um processo Gaussiano valido.

Como dito anteriormente, os parametros do PG serao fixos. Em particular, iremos adotar

=0, 0> =1. Além disso, para que a definicao dos demais parametros da funcao de cor-
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relagao e outras quantidades fixas do modelo/algoritmo, como § e R, possa ser padronizada
e baseada nos exemplos apresentados nesta tese, iremos sempre considerar uma escala para
S que tenham escala igual ou parecida com uma area de lado 10. Neste caso, e baseado
nos resultados de Gongalves et al. [2017b|, adotamos 72 = 2 e v = 3/2. A escolha do raio
R sera baseada na distancia maxima possivel entre dois pontos no espago S, uma escolha
razoavel seria escolher R de tal forma que ele representa entre 5% e 10% desta distancia
méxima. Por exemplo, se S for (0,10) x (0,10), a maior distancia entre dois pontos seria

/200 = 14.14 e o valor do raio neste caso estaria entre 1 e 2.

Passos virtuais do MCMC

Apesar da estratégia descrita acima ajudar a controlar o custo relacionado a simulacao
do processo Gaussiano, esse custo ainda pode ser severamente prejudicado se houver a acu-
mulacao de muitas localizacoes onde o PG é simulado. Em principio, isso pode ocorrer devido
a sucessivas rejeicoes do passo Metropolis do 8 e nos passos de A\ e N, que tipicamente vao

requerer a simulagao de § em novas simulacoes.

A dimensionalidade infinita do algoritmo e o contexto de amostragem retrospectiva ofe-
recem uma solucao sofisticada e muito eficiente para esse problema. Basicamente, sao adi-
cionados passos virtuais ao algoritmo MCMC nos quais § ¢ atualizado em S\ {Y, N} via
Pseudo-Marginal e propondo do PG a priori. Como a probabilidade de aceitacao desse
passo nao depende de [ nas localizacoes a serem amostradas, a proposta é sempre aceita.
Note, porém, que [ nao precisa ser inicialmente amostrado nessas localizagoes (amostragem
retrospectiva) e, portanto, na prética, esse novo passo consiste simplesmente na eliminagao
de todos os valores do § atual j& amostrados em S\ {Y,N}. Esse passo virtual serd im-
plementado apds todo passo do Gibbs sampling onde o conjunto de localizacoes amostradas
de p em S\ {Y,N} é nado vazio e, com isso, a acumula¢ao de pontos nao ocorrerd. Mais

especificamente, isso ocorrerd apos toda atualizagao dos blocos A e N*.
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Outros aspectos importantes

A escolha do valor de K é extremamente relevante para a aplicacao da metodologia
proposta nesta tese. Sugerimos que essa escolha seja baseada em uma estimacao empirica,
de baixo custo computacional, da funcao intensidade. Em particular, utilizamos a funcao
Kernel2d do pacote Splancs [Rowlingson et al., [2012], disponivel no software R [Team et al.,
2013], que utiliza suavizacao via kernel. A escolha do K deve considerar o trade-off entre
ajuste e parcimonia. Deve-se ter em mente o “alcance” da distribuicao de Poisson, ou seja,
que parte do espaco de estados é confortavelmente acomodada pelo desvio-padrao dessa
distribuicao. Além disso, note que a adequacao de um modelo com FI constante por partes

também pode ser empiricamente avaliada com base nessa estimativa.

Outra importante etapa da metodologia proposta é a escolha dos valores iniciais do al-
goritmo MCMC. Uma escolha robusta que se mostrou eficiente nos exemplos a serem apre-
sentados no Capitulo 5 é a seguinte. Os valores iniciais das intensidades sao definidos como
A = %, Vk. Ja os valores iniciais de 8 e ¢ sao escolhidos dentro da escala da distribuicao
normal padrao e de forma que os valores de [ sao iguais para todos pontos que pertencam

a mesma sub-regiao inicial, sendo as sub-regioes definidas com base na estimacao empirica

citada acima.

Apesar do processo de estimacao dos parametros ¢’s estar bem estabelecido, é razodvel
argumentar que esses parametros nao sao fortemente identificados pelos dados e que, por-
tanto, o processo de inferéncia nao seja prejudicado se esses forem fixados. Naturalmente,
os valores a serem fixados devem estar de acordo com a escala do PG (normal padréao) e
condizentes com o valor de K fixado. Por exemplo, os valores de ¢ podem ser os que dividem

a reta real em K intervalos de mesma probabilidade sob a distribui¢ao normal padrao.

No que diz respeito a escolha de ¢, a proposicao 2 diz que a variancia do Poisson Estimator
é uma funcao crescente de § e sabe-se que, de forma geral, quanto maior for essa variancia,
pior é o mizing da cadeia Pseudo-Marginal [Andrieu and Vihola, 2015]. Porém, quanto

maior o valor de ¢, maior é o custo computacional de cada iteracao do MCMC, ja que o
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nimero médio de pontos em N é pg(dAy — Ay). Desta forma, a escolha de § deve levar em

conta esse trade-off, além dos resultados empiricos da secao [3.2.1

Finalmente, espera-se que a coordenada A seja a mais impactada negativamente pela
variancia do estimador da funcao de verossimilhanca. Isso se d& por esse estimador ser mais
impactado, de forma geral, por essa coordenada. Dessa forma é razoavel adotar a estratégia
de ser fazer miltipla atualizagoes de A\ a cada iteragao do Gibbs sampling |Green and Miral,

2001}, [Zuanetti and Milan, 2016].
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Capitulo 5

Estudos de simulacao

Neste capitulo sao apresentados uma cole¢ao de exemplos simulados com a metodologia
proposta nesta tese. Os objetivos gerais sao investigar sua eficiéncia com relagao a modelagem
e inferéncia. Os objetivos especificos sao varios e incluem:

1. Anaélise de sensibilidade com relacao as escolhas de R, § e K ;

2. Comparagao entre os algoritmos Barker e Pseudo-Marginal para \;

3. Avaliar a possibilidade de se fixar os valores de c.

Todos os conjuntos de dados simulados consideram S = (0, 10) x (0, 10). As comparagoes

de diferentes algoritmos sao baseadas no tempo por amostra efetiva, definido como

Tempo total do algoritmo

= . 5.1
tamanho efetivo de amostra (5:1)

No caso do objetivo especifico 3, foram testadas duas configuracoes distintas para ¢ nos
estudos simulados 1 e 2 e resultados praticamente indistinguiveis foram obtidos. No caso do
estudo 1, foram utilizados os valores 0 e 0.5 para c; e, no estudo 2, os valores ¢; = —1,¢c5 =1

ecp=—0.5,c0=0.5.
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Com relacao ao objetivo 2, os estudos de simulagoes nos quais foram implementados os
dois algoritmos de atualizacao de A\ evidenciaram um custo computacional significativamente
maior quando o algoritmo Barker era utilizado (ver apéndice . Além disso, para se obter
a versao desse algoritmo a ser utilizada para comparacao com o algoritmo Pseudo-Marginal,
é necessario fazer escolhas nao triviais de parametros relacionados a sua implementacao.

Portanto, recomenda-se, de forma geral, o uso do algoritmo Pseudo-Marginal para amostrar

A.

No caso da analise de sensibilidade da especificacao do raio R, estudos simulados mos-
traram que escolhas dentro da faixa recomendada, de 5% a 10%, retornaram resultados

praticamente indistinguiveis.

As escolhas dos valores iniciais das regioes e do valor de K sao feitas através de uma
andlise visual dos graficos produzidos pela estimagao empirica da FI via Kernel (ver Figura

[7.1). Em todos os estudos, é gerada uma cadeia de tamanho 1000, com um burn-in de 200.

As regites estimadas a posteriori serao apresentadas através de dois graficos, que repro-
duzem a média e a moda a posteriori da funcao intensidade. Para isso foi feito uma grade
com 41 x41 = 1681 areas regulares na regiao S. O primeiro gréafico é produzido baseando-se
no valor da média a posteriori do centréide de cada area. Ja para a produgao do gréafico da
moda, é verificado a qual regiao k£ o centréide 7, para i = 1,..., 1681, pertenceu mais vezes

e, entao, esse centréide é vinculado ao valor da média a posteriori de \.

5.1 Estudo de simulacao 1

Para avaliar o desempenho do modelo quando K = 2 e realizar uma analise de sensibi-
lidade para R e 9§, foi gerado um conjunto de dados com 290 pontos em S, com A\; = 5,
A =2, up = 30 e up = 70. Para o mesmo conjunto de dados foram considerados os

seguintes cenarios:

e Cenario 1: 6 =5 e R=1;
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e Cenario 2: =8 e R=1;
e Cenario 3: 6=12e R=1;

e Cenario4: =8 e R=1.5.

A andlise de sensibilidade para o ¢ é baseada na comparacao dos cenarios 1, 2 e 3 e a
analise para o raio R, na comparacao dos cenérios 2 e 4. A Tabela traz o valor de YT

para as cadeias dos A;’s e de [(6,y), nos quatros cendrios, sendo

K

1(6,y) = log(M) + Y _ |Yillog(Ae)- (5.2)
k=1

De forma geral, o cenério 2 apresenta os melhores resultados. O aumento de § = 5 para

0 = 8 ocasionou uma melhora no mizing das cadeias que compensou o aumento do custo

computacional. J4 o aumento de § = 8 para d = 12 nao gerou uma melhora do mizing

que compensasse o aumento do custo computacional, como pode ser visto na Figura no

apéndice.

Em relagao a comparacao na analise de sensibilidade do R, o cendario 2 é mais eficiente
computacionalmente do que cendrio 4. Além disso, as estimativas obtidas para a FI nos dois

cenarios sao bem parecidas, sendo um pouco mais suave, como era de se esperar, no cenario

4 (ver Figura no apéndice).

Os trace-plots das cadeias dos parametros do Cenario 2 estao disponiveis na Figura [7.4]
indicando convergéncia da cadeia. As taxas de aceitagao de cada coordenada do MCMC e
os valores dos parametros fixos sdo apresentados na primeira coluna das Tabelas [7.1] e

no apendice, respectivamente.

A regiao verdadeira e a funcao intensidade estimada pela média e moda sao apresentados
na Figura 5.1 A média e o desvio padrdo a posteriori de (A1, \2), sao (5.286,2.065) e
(0.443,0.168), respectivamente. Note que o modelo foi eficiente na estimagao dos parametros

e na identificacao das regioes verdadeiras.
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Cenaério 1 | Cenario 2 | Cenario 3 | Cenario 4
Tempo (min) 37 154 507 688
A1 0.179 0.361 1.308 1.74
T (seg) | Az 0.077 0.192 0.634 3.326
16, y) 1.414 1.357 13.615 31.960

Tabela 5.1: Valores do Tempo (min) e de T nos cendrios 1, 2, 3 e 4.

Figura 5.1: Regiao verdadeira (esquerda) e os graficos das estimagoes da média (meio) e da

moda (direita) a posteriori da FI para o cendrio 2.

5.2 Estudo de simulacao 2

Para avaliar o desempenho do modelo quando K = 3 e realizar uma analise de sensibili-
dade para a escolha do valor de K, foi gerado um conjunto de dados com 333 pontos em 5,
onde \y =9, Ay =4, A3 =155, uy =16, us = 24 e us = 60. Para esse mesmo conjunto
de dados o modelo proposto foi ajustado com K =2, K =3 e K =4.

As taxas de aceitacao de cada coordenada do MCMC e os valores dos parametros fixos
do caso K = 3 podem ser vistos na segunda coluna das Tabelas e no apéndice,
respectivamente. As regides e as funcoes intensidades estimadas pela média a posteriori
para os trés casos sao apresentadas na Figura 5.3 e a regiao verdadeira pode ser vista na

Figura[5.2l A média e o desvio padrao a posteriori do vetor A sdo apresentados na Tabela

6.2
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Note que para o caso K = 3, o modelo foi eficiente na estimacao dos parametros e
na identificacao das sub-regioes verdadeiras. Ja para o caso K = 2, o modelo identificou
corretamente a regidao com maior area (com intensidade verdadeira igual a 1.55), mas a
segunda regiao foi identificada como a juncao das duas regioes com areas menores. Ja os
resultados para K = 4 sugerem fortemente que o modelo com K = 3 é adequado, isso pode
ser notado tanto pelo grafico da estimagao a posteriori da fungao intensidade, quanto pela

proximidade das estimacoes do A3 e \4.

10

—6

Figura 5.2: Regiao e FI real para o estudo de simulagao 2.

Veja que a estrutura do modelo proposto nesta tese nos permite identificar com mais
facilidade se um K maior do que o necessario esta sendo utilizado. Portanto, o ajuste com
modelo com mais de um K pode ser considerado, juntamente com a analise empirica da FI

estimada via kernel, para escolher o K definitivo a ser utilizado.
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Figura 5.3: Gréficos da estimagao da média a posteriori nos casos em que K = 2 (esquerda),

K =3 (meio) e K =4 (direita).

Caso K =2 | Caso K =3 | Caso K =4

Média | 6.102 9.385 9.425

M bevio | 0382 0.768 0.836
Média | 1.602 3.768 3.842

2 Mbevio | 0.165 0.374 0.386
Média 1.561 1.611

% | Desvio 0.1645 0.2685
Média 1.661

A4
Desvio 0.234

Tabela 5.2: Média e desvio-padrao a posteriori dos \'s para os casos com K =2, K =3 e

K =4.

5.3 Estudo de simulacao 3

Para avaliar o desempenho do modelo quando K = 2, mas S é dividido em mais que
duas sub-regioes, foi gerado um conjunto de dados com 408 pontos, onde A; = 10, Ay = 2,

M1:266M2:74.

As taxas de aceitacao de cada coordenada do MCMC e os valores dos parametros fixos

podem ser vistos na terceira coluna das Tabelas [7.1] e [7.2] no apéndice, respectivamente.
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A regiao verdadeira e a funcao intensidade estimada pela média e moda a posteriori
sao apresentados na Figura A média e o desvio padrao a posteriori de (A, A2), s@o
(10.081,1.987) e (0.654,0.169), respectivamente. Note que o modelo foi eficiente na es-

timagao dos parametros e na identificacao das sub-regides verdadeiras.

o oo 9 o g e®d L. 7 O 0”8 4o 7 4
8 S H I S L.
T 5 P ¢ . T e oL
- . . P o . . L e ., .. .
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Figura 5.4: Regiao real (esquerda) e os graficos das estimagdes da média (meio) e da moda

(direita) a posteriori da FI para o estudo simulado 3.

5.4 Estudo de simulacao 4

Para avaliar o desempenho do modelo quando K = 4 foi gerado um conjunto de dados
com 408 pontos em S, onde \; =2, \y =3.52, A3 =5, \y =10, p3 =30, po =24, pu3 =25
e [y = 21.

As taxas de aceitacao de cada coordenada do MCMC e os valores dos parametros fixos

podem ser vistos na quarta coluna das Tabelas e no apéndice, respectivamente.

A regiao verdadeira e a funcao intensidade a posteriori estimada pela média e moda sao
apresentados na Figura . A média e o desvio padrao a posteriori de (A1, A2, Az, Ag), sdo
(2.164, 3.216,5.275,11.089) e (0.283,0.380,0.467,0.898), respectivamente. Note que o mo-

delo foi eficiente na estimacao dos parametros e na identificagao das sub-regides verdadeiras.
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Figura 5.5: Regiao real (esquerda) e os graficos das estimagoes da média (meio) e da moda

(direita) a posteriori da FI para o Simulagao 4.
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Capitulo 6

Aplicacao

Neste capitulo o modelo proposto nesta tese sera aplicado em trés conjuntos de dados
reais. As mesmas especificacoes de tamanho de cadeia e burn-in dos estudos simulados sao

consideradas nos exemplos deste capitulo.

6.1 Aplicacao 1

Nesta secao sera analisado um conjunto de dados referente as localizacoes de arvores em
Lansing Woods, Condado de Clinton, Michigan, EUA. Esses dados estao disponiveis no pa-
cote spatstat do R (Baddeley et al.| [2015]) e consiste nas localizagoes de 448 carvalhos
brancos (White oak) em uma édrea com tamanho original (924 x 924 pés), que redimensio-

namos para (0,10) x (0, 10).

Para a escolha do valor de K, foi feita uma anélise visual do grafico reproduzido pela
estimagao empirica da FI via Kernel (ver Figura [7.10). Como nao ficou claro se o mais

indicado seria um K = 3 ou K =4, o modelo foi ajustado para os dois casos.

A média e o desvio padrao a posteriori do vetor A sdo apresentados na Tabela 6.1} Note

que, para o caso K = 4, o modelo identificou que a regiao S é particionado em 3 regioes,
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isso pode ser notado pela proximidade das estimacoes do A; e Ay, sugerindo que o modelo

com K = 3 ¢é mais adequado.

Caso K =3 | Caso K =4

Média | 2.337 2.738

M Devio | 0.252 0.295
Média | 4.839 2,225

2 Desvio | 0.373 0.295
Média | 7.771 5.069

S MDesvio | 0.504 0.406
Média 7.972

Ag
Desvio 0.609

Tabela 6.1: Média e o desvio padrao a posteriori dos \'s para os casos com K =3 e K =4

da Aplicacao 1.
As taxas de aceitagao de cada coordenada do MCMC e os valores dos parametros fixos para
o caso K = 3 podem ser vistos nas primeiras colunas das Tabelas[7.3]e[7.4] respectivamente.

A funcao intensidade a posteriori estimada no caso K = 3 pela média e moda sao
apresentados na Figura [6.1] Note que mesmo o modelo sendo constante por partes, existe

uma suavidade entre as fronteiras das partigoes.
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Figura 6.1: Graficos das estimagoes da média (esquerda) e da moda (direita) a posteriori da

FI para a Aplicagao 1 (caso K = 3).

6.1.1 Comparacao da qualidade da predicao entre a metodologia

proposta e um modelo em que a FI varia continuamente

Este estudo tem como objetivo comparar a metodologia proposta nesta tese com uma

que considera um modelo em que a funcao intensidade é uma funcao continua de um pro-

cesso Gaussiano. Em particular, consideramos a metodologia proposta em |Goncalves and|

\Gamerman| [2018], que também executa inferéncia exata na classe de modelos proposta.

Essa comparagao é feita baseada na estimacao da esperanca a posterior: da FI integrada
em determinadas regides. Em particular, consideramos as regices S, S; = (5, 7) x (8, 10)
e Sy =(8, 10)x (4.5, 6.5). Esse tipo de estimagao é 1itil, por exemplo, quando se pretende
fazer predicao de replicagoes do processo observado. Apesar da intratabilidade analitica da

fungao de interesse, estimadores de Monte Carlo nao-viesados podem ser obtidos utilizando

a metodologia apresentada em |Gongalves and Gamerman, [2018] (segao 4.3), baseada em
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varidveis auxiliares uniformemente distribuidas nas areas de interesse. O estimador nao-

viesado para a FI integrada em uma regiao S; ¢ o seguinte:

H(SHAU), 6.1)

sendo 4(5;) a dreade S; e U ~ U(S;). Com o intuito de diminuir a variancia a posteriori
do estimador obtido, a area de interesse é dividida em quadrados regulares de lado 1 e uma
variavel uniforme em cada quadrado é introduzida. Os resultados sao apresentados na tabela

0.2l

As estimativas pontuais sao relativamente parecidas para os dois modelos, porém, mais
préximas do numero real de pontos nas respectivas regioes para o modelo proposto nesta
tese. Esse modelo também apresenta menores variancias, como ja se esperava, dado sua

estrutura mais simples.

Modelo proposto | Modelo continuo

Yl Meédia | Desvio | Média | Desvio

S | 448 | 451.12 | 23.36 | 449.82 | 25.84
Sy | 27 | 31.08 2.38 22.25 3.19
Sa | 9 9.37 1.03 12.39 4.49

Tabela 6.2: Média e desvio-padrao a posteriori do estimador.
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Figura 6.2: Graficos da FI estimada pelo modelo proposto e pelo modelo continuo de

Goncalves and Gamermanl [|2018|].

6.2 Aplicacao 2

Nesta segao serd analisado o conjunto de dados que registram as localizagoes de 584

pinheiros (Pinus palustris) em uma regido de 200 x 200 metros no sul da Geérgia (EUA).

Esses dados também estao disponiveis no pacote spatstat do R (Baddeley et al. [2015]),

com area S redimensionada para (0,10) x (0, 10).

A escolha dos valores iniciais das regioes e do valor de K sao feitas através de uma analise
visual dos gréficos reproduzidos pela estimagao empirica da FI via Kernel (ver Figura.
Como na aplicagao anterior, houve uma divida em relagao a escolha do K. A vista disso,
o modelo foi ajustado para K =3 e K = 4. A média e o desvio padrao a posteriori da
FI para os dois casos sdo apresentados na Tabela [6.3] e, como os valores estimados para dois
N's intermedidrios do caso K = 4 sao parecidos, considerando-se as escalas das respectivas

distribuicoes Poisson, optamos pelo modelo com K = 3.

20



Caso K =3 | Caso K =4

Média 3.814 2.833

M Desvio | 0252 0.390
Média 5.002 4.117

Ao Desvio 0.551 0.461
Média 11.667 5.381

* MDesvio | 0721 0.688
Média 10.686

A4
Desvio 0.697

Tabela 6.3: Média e desvio-padrao a posteriori dos \'s para os casos com K =3 e K =4

da Aplicacao 2.

As taxas de aceitacao de cada coordenada do MCMC e os valores dos parametros fixos para
o caso K = 3 podem ser vistos na segunda coluna das Tabelas[7.3 e respectivamente. A
fungao intensidade a posteriori estimada (caso K = 3) pela média e moda sao apresentados

na Figura [6.3]

12

Figura 6.3: Gréficos das estimagoes da média (esquerda) e da moda (direita) a posteriori da

FI para o Aplicacao 2 (caso K = 3).
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6.3 Aplicacao 3

Nesta segao sera analisado o conjunto de dados que registram as localizagoes de 678
particulas decorrentes da fabricacao de um filtro de bronze pelo método de sinterizacao,
obtido por Bernhardt et al|[1997]. Para a coleta dos dados, um filtro é cortado em uma
area retangular 18 x 7mm, identificando a posicao e o raio de todas as particulas. Essas

informagoes estao disponiveis no pacote spatstat do R (Baddeley et al.| [2015]), conforme

mostra a Figura [6.4]
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Figura 6.4: Distribuicao das particulas de bronze disponivel do pacote spatstat do R, com

os tamanhos da particulas proporcionais ao seu raio.

Para manter a relagao da escala original, redimensionamos a area S para (0,10) x (0,4).
A escolha dos valores iniciais das regioes e do valor de K sao feitas através de uma andlise
visual dos gréficos reproduzidos pela estimagao empirica da FI via Kernel (ver Figura [7.10).
O gréfico reproduzido empiricamente sugere um K = 4. No entanto, como a regiao central
apresentou cores parecidas, considerando as escalas das respectivas distribuicoes Poisson,

ajustamos o modelo para K =3, K =4 e K =5.

A meédia e o desvio padrao a posteriori da FI para os dois casos sao apresentados na Tabela
[6.4. Note que os dados foram bem ajustados para o caso K = 5, isso pode ser notado pela

diferenca nas estimagoes dos \’s, sugerindo que esta configuracao é a mais adequada.
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Caso K =3 | Caso K =4 | Caso K =5

Média | 5.824 6.427 6.408
M Desvio | 0.803 0.685 0.736

Média | 15.636 15.712 14.691
2 Desvio | 0.993 1.602 1.428

Média | 27.191 19.949 19.355
8 Devio | 1467 1.937 1.942

Média 27.131 24.012
M Desvio 1.616 1.801

Média 35.359
As

Desvio 2.852

Tabela 6.4: Média e desvio-padrao a posteriori dos N's para os casos com K =3, K =4 e

K =5 da Aplicacao 3.

As taxas de aceitacao de cada coordenada do MCMC e os valores dos parametros fixos

para o caso K = 5 podem ser vistos na terceira coluna das Tabelas[7.3|e[7.4] respectivamente.

A funcao intensidade a posteriori estimada (caso K = 4) pela média e moda sdo apre-
sentados na Figura[6.5 Note que existe uma divisdo natural onde cada partigdo possui uma
maior concentragao de particulas com um mesmo raio, além disso o nimero de particulas

diminuem a medida que os diametros aumentam. Esses tipos de informagoes podem ser tteis

para avaliar o processo de sinterizacgao.
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Figura 6.5: Gréficos das estimagoes da média (esquerda) e da moda (direita) a posteriori da

FI para o Aplicagao 3 (caso K =5).

o4



Capitulo 7

Consideracoes Finais

Nesta tese, foi proposta uma metodologia Bayesiana para modelagem e inferéncia so-
bre padroes de pontos espaciais para os quais seja razoavel assumir as propriedades pro-
babilisticas do processo de Poisson, com a suposicao adicional de que a funcao intensidade
seja constante por partes. O modelo proposto consiste de um processo de Cox onde a FI é
definida pelas curvas de nivel de um processo Gaussiano latente, o que permite estruturas
bem flexiveis para particionar o espaco considerado. Além disso, a metodologia para se fa-
zer inferéncia teve como principal paradigma, a inexisténcia de qualquer erro/aproximagao

baseado em discretizagoes do espaco continuo.

Foi proposto um algoritmo MCMC infinito-dimensional e eficiente o bastante para ser
aplicado em problemas de tamanho razodavel. O algoritmo utiliza técnicas recentes de si-
mulacao estocastica, como Pseudo-Marginal Metropolis, amostragem retrospectiva e Poisson
Estimator. Em particular, a amostragem retrospectiva permitiu uma consideravel redugao

no custo computacional através de passos virtuais ao longo do algoritmo.

Através de estudos simulados, mostrou-se que a metodologia proposta permite uma solugao
eficiente para modelar e estimar diferentes configuragoes de regides. Foram também realiza-
das analises de sensibilidade com respeito a escolha de algumas especificacoes relacionadas

ao modelo e ao MCMC - §, R e K, tendo sido obtidos resultados esclarecedores.
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Os estudos aplicados apresentaram resultados satisfatérios, reforcando que, na pratica,
podem existir problemas onde os dados sao adequadamente acomodados por um processo
com funcao intensidade constante por partes. Por meio de uma comparagao entre a meto-
dologia proposta e uma na qual a FI varia continuamente como fungao de um PG, foram

obtidas predi¢oes mais precisas com a primeira.

Todos os c6digos foram cuidadosamente desenvolvidos na linguagem Ox [Doornik| [2009] e
os graficos foram construidos através do software R (Team et al.| [2013]). Os cédigos estao

disponiveis mediante solicitacao a autora desta tese.

O trabalho aqui proposto motiva o desenvolvimento de pesquisas futuras que considerem,
por exemplo, a extensao da metodologia proposta para o caso espago-temporal, de tal forma
que os dados possam ser vistos como uma série temporal em tempo discreto de processos
espaciais, referente a uma regiao em comum. A dependéncia temporal do modelo seria
definida através do processo Gaussiano. Além disso, outro ponto a ser estudado seria a
viabilidade de se estimar o parametro K, apesar dos resultados aqui apresentados mostrarem

total viabilidade em se aplicar a metodologia proposta quando este é fixado.
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Apeéendice

Prova da Proposicao 1

Demonstragao. Defina I, = I(s,) como a fungao indicadora do n-ésimo ponto de N
Sp € Sy e I =(I,...,1|n)), onde I, = (In1,..., Ink) ~ Mult (1, l’f,...,’;—’;) e, portanto,

E(Ly) = Z—g e pglye ¢ um estimador nao-viesado para py. Assim:
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K
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Prova da Proposicao 2

S — A ) | N |

Demonstragio. Vamos calcular a variancia de M, = H ( 3\ \
M — \m

Para cada k = 1,..., K, temos que Ny ~ PP (\*) e, portanto, |Ng| ~ Poisson(uz\*).

Temos que
N ~ 2 .
VCLT[Ml] == E[Ml ]— E[Ml]
- ﬁE (5AM—A >2'NK'] o (MM —M)'NK']
Pl OV — A Pl OV — A

s (m — M )”NK' _ i <5AM — Mk )Qj exp{ =t (6Ans = Am)} [0 (X 0r — AV’
oAy — A = oA — A j!
- (3]
= S LA L e — A}
Jj=0 J:
Iy — M\e)?
= exp {MkéAMM_ A B _ i (OAnr — Am)}
E 5)\M — )\k INK| _ io: 5)\]\/[ — )\k J exp{—uk(5)\M — )\m)} [,uk(é)\M — )\m)]J
Ny — A O — Ay g!
> s — )
- Z L1 M| )l exp{—pr(0Anr — Am) }
j=0 J:
= exp {p(0An — M) — i (0Aar — Am) }
= exp{—u( M — Am)}
Assim
K 2| Ng| K 2
O — Mg B O — i
fe(2)" - - (2]

e

k=1

()" oo 2]
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Portanto,
K 2
A oAy — A
Var<M1> = exp{ Zuk O — A [ (—5)\M )\k)]}
M =™ \m
K
- eXp{ 22% (A — A }

=1
e, consequentemente,

Var(M) = exp {—2pusAn} Var <M1> :

Finalmente,

aVar(Ml B e — M\’

onde Kk € R.

Prova da Proposigao 3

Demonstracao. Defina I, = I;(z;) como a fungao indicadora do i-ésimo ponto de Z z; € Sy

eI =(I,...,I;z),onde I = (I, ..., It) ~ Muit (1 mo “—K> e, portanto, E(Iy) = L&

T ps? ’ ps Hs

e pusly € um estimador nao-viesado para piy. Assim:

N [ 1 |Zk|
EizjiMy] = Bz (1—5)

_z 0 psdy — psdy \ 1!
I 0* sy

|Z|
0" psdy, — pslidy
= Lz | Enz H< 5 psds

=1

_z 5 psdy — pdy 7!
12 5*,U/Sdk

o5 nsdy Z (6* usdy, — puwdy)’ _emkd —

q
=0 J:
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Prova reversibilidade da cadeia de N*:

Demonstracao. Dizemos que uma distribuicao m é reversivel para a cadeia de Markov com
distribuicao de transicao ¢ se

m(x)q(z,y) = 7(y)aly,z) Yo,y € X,
onde X é o espaco de estados da cadeia.

No nosso caso, a distribuicao 7 é uma Poisson(A) e a distribuigao de transigao definida

em (4.3)) é tal que

Ae” A A . AMem A
nl A+n+1 nl(A+n+1)

7(n)g(n,n + 1) =

Atle= A n+1 Artle= A

m(n+Lg(n+1,n) = n+ D)l A+(n+1) nl(A+n+1)

o que prova o resultado desejado.
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Resultados estudos de simulacao

10

Figura 7.1: Estimacao empirica via Kernel da FI para a escolha do valor de K e das regioes
inciais da Simulacao (esquerda-1° linha), Simulagao (direita-1° linha), Simulagao
(esquerda-2° linha) e Simulagao (direita-2° linha).

61



0.8+

06+

047

024

00

T T T T T
0 5 10 15 20

T
25 30

15

20

T
25 30

25 30

0

10

20 30 40

50

25 30

~

25 30

Figura 7.2: Autocorrelacao de Ay, A2 e log(l(0,y)) referentes aos cendrios 1 (linha 1), 2

(linha 2) e 3 (linha 3) do estudo de Simulagao
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Figura 7.3: Estimagao da média a posteriori da FI para os cendrios 2 (esquerda) e 4 (direita)

do estudo de Simulagao .
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Figura 7.4: Trace Plots para as cadeias de A\ (esquerda), Ay (meio) e log(i(@,y)) (direita)
referente ao cendrio 2 do estudo de Simulacao

Figura 7.5: Autocorrelacao de A\, Ao, A3 e log(f(@,y)) referentes ao caso K = 3 do estudo
de Simulagao
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Figura 7.7: Autocorrelacao de \;, Aa, Az, As e log(lA (0,y)) referentes ao estudo de Simulagao

@.

Estudo 1(cenario 2) | Estudo 2 | Estudo 3 | Estudo 4
6] 0.272 0.261 0.200 0.238
N 0.854 0.839 0.828 0.837
A 0.336 0.353 0.390 0.331

Tabela 7.1: Taxa de aceitacao das cadeias dos parametros referentes aos estudos de si-

mulacoes , e .
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Tabela 7.2: Valores dos parametros que sao fixos nos estudos de simulacoes , e

|BZI|.

Estudo 1(cenario 2) | Estudo 2 | Estudo 3 | Estudo 4
Variancia da proposta A\ 0.16 0.10 0.10 0.12
c 0 (—0.5,0.5) 0 (—0.7,0,0.7)
m 1936 2704 2916 2500
PN 0.5 0.30 0.50 0.90
o 8 6 6 5

Comparacao algoritmo Barker e Pseudo Marginal:

Pseudo-Marginal

Barker

A1 | 29.567

A2 || 41.861
log(L(0,y)) 9.705

1.662
0.390
9.763

Figura 7.8: Valores de

presenta o tamanho efetivo da amostra, re-

Tempo

o onde n.sy re-

ferente ao estudo de Simulagao [5.1] para os

métodos Barker e PM.

4 8

8 10

Figura 7.9: FI estimada pelo modelo Barker
para o exemplo de simulacao .
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Resultados Aplicacao

Figura 7.10: Estimacao empirica via Kernel da FI para a escolha escolha do valor de K e das

regioes iniciais da Aplicacao (esquerda), Aplicagao (meio) e Aplicagao (direita).

Aplicagao 1 | Aplicagao 2 | Aplicagao 3

Ié] 0.288 0.201 0.280
N 0.834 0.831 0.849
A 0.373 0.353 0.383

Tabela 7.3: Taxa de aceitacao das cadeias dos parametros nos estudos aplicados e

FE'.

Aplicagao 1 | Aplicagao 2 | Aplicagao 3

Variancia da proposta A 0.12 0.15 0.3
c (—0.5,0.5) (—0.5,0.5) (—0.7,0,0.7)

m 2500 2500 1296

PN 0.80 0.6 0.75

) 7 3 2.5
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