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� `� zS\v N\^S TM LVTSO TSO {\^MZZNQ^SZMO ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ��
� `� zS\Nv N\^S TM LVTSO TM }MN]MU XV ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ��
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²CJ�FI

k MO^NTS TS U�^STS TS \|]RMS � rVO^V\^M TXYN\TXTS \V MO^XU V[bS \bS³QVZVU�^ZX]V
QVZV WjZXVO YN\[�MO \V MO^V^_O^X]V ` LM\^ZM MRVO P ^MU³OM V YN\[bS TM TM\OXTVTM M V
YN\[bS dNV\^_RX]V P T XO]N^XTVO \MO^V TXOOMZ^V[bS QVZV TVTSO ]M\ONZVTSO ´ TXZMX^V ` K
dNMO^bS QZX\]XQVR \MO^M U �^STS � V MO]SRaV TS QVZµUM^ZS TM ONVWXgV[bS ¶ P ]S\aM]XTS \V
RX^MZV^NZV ]SUS v V\MRV ` k U �^STS TM WVRXTV[bS ]ZNgVTV QVZV OMRM[bS TM ¶ ^MU OXTS
rVO^V\^M MO^NTVTS \V MO^XU V[bS TV YN\[bS TM TM\OXTVTM ` �MO^V TXOOMZ^V[bS P M\]S\^ZV³
OM NUV VWVRXV[bS TS U �^STS NOV\TS TXO^ZXrNX[bS ·MXrNRR ` K v V\MRV OMRM]XS\VTV QSZ MO^M
U �^STS ONrMO^XU V V v V\MRV ^MqZX]V TVTV MU hVZZS\ M yVTeM^^ ®����¯ ` uU zaVeVO ®����¯
YSX YMX^S S U MOU S MO^NTS ]SU V TXO^ZXrNX[bS \SZU VR ]aMeV\TS VO U MOU VO ]S\]RNO�MO `

yVZV V YN\[bS dNV\^_RX]V P S U �^STS TS �SS^O^ZVQ � MUQZMeVTS \V OMRM[bS TM ¶ `
K v V\MRV OMRM]XS\TV � TVTV QMRS U M\SZ MZZS dNVTZj^X]S U �TXS V^ZVW�O TVO VU SO^ZVO
rSS^O^ZVQ ` obS VWVRXVTSO \MO^M ^Mx^S VReN\O X\^MZWVRSO TM ]S\fV\[V QZSQSO^SO MU
yVTeM^^ M waSUrO ®����¯ M zaM\e ®����¯ ` �VO OXUNRV[�MO ZMVRXgVTVO QVZV VO TXO³
^ZXrNX[�MO ·MXrNRR M RSe\SZU VR QVZV WjZXSO ^VU V\aSO TM VUSO^ZVO P Q MZ]Mr MN³OM dNM
QVZV Q MZ]M\^XO U M\SZMO SN XeNVXO V U MTXV\V P S X\^MZWVRS TM ]S\fV\[V TVTS MU
zaM\e ®����¯ OSrZMOOVXN VSO X\^MZWVRSO TM ]S\fV\[V TVTSO QSZ yVTeM^^ M waSUrO ®����¯ `
tj QVZV S QMZ]M\^XO U VXSZMO dNM V U MTXV\V \bS aSNWM TXYMZM\[V M\^ZM SO X\^MZWVRSO TM
]S\fV\[V `

u\]S\^ZV³OM VX\TV \S f\VR TMO^V TXOOMZ^V[bS P S VReSZ^XUS QVZV S ]jR]NRS TSO MO^X³
U VTSZMO `

yVRVWZVO zaVWMO ¸ ¹ º »¼½¾ ¿ÀÁÂÃ ÄÅ¾ÆÇ È ÉÁ¾Å¾ Ê ¾¾ÁÀÁÆÄË Ç È ÉÁ¾Å¾ ÅÄ ÌÄ¼ÂÅÄÍÎ¾
ÏÆÐÑÄÅÄÇ ÒÐÓÍÎ¾ Å½ Ô ½ÓÀÂÅÄÅ½Ç ÒÐÓÍÎ¾ ÕÐÄÓÁÖ¼Â»ÄÇ ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ Å½ Ï¾ÓÙ ÄÓÍÄÚ
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waM nMZ\MR U M^aST XO RVZeMRm NOMT X\ \S\QVZVUM^ZX] MO^XU V^XS\ SY U V\m O^V³
^XO^X]VR YN\]^XS\O ` KUS\e ^aMU VZM ^aM TM\OX^m YN\]^XS\ V\T ^aM dNV\^XRM YN\]^XS\
TXO]NOOMT X\ ^aXO TXOOMZ^V^XS\ YSZ ZXea^³]M\OSZMT TV^V ` waM UVX\ XOONM X\ ^aXO U M^aST
XO ^aM ]aSX]M SY ^aM rV\T· XT^a a ` waM ]ZSOO³WVRXTV^XS\ UM^aST YSZ ^aM OMRM]^XS\ SY
a aVO r MM\ RVZeMRm O^NTXMT X\ ^aM MO^XU V^XS\ SY ^aM TM\OX^m YN\]^XS\ ` waXO TXOOMZ^V³
^XS\ QZMOM\^O V\ MWVRNV^XS\ SY ^aM U M^aST X\ ^aM ]VOM SY ^aM ªMXrNRR TXO^ZXrN^XS\ `
waM rV\T· XT^a OMRM]^MT rm ^aXO U M^aST N\TMZMO^XU V^MO ^aM ^aMSZM^X]VR S\M eXWM\ X\
hVZZS\ V\T yVTeM^^ °����± ` zaVeVO °����± ]S\TN]^MT ^aM OVU M O^NTm · X^a ^aM \SZ³
U VR TXO^ZXrN^XS\ ZMV]aX\e ^aM OVU M ]S\]RNOXS\O `

sSZ ^aM dNV\^XRM YN\]^XS\ P ^aM �SS^OZVQ U M^aST XO NOMT X\ ^aM OMRM]^XS\ SY a `
waM OMRM]^MT rV\T· XT^a XO eXWM\ rm ^aM OU VRRMO^ U MV\ dNVTZV^X] MZZSZ YSN\T X\ ^aM
rSS^O^ZVQ OVUQRMO ` oSU M ]S\fTM\]M X\^MZWVRO QZSQSOMT X\ yVTeM^^ V\T waSUrO
°����± V\T zaM\e °����± VZM MWVRNV^MT X\ ^aXO ]S\^Mx^ ` {\ ^aM OXUNRV^XS\O ZN\ YSZ
^aM ªMXrNRR V\T RSe\SZU VR O^ZXrN^XS\O YSZ WVZXSNO OVUQRM OXgMO P X^ ·VO SrOMZWMT ^aV^
YSZ dNV\^XRMO OU VRRMZ SZ MdNVR ^S ^aM U MTXV\ P ^aM ]S\fTM\]M X\^MZWVR eXWM\ X\ zaM\e
°����± ·MZM r M^^MZ ^aV\ ^aM ]S\fTM\]M X\^MZWVRO eXWM\ rm yVTeM^^ V\T waSUrO °����± `
lS·MWMZ P YSZ dNV\^XRMO eZMV^MZ ^aV\ ^aM UMTXV\ \S TXÛMZM\]M ·VO SrOMZWMT rM^·MM\
^aSOM U M^aSTO `

waM VReSZX^aU YSZ ^aM ]VR]NRV^XS\ SY ^aM MO^XU V^SZO ]V\ r M YSN\T V^ ^aM M\T SY ^aXO
TXOOMZ^V^XS\ `

Ü Mm·SZTO ¸ ÜMZ\MR uO^XU V^SZ P �SS^O^ZVQ hM^aST P zZSOO³WVRXTV^XS\ hM^aST P LM\³
OX^m sN\]^XS\ P �NV\^XRM sN\]^XS\ P zS\fTM\]M {\^MZWVR `
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wV\^S MU MO^NTSO U �TX]SO dNV\^S \V jZMV X\TNO^ZXVR P � ]SUNU S ONZeXU M\^S TM
TVTSO ]M\ONZVTSO ` K rNO]V TM MO^XU VTSZMO \bS³QVZVU �^ZX]SO TV YN\[bS TM TM\OXTVTM
M TV YN\[bS dNV\^_RX]V QVZV MO^MO TVTSO � TM ONU V XUQSZ^µ\]XV `

LMWXTS ´O QZSQZXMTVTMO VOOX\^q^X]VO P S U �^STS TS \|]RMS ^MU OXTS rVO^V\^M NOVTS `
k eZV\TM QZSrRMU V VQZMOM\^VTS QSZ MO^M U �^STS � ZMYMZM\^M ´ MO]SRaV TS QVZµU M^ZS
TM ONVWXgV[bS ¶ P dNM ]aVU VZMUSO TM v V\MRV ` wSZ\V³OM P M\^bS P X\^MZMOOV\^M MO^NTVZ
MO^XU VTSZMO TV v V\MRV q^XU V QVZV V Sr^M\[bS TV YN\[bS dNM MxQZXU V V QZSrVrXRXTVTM
TM S]SZZc\]XV TSO TVTSO `

�S ]VOS TV YN\[bS TM TM\OXTVTM P YSX NOVTS S U�^STS TV çVRXTV[bS zZNgVTV QSZ
h _\XUSO �NVTZVTSO P VTVQ^VTS QVZV TVTSO ]M\ONZVTSO P QVZV OMRM]XS\VZ V v V\MRV ` K
v V\MRV ¶ OMRM]XS\VTV � ZMONR^VTS TS UM\SZ MZZS dNVTZj^X]S X\^MeZVTS ` K QVZ^XZ TM
ZMONR^VTSO TM OXUNRV[�MO P SrOMZWSN³OM dNM ^VR U �^STS VQZMOM\^V WVZXVrXRXTVTM UNX^S
eZV\TM P XO^S ]SUQZSUM^M S TMOMUQM\aS \V MO^XU V[bS TV TM\OXTVTM `

�V MO^XU V[bS TV YN\[bS dNV\^_RX]V P S U �^STS TS �SS^O^ZVQ YSX MUQZMeVTS QVZV
OMRM[bS TV v V\MRV ` uO^V v V\MRV OMRM]XS\VTV � ZMONR^VTS TS MO^NTS ]SUQVZV^XWS YMX^S QSZ
yVTeM^^ ®����¯ ` uO]SRaXV³OM V v V\MRV V^ZVW�O TV UVXSZ ZVgbS M\^ZM S MZZS dNVTZj^X]S
U �TXS TS MO^XU VTSZ TM ÜVQRV\³hMXMZ dNV\^_RX]S M S MZZS dNVTZj^X]S U �TXS TV YN\[bS
dNV\^_RX]V MO^XU VTS V^ZVW�O TS \|]RMS `

KQZSx XU V[�MO QVZV X\^MZWVRSO TM ]S\fV\[V YSZVU ]VR]NRVTSO ^VUr�U `

�



wZVrVRaSN³OM ]SU ^ZcO ^XQ SO TM X\^MZWVRSO P TSXO QZSQSO^SO QSZ yVTeM^^ M waSUrO ®����¯
M S SN^ZS QSZ zaM\e ®����¯ ` wSTSO MO^MO ^ZcO X\^MZWVRSO NOVU V v V\MRV OMRM]XS\VTV
V^ZVW�O TS U�^STS TS �SS^O^ZVQ QVZV V YN\[bS dNV\^_RX]V `

uU ONUV P MO^M ^ZVrVRaS QZSQ�M³OM V VWVRXVZ V v V\MRV OMRM]XS\VTV QVZV V YN\[bS
TM TM\OXTVTM M V YN\[bS dNV\^_RX]V M ]SUQVZVZ ^ZcO U �^STSO QVZV VQZSx XU V[bS TM
X\^MZWVRSO TM ]S\fV\[V QVZV SO dNV\^XO `

å æè é������ �� ê���������

K rNO]V QSZ rS\O MO^XU VTSZMO P OMv VU MRMO QVZVU�^ZX]SO SN \bS QVZVU �^ZX]SO P ^MU
OXTS Srv M^S TM MO^NTS VS RS\eS TS ^MUQS ` yVZV TVTSO ]SUQRM^SO P Mx XO^M NUV VU³
QRV RX^MZV^NZV TM MO^XU VTSZMO \bS QVZVU�^ZX]SO QVZV V YN\[bS TM TM\OXTVTM V^ZVW�O
TS U�^STS TS \|]RMS P X\^ZSTNgXTS QSZ iSOM\rRV^^

[1956]
` yVZgM\

[1962]
TMUS\O^ZSN

VReNUVO QZSQZXMTVTMO VOOX\^q^X]VO TMO^MO MO^XU VTSZMO ` h VXO ZMONR^VTSO QSTMU OMZ
M\]S\^ZVTSO MU oXRWMZU V\ ®����¯ M oXUS\SÛ ®����¯ `

�S ]VOS TM TVTSO ]M\ONZVTSO ´ TXZMX^V P V rNO]V TM MO^XU VTSZMO QVZV VO YN\[�MO TM
TM\OXTVTM M dNV\^_RX]V V^ZVW�O TS \|]RMS YSX Srv M^S TM MO^NTS TM �RNU M oNZOVRV

[1980]
P

yVTeM^^ M h]�X]aSRO ®����¯ P h VZZS\ M yVTeM^^ ®����¯ P yVTeM^^ ®����¯ P yVTeM^^ M
waSUrO ®����¯ P zaM\e ®����¯ `

� RNU M oNZOVRV
[1980]

VQZMOM\^VZVU P QVZV TVTSO ]M\ONZVTSO P NU MO^XU VTSZ VR³
^MZ\V^XWS QVZV YN\[bS TM TM\OXTVTM V^ZVW�O TS \|]RMS SZXeX\VTS TSO ZMONR^VTSO TM
iSOM\rRV^^

[1976]
P dNM OMZj WXO^S \V OM[bS � `� `� `

yVZV U MTXZ V Mf]Xc\]XV eRSrVR TVO MO^XU V^XWVO P � ]SUNU NOVZ S ½ÆÆ¾ ëÐÄÅÆìÁÂ»¾
Ã ÉÅÂ¾ ÂÓÁ½í ÆÄÅ¾°EQMI

± ` �UV SN^ZV U MTXTV ^VUr�U NOVTV � S ½ÆÆ¾ ëÐÄÅÆìÁÂ»¾
ÂÓÁ½í ÆÄÅ¾°EQI

± `
wZcO WV\^VeM\O ObS VQZMOM\^VTVO QSZ hVZZS\ M yVTeM^^

[1987]
MU OM ^ZVrVRaVZ ]SU

S
EQI

VS X\W�O TS
EQMI

QVZV S ]VOS TSO TVTSO ]M\ONZVTSO ´ TXZMX^V `
�` k

EQMI
\bS Mx XO^M QVZV S MO^XU VTSZ rVOMVTS \V YN\[bS QZSTN^S RXU X^M ¨

� ` k
EQI

� NU ]ZX^�ZXS TM MZZS U VXO ]S\OMZWVTSZ P QSZdNM VWVRXV V YN\[bS TM\OXTVTM
QVZV V VUSO^ZV fxV P MU WMg TM Oq VWVRXVZ MU ]XU V TM ^STSO SO TVTSO QSOO_WMXO ¨

�



� ` k
EQI

� U VXO OXU QRMO QVZV V OMRM[bS TM v V\MRV NOV\TS S U�^STS TV çVRXTV[bS
zZNgVTV `

�V QZMOM\^M TXOOMZ^V[bS P
f̂n(x)

TM\S^V S MO^XU VTSZ TV YN\[bS TM TM\OXTVTM NOV\TS
S U �^STS TS \|]RMS ` uOOM MO^XU VTSZ M\WSRWM \V ONV TMf\X[bS NU \|]RMS

K
V OMZ

MO]SRa XTS M\^ZM VReN\O V OMZMU ]X^VTSO QSO^MZXSU M\^M M S QVZµU M^ZS TM ONVW XTVTM ¶ P
]S\aM]XTS \V RX^MZV^NZV ]SUS v V\MRV P US^XWS TMO^M MO^NTS ` uU eMZVR P ¶ � MO]SRa XTS TM
UV\MXZV dNM

f̂n(x)
OMv V NU MO^XU VTSZ q^XUS TM

f 0
P TM V]SZTS ]SU VReNUV UMTXTV TM

TMOMUQM\aS P S\TM
f 0

� V YN\[bS TM TM\OXTVTM `
h VZZS\ M yVTeM^^

[1987]
USO^ZVZVU dNM

suph

∣

∣

∣

EQI(fn)−EQMI(fn)
EQMI(fn)

∣

∣

∣

qc
−→ 0

` wVUr�U P
OSr VReNU VO ONQSOX[�MO dNM OMZbS WXO^VO QSO^MZXSU M\^M P VQZMOM\^VZVU NU V v V\MRV
q^XU V QVZV S MO^XU VTSZ TV YN\[bS TM TM\OXTVTM P

ho =

[

(
∫

K2)
∫

(f o/H)

2k( κ
k!
)2[

∫

((f o)(k))2]

]

1

2k+1

n− 1

2k+1

°�`�±

]SU ^VxV TM ]S\WMZec\]XV
EQI ≈ n− 2k

2k+1

P S\TM
κ
� S î³�OXU S USUM\^S TV YN\[bS

\|]RMS
K
M

f o
� V YN\[bS TM TM\OXTVTM ^MqZX]V °U VXO TM^VRaMO \S ^MSZMU V � `� `�± `

k eZV\TM QZSrRMU V QVZV °�`�± � dNM V v V\MRV TMQ M\TM TV YN\[bS TM TM\OXTVTM
TMO]S\aM]XTV

f o
`

yVZV ]S\^SZ\VZ MO^M QZSrRMU V P hVZZS\ M yVTeM^^
[1987]

VTVQ^VZVU P QVZV TVTSO
]M\ONZVTSO P S U �^STS TM çVRXTV[bS zZNgVTV QSZ h _\XU SO �NVTZVTSO X\^ZSTNgXTS QSZ
iNTMUS

[1982]
M �S·UV\

[1984]
QVZV TVTSO ]SUQRM^SO `

LMf\X\TS
ĥc

]SUS OM\TS S U X\XU XgVTSZ Q MRS U �^STS TV çVRXTV[bS zZNgVTV QSZ
U _\XUSO dNVTZVTSO P yVTeM^^ M hVZZS\

[1987]
^VUr�U USO^ZVZVU dNM V ZVgbS

EQI(f̂n, ĥc)

infhEQI(f̂n, h)

qc
−→ 1.

KOOXU P VOOX\^S^X]VU M\^M P S ¶ MO]SRaXTS V^ZVW�O TV çVRXTV[bS zZNgVTV QSZ h _\XUSO
�NVTZVTSO � NU MO^XU VTSZ q^XUS `

�OV\TS VUSO^ZVO TV TXO^ZXrNX[bS \SZU VR P zaVeVO
[2004]

]VR]NRSN V v V\MRV q^XU V
MU °�`�± QZSQSO^V QSZ hVZZS\ M yVTeM^^

[1987]
M ]SUQVZSN³V ]SU V v V\MRV M\]S\^ZVTV

V^ZjWMO TS U�^STS TV çVRXTV[bS zZNgVTV P SrOMZWV\TS dNM ¸

•
k MO^XU VTSZ TV v V\MRV q^XU V Sr^XTS QMRS U �^STS TM çVRXTV[bS zZNgVTV QVZV TV³
TSO ]M\ONZVTSO � VOOX\^S^X]VU M\^M \SZU VR P U VO VQZMOM\^V eZV\TM WVZXVrXRXTVTM ¨

�



•
hV\^M\TS V QZSQSZ[bS TM ]M\ONZV ]S\O^V\^M M VNU M\^VTS V v V\MRV P V ONVWXTVTM
TV ]NZWV TM TM\OXTVTM VNU M\^V ` ySZ�U P \MU OMUQZM V ]NZWV UVXO ONVWXgVTV
YSX V U MRaSZ MO^XU V^XWV TV YN\[bS TM TM\OXTVTM ¨

•
k U�^STS ^SZ\V³OM XUQZM]XOS ´ U MTXTV dNM VNU M\^V V QZSQSZ[bS TM TVTSO
]M\ONZVTSO `

uU �XVS ïaV\e ®����¯ P M\]S\^ZV³OM U VXO ZMONR^VTSO VOOX\^q^X]SO QVZV MO^XU V[bS
TV TM\OXTVTM V^ZVW�O TS \|]RMS `

�UV SN^ZV YN\[bS TM X\^MZMOOM � V YN\[bS dNV\^_RX]V P TM\S^VTV QSZ
Q0(p)

P QVZV
p ∈ (0, 1)

` oV\TMZ ®����¯ QZSQðO V MO^XU V[bS TV YN\[bS dNV\^_RX]V Q MRS MO^XU VTSZ QZS³
TN^S RXU X^M P TMf\XTS QSZ

Q̃n = F̃−1
n

P S\TM
F̃n

� S MO^XU VTSZ QZSTN^S RXU X^M TV YN\[bS
TXO^ZXrNX[bS TS ^MUQS TM WXTV

F 0
°ÜVQRV\³hMXMZ ®����¯ M uYZS\ ®����¯± ` oV\TMZ ®����¯ M

zaM\e ®����¯ ]S\OMeNXZVU VReNUVO QZSQZXMTVTMO VOOX\^q^X]VO QVZV
Q̃n

M zOñZeS
[1983]TXO]N^XN YSZ^MO VQZSx XU V[�MO TSO ZMONR^VTSO ` K YN\[bS dNV\^_RX]V TS MO^XU VTSZ \bS³

QVZVU�^ZX]S QZSTN^S RXU X^M � NUV YN\[bS MO]VTV ]SU OVR^SO ]SZZMOQS\TM\^MO ´O Sr³
OMZWV[�MO \bS³]M\ONZVTVO `

�V QZS]NZV TM NU MO^XU VTSZ U VXO ONVWM P NU MO^XU VTSZ \bS³QVZVU�^ZX]S QVZV
V YN\[bS dNV\^_RX]V QVZV TVTSO ]M\ONZVTSO ´ TXZMX^V rVOMVTS \V YN\[bS \|]RMS YSX
QZSQSO^S MU yVTeM^^

[1986]
P SZXeX\VTS TSO ZMONR^VTSO QVZV VUSO^ZVO ]SUQRM^VO TM

òV\e
[1985]

` } XS P yVTeM^^ M òN
[1986]

MO^NTVZVU VReNUVO QZSQZXMTVTMO VOOX\^q^X]VO
TMO^M MO^XU VTSZ `

K ^�]\X]V TS rSS^O^ZVQ YSX NOVTV QSZ yVTeM^^ M waSUrO
[1986]

QVZV OMRM]XS\VZ V
v V\MRV

h
`

k rSS^O^ZVQ ^VUr�U � NOVTS QVZV MO^XU VZ X\^MZWVRSO TM ]S\fV\[V NOV\TS V v V\MRV
v j OMRM]XS\VTV \V MO^XU V^XWV QS\^NVR ` uU yVTeM^^ M waSUrO ®����¯ P V QZSQSO^V TM
MO^XU VZ X\^MZWVRSO TM ]S\fV\[V � V^ZVW�O TS U �^STS \|]RMS NOV\TS V v V\MRV v j OMRM³
]XS\VTV \V MO^XU V^XWV QS\^NVR P S\TM YSX NOVTV V MO^XU V^XWV TV WVZXµ\]XV rSS^O^ZVQ \V
OMRM[bS TV v V\MRV QVZV TMf\XZ NU V VQZSx XU V[bS QVZV S X\^MZWVRS TM ]S\fV\[V QVZV
Q0(p)

P
[

Qn(p) − z(1−α
2
)

√

V̂ ar(h), Qn(p) + z(1−α
2
)

√

V̂ ar(h)

]

S\TM
z1−α

2

� S °
1 − α

2

± Q MZ]M\^XR TV TXO^ZXrNX[bS \SZU VR QVTZbS M
V̂ ar(h)

� WVZXµ\]XV
TVO MO^XU V^XWVO TSO dNV\^XO

Q̂n,i(p)
V^ZVW�O TS rSS^O^ZVQ P ]SU

i = 1, . . . , B
S\TM

B
�

�



S \|UMZS TM VUSO^ZVO rSS^O^ZVQ `
uYZS\ ®����¯ TMUS\O^ZSN dNM S X\^MZWVRS OXU �^ZX]S TV YSZU V [

θ̂ ± zσ
] � ]SZZM^S OM

V MO^V^_O^X]V
θ̂
VQZMOM\^V TXO^ZXrNX[bS \SZU VR `

} XS P yVTeM^^ M òN ®����¯ TMUS\O^ZVZVU V \SZU VRXTVTM VOOX\^q^X]V QVZV
Qn(p)

`
yVTeM^^ M waSUrO ®����¯ SrOMZWVZVU dNM QVZV VUSO^ZVO Q MdNM\VO M V^� USTMZVTV³
U M\^M eZV\TMO M Q MZ]M\^XR QZqx XU S TM

0
SN

1
P V TXO^ZXrNX[bS TM

Qn(p)
VQZMOM\^VWV³OM

TM YSZU V VOOXU �^ZX]V P ^SZ\V\TS S X\^MZWVRS XUQZM]XOS `
�UV SN^ZV VQZSx XU V[bS X\^MZWVRVZ ONeMZXTV QSZ yVTeM^^ M waSUrO ®����¯ � NOVZ V

TXO^ZXrNX[bS MUQ_ZX]V TVO MO^XU V^XWVO rSS^O^ZVQ TM
Qn(p)

`
uU zaM\e ®����¯ P NU ^MZ]MXZS X\^MZWVRS � QZSQSO^S S\TM NOV³OM V TMZXWVTV TV YN\[bS

dNV\^_RX]V \V VQZSx XU V[bS TS X\^MZWVRS ` iMONR^VTSO QVZV V TMZXWVTV TV YN\[bS dNV\³
^_RX]V QSTMU OMZ M\]S\^ZVTSO ^VUr�U MU zaM\e ®����¯ `

�UV \SWV QZSQSO^V � M\]S\^ZVTV MU zVS M tj]SUM ®����¯ P S\TM V WVZXjWMR X\³
TX]VTSZV TM ]M\ONZV

δ
� ^ZS]VTV QMRS MO^XU VTSZ \bS QVZVU�^ZX]S TV QZSrVrXRXTVTM

]S\TX]XS\VR
p(t) = E(δ|T = t)

`

å æó ��ô���õ�� ö÷����� �� ø�÷
��� �� ù�ú����������

K V\jRXOM TM OSrZMWXWc\]XV � \SZU VRUM\^M TMf\XTV ]SUS S ]S\v N\^S TM ^�]\X]VO M
USTMRSO MO^V^_O^X]SO NOVTSO \V V\jRXOM TS ]SUQSZ^VU M\^S TM NUV WVZXjWMR VRMV^qZXV
T
QSOX^XWV \V QZMOM\[V TM 8$%�7"' °SrOMZWV[bS QVZ]XVR TV WVZXjWMR ZMOQSO^V± ` �V

UVXSZXV TVO WMgMO P V WVZXjWMR ZMOQ SO^V � S ^MUQS V^� V S]SZZc\]XV TM NU MWM\^S TM
X\^MZMOOM °TM\SU X\VTS û^MUQS TM YVRaVü± dNM QSTM OMZ P Q SZ MxMUQRS P S ^MUQS V^� V
USZ^M TM NU QV]XM\^M SN V^� V ]NZV SN ZM]XT X^XWV °ZMX\]XTc\]XV± TM NUV TSM\[V `

zM\ONZV � V ]VZV]^MZ_O^X]V MU MO^NTSO TM TVTSO MU OSrZMWXWc\]XV ` h MOUS ]M\³
ONZVTSO P ^STSO SO ZMONR^VTSO Sr^XTSO V^ZVW�O TM NU MO^NTS TM OSrZMWXWc\]XV TMWMU OMZ
X\]SZQSZVTSO \V V\jRXOM MO^V^_O^X]V ` K v NO^Xf]V^XWV QVZV ^VR QZS]MTXU M\^S OM rVOMXV
\VO OMeNX\^MO dNMO^�MO ¸

•
hMOUS OM\TS X\]SUQRM^VO P VO SrOMZWV[�MO ]M\ONZVTVO \SO YSZ\M]MU VReNU V X\³
YSZU V[bS V ZMOQ MX^S TV WVZXjWMR ZMOQSO^V ¨

•
K SU XOObS TVO ]M\ONZVO \S ]jR]NRS TVO MO^V^_O^X]VO TM X\^MZMOOM ]MZ^VU M\^M RMWVZj

�



V ]S\]RNO�MO WX]XVTVO °zSRSOXUS
[2001]

± `
ux XO^MU ^ZcO YSZU VO TM ]M\ONZV ` obS MRVO ¸

•
+$%�7"' ý (#"$#&' ¸ ]VZV]^MZXgV³OM Q MRS YV^S TM dNM S ^MUQS TM S]SZZc\]XV TS
MWM\^S TM X\^MZMOOM � U VXSZ TS dNM ^MUQS ZMeXO^ZVTS ¨

•
+$%�7"' ý $�þ7$"(' ¸ S]SZZM dNV\TS S ^MUQS ZMeXO^ZVTS � U VXSZ dNM S ^MUQS
TM YVRaV P SN OMv V P S MWM\^S TM X\^MZMOOM v j V]S\^M]MN dNV\TS S X\TXW _TNS YSX
SrOMZWVTS ¨

•
+$%�7"' #%&$"6','" ¸ ]VZV]^MZXgV³OM Q MRS YV^S TM dNM MU VReN\O ]S\v N\^SO TM
TVTSO P S WVRSZ MxV^S TV WVZXjWMR ZMOQSO^V \bS � SrOMZWVTS P OM\TS OVrXTS VQM\VO
dNM OMN WVRSZ Q MZ^M\]M V NU ]MZ^S X\^MZWVRS `

k ^XQS TM ]M\ONZV NOVTS \MO^M ^ZVrVRaS � V ]M\ONZV ´ TXZMX^V SZXN\TV TM NUV
WVZXjWMR VRMV^qZXV X\TMQ M\TM\^M TS ^MUQS TM WXTV ` zM\ONZV \bS X\YSZU V^XWV `
ÿ$¤%#:�) �.� .�. � � ÐÓÍÎ¾ Å½ � ¾�Æ½ØÂØ�Ó »ÂÄ

S(t)
É Å½Ù ÓÂÅÄ »¾Ã ¾ Ä Ë Æ¾�Ä�Â¼ÂÅÄÅ½ Å½

ÐÃ Ä ¾�À ½ÆØÄÍÎ¾ ÓÎ¾ � Ä¼¶ÄÆ ÄÁÉ ¾ Á½ÃË ¾ t
Ç ¾Ð À ½� Ä �

S(t) = P (T > t) = 1 − F 0(t),

S\TM
F 0

� V YN\[bS TM TXO^ZXrNX[bS TM
T
`

�UV ]VZV]^MZ_O^X]V TV TXO^ZXrNX[bS TM OSrZMWXWc\]XV XU QSZ^V\^M � V YN\[bS dNV\³
^_RX]V dNM � |^XR MU ]S\fVrXRXTVTM M MO^NTSO U �TX]SO `
ÿ$¤%#:�) �.� .; . � � ÐÓÍÎ¾ Å½ ÕÐÄÓÁÖ¼Â»Ä

Q0(p)
É Å½Ù ÓÂÅÄ »¾Ã ¾

Q0(p) = (F 0)−1(p) = inf
{

t : F 0(t) ≥ p
}

, 0 ≤ p ≤ 1,

S\TM
F 0(t)

� V YN\[bS TXO^ZXrNX[bS TM
T
`

å æ� � ������ ö��������

yVZV UMTXZ V QZM]XObS TSO MO^XU VTSZMO P � \M]MOOjZXS ]VR]NRVZ VReNUVO UMTXTVO
TM WVZXVrXRXTVTM P S dNM \V UVXSZXV TVO WMgMO � YMX^S N^XRXgV\TS S MZZS QVTZbS TSO
U MOU SO ` uU VReNU VO OX^NV[�MO °QSZ MxMUQRS P OX^NV[�MO S\TM \bS ]S\aM]MUSO V

�



TXO^ZXrNX[bS MxV^V TS MO^XU VTSZ± P S ]jR]NRS TMOOVO U MTXTVO ^SZ\V³OM UNX^S ]SUQRX]VTS `
�MOOM ]S\^Mx^S P S U �^STS TS �SS^O^ZVQ P ]ZXVTS QSZ uYZS\

[1979]
P ONZeM ]SUS NUV

OSRN[bS QVZV MOOM ^XQ S TM QZSrRMU V P NUV WMg dNM MRM � NU U�^STS ]SUQN^V]XS\VRU M\^M
X\^M\OXWS P M QSZ^V\^S P QSTM OMZ N^XRXgVTS X\TMQ M\TM\^MU M\^M TM TXf]NRTVTMO ^MqZX]VO
SN U V^MU j^X]VO M\WSRWM\TS S MO^XU VTSZ TS QVZµUM^ZS MU dNMO^bS `

uOOM U �^STS ]S\OXO^M MU NU V ^�]\X]V TM ZMVUSO^ZVeMU dNM QMZU X^M VQZSx XU VZ
V TXO^ZXrNX[bS TM NUV YN\[bS TVO SrOMZWV[�MO Q MRV TXO^ZXrNX[bS MUQ_ZX]V TSO TVTSO P
]SU rVOM MU NU V VUSO^ZV TM ^VU V\aS f\X^S ` K VUSO^ZVeMU � YMX^V ]SU ZMQSOX[bS
TV VUSO^ZV SZXeX\VR °rSS^O^ZVQ \bS³QVZVU�^ZX]S± ` �MOOV OX^NV[bS P ONQSUSO dNM VO
SrOMZWV[�MO ObS Sr^XTVO TV YN\[bS TM TXO^ZXrNX[bS MUQ_ZX]V P

F̂
P V^ZXrNX\TS NUV QZS³

rVrXRXTVTM XeNVR V
1/n

QVZV ]VTV QS\^S VUSO^ZVR `
K^NVRU M\^M P TMWXTS VSO ZM]NZOSO ]SUQN^V]XS\VXO TXOQS\_WMXO P S U �^STS TS

�SS^O^ZVQ P VR�U TM OMZ NOVTS QVZV UMTXZ V QZM]XObS TM MO^XU VTSZMO P � VQRX]VTS ^VU³
r�U \V ]S\O^ZN[bS TM X\^MZWVRSO TM ]S\fV\[V P ^MO^MO TM aXQq^MOMO P MO^XU V[bS TS W_]XS P
M^] ` çVUSO TMf\XZ V VUSO^ZV rSS^O^ZVQ OMeNX\TS V \S^V[bS TM uYZS\ M w XrOaXZV\X
[1993]

`
ÿ$¤%#:�) �.  .�. 	0))&�&"'¡ %�) ¡'"'9 
&"#8) � � ½� ÄÃ X1, X2, . . . , Xn

ØÄÆÂìØ½ÂÀ
Ä¼½ÄÁ�ÆÂÄÀ ÂÓÅ½Ë ½ÓÅ½ÓÁ½À »¾Ã � ÐÓÍÎ¾ Å½ ÅÂÀÁÆÂ�ÐÂÍÎ¾ »¾ÃÐÃ

F
Ú � ½

F
É Å½À »¾Ó¶ ½»ÂÅÄÇ

ÄÀÀÐÃ ÂÃ ¾À ëÐ ½ Ä � ÐÓÍÎ¾ í ½ÆÄÅ¾ÆÄ Å¾À ÅÄÅ¾À À ½� Ä ÁÄ¼ ëÐ ½Ç Ä »ÄÅÄ ÐÃ Å¾À
n
ØÄ¼¾Æ½À

ÅÄ ÄÃ ¾ÀÁÆÄ À ½� Ä ÄÁÆÂ�ÐÖÅÄ ÐÃ Ä Ë Æ¾�Ä�Â¼ÂÅÄÅ½ 1/n ËÄÆÄ ÀÐÄ ¾»¾ÆÆ�Ó »ÂÄÚ Ô ½ÀÁ½ Ã ¾Å¾Ç Ä
ÄÃ ¾ÀÁÆÄ �¾¾ÁÀÁÆÄË É »¾ÓÀÁÆÐÖÅÄ Æ½ÁÂÆÄÓÅ¾
À ½Ç »¾Ã Æ½Ë ¾ÀÂÍÎ¾Ç ÐÃ »¾Ó� ÐÓÁ¾ Å½

n
¾�À ½Æ


ØÄÍ�½À ÅÄ ÄÃ ¾ÀÁÆÄ ¾ÆÂí ÂÓÄ¼Ç ëÐ ½ ÂíÐÄ¼Ã ½ÓÁ½ Å½Ó¾ÁÄÃ ¾À Ë ¾Æ X? = X?
1 , . . . , X

?
n

Ú

oNQS\aV VeSZV dNM \SOOV MO^V^_O^X]V TM X\^MZMOOM � TVTV QSZ
T (X1, . . . , Xn)

` k QZS³
]MTXU M\^S rSS^O^ZVQ rjOX]S ]S\OXO^M MU eMZVZ ZMQ M^XTVO VU SO^ZVO rSS^O^ZVQ P ]VTV NUV
TMRVO TM ^VU V\aS

n
P NU \|U MZS ONf]XM\^MU M\^M eZV\TM TM WMgMO ` kr^MUSO VOOXU P VO

VUSO^ZVO rSS^O^ZVQ
X?1, . . . , X?B,

S\TM
B
� S \|U MZS TM ZMQRX]V[�MO rSS^O^ZVQ `

k WVRSZ XTMVR QVZV � TMQM\TM TV f\VRXTVTM QVZV dNVR V ^MSZXV MO^j OM\TS N^XRXgVTV `
ySZ MxMUQRS P OM TMOMv VUSO OSU M\^M MO^XU VZ S MZZS QVTZbS P uYZS\ M w XrOaXZV\X

[1993]ONeMZMU WVRSZMO TM
B
M\^ZM �� V ��� OM S X\^MZMOOM � ]S\O^ZNXZ X\^MZWVRSO TM ]S\fV\[V P

lVRR
[1986]

YVg NU MO^NTS TS \|UMZS TM ZMQRX]V[�MO \M]MOOjZXVO QVZV OM Sr^MZ SO \_WMXO

�



TM OXe\Xf]µ\]XV TMOMv VTSO M ONeMZM ^SU VZ V QZSrVrXRXTVTM TM ]SZr MZ^NZV \SU X\VR ]SUS
U|R^XQ RS TM

(B + 1)−1
`

yVZV ]VTV VUSO^ZV rSS^O^ZVQ P ]VR]NRVU SO S WVRSZ TV MO^V^_O^X]V TM X\^MZMOOM V
dNVR TM\S^VZMUSO QSZ

T ?(X? b), b = 1, . . . , B
` K OOXU P QSTMUSO NOVZ V TXO^ZXrNX[bS

MUQ_ZX]V TM
T ?(X?)

]SUS NUV VQZSx XU V[bS QVZV V WMZTVTMXZV TXO^ZXrNX[bS TV MO^V^_O³
^X]V

T (X)
P M QSZ^V\^S YVgMZ X\YMZc\]XVO OSrZM S QVZµU M^ZS

θ
` k QZS]MTXU M\^S V]XU V

� ZMYMZXTS ]SUS QZX\]_Q XS �Ë ¼Ðí 
ÂÓ� QSZ uYZS\ M w XrOaXZV\X [1993]
`

��� �� � ���������� ���������  � ���� !� �"�
zSUS WXUSO V\^MZXSZU M\^M P S U �^STS TS �SS^O^ZVQ � NU U�^STS dNM ^MU QSZ

f\VRXTVTM QZX\]XQVRUM\^M TM^MZU X\VZ V QZM]XObS TM MO^XU VTSZMO QVZV SO dNVXO NU V
YSZU V V\VR_^X]V TM MZZS QVTZbS � UNX^S ]SUQRX]VTV SN V^� U MOU S X\Mx XO^M\^M `

ySZ MxMUQRS P WVUSO ONQSZ dNM MO^VUSO X\^MZMOOVTSO MU MO^XU VZ S MZZS QVTZbS
TM NUV MO^V^_O^X]V TM X\^MZMOOM ` k QZXU MXZS QVOOS � ]S\O^ZNXZ VO VU SO^ZVO rSS^O^ZVQ
V^ZVW�O TM VUSO^ZVeMU ]SU ZMQSOX[bS TV VUSO^ZV SZXeX\VR ` K OOXU P OM TXOQSUSO TM

nSrOMZWV[�MO
X1, X2, . . . , Xn

P V QZXU MXZV VUSO^ZV rSS^O^ZVQ P dNM TM\S^VUSO QSZ
X?1

P
� Sr^XTV ZM^XZV\TS³OM P ]SU ZMQSOX[bS P

n
MRMU M\^SO TMOOM ]S\v N\^S TM TVTSO ` yVZV

MOOV VUSO^ZV P ]VR]NRV³OM S WVRSZ TV MO^V^_O^X]V TM X\^MZMOOM
T
P dNM \MOOM ]VOS OMZj

TM\S^VTV QSZ
T ?(X?1)

` iMQ M^X³OM MOOM QZS]MTXU M\^S NU \|UMZS eZV\TM P
B
P TM WMgMO

M P QVZV ]VTV VUSO^ZV rSS^O^ZVQ P ]VR]NRVUSO
T ?(X?b)

P
b = 1, . . . , B

` K MO^XU V^XWV
rSS^O^ZVQ TS MZZS QVTZbS TM

T (X)
� M\^bS TMf\XTV ]SUS S TMOWXS QVTZbS VUSO^ZVR

TVO
B
ZMQRX]V[�MO rSS^O^ZVQ P M � TVTV QSZ ¸

ê.p(T ?) =















B
∑

b=1

[T ?(X? b) − T ?(.)]2

B − 1















1/2

MU dNM
T ?(.) =

B
∑

b=1

T ?(X? b)

B

`

��



ÝAÞßH�­I #

$%D­CI & JHEF ABI@CJ

è æå ������
������ �� ���� �� ����� ����
����

' ���� ()��� *+"�
k U�^STS TS \|]RMS � NU U�^STS \bS QVZVU�^ZX]S rVO^V\^M TXYN\TXTS QVZV

TVTSO ]SUQRM^SO \V MO^XU V[bS TM YN\[�MO TM\OXTVTM TM QZSrVrXRXTVTM ` k U�^STS YSX
X\^ZSTNgXTS \V RX^MZV^NZV QSZ iSOM\rRV^^ ®����¯ M yVZgM\ ®����¯ `
ÿ$¤%#:�) ; .�.�. � ½� Ä

X1, . . . , Xn

ÐÃ Ä ÄÃ ¾ÀÁÆÄ Ä¼½ÄÁ�ÆÂÄ Å½ ÐÃ Ä ÅÂÀÁÆÂ�ÐÂÍÎ¾ »¾Ã
� ÐÓÍÎ¾ Å½ÓÀÂÅÄÅ½ Å½ Ë Æ¾�Ä�Â¼ÂÅÄÅ½ f

Ú , Óº »¼½¾ ½ÀÁÂÃ ÄÅ¾Æ Å½
f
ÄØÄ¼ÂÄÅ¾ Ó¾ Ë ¾ÓÁ¾ x

É
Å½Ù ÓÂÅ¾ Ë ¾Æ �

f̂(x) =
1

nh

n
∑

i=1

K

(

x − Xi

h

)

¾ÓÅ½
h
É Å½Ó¾Ã ÂÓÄÅ¾ ËÄÆ-Ã ½ÁÆ¾ Å½ ÀÐÄØÂÑ ÄÍÎ¾ ¾Ð � ÄÓ ½¼Ä .�ÄÓÅ/ ÂÅÁ¶0 ½

K
É ÐÃ Ä

� ÐÓÍÎ¾ Å½Ó¾Ã ÂÓÄÅÄ Óº»¼½¾Ú
pMZVRU M\^M P V MO]SRaV TS QVZµUM^ZS TM ONVW XgV[bS

h
� UNX^S U VXO XUQSZ^V\^M

QVZV NU UMRaSZ TMOMUQM\aS TMOOM U �^STS TS dNM V MO]SRaV TV YN\[bS \|]RMS
K°oXRWMZU V\ ®����¯± `

K ReN\O \|]RMSO ]S\aM]XTSO ObS VQZMOM\^VTSO V OMeNXZ P OM\TS SO TSXO QZXU MXZSO NOV³
TSO \V TXOOMZ^V[bS `

��



wZXV\eNRVZ
K(x) = (1 − |x|), −1 ≤ x ≤ 1pVNOOXV\S
K(x) = 1√

2π
exp

(

−x2

2

)

, −∞ < x < ∞
�\XYSZU M

K(x) = 1, −1
2
≤ x ≤ 1

2uQV\M]a\XnSW
K(x) = 0, 75(1 − x2), −1 ≤ x ≤ 1

' ���' 1 2 � ��  2 32�2��2)4�  � 56782�
�MO^V OM[bS OMZbS MO^NTVTVO VReNU VO UMTXTVO QVZV VWVRXVZ V dNVRXTVTM TS \|]RMS

MO^XU VTSZ P dNM OMZVU NOVTVO ]SUS ]ZX^�ZXS QVZV M\]S\^ZVZ S ¶ q^XU S TM\S^VTS QSZ
9
hopt

9`
zS\OXTMZV\TS NU QS\^S

x
fxS P NU V U MTXTV TS TMOMUQM\aS TM

f̂
� S ½ÆÆ¾ ëÐÄÅÆìÁÂ»¾

Ã ÉÅÂ¾°
EQM

± TMf\XTS QSZ

EQM [f̂(x)] = E

[

(

f̂(x) − f(x)
)2

]

.
°� `�±

�U V SrOMZWV[bS X\^MZMOOV\^M � dNM V MxQZMOObS °� `�± QSTM OMZ MO]ZX^V MU YN\[bS TS
W_]XS M TV WVZXµ\]XV TM

f̂(x)
¸

EQM [f̂(x)] = V ar
[

f̂(x)
]

+
{

E
[

f̂(x)
]

− f(x)
}2

.

k QZSrRMU V QVZV S
EQM

� dNM MO^V U MTXTV � TM VWVRXV[bS QS\^NVR ` oM YSZ TMOMv VTS
NUV UMTXTV eRSrVR P QZM]XOV³OM TM NU ]ZX^�ZXS TM MZZS dNM UMTM eRSrVRU M\^M V TXO^µ\]XV
M\^ZM VO YN\[�MO

f̂
M

f
` wVR ]ZX^�ZXS TM MZZS � S ½ÆÆ¾ ëÐÄÅÆìÁÂ»¾ ÂÓÁ½í ÆÄÅ¾(EQI)

TVTS
QSZ ¸

EQI[f̂(x)] =

∫

{f̂(x) − f(x)}2dx.

k
EQI

� VQZSQZXVTS OSUM\^M OM V QZMS]NQV[bS YSZ ]SU V VUSO^ZV Sr^XTV ` oM
dNXOMZU SO NU V V\jRXOM OSrZM VO QSOO_WMXO VU SO^ZVO P OMZj U VXO VQZSQZXVTS V\VRXOVZ S
WVRSZ MOQ MZVTS TMO^V dNV\^XTVTM VRMV^qZXV P S ½ÆÆ¾ ëÐÄÅÆìÁÂ»¾ Ã ÉÅÂ¾ ÂÓÁ½í ÆÄÅ¾(EQMI)]Nv V TMf\X[bS � TVTV QSZ ¸

EQMI[f̂(x)] = E

∫

{f̂(x) − f(x)}2dx.
°� `�±

zS\OXTMZV\TS dNM S X\^MeZV\TS MU °� `�± � \bS³\MeV^XWS P QSTM³OM X\WMZ^MZ V SZTMU TV
X\^MeZV[bS ]SU V MOQ MZV\[V M M\^bS M\]S\^ZVZ NU V YSZU V VR^MZ\V^XWV QVZV S

EQMI

��



TVTV QSZ ¸

EQMI[f̂(x)] = E

∫

{f̂(x) − f(x)}2dx =

∫

E{f̂(x) − f(x)}2dx =

∫

EQM{f̂(x)}

=

∫

{

E
[

f̂(x)
]

− f(x)
}2

dx +

∫

V ar
[

f̂(x)
]

dx.

uxVU X\V³OM VeSZV S W_]XS M V WVZXµ\]XV TS MO^XU VTSZ ` oXRWMZU V\ ®����¯ U SO^ZV dNM ¸

E[f̂(x)] =

∫

1

h
K

(

x − y

h

)

f(y)dy
°� `�±

M

V ar
[

f̂(x)
]

=
1

n

{

∫

1

h2
K

(

x − y

h

)2

f(y)dy −

[

1

h

∫

K

(

x − y

h

)

f(y)dy

]2
}

.
°� `�±

oVrM³OM dNM P MU OX^NV[�MO eMZVXO P S W_]XS M V WVZXµ\]XV \bS QSTMU OMZ YV]XRU M\^M
]VR]NRVTSO ` ySZ�U P OSr ]MZ^VO ONQSOX[�MO P Q STM³OM M\]S\^ZVZ MxQZMOO�MO VQZSx XU VTVO
QVZV °� `�± M °� `�± ` LMOOV YSZU V P ONQS\aV dNM ¸
�` K YN\[bS \|]RMS

K
� OXU �^ZX]V ¨

� ` ∫

K(t)dt = 1
¨

� ` ∫

tK(t)dt = 0
¨

� ` ∫

t2K(t)dt 6= 0
¨

� ` K YN\[bS TMO]S\aM]XTV
f
^MU TMZXWVTVO ]S\^_\NVO TM ^STVO VO SZTM\O \M]MOOjZXVO `

oVr M³OM dNM

V
Ö
cio[f̂(x)] =

1

h

∫

K

(

x − y

h

)

f(y)dy − f(x).

ySZ^V\^S P YVgM\TS V UNTV\[V TM WVZXjWMR
y = x − ht

M N^XRXgV\TS V ONQSOX[bS °�± P
^MU³OM ¸

V
Ö
cio[f̂(x)] =

∫

K(t)f(x − ht)dt − f(x) =

∫

K(t){f(x − ht) − f(x)}dt.

ySZ SN^ZS RVTS P NOV\TS MxQV\ObS MU O�ZXM TM wVmRSZ ^MU SO ¸

f(x − ht) = f(x) − htf ′(x) +
1

2
h2t2f ′′(x) + . . .

��



M M\^bS P N^XRXgV\TS \SWVUM\^M VO ONQSOX[�MO V]XU V P ^MU³OM dNM ¸

V
Ö
cio[f̂(x)] ≈

1

2
h2f ′′(x)k2.

°� `�±
S\TM

k2 =
∫

t2K(t)dt.�NV\^S ´ WVZXµ\]XV P NOV\TS V UMOU V ONrO^X^N X[bS
y = x − ht

M N^XRXgV\TS °� `�± M
°� `�± P ]S\]RNX³OM dNM ¸

V ar
[

f̂(x)
]

=
1

nh

∫

f(x − ht)K(t)2dt −
1

n
{f(x) + O(h2)}2

sX\VRUM\^M P N^XRXgV\TS MxQV\ObS MU O�ZXM TM wVmRSZ P ]aMeV³OM ´ OMeNX\^M MxQZMOObS ¸

V ar
[

f̂(x)
]

≈
f(x)

∫

K(t)2dt

nh
.

°� `�±
ySZ^V\^S P V^ZVW�O TS u�h{ M TVO VQZSx XU V[�MO °� `�± M °� `�± P Q STM³OM USO^ZVZ dNM

S WVRSZ TM
h
dNM ^SZ\V S u�h{ U _\XUS � TVTS QSZ ¸

hopt = k2
−2/5

{
∫

K(t)2dt

}1/5 {
∫

f ′′(x)2dx

}−1/5

n−1/5.

k MO^NTS YMX^S \MO^V OM[bS YSX QVZV V YN\[bS TM\OXTVTM QVZV VUSO^ZVO ]SUQRM^VO `

è æè ���
�� ����� ������ �� 	���õ�� �� �������� ��
�������

' �' �� 1 ��� 32:)�+;2� �<��7��
ÿ$¤%#:�) ; .; .�. =Ã »¾Ó� ÐÓÁ¾

k ⊂ R
É ÅÂÁ¾ »¾ÃËÄ»Á¾ À ½ ½¼½ É ¼ÂÃ ÂÁÄÅ¾ ½ � ½»¶ÄÅ¾Ú

ÿ$¤%#:�) ; .; .; . =ÃÄ � ÐÓÍÎ¾
f : X → R

ÅÂÑ 
À ½ ÐÓÂ� ¾ÆÃ ½Ã ½ÓÁ½ »¾ÓÁÖÓÐÄ ëÐÄÓÅ¾Ç
ËÄÆÄ »ÄÅÄ ε > 0

Ç ½> ÂÀÁ½
δ > 0

ÁÄ¼ ëÐ ½ ËÄÆÄ x, y ∈ X,

|x − y| < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε.

ÿ$¤%#:�) ; .; .� . =ÃÄ � ÐÓÍÎ¾
f : X → R

É ÅÂÁÄ ? @¼Å½Æ »¾ÓÁÖÓÐÄ À ½ ½> ÂÀÁ½Ã
»¾ÓÀÁÄÓÁ½À

c > 0
½

α > 0
ÁÄÂÀ ëÐ ½Ç ËÄÆÄ x, y ∈ X,

|f(x) − f(y)| ≤ cα|x − y|.

��



ÿ$¤%#:�) ; .; .  . =ÃÄ � ÐÓÍÎ¾
f : X → R

É ÅÂÁÄ ¼ÂË À »¶ ÂÁÑ ÂÄÓÄ À ½ ½> ÂÀÁ½ ÐÃ Ä »¾ÓÀ

ÁÄÓÁ½

c > 0
ÁÄ¼ ëÐ ½Ç ËÄÆÄ x, y ∈ X,

|f(x) − f(y)| ≤ c|x − y|.

' �' �' ()��� *+"�
oMv VU

Xo
1 , X

o
2 , ..., X

o
n

°TM\S^V\TS S ^MUQS TM WXTV± NU V VUSO^ZV VRMV^qZXV TV
WVZXjWMR

X
\bS³\MeV^XWV ]SU YN\[bS TM TXO^ZXrNX[bS

F o
VrOSRN^VU M\^M ]S\^_\NV P ]SU

YN\[bS TM TM\OXTVTM
f o

M YN\[bS dNV\^_RX]V
Qo(p)

` {\TMQ M\TM\^M TSO
Xo

i
′s
P OMv VU

U1, U2, ..., Un

°TM\S^V\TS ^MUQS TM ]M\ONZV± NU V VUSO^ZV VRMV^qZXV TV WVZXjWMR VRMV^qZXV
U
P \bS³\MeV^XWV ]SU YN\[bS TXO^ZXrNX[bS

H
]S\^_\NV ` LM\S^M

H∗ = 1 − H
`

oSrZM S USTMRS ]M\ONZVTS ´ TXZMX^V P ^MU³OM OSU M\^M S U _\XUS M\^ZM S
Xo

i

M
Ui

M
S X\TX]VTSZ TM dNVR WVZXjWMR � V U M\SZ `

Xi = min{Xo
i , U

′
is} e δi = 1[Xo

i
≤Ui],

]SU
1[.]

TM\S^V\TS V WVZXjWMR VRMV^qZXV X\TX]VTSZV TM S]SZZc\]XV TS MWM\^S
[.]
`

k ZTM\M SO
X ′

is
V]SUQV\aVTSO TSO OMNO ZMOQ M]^XWSO

δi
′s
P ZMQZMOM\^V\TS³SO QSZ

(Zi, Λi)
P
i = 1, 2, ..., n

`
� V rNO]V TS MO^XU VTSZ V^ZVW�O TV YN\[bS \|]RMS P NOV³OM S ]S\aM]XTS MO^XU VTSZ

QZSTN^S³RXU X^M 	2� � TV YN\[bS OSrZMW XWc\]XV
1 − F o(t)

P QZSQSO^S QSZ ÜVQRV\³hMXMZ
[1958]

M TMU S\O^ZVTS OMZ ]S\OXO^M\^M QSZ uYZS\
[1967]

P TMf\XTS QSZ ¸

P̂n(t) =



























1, 0 ≤ t ≤ Z1

k−1
∏

i=1

(

n − 1

n − i + 1

)Λi

, Zk−1 ≤ t < Zk, k = 2, . . . , n,

0, t > Zn.

}SeS P S MO^XU VTSZ TM
F o(t)

�
F̂n = 1− P̂n(t)

` oMv V
sj

V YN\[bS OVR^S TM
P̂n

MU
Zj

P
TMf\XTS QSZ ¸

sj =



















1 − P̂n(Z2), j = 1,

P̂n(Zj) − P̂n(Zj+1), j = 2, . . . , n − 1

P̂n(Zn) j = n.

°� `�±

��



uxXO^MU SN^ZSO TSXO MO^XU VTSZMO QVZV V YN\[bS TM OSrZMWXWc\]XV P S MO^XU VTSZ TV
^Vr MRV TM WXTV M S MO^XU VTSZ TM �MROS\³K VRM\ P dNM \bS OMZbS TXO]N^XTSO \MO^M ^Mx^S `
LM^V^RaMO OSrZM SO U MOUSO QSTMZbS OMZ M\]S\^ZVTSO MU zSRSOXUS

[2001]
`

' �' �A 56782� ������ ��  � B*)+"�  2 32)�� � 2
�U MO^XU VTSZ \V^NZVR \bS³QVZVU�^ZX]S TM

f o
P QZSQSO^S QSZ hVZZS\ M yVTeM^^

[1987]
P

� TMf\XTS QSZ ¸

fn(x) =
1

h

∫ ∞

−∞
K

(

x − t

h

)

dF̂n(t)

=
1

h

n
∑

j=1

sjK

(

x − t

h

)

,
°� `�±

S\TM
K
� YN\[bS \|]RMS `

� RNU M oNOVZRV
[1980]

QZSQNOMZVU NU \SWS MO^XU VTSZ \bS³QVZVU �^ZX]S QVZV V
YN\[bS TM TM\OXTVTM V^ZVW�O TV YN\[bS \|]RMS P V QVZ^XZ TM ZMONR^VTSO TM iSOM\rRV^^

[1976]QVZV TVTSO ]M\ONZVTSO P US^XWVTSO Q MRS YV^S dNM V MO^XU V^XWV TM
f o(x)H∗(x)

� TVTV
QSZ

(f oH∗)n(x) =
1

nh

n
∑

j=1

K

(

x − Zj

h

)

1[Λj=1].

yVZV MO^XU VZ
f o(x)

P rVO^V TXW XT XZ
(f oH∗)n(x)

QSZ NU MO^XU VTSZ TM
H∗(x)

` k
MO^XU VTSZ NOVTS QVZV

H∗(x)
P � S MO^XU VTSZ QZSTN^S³RXU X^M P TVTS QSZ

Ĥn(t) =



























1, 0 ≤ t ≤ Z1

k−1
∏

i=1

(

n − 1

n − i + 1

)1−Λi

, Zk−1 ≤ t < Zk, k = 2, . . . , n,

0, t > Zn.zS\OMdNM\^MU M\^M P

f ∗
n(x) =

Λj

nhĤn(Zj)

n
∑

j=1

K

(

x − Zj

h

)

.
°� `�±

krOMZWM P MU °� `�± M °� `�± P dNM

sj =
Λj

nĤn(Zj)
.

yVZV U MTXZ V Mf]Xc\]XV TS MO^XU VTSZ TM
f o(x)

P hVZZS\ M yVTeM^^
[1987]

NOVZVU S
MZZS dNVTZj^X]S X\^MeZVTS

EQI(f̂) =
∫ ∞

0
[ ˆf(x) − f o(x)]2dx

P TMWXTS ´O ONVO WV\^VeM\O
OSrZM S MZZS dNVTZj^X]S U �TXS X\^MeZVTS ]X^VTVO \V oM[bS �`� `

��



yVZV S ^MSZMU V OMeNX\^M P VOONU M³OM dNM ¸
�` K YN\[bS \|]RMS Ü � NUV YN\[bS TM TM\OXTVTM TM QZSrVrXRXTVTM ]SU ONQSZ^M
]SUQV]^S M lñRTMZ ]S\^_\NV ¨

� `
f oH∗ M f o

ObS lñRTMZ ]S\^_\NVO TM SZTMU
α > 0

¨
� `

h → 0
M

nh → ∞
dNV\TS

n → ∞
¨

� `
F o

� VrOSRN^VU M\^M ]S\^_\NV ¨
� `

H
� ]S\^_\NV `

�$)"$9' ; .; .�. � ½� ÄÃ
K
Ç

f oH∗ ÇF o
Ç
f o

½
H

ÀÄÁÂÀ� ÄÑ ½ÓÅ¾ ÄÀ »¾ÓÅÂÍ�½À
1 − 5

½
h ∈ [n−1+ε, n−ε]

Ç ¾ÓÅ½
ε
É ÐÃ Ä »¾ÓÀÁÄÓÁ½ Ë ¾ÀÂÁÂØÄ Á½ÓÅ½ÓÅ¾ Ä Ñ ½Æ¾Ú ¿ÓÁÎ¾Ç

sup
h

∣

∣

∣

∣

EQI(fn) − EQMI(fn)

EQMI(fn)

∣

∣

∣

∣

→ 0

ëÐÄÀ ½ »½ÆÁÄÃ ½ÓÁ½Ú
K QZSWV � M\]S\^ZVTV MU yVTeM^^ M hVZZS\ ®����¯ `
oNQS\TS dNM

∫

xjK(x)dx =



















1, j = 0,

0, j = 1, . . . , k − 1,

κ, j = k

M dNM
f o

M
f oH∗ ^cU n TMZXWVTVO N\XYSZU MU M\^MO ]S\^_\NVO P h VZZS\ M yVTeM^^

[1987]VQZMOM\^VU NU V v V\MRV q^XU V ¶ V QVZ^XZ TS C½¾Æ½Ã Ä D ÚD ÚE`

ho =

[

(
∫

K2)
∫

(f o/H)

2k( κ
k!
)2[

∫

((f o)(k))2]

]

1

2k+1

n− 1

2k+1

°� `��±

]SU ^VxV TM ]S\WMZec\]XV TS
EQI ≈ n− 2k

2k+1

P S\TM
(f o)(k)

TM\S^V V TMZXWVTV TM SZTMU
î TV YN\[bS

f o
`

' �' �� ������+"�  � F�)28� G����
LMOM\WSRW XTS QVZV MO^XU VZ V YN\[bS TM\OXTVTM QVZV VUSO^ZVO ]SUQRM^VO Q SZ

iNTMUS
[1982]

M �S·UV\
[1984]

P S U �^STS TV çVRXTV[bS zZNgVTV QSZ h _\XUSO �NVTZV³
TSO YSX VTVQ^VTS QVZV S ]VOS S\TM V VUSO^ZV � ]M\ONZVTV ´ TXZMX^V `

��



LMOM\WSRWM\TS S
EQI(f̂)

P M\]S\^ZV³OM

EQI(f̂) =

∫

f̂ 2 − 2

∫

f̂f o +

∫

(f o)2.

k Srv M^XWS � M\]S\^ZVZ V v V\MRV ¶ dNM U X\XU XgV S
EQI(f̂)

` krOMZWV\TS V ^MZ]MXZV
QVZ]MRV P Wc³OM dNM MO^V � X\TMQ M\TM\^M TM ¶ ` u\^bS P QZS]NZV³OM S WVRSZ TM ¶ dNM
U X\XU XgV V YN\[bS MO]SZM

S(h) =

∫

f̂ 2 − 2

∫

f̂f o.
°� `��±

zSUS V QZXU MXZV QVZ]MRV � ]S\aM]XTV MU °� `��± P rVO^V MO^XU VZ V OMeN\TV QVZ]MRV `
K X\^MeZVR TV OMeN\TV QVZ]MRV QSTM OMZ MO^XU VTV QSZ

1

n

n
∑

i=1

f̂n,i(Zi)
1[Λi=1]

Ĥn(Zn)
,

S\TM
f̂n,i

� TVTV QSZ

fn,i(x) =
∑

j 6=i

K

(

x − Zj

h

)

1[Λj=1]

(n − 1)Ĥn(Zj)h
,

XO^S � P V YN\[bS TM TM\OXTVTM MO^XU VTV MU
x
N^XRXgV\TS³OM ^STSO SO QS\^SO VUSO^ZVXO

Mx]M^S S QS\^S
Zi

`
ySZ^V\^S P QVZV M\]S\^ZVZ S WVRSZ TV v V\MRV dNM U X\XU XgV S

EQI(f)
P rVO^V M\]S\³

^ZVZ S WVRSZ dNM U X\XU XgV V YN\[bS V OMeNXZ ¸

CV (h) =

∫

[f̂(x)]2dx −
2

n

n
∑

i=1

f̂i(Zi)
1[Λi=1]

Ĥ(Zi)
.

°� `��±

K MdNXWVRc\]XV \V MO^XU V[bS TM ¶ M\^ZM °� `��± M °� `��± TMWM³OM VS YV^S TM dNM

E[CV (h)] = E[S(h)]
°� `��±

K XeNVRTVTM MU °� `��± QSTM OMZ WMZXf]VTV MU oXRWMZU V\
[1986]

`
k ZMONR^VTS OMeNX\^M \SO eVZV\^XZj dNM S WVRSZ

ĥc

dNM U X\XU XgV °� `��± � VOOX\^q^X]V³
U M\^M q^XUS `
�$)"$9' ; .; .; . � ¾� ÄÀ Ã ½ÀÃ ÄÀ »¾ÓÅÂÍ�½À Å¾ C½¾Æ½Ã Ä D ÚD ÚEÇ Á�Ã 
À ½

EQI(f̂ , ĥc)

infhEQI(f̂ , ĥ)
→ 1

ëÐÄÀ ½ »½ÆÁÄÃ ½ÓÁ½
K TMUS\O^ZV[bS TS C½¾Æ½Ã Ä D ÚD ÚD � M\]S\^ZVTV MU hVZZS\ M yVTeM^^

[1987]
`

��



' �' �H 56782� ������ ��  � B*)+"� I*�)�J8�7�
yVZV TVTSO ]M\ONZVTSO ´ TXZMX^V P NU MO^XU VTSZ \V^NZVR QVZV

Qo(p)
� S MO^XU VTSZ

rVOMVTS \V YN\[bS Sr^XTV NOV\TS S MO^XU VTSZ 	2� � TV YN\[bS TXO^ZXrNX[bS
F o
`

Q̃n(p) = inf{t; F̂n(t) ≥ p}

zaM\e
[1984]

Sr^MWM ZMONR^VTSO TM \SZU VRXTVTM VOOX\^q^X]V M K RmP ½Á Ä¼
[1985]VQZMOM\^VZVU ^MSZMU VO ]SU eZV\TMO VQZSx XU V[�MO QVZV S MO^XU VTSZ TV YN\[bS dNV\^_RX³

]V V^ZVW�O TS QZSTN^S RXU X^M
Q̃n(p)

`
krOMZWM dNM

Q̃n(p)
� NUV YN\[bS QVOOS ]SU OVR^SO ]SZZMOQS\TM\^MO ´O SrOMZWV[�MO

\bS³]M\ONZVTVO `
zSU S Srv M^XWS TM ]S\OMeNXZ NU MO^XU VTSZ U VXO ONVWM P yVTeM^^

[1986]
M }XS P

yVTeM^^ M òN
[1985]

P ]S\OXTMZVZVU NU MO^XU VTSZ TV YN\[bS dNV\^_RX]V V QVZ^XZ TV
YN\[bS \|]RMS P TMf\X\TS³S QSZ ¸

Qn(p) =
1

hn

∫ 1

0

Q̂n(p)K

(

t − p

hn

)

dt

=
1

hn

n
∑

i=1

Zi

∫ Si

Si−1

K

(

t − p

hn

)

dt
°� `��±

]SU
0 ≤ p ≤ 1

P OM\TS
Si =

∑i
j=1 sj

]SU
i = 1, 2, . . . , n

M
S0 = 0

P S\TM
sj

� TVTS
MU °� `�± `

oSUM\^M SO
Zi

′s
]SZZMOQS\TM\^MO VSO

Xi
′s
\bS³]M\ONZVTSO VQVZM]MU MU °� `��±

TMWXTS VS YV^S TM dNM dNV\TS OM ^MU ]M\ONZV P
Si − Si−1 = 0

`
i MONR^VTSO VOOX\^q^X]SO QVZV U MTXZ V Mf]Xc\]XV TM °� `��± ObS VQZMOM\^VTSO VrVXxS P

YVgM\TS V\^MO VReNUVO ONQSOX[�MO `
�` oMv V

{hn}
NUV OMdNc\]XV TM v V\MRVO QSOX^XWVO ^VR dNM

hn → 0
dNV\TS

n → ∞
¨

� ` oMv V NUV YN\[bS ZMVR
K
TMf\XTV MU

(−∞,∞)
^VR dNM ¸

°V±
K(x) ≥ 0

QVZV ^STS \|U MZS ZMVR
x
¨

°r ± ∫ ∞
−∞ K(x)dx = 1

¨
°]±

K
^MU ONQSZ^M f\X^S P XO^S � P

K(x) = 0
QVZV

|x| > c
QVZV VReNU V ]S\O^V\^M

c > 0
¨

°T ±
K
� OXU �^ZX]V MU ^SZ\S TM gMZS ¨

��



°M±
K
� NUV YN\[bS K ÂË À »¶ ÂÁÑ ÂÄÓÄ`

� `
F o

� ]S\^_\NV ]SU TM\OXTVTM
f o
¨

� `
f o

� ]S\^_\NV MU
Qo(p)

M
f o(Qo(p)) > 0

P
0 < p < 1

¨
� `

E(Xo) < ∞
PXO^S � P S WVRSZ MOQ MZVTS TM

F o
Mx XO^M `

ÿ$¤%#:�) ; .; .� . L ÄÆÄ ÐÃ Ä � ÐÓÍÎ¾ ÅÂÀÁÆÂ�ÐÂÍÎ¾
G
Ç À ½� Ä

TG ≡ sup{t : G(t) < 1}
Ú

�$)"$9' ; .; .� . � ¾� ÄÀ »¾ÓÅÂÍ¾½À E
M ½ À ½
TFo

< TH ≤ ∞
½

h−1(log((log n)/n))3/4 → 0
ëÐÄÓÅ¾

n → ∞
Ç ½ÓÁÎ¾ ËÄÆÄ »ÄÅÄ

0 ≤ p ≤ 1
Ç

Qn(p) → Qo(p)
»¾Ã Ë Æ¾�Ä�Â¼ÂÅÄÅ½ ÐÃÇ ëÐÄÓÅ¾ n → ∞

Ú
�$)"$9' ; .; .  . � ÀÀÐÃ Ä ÄÀ »¾ÓÅÂÍ�½À E
MÇ ëÐ ½

TFo
≤ TH ≤ ∞

½ ëÐ½
H

É »¾Ó 

ÁÖÓÐÄ ½Ã ÐÃ Ä Ë ½ëÐ ½ÓÄ ØÂÑ ÂÓ¶ÄÓÍÄ Å¾ ÂÓÁ½ÆØÄ¼¾ Ä�½ÆÁ¾ (T, To)

Å½
TFo

Ú � ½� Ä
φ
ÐÃ Ä

� ÐÓÍÎ¾ Ó¾ ÂÓÁ½ÆØÄ¼¾ � ½»¶ÄÅ¾
[0, 1 − F (T )]

ÁÄ¼ ëÐ ½
φ ≥ x

Ç
φ → 0

ëÐÄÓÅ¾
x → 0+

½
1 − Fo(t) ≤ φ(1 − F (t))

Ç Ë ÄÆÄ t ∈ (T, TFo
)
Ú � ½ Ë ÄÆÄ ëÐÄ¼ëÐ ½Æ

c > 1
Ç

limn sup φ(c(log log n/(2n))1/2)h−1 < ∞
Ç ½ÓÁÎ¾ Ë ÄÆÄ »ÄÅÄ 0 ≤ p ≤ 1

Ç
Qn(p) → Qo(p)»¾Ã Ë Æ¾�Ä�Â¼ÂÅÄÅ½ ÐÃÇ ëÐÄÓÅ¾ n → ∞

Ú
zSUS \V QZj^X]V VO VUSO^ZVO ObS QMdNM\VO P ]ZXSN³OM NU M\SZU M QZSrRMU V `

�M\aNU V QZSQZXMTVTM QVZV VUSO^ZV Q MdNM\V YSX TMTNgXTV ` �V ZMVRXTVTM P TMW XTS
´O ]SUQRX]V[�MO U V^MU j^X]VO X\^ZSTNgXTVO Q MRV ]M\ONZV P NU V MxQZMOObS MxV^V QVZV S
MZZS dNVTZVTS UMTXS TM

Qn(p)
QVZV

n
QMdNM\S \bS MO^j TXOQS\_WMR ` K OOXU P NU WVRSZ

TV v V\MRV dNM U X\XU XgV S MZZS dNVTZVTS U�TXS MxV^S TM
Qn(p)

\bS QSTM OMZ Sr^XTS `
�U rSU U�^STS QZj^X]S QVZV OMRM]XS\VZ V v V\MRV ¶ � S U�^STS TS rSS^O^ZVQ P TMO]ZX^S
\V QZqx XU V OM[bS `

' �' �N O282+"�  � F�)28� P ��) � � 1 Q�� �  � ���������
�V QZj^X]V MU eMZVR P \bS � ]S\aM]XTS V YSZU V TV TXO^ZXrNX[bS TSO TVTSO M NU

MO^XU VTSZ \bS QVZVU�^ZX]S � QZSQSO^S ` zS\OMdNM\^MU M\^M P S MO^XU VTSZ
Qn(p)

� NU
MO^XU VTSZ \bS QVZVU�^ZX]S M TMOMv V³OM NU U�^STS QVZV OMRM]XS\VZ V v V\MRV q^XU V dNM
\bS TMQM\TV TS ]S\aM]XU M\^S TV YSZU V TV TXO^ZXrNX[bS P XO^S � P TVTV NUV VUSO^ZV
VRMV^qZXV ]M\ONZVTV TM ^VU V\aS

n
P dNVR � V v V\MRV ¶ q^XU V QVZV S ]jR]NRS TM

Qn(p)R k
��



U�^STS TS �SS^O^ZVQ QVZV TVTSO ]M\ONZVTSO QZSWc NU V OSRN[bS V MO^M QZSrRMU V QVZV
S ]ZX^�ZXS TS U _\XUS TS MZZS dNVTZj^X]S U �TXS ` uO^M U �^STS MO^XU V S MZZS dNVTZj^X]S
U �TXS TM

Qn(p)
P S

EQM(Qn(p))
P ]SU S NUV YN\[bS TM

h
M MO]SRaM S WVRSZ TM v V\MRV

h
dNM U X\XU XgV MO^M MZZS `
LV VUSO^ZV ]M\ONZVTV X\X]XVR P TM\S^VTV QSZ

(Zi, Λi)
P
i = 1, . . . , n

P S U �^STS TS
�SS^O^ZVQ ]S\OXO^M MU ZM^XZVTVO VRMV^qZXVO ]SU ZMQSOX[bS M ]SU QZSrVrXRXTVTM 1

nTM \SWVO VUSO^ZVO
(Z∗

i , Λ
∗
i )
P

i = 1, ..., n
P V QVZ^XZ TVO SrOMZWV[�MO rXWVZXVTVO

(Zi, Λi)
P
i = 1, ...n

P XO^S � P ZM^XZV³OM ]SU QZSrVrXRXTVTM 1
n

NU V SrOMZWV[bS
Zj

V]SU ³
QV\aVTS TS OMN ZMOQ M]^XWS

Λj

P TM\S^V\TS³SO VeSZV QSZ
(Z∗

i , Λ
∗
i )
P
i = 1, ..., n

`
LM\S^M S MO^XU VTSZ QZSTN^S RXU X^M TM

Qo(p)
rVOMVTS \VO VUSO^ZVO rSS^O^ZVQ QSZ

Q̃∗
n(p)

M OMv V
Q∗

n(p)
S MO^XU VTSZ V^ZVW�O TS \|]RMS rVOMVTS ^VUr�U \VO VUSO^ZVO

rSS^O^ZVQ P XO^S � P
Q∗

n(p) =
1

h

∫ 1

0

Q̂∗
n(t)K

(

t − p

h

)

dt.

k MZZS dNVTZj^X]S U �TXS
EQM

QSTM OMZ TM]SUQSO^S \V OSU V TV WVZXµ\]XV M W_]XS
VS dNVTZVTS ¸

EQM() = V ar() + [V
Ö
cio()]2.

k MO^XU VTSZ TV WVZXµ\]XV TM
Qn(p)

� TVTS QSZ ¸

V̂ ar(h) =
1

(B − 1)

{

B
∑

i=1

|Q∗
ni(p)|2 −

|
∑B

i=1 Qni(p)|2

B

}

M S MO^XU VTSZ TS W_]XS �

V̂
Ö
cio1(h) =

1

B

B
∑

i=1

Q∗
ni(p) − Qn(p).

oMv V
EQM∗

Qn(p)

S MZZS dNVTZj^X]S U �TXS TS MO^XU VTSZ rSS^O^ZVQ TM
Qn(p)

`
yVTeM^^ M waSUrO

[1986]
SrOMZWVZVU MU WjZXVO OXUNRV[�MO dNM P fxV\TS S QMZ]M\^XR

Q M WVZXV\TS S WVRSZ TM ¶ TM YSZU V ]ZMO]M\^M P S dNVTZVTS TS W_]XS VNU M\^VWV M\dNV\^S
V WVZXµ\]XV TXU X\NXV ` LMO^V YSZU V P

EQMQn(p)(h)
P ]SU S YN\[bS TM ¶ P TMWMZXV TM]ZMO]MZ

M TMQSXO ]ZMO]MZ P M V MO^XU V^XWV
EQM∗

Qn(p)(h)
TVZXV S WVRSZ TM ¶ dNM U X\XU XgVZXV S

EQMQn(p)(h)
`

u\^ZM^V\^S P MU UNX^VO OX^NV[�MO M\]S\^ZVTVO \VO OXUNRV[�MO MU yVeM^^ ®����¯ P
EQM∗

Qn(p)(h)
MZV MO^ZX^VU M\^M TM]ZMO]M\^M MU ¶` k US^XWS OMZXV TMWXTS V VUrSO

��



Qn(p)
M S MO^XU VTSZ TV VUSO^ZV rSS^O^ZVQ

Q∗
n(p)

OMZMU ONQMZ ONVW XgVTSO P ZMONR^V\TS
\NU V MO^XU V^XWV QSrZM TS W_]XS `

yVZV ]S\^SZ\VZ MO^M QZSrRMU V P ^ZS]SN³OM S MO^XU VTSZ dNV\^_RX]S TS \|]RMS OMU
rSS^O^ZVQ

Qn(p)
QMRS MO^XU VTSZ dNV\^_RX]S QZSTN^S RXU X^M

Q̃n(p)
dNM \bS TMQM\TM TV

v V\MRV a P \V MO^XU V^XWV TS W_]XS P XO^S � P

V̂
Ö
cio2(h) =

1

B

B
∑

i=1

Q∗
ni(p) − Q̃n(p),

M ]S\OMdNM\^MU M\^M P

EQM∗
Qn(p)(h) = V̂ ar(h) + V̂

Ö
cio2

2(h).

yVZV OMRM]XS\VZ V UMRaSZ v V\MRV M ]SUQVZVZ dNVR � S U MRaSZ MO^XU VTSZ QVZV V
YN\[bS dNV\^_RX]V V^ZVW�O TS U�^STS TS �SS^O^ZVQ P OMeNXN³OM V ZM]SU M\TV[bS YMX^V QSZ
yVTeM^^

[1986]
P S\TM � ]VR]NRVTV V ZVgbS M\^ZM S MZZS dNVTZj^X]S U �TXS TS MO^XU VTSZ

dNV\^_RX]S QZSTN^S³RXU X^M M S MZZS dNVTZj^X]S U �TXS TS MO^XU VTSZ dNV\^_RX]S V^ZVW�O
TV YN\[bS \|]RMS P QVZV NUV OMdNc\]XV TM v V\MRVO WVZXV\TS TM

0, 01
V

0, 60
V]ZMO]XTSO

TM
0, 01

` uO]SRaM³OM V v V\MRV dNM VQZMOM\^SN UVXSZ ZVgbS ` oM MO^M WVRSZ YSZ ONQ MZXSZ
V NU ^MU ³OM dNM S MZZS dNVTZj^X]S U �TXS TS MO^XU VTSZ dNV\^_RX]S V^ZVW�O TV YN\[bS
\|]RMS � U M\SZ dNM S MZZS dNVTZj^X]S U �TXS TS MO^XU VTSZ dNV\^_RX]S QZSTN^S³RXU X^M `
uU OMeNXTV P ]VR]NRSN³OM V YN\[bS dNV\^_RX]V QVZV NU QMZ]M\^XR fxS `

' �' �S ������+"� ()�2���8�� P ��) � ���������
wSTSO SO MO^XU VTSZMO QVZV S X\^MZWVRS TM ]S\fV\[V VOONU MU dNM V v V\MRV ¶ �

]S\aM]XTV M S QMZ]M\^XR fxS ` k QZXU MXZS MO^XU VTSZ X\^MZWVRVZ QZSQSO^S QSZ waSUrO M
yVTeM^^ ®����¯ P ]aVUVTS \MO^V TXOOMZ^V[bS TM ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾

1
P � TMf\XTS Q SZ ¸

[

Qn(p) − Z(1−α/2)

√

V̂ ar(h), Qn(p) + Z(1−α/2)

√

V̂ ar(h)

]

S\TM
Z1−α/2

� S Q MZ]M\^XR °
1 − α/2

± TV TXO^ZXrNX[bS \SZU VR QVTZbS M
V̂ ar(h)

� V
WVZXµ\]XV MO^XU VTV NOV\TS rSS^O^ZVQ ]VR]NRVTS TV OMeNX\^M YSZU V ¸

V̂ ar(h) =
1

(B − 1)

{

B
∑

i=1

|Q∗
ni(p)|2 −

|
∑B

i=1 Qni(p)|2

B

}

.

��



k OMeN\TS X\^MZWVRS P ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ D P ^VUr�U QZSQSO^S QSZ yVTeM^^ M waSUrO ®����¯
QVZV MO^XU VZ X\^MZWVRSO TM ]S\fV\[V QVZV V YN\[bS dNV\^_RX]V � Sr^XTS NOV\TS³OM VO
MO^XU V^XWVO rSS^O^ZVQ TM

Qn(p)
M ]S\O^ZNX\TS V ONV TXO^ZXrNX[bS MUQ_ZX]V

G(t) = P ∗(Qn(p) ≤ t) =
#{Q∗

ni(p) ≤ t}

B
,

S\TM
Q∗

ni(p)
� S dNV\^XR TM SZTMU Q TV X³�OXU V VUSO^ZV rSS^O^ZVQ P Ê � S \|UMZS

TM VUSO^ZVO rSS^O^ZVQ Sr^XTVO P S\TM S WVRSZ ONeMZXTS QSZ yVTeM^^ M waSUrO ®����¯ �
TM ���� ZMVU SO^ZVeM\O ` �MO^V TXOOMZ^V[bS YSZVU ZMVRXgVTVO ��� ZMVUS\O^ZVeM\O QVZV
MYMX^S TM ^MO^M `

u\^bS P V VQZSx XU V[bS QVZV S X\^MZWVRS TM ]S\fV\[V QVZV
Q0(p)

� TVTV QSZ ¸
[

G−1
(α

2

)

, G−1
(

1 −
α

2

)]

k |R^XUS X\^MZWVRS P TM\SU X\VTS \MOOV TXOOMZ^V[bS QSZ ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ T P QVZV MO^XU VZ S
X\^MZWVRS TM ]S\fV\[V V OMZ VWVRXVTS � S U �^STS VQZMOM\^VTS \S VZ^XeS TS zaM\e ®����¯ `

[

Qn(p) − Z(1−α/2)

√

q2
n(p)p(1 − p)

n
,Qn(p) + Z(1−α/2)

√

q2
n(p)p(1 − p)

n

]

S\TM
qn(p)

� V TMZXWVTV TS MO^XU VTSZ dNV\^_RX]S
Qn(p)

P M � TVTS QSZ ¸

qn(p) =
1

h

∑

Zi

∫ Si

Si−1

K ′(
t − p

h
)dt.

k eZV\TM U �ZX^S VdNX � MO^XU VZ V dNV\^XTVTM
qn(p)

` yZXU MXZVU M\^M P N^XRXgV³OM V
v V\MRV OMRM]XS\VTV \V MO^XU V[bS TV YN\[bS dNV\^_RX]V M ]VR]NRV³OM V TMZXWVTV dNV\^_RX]V `
kO ZMONR^VTSO VQZMOM\^VTSO YSZVU rMU TXO^V\^MO TSO WVRSZMO ^MqZX]SO ZMVRXgVTSO \VO
OXUNRV[�MO ` �U OMeN\TS QZS]MOOS � NOVZ V v V\MRV

h
Sr^XTV QVZV

Qn(p)
M ]VR]NRVZ VO

MO^XU V^XWVO QVZV V TMZXWVTV
qn(p)

V^ZVW�O TS RXU X^M

qn(p) = lim
δj→0

Qn(p + δj) − Qn(p)

δj

.

uO^M � S QZS]MOOS \NU �ZX]S QVZV TXYMZM\]XV[bS VQZMOM\^VTS MU hV^aM· O ®����¯ P
^SU V\TS NU V OMdNc\]XV

δj

TM ^VR USTS dNM
δj → 0

¸

qn(p) =
Qn(p + δj) − Q(p)

δj

.

�S ^ZVrVRaS
δ1 = 10−2

P
δ2 = 10−3

P
δ3 = 10−4

P ` ` ` P
δj = 10−(j+1)

P` ` `
wZVrVRaSN³OM ]SU VO OMeNX\^MO VQZSx XU V[�MO QVZV

qn(p)
¸

��



�` LMZXWVTV V TXZMX^V ¸
qn1(p) =

Qn(p + δj) − Qn(p)

δj

;

� ` LMZXWVTV V MOdNMZTV ¸

qn2(p) =
Qn(p) − Qn(p − δj)

δj

;

� ` LMZXWVTV ]M\^ZVR ¸
qn3(p) =

Qn(p + δj) − Qn(p − δj)

2δj

;

� ` LMZXWVTV ]SU dNV^ZS QS\^SO ¸

qn4(p) =
−Qn(p + 2δj) + 8Qn(p + δj) − 8Qn(p − δj) + Qn(p − 2δj)

12δj

,

��
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KO OXUNRV[�MO ^cU ]SUS Srv M^XWS ^MO^VZ S TMOMUQM\aS TSO U �^STSO QVZV V MO^X³
U V[bS MU MO^NTS ]SUQVZV\TS³SO ]SU OMNO WVRSZMO ^MqZX]SO ` K^ZVW�O TM OXUNRV[�MO P
rNO]SN³OM VWVRXVZ S TMOMUQM\aS TS U�^STS TS \|]RMS \V OMRM[bS TV v V\MRV ¶ M VOOXU
\V MO^XU V^XWVO QS\^NVXO M X\^MZWVRVZMO `

yVZV MYMX^S TM OXUNRV[bS P NOSN³OM VO TXO^ZXrNX[�MO ªMXrNRR M }Se\SZU VR TMWXTS V
MO^MO USTMRSO OMZMU SO dNM UVXO r MU OM Vv NO^VU MU VQRX]V[�MO ZMVXO MU V\jRXOM TM
OSrZMWXWc\]XV ` zS\OXTMZM VO OMeNX\^MO OX^NV[�MO ¸
�` wMUQS TM WXTV ªMXrNRR ]SU QVZµUM^ZSO

λ = 6
°MO]VRV± M

β = 6
°YSZU V± M QVZV

]M\ONZV
λ = 6

M
β = 7

P ZMONR^V\TS MU
28%

TM ]M\ONZV `
� ` wMUQS TM WXTV }SeUSZUVR ]SU QVZµU M^ZSO

µ = 1, 5
M

σ = 0, 14
P M QVZV ]M\ONZV

NU V }Se\SZU VR ]SU QVZµUM^ZSO
µ = 1, 6

M
σ = 0, 14

P ZMONR^V\TS MU
30%

TM
]M\ONZV `

yZXU MXZVUM\^M P NOSN³OM VO TXO^ZXrNX[�MO VQZMOM\^VTVO MU � eMZV\TS VUSO^ZVO TM
^VU V\aS \©�� QVZV MO^XU VZ V v V\MRV ¶ QVZV V YN\[bS TM\OXTVTM NOV\TS S U �^STS
TV çVRXTV[bS zZNgVTV ` tj \V OMeN\TV QVZ^M P ^ZVrVRaSN³OM ]SU VO TXO^ZXrNX[�MO TSO
TSXO X^M\O ]X^VTSO ]SU VUSO^ZVO TM ^VU V\aS �� P �� P ��� M ��� ` K ]VTV VUSO^ZV
eMZVTV P ZMVRXgSN³OM ��� ZMVU SO^ZVeM\O QVZV TM^MZU X\VZ V v V\MRV

h
QVZV MO^XU VZ V

YN\[bS dNV\^_RX]V `

��



ó æè 
��
���������

yVZV V XUQRMU M\^V[bS ]SUQN^V]XS\VR P YSX N^XRXgVTS S À¾� Á/ÄÆ½ Å½Ø ÏWW TMW XTS
V ONV RXr MZTVTM TM QZSeZVU V[bS M WMRS ]XTVTM \V MxM]N[bS TVO OXUNRV[�MO ` sSZVU
eMZVTVO VUSO^ZVO OMRM]XS\VTVO VRMV^SZXVUM\^M TVO QSQNRV[�MO QZ�³MOQ M]Xf]VTVO `

yVZV eMZVZ \|UMZSO VRMV^qZXSO °QOMNTS³VRMV^qZXS± P YSX NOVTS S QZqQZXS eMZVTSZ
TS TMW zXX P S\TM V YN\[bS ÆÄÓÅ°± YSZ\M]M \|UMZSO X\^MXZSO \S X\^MZWVRS TM

0
V

iK�LYhKZ P S\TM iK�LYhKZ � NUV ]S\O^V\^M TMf\XTV \V rXrRXS^M]V
<
»ÀÁÅ ¼Â�

>TS zXX ` yVZV eMZVZ VU SO^ZVO N\XYSZU MO
U(0, 1)

P OXUQRMOU M\^M TXW XT XN³OM S \|UMZS
VRMV^qZXS eMZVTS QMRS WVRSZ iK�LYhKZ ` uU OMeNXTV P N^XRXgSN³OM S U �^STS TV
YN\[bS X\WMZOV QVZV eMZVZ VUSO^ZVO TV TXO^ZXrNX[bS ªMXrNRR P M QVZV V }Se\SZU VR P
NOSN³OM S U �^STS �Sx³hNRRMZ QVZV eMZV[bS TM \SZU VXO

(X)
P OMeNXTS TV ^ZV\OYSZU V[bS

Y = exp(X)
`

k ^MUQS TM MxM]N[bS TVO ��� OXUNRV[�MO ZMVRXgVTVO f]SN MU U�TXV MU OMXO U X³
\N^SO P ]jR]NRSO ZMVRXgVTSO MU NU ]SUQN^VTSZ yu�w{�� {{{ TM � pr ]SU U�USZXV
TM ��� Ür ` K QVZ^M eZjf]V YSX ZMVRXgVTV \S VUrXM\^M TM QZSeZVU V[bS [ \V WMZObS
2.0.1

`
k VReSZX^US QVZV SO ]jR]NRSO TVO MO^XU V^XWVO M\]S\^ZV³OM \S KQc\TX]M z `
hMTXTVO TM TMOMUQM\aS P ]SUS MZZS dNVTZj^X]S U �TXS °� `�± M MZZS dNVTZj^X]S U �³

TXS X\^MeZVTS °� `�± P YSZVU ]VR]NRVTVO QVZV W XVrXRXgVZ VO ]SUQVZV[�MO TVO MO^XU V^XWVO
TV YN\[bS TM\OXTVTM M TV YN\[bS dNV\^XR `

ó æó é���
�����

KO OXUNRV[�MO P ^V\^S \V MO^XU V[bS QS\^NVR dNV\^S \V X\^MZWVRVZ P YSZVU ZMVRXgVTVO
]SU S Srv M^XWS TM ]SUQVZVZ M ]S\aM]MZ WV\^V\eM\O M TMOWV\^VeM\O TS U�^STS TM
MO^XU V[bS \bS QVZVU �^ZX]S `

A �A �� B*)+"�  2 32)�� � 2
LVO ]MU OXUNRV[�MO ZMVRXgVTVO P QVZV VUSO^ZVO TM ^VU V\aS \©�� P ZMONR^VZVU ]MU

v V\MRVO OMRM]XS\VTVO V^ZVW�O TS U�^STS TV çVRXTV[bS zZNgVTV ` wSUSN³OM V U �TXV
TMO^VO v V\MRVO Sr^M\TS S WVRSZ

h = 0, 52
M ]VR]NRSN³OM V v V\MRV q^XU V VQZMOM\^VTV MU

��
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uvwxyz { |} ~ �x���� �� ����v�z��
�z�w��� � �zyy�� ������ � ������yz��� � �z��y

hopt = 0, 82
|

� uvwxyz { |� � � �v���wyz� z �z� � z���z� �����v��z�z� � ��� � ����� �z �z�v�z���
�yx�z�z �zyz z� ��� �v�x�z���� y�z�v�z�z� |   �v���wyz� z � z��v� ��yv�� � �¡ v��� wyz���
�zyvz¢v�v�z�� �z� � z���z� �����v��z�z� |

� uvwxyz { |} ����yz z ��y� z �z �x���� �� ����v�z�� x�z���
h = 0, 52£¤¥¦§ ¨ ©ª¨«¬­® ¨¯¨° � hopt = 0, 82£¤¥¦§¨ ± ²¦©¥¤§ ¨¯¨° � z �xy�z ��³yv�z �z ´�v¢x�� £� ��° £¤¥¦§¨ «²¦©µ¦¶¨° |

� � ��vz �z � z���z ���v� z�z �x¢���v� z z � z���z ��³yv�z £} |��° z�y�����z�z ��y
�z�w���

[1987]
| u�v x�z�� z���z� x� z ·�v�z z����yz |

}¸
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yVZV OMRM]XS\VZ V v V\MRV QVZV V YN\[bS dNV\^_RX]V P YSX NOVTS S U�^STS ]SUQN^V³
]XS\VR �SS^O^ZVQ ]SU

300
ZMVUSO^ZVeM\O °ONeMZXTS QSZ yVTeM^^ M waSUrO

[1986]
± `

yVZV ]VTV NUV TVO
100

VUSO^ZVO eMZVTVO °
100

OXUNRV[�MO± P OMRM]XS\SN³OM V v V\MRV
h
ZMONR^V\^M TS UM\SZ MZZS dNVTZj^X]S U �TXS QVZV S rSS^O^ZVQ ` }MUrZV\TS dNM VO

v V\MRVO MZVU MO]SRaXTVO \S X\^MZWVRS
[0, 01; 0, 60]

]SU V]Z�O]XUS TM
0, 01

`
�^XRXgSN³OM V U �TXV VZX^U �^X]V TVO v V\MRVO °

hBoot
± OMRM]XS\VTVO MU ]VTV OXUNRV[bS

M ]VR]NRSN³OM SO dNV\^XO
0, 1

¨
0, 5

¨
0, 75

M
0, 95

QVZV S MO^XU VTSZ dNV\^_RX]S QVZV VO
TXO^ZXrNX[�MO v j TMO]ZX^VO ]SUQVZV\TS³SO ]SU OMNO ZMOQ M]^XWSO WVRSZMO ^MqZX]SO ` kO
ZMONR^VTSO QSTMU OMZ WXO^SO \VO wVrMRVO � `� M � `� P S\TM

dphBoot

� S TMOWXS QVTZbS TM
hBoot

` zS\O^ZNXN³OM VReN\O aXO^SeZVU VO QVZV VO v V\MRVO OMRM]XS\VTVO `

wVrMRV � `�¸ uO^XU V^XWVO QS\^NVXO TSO dNV\^XO QVZV L XO^ZXrNX[bS ªMXrNRR
�NV\^XR KUSO^ZV

hBoot dphBoot
QhBoot

(p) Qo(p)

� P� �� � P���� � P���� � P�� �� � P����
�� � P���� � P���� � P����
��� � P���� � P�� �� � P����
��� � P���� � P���� � P����

� P� �� � P�� �� � P���� � P���� � P����
�� � P���� � P���� � P����
��� � P� ��� � P���� � P����
��� � P���� � P���� � P����

� P�� �� � P���� � P���� � P�� �� � P����
�� � P���� � P���� � P��� �
��� � P���� � P���� � P����
��� � P���� � P���� � P����

� P�� �� � P���� � P� �� � � P���� � P����
�� � P���� � P� ��� � P����
��� � P���� � P�� �� � P����
��� � P���� � P� ��� � P����

�V sXeNZV � `� P SrOMZWV³OM VReNUVO v V\MRVO QZqx XU VO TM
0, 01

SN QZqx XU VO TM
0, 5

P
NU QSN]S TXO^V\^MO TV U�TXV

0, 1436
` yVZV VReNUVO TMO^VO v V\MRVO P VO MO^XU V^XWVO
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wVrMRV � `� ¸ uO^XU V^XWVO QS\^NVXO TSO dNV\^XO QVZV L XO^ZXrNX[bS ªMXrNRR
tV\MRV � P� � � P� � � P�� � P�� � P�� � P�� � P� � P� � P�

Qn(0, 1)
� P� ��� � P� ��� � P���� � P��� � � P�� �� � P���� � P���� � P���� � P����

wVrMRV � `� ¸ uO^XU V^XWVO QS\^NVXO TSO dNV\^XO QVZV LXO^ZXrNX[bS }Se\SZU VR
�NV\^XR KUSO^ZV

hBoot dphBoot
QhBoot

(p) Qo(p)

� P� �� � P���� � P���� � P���� � P����
�� � P���� � P���� � P����
��� � P���� � P���� � P����
��� � P���� � P���� � P��� �

� P� �� � P���� � P���� � P���� � P�� ��
�� � P���� � P���� � P� �� �
��� � P�� �� � P� ��� � P����
��� � P���� � P� ��� � P����

� P�� �� � P���� � P���� � P���� � P����
�� � P���� � P���� � P����
��� � P���� � P���� � P����
��� � P� ��� � P���� � P����

� P�� �� � P���� � P� ��� � P���� � P����
�� � P���� � P� ��� � P����
��� � P���� � P� �� � � P����
��� � P���� � P� ��� � P����

QVZV
Q(0, 1)

YSZVU rSVO P SN^ZVO VQZMOM\^VZVU MO^XU V^XWVO r MU ZNX\O P ]SUS QSTM OMZ
SrOMZWVTS \V wVrMRV � `� ` }MUrZV\TS dNM S WVRSZ ^MqZX]S QVZV S QMZ]M\^XR

0, 1
� TM

4, 1234
`

�NV\TS QVOOSN³OM QVZV VUSO^ZVO TM ^VU V\aS
n = 300

P V U VXSZXV TVO v V\MRVO
MO^XU VTVO f]VZVU M\^ZM

0
M

0, 02
P ]SU S QSTM OMZ SrOMZWVTS \V sXeNZV � `� ` h VO P

U MOU S ]SU MO^VO v V\MRVO P VO MO^XU V^XWVO YSZVU rSVO P ]SUS QSTM OMZ W XO^S \V wVrMRV
� `�` yVZV SO TMU VXO Q MZ]M\^XO S ]SUQSZ^VU M\^S YSX QVZM]XTS `

wVUr�U YSX YMX^S S U MOUS MO^NTS QVZV V TXO^ZXrNX[VS }Se\SZU VR °wVrMRV � `� M
sXeNZVO � `� V � `��±

kO ZMONR^VTSO TVO wVrMRVO � `� M � `� USO^ZVU dNM P NOV\TS V U �TXV VZX^U �^X]V TVO
v V\MRVO TVO ]MU OXUNRV[�MO ZMVRXgVTVO P VO MO^XU V^XWVO QS\^NVXO MO^bS QZqx XU VO TSO
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WVRSZMO ^MqZX]SO ` wVUr�U \S^V³OM dNM P ]SU S VNU M\^S \S ^VU V\aS TVO VUSO^ZVO P aj
\V U MRaSZXV TVO MO^XU V^XWVO `

� �&#9'()" �%&$"6','"
KS ]S\^ZjZXS TS dNM YSX YMX^S ]SU VO MO^XU V^XWVO QS\^NVXO P S\TM NOSN³OM V U �TXV

VZX^U �^X]V TVO ]MU v V\MRVO OMRM]XS\VTVO P QVZV ]VR]NRVZ SO ]MU X\^MZWVRSO P NOSN³OM S
MO^XU VTSZ QS\^NVR ]SU ONV ZMOQ M]^XWV v V\MRV OMRM]XS\VTV P XO^S � P QVZV ]VTV X\^MZWVRS
]VR]NRVTS YSX NOVTV V v V\MRV OMRM]XS\VTV V^ZVW�O TS rSS^O^ZVQ ` }MUrZV\TS dNM YSZVU
^ZcO ^XQ SO TM X\^MZWVRSO TMO]ZX^SO \V OM[bS � P OM\TS dNM QVZV S X\^MZWVRS TM\SU X\VTS
ÂÓÁ½ÆØÄ¼¾ T P aj \M]MOOXTVTM TM MO^XU VZ V TMZXWVTV TV YN\[bS dNV\^_RX]V `

K O wVrMRVO � `� V � `� VQZMOM\^VU VO VQZSx XU V[�MO QVZV V TMZXWVTV
qn(p)

P RMUrZV\TS
dNM VO MO^XU V^XWVO YSZVU YMX^VO ]SU S WVRSZ TV v V\MRV

h
OMRM]XS\VTV V^ZVW�O TV ^�]\X]V

TS rSS^O^ZVQ QVZV V MO^XU V^XWV TS dNV\^XR
0, 1

` zSUS S Srv M^XWS � MO^XU VZ V TMZXWVTV
QVZV V YN\[bS dNV\^XR

qn(p)
P QVZV MYMX^S TM ^MO^M P MO^XU SN³OM

qo(p)
NOV\TS V TXO^ZXrNX[bS

ªMXrNRR °� ¨�± ]Nv S WVRSZ ^MqZX]S TV TMZXWVTV \S QS\^S
0, 1

�
7, 2475

` K O MO^XU V^XWVO
YSZVU YMX^VO ]SU VUSO^ZVO TM ^VU V\aSO �� P �� M ��� `

yVZV ]VTV NUV TVO ]X\]S v V\MRVO OMRM]XS\VTVO P SrOMZWV³OM dNM V UMRaSZ VQZSx X³
U V[bS YSX QVZV TMZXWVTV ´ TXZMX^V ]SU

δ = 0, 01
` k UMOUS S]SZZMN QVZV TMU VXO

dNV\^XO M ^VU V\aSO TM VUSO^ZV ` ySZ^V\^S P VTS^SN³OM MO^V VQZSx XU V[bS QVZV S ]jR]NRS
TS ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ T ` �U YV^S X\^MZMOOV\^M � dNM VO v V\MRVO

0, 1
M

0, 11
VQZMOM\^VZVU UM³

RaSZMO ZMONR^VTSO QVZV S MO^XU VTSZ dNV\^_RX]S M QVZV V VQZSx XU V[bS QVZV V TMZXWVTV P
v V\MRVO NU QSN]S TXO^V\^MO TV U�TXV NOVTV \V MO^XU V[bS QS\^NVR dNM YSX TM

0, 1436
`

�U ]SUQVZV^XWS M\^ZM SO ^ZcO U �^STSO TM MO^XU V[bS X\^MZWVRVZ YSX ZMVRXgVTS ]SU
]MU X\^MZWVRSO eMZVTSO ]SU

90%
TM ]S\fV\[V ` K O wVrMRVO � `� V � `�� VQZMOM\^VU S

\|U MZS TM X\^MZWVRSO dNM ]S\^XWMZVU S WMZTVTMXZS WVRSZ dNV\^XR °WVRSZ ^MqZX]S± QVZV
V TXO^ZXrNX[bS ªMXrNRR M }Se\SZU VR QVZV VUSO^ZVO TM ^VU V\aSO

30
P
50
P
100

M
300

P M
dNV\^XO TM

0, 1
P
0, 5

P
0, 75

M
0, 95

`
� VO wVrMRVO � `� M � `� P Wc³OM dNM S ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ T QVZV S dNV\^XR

0, 1
VQZMOM\^V UMRaSZMO

ZMONR^VTSO TS dNM SO ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾À E ½ D P XO^S � P Mx XO^M NU \|UMZS U VXSZ TM X\^MZWVRSO
dNM ]S\^XWMZVU S WMZTVTMXZS QVZµU M^ZS ` yVZV V UMTXV\V °

0, 5
± P \M\aNU TSO ^ZcO

X\^MZWVRSO eV\aSN TMO^VdNM `

��



wVrMRV � `� ¸ uO^XU V^XWVO QVZV
q(0, 1)

¨ \©��
tV\MRV °a ±

Qn δj qn1(p) qn2(p) qn3(p) qn4(p)

� P�� � P��� � � P� � � P����� �� P���� �� P���� �� P����
� P�� � �� P���� ��P���� �� P���� �� P����
� P��� � �� P���� �� P���� �� P���� �� P����
�M³�� �� P���� �� P���� �� P���� �� P����

� P�� � P����� � P� � � P����� �� P���� � P����� � P�����
� P�� � � P� ���� � P����� � P����� � P�����
� P��� � � P���� � � P����� � P����� � P�����
�M³�� � P����� � P����� � P����� � P�����

� P� � P����� � P� � � P����� �� P���� � P� ���� � P�����
� P�� � � P���� � � P���� � � P����� � P�����
� P��� � � P����� � P� ���� � P����� � P�����
�M³�� � P���� � � P����� � P����� � P�����

� P�� � P����� � P� � �� P���� �� P���� �� P���� �� P����
� P�� � �� P���� �� P���� �� P���� �� P����
� P��� � �� P���� �� P���� �� P���� �� P����
�M³�� �� P���� �� P���� �� P���� �� P����

� P�� � P���� � P� � �� P���� �� P���� �� P���� �� P����
� P�� � �� P� ��� �� P���� �� P���� �� P����
� P��� � �� P���� �� P� ��� �� P���� �� P����
�M³�� �� P���� �� P� ��� �� P���� �� P����

��



wVrMRV � `� ¸ uO^XU V^XWVO QVZV
q(0, 1)

¨ \©��
tV\MRV °a ±

Qn δj qn1(p) qn2(p) qn3(p) qn4(p)

� `�� � `���� � `� � �� `���� �� `���� �� `� ��� �� `����
� `�� � �� `�� �� �� `���� �� `���� �� `����
� `��� � �� `���� �� `��� �� `���� �� `����
�M³��� �� `���� �� `���� �� `���� �� `����

� `�� � `����� � `� � �� `���� �� `���� �� `� ��� �� `����
� `�� � �� `���� �� `���� �� `���� �� `����
� `��� � �� `���� �� `���� �� `�� �� �� `����
�M³��� �� `���� �� `���� �� `��� �� `��� �

� `�� � `����� � `� � �� `���� �� `���� �� `���� �� `����
� `�� � �� `���� �� `���� �� `���� �� `����
� `��� � �� `��� � �� `��� � �� `���� �� `����
�M³��� �� `���� �� `���� �� `���� �� `����

� `�� � `����� � `� � �� `� ��� �� `���� �� `���� �� `����
� `�� � �� `���� �� `���� �� `���� �� `����
� `��� � �� `���� �� `���� �� `���� �� `����
�M³��� �� `���� �� `��� �� `���� �� `����

� `�� � `� ���� � `� � � `����� � `����� � `����� � `�����
� `�� � � `����� � `� ���� � `����� � `�����
� `��� � � `����� � `����� � `����� � `���� �
�M³��� � `����� � `����� � `����� � `���� �

��



wVrMRV � `� ¸ uO^XU V^XWVO QVZV
q(0, 1)

¨ \© ���
tV\MRV °a ±

Qn δj qn1(p) qn2(p) qn3(p) qn4(p)

� P�� � P���� � P� � ��P���� �� P���� �� P���� �� P���
� P�� � �� P�� �� �� P���� �� P���� �� P����
� P���� �� P���� �� P��� � �� P���� �� P����
�M³��� �� P���� �� P���� �� P���� �� P����

� P�� � P���� � P� � � P����� �� P���� � P����� � P�����
� P�� � � P� ���� � P����� � P����� � P�����
� P���� � P����� � P����� � P��� � � P�����
�M³��� � P����� � P����� � P��� � � P��� �

� P� � � P���� � P� � � P����� � P���� � P����� � P��� ��
� P�� � �P����� �P����� �P����� �P�����
� P���� �P� ���� �P����� �P����� �P�����
�M³��� �P����� �P��� �� �P����� �P�����

� P�� � P�� �� � P� � � P����� � P�� � � P�� ��� � P�����
� P�� � � P����� � P����� � P����� � P�����
� P���� � P����� � P����� � P����� � P�����
�M³��� � P����� � P����� � P����� � P�����

� P�� � P���� � P� � � P����� � P����� � P����� � P� ����
� P�� � � P����� � P����� � P���� � P�����
� P���� � P����� � P� ���� � P� ���� � P� ����
�M³��� � P� ���� � P� ���� � P� ���� � P� ����

wVrMRV � `� ¸ �|UMZS TM X\^MZWVRSO TXO^ ` ªMXrNRR
�NV\^XO

� `� � `�
\ �� �� ��� ��� �� �� ��� ���

{\^MZWVRS � �� �� �� �� �� �� �� ��
{\^MZWVRS � �� �� �� �� �� � � �� ��
{\^MZWVRS � �� �� �� �� �� �� �� ��

��



wVrMRV � `� ¸ �|UMZS TM X\^MZWVRSO TXO^ ` ªMXrNRR
�NV\^XO

� `�� � `��
\ �� �� ��� ��� �� �� ��� ���

{\^MZWVRS � �� �� �� �� �� �� �� ��
{\^MZWVRS � �� �� �� �� �� �� �� ��

wVrMRV � `� ¸ �|UMZS TM X\^MZWVRSO TXO^ ` }Se\SZU VR
�NV\^XO

� `� � `�
\ �� �� ��� ��� �� �� ��� ���

{\^MZWVRS � � � �� �� �� �� �� �� ��
{\^MZWVRS � �� �� �� �� �� �� �� ��
{\^MZWVRS � �� �� �� �� �� �� �� ��

wVrMRV � `�� ¸ �|U MZS TM X\^MZWVRSO TXO^ ` }Se\SZU VR
�NV\^XO

� `�� � `��
\ �� �� ��� ��� �� �� ��� ���

{\^MZWVRS � �� �� �� �� �� � � �� ��
{\^MZWVRS � �� � � �� �� �� �� �� ��

��
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sXeNZV � `�� ¸ {\^� ¨ Q©� P�¨ \©�� ¨ ª �

�U YV^S X\^MZMOOV\^M � dNM P QVZV dNV\^XO VR^SO P wVrMRVO � `� M � `�� P S ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ T
VQZMOM\^SN³OM TM YSZU V XZZMeNRVZ ^SZ\V\TS³OM X\W XjWMR ` h MOU S QVZV SO ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾À E ½
D P V dNV\^XTVTM TM X\^MZWVRSO dNM ]S\^XWMZVU S WMZTVTMXZS QVZµUM^ZS YSX UNX^S rVXxV `

K^ZVW�O TMO^MO ZMONR^VTSO P QSTM³OM ]S\]RNXZ dNM P QVZV dNV\^XO ONQ MZXSZMO ´ U MTXV\V P
MO^MO ^ZcO U �^STSO TM MO^XU V[bS X\^MZWVRVZ \bS ^cU rSU TMOMUQM\aS `

K O sXeNZVO � `�� V ZM^ZV^VU SO ^ZcO X\^MZWVRSO QVZV S dNV\^XR
0, 1

M
0, 5

]SU S
^VU V\aS TV VUSO^ZV

n = 30
QVZV VO TXO^ZXrNX[�MO ªMXrNRR

WB(6, 6)
M }Se\SZU VR

LN(1, 5; 0, 0196)
` K \S^V[bS {\^ � OXe\Xf]V ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ EP TM U V\MXZV V\jRSeV QVZV {\^�

M {\^� ` kO TMUVXO ]VOSO QSTMZbS OMZ WXO^SO \S �Ë �ÓÅÂ»½ � `
� VO sXeNZVO � `�� V � `�� P Q MZ]Mr MN³OM dNM S ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ T VQZMOM\^V VUQRX^NTM U VXSZ
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TS dNM SO TMU VXO X\^MZWVRSO P YV^S MO^M dNM ]S\^ZXrNXN QVZV NU UVXSZ \|U MZS TM WMgMO
]S\^M\TS S WMZTVTMXZS QVZµUM^ZS `

�VO sXeNZVO � `�� V � `�� P SO ^ZcO X\^MZWVRSO OM ]SUQSZ^VZVU TM U V\MXZV OXU XRVZ P
OMU TMO^VdNM QVZV \M\aNU X\^MZWVRS `

K O sXeNZVO � `�� V � `�� P S\TM V TXO^ZXrNX[bS NOVTV YSX V }Se\SZU VR P VQZMOM\^VZVU
S U MOUS ]SUQSZ^VU M\^S TVO sXeNZVO � `�� V � `�� `

zS\^X\NV\TS V VWVRXV[bS TSO MO^XU VTSZMO V^ZVW�O TS U �^STS \|]RMS P MU
yVTeM^^ M waSUrO

[1986]
M\]S\^ZV³OM NU ]S\v N\^S TM TVTSO ]M\ONZVTSO eMZVTSO TM

TNVO TXO^ZXrNX[�MO MxQS\M\]XVXO P V QZXU MXZV ]SU QVZµU M^ZS
λ = 1

QVZV ^MUQS TM WXTV
M V OMeN\TV ]SU QVZµUM^ZS

λ = 3/7
QVZV ]M\ONZV P ZMONR^V\TS MU

30%
TM ]M\ONZV `
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wVrMRV � `��¸ uO^XU V^XWVO QS\^NVXO TS VZ^XeS yVTeM^^ M waSUrO ®����¯
�NV\^XR

Q0(p)
a

Qn(p)
×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ E ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ D

� P�� � P���� � P�� � P���� °� P���� ¨ � P����± °� P���� ¨ � P� ���±
� P�� � P��� � � P�� � P� ��� °� P��� �¨ � P����± °� P���� ¨ � P� ���±
� P�� �P���� � P�� �P���� °� P���� ¨ �P����± °� P���� ¨ �P����±

K wVrMRV � `�� ZMYMZM³OM ´O MO^XU V^XWVO VQZMOM\^VTVO \S VZ^XeS TMO^MO VN^SZMO `
� OV\TS S UMOU S ]S\v N\^S TM TVTSO VQZMOM\^VTS MU yVTeM^^ M waSUrO

[1986]
P

]S\OMeNXN³OM SO ZMONR^VTSO TV wVrMRV � `�� `
�NU ]SUQVZV^XWS M\^ZM VO wVrMRVO � `�� M � `�� QVZV VO dNV\^XTVTMO ]SUN\O P

Q MZ]Mr M³OM dNM P QVZV VO MO^XU V^XWVO QS\^NVXO TSO dNV\^XO P SO WVRSZMO TV wVr MRV � `��
MO^bS U MRaSZMO TS dNM SO TV wVrMRV � `�� P XO^S � P SO WVRSZMO TV wVrMRV � `�� MO^bS U VXO

wVr MRV � `�� ¸ uO^XU V^XWVO TSO dNV\^XO QVZV TXO^ uxQ °�±
�NV\^XR

Q0(p)
a

Qn(p)
×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ E ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ D ×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ T

� P�� � P���� � P�� � P���� °� P���� ¨ � P����± °� P���� ¨ � P����± °� P���� ¨ � P����±
� P�� � P���� � P�� � P���� °� P���� ¨ � P�� ��± °� P���� ¨ � P����± °� P��� �¨ � P����±
� P�� � P��� � � P�� � P���� °� P� ��� ¨ � P����± °� P����¨ � P����± °� P��� �¨ � P����±
� P�� �P���� � P� � �P���� °� P���� ¨ �P����± °�P� ���¨ �P����± °�P���� ¨ �P����±
� P�� � P���� � P�� � P���� °�P���� ¨ � P����± °�P� ��� ¨ � P����± °� P���� ¨ � P� ���±
� P�� � P���� � P�� � P���� °� P���� ¨ � P����± °� P���� ¨ � P����±

��



QZqx XUSO TSO ZMOQ M]^XWSO WVRSZMO ^MqZX]SO
Q0(p)

` uU ]SUQM\OV[bS SO X\^MZWVRSO TV
wVrMRV � `�� VQZMOM\^VU NUV VUQRX^NTM UM\SZ TS dNM \V wVrMRV � `��` k dNM � ]S³
UNU M\^ZM VO TNVO ^Vr MRVO � V VOOXU M^ZXV TSO X\^MZWVRSO ` �bS YSX QSOO_WMR ]VR]NRVZ S
×ÓÁ½ÆØÄ¼¾ T TV wVrMRV � `�� QVZV S QMZ]M\^XR

0, 95
`

� �
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k Srv M^XWS � MO^XU VZ V TXO^ZXrNX[bS TS ^MUQS TM WXTV TM �� X\^MZZNQ^SZMO U M]µ\X³
]SO P TSO dNVXO

57, 5%
YSZVU ]M\ONZVTSO ` h VXO TM^VRaMO QSTMU OMZ W XO^SO MU �VXZ ®����¯ `

k ]S\v N\^S TM TVTSO M\]S\^ZV³OM \S KQc\TX]M � `
K wVrMRV � `� VQZMOM\^V NU ]SUQVZV^XWS M\^ZM VO v V\MRVO MO^XU VTVO MU

yVTeM^^ ®����¯ M VO MO^XU VTVO \MO^M ^ZVrVRaS ` oMeNX\TS V UMOU V U M^STSRSeXV \S
VZ^XeS ZMYMZXTS ^ZS]V\TS

Qn(p) =
∑ 1

h

∫ Si

Si−1

K

(

t − p

h

)

QMRV U MOU V MdNV[bS P U VO ]SU S ]jR]NRS TV X\^MeZVR ZMVRXgVTS V\VRX^X]VU M\^M `
K O v V\MRVO OMRM]XS\VTVO MU yVTeM^^ ®����¯ ObS ]ZMO]M\^MO ]SU VNU M\^S TS QMZ]M\^XR

X\TX]V\TS NUV U VXSZ ONVWXTVTM QVZV Q MZ]M\^XO QZqx XUSO V �` tj VO v V\MRVO M\]S\^ZVTVO
\MO^M ^Mx^S SO]XRVU P OM\TS dNM V QVZ^XZ TV U MTXV\V MRVO TM]ZMO]MU `

K MO^XU V^XWV QVZV V UMTXV\V ]VR]NRVTV MU yVeM^^ ®����¯ YSX TM
Q∗

n(0, 5) = 2, 587
P

V MO^XU V^XWV NOV\TS S MO^XU VTSZ TM ÜVQRV\³hMXMZ YSX TM
Q̃n(0, 5) = 2, 548

P M S MO^X³
U VTSZ M\]S\^ZVTS \MO^M ^ZVrVRaS YSX

Qn(0, 5) = 2, 525
P SrOMZWV\TS dNM MO^V |R^XU V

wVrMRV � `�¸ uO^XU V^XWVO TVO v V\MRVO
�NV\^XR � P� � P�� � P� � P�� � P�� � P��

h∗
n

� P�� � P�� � P�� � P�� � P�� � P��
hn

� P�� � P�� � P�� � P�� � P�� � P� �

��



wVrMRV � `� ¸ uO^XU V^XWVO {\^MZWVRVZMO QVZV hMTXV\V
Intervalo1

°� P���� ¨ � P����±
Intervalo2

°� P���� ¨ � P����±
Intervalo3

°� P���� ¨ � P����±

wVrMRV � `� ¸ uO^XU V^XWVO TSO Q MZ]M\^XO
�NV\^XR � P� � P�� � P� � P�� � P�� � P��

Q̃n
�P� �� � P��� � P��� � P� �� � P� �� � P� ��

Qn
�P��� � P��� � P��� � P��� � P� �� � P���

MO^XU V^XWV MO^j QZqx XUS TV MO^XU V^XWV TM ÜVQRV\³hMXMZ ` wVUr�U YSZVU ]VR]NRVTSO
SO ^ZcO X\^MZWVRSO TM ]S\fV\[V QVZV V UMTXV\V °wVrMRV � `�± `

�V wVrMRV � `� P MO^bS MO^XU V^XWVO TM ÜVQRV\³hMXMZ M VO MO^XU V^XWVO ]VR]NRVTVO \MO^V
TXOOMZ^V[bS NOV\TS rSS^O^ZVQ V^ZVW�O TS \|]RMS P QVZV VReN\O Q MZ]M\^XO `

� æè �����
� �� ø�
������ è

k ]S\v N\^S TM TVTSO � ZMYMZM\^M VS MO^NTS TM ]ZXV\[VO ]SU RMN]MU XV P TMOM\³
WSRW XTS QMRS pZNQS h X\MXZS QVZV wZV^VUM\^S TM }MN]MU XVO KeNTVO ` �U eZNQS TM
��� ]ZXV\[VO P ]SU XTVTM X\YMZXSZ V �� V\SO P YSX V]SUQV\aVTS \S QMZ_STS TM ���� V
���� P MU VReN\O aSOQX^VXO TM �MRS lSZXgS\^M ` K WVZXjWMR TM X\^MZMOOM � S ^MUQS V
QVZ^XZ TV ZMU XOObS TV TSM\[V °VNOc\]XV TV TSM\[V± V^� V ZM]XT X^XWV SN USZ^M °S dNM
S]SZZMZ QZXU MXZS± ` LVO ��� ]ZXV\[VO P ��� M\^ZVZVU MU ZMU XOObS P M MO^M OMZj S eZNQS
TM MO^NTS ` kO TVTSO MO^bS \S KQc\TX]M � M U VXO TM^VRaMO QSTM OMZ M\]S\^ZVTS MU
zSRSOXUS ®����¯ `

K O MO^XU V^XWVO QVZV SO Q MZ]M\^XO � P� M � P�� P NOV\TS S MO^XU VTSZ TM ÜVQRV\³hMXMZ P
YSZVU TM

Q̃n(0, 1) = 0, 572
M

Q̃n(0, 25) = 1, 306
P v j QVZV S MO^XU VTSZ NOV\TS S \|]RMS

]SU VUSO^ZVO rSS^O^ZVQ P YSZVU TM
Qn(0, 1) = 0, 569

M
Qn(0, 25) = 1, 402

`
LMWXTS V VR^V QZSQSZ[bS TM ]M\ONZV °

72%
± P \bS YSX QSOO_WMR MO^XU VZ SO Q MZ]M\^XO V

QVZ^XZ TV UMTXV\V `
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�MO^M ^ZVrVRaS P YSX QZSQSO^S VWVRXVZ VO MO^XU V^XWVO TVO YN\[�MO TM TM\OXTVTM M
dNV\^_RX]V NOV\TS S U �^STS TS \|]RMS MO^XU VTSZ `

yVZV V YN\[bS TM TM\OXTVTM P V v V\MRV OMRM]XS\VTV ONrMO^XUSN V v V\MRV ^�SZX]V P
NOV\TS S U�^STS TM çVRXTV[bS zZNgVTV P dNV\TS YSZVU ZMVRXgVTVO OXUNRV[�MO ]SU
VUSO^ZVO MxQS\M\]XVXO P W X\TS VS M\]S\^ZS TSO ZMONR^VTSO TM zaVeVO ®����¯ QVZV VUSO^ZVO
\SZU VXO `

�V MO^XU V[bS QS\^NVR QVZV V YN\[bS dNV\^_RX]V P VO OXUNRV[�MO NOV\TS TXO^ZXrNX[�MO
ªMXrNRR M }Se\SZU VR ]SU WjZXSO ^VU V\aSO TM VUSO^ZVO ]SU S U�^STS TS �SS^O^ZVQ P
VQZMOM\^VZVU NU V eZV\TM WVZXVrXRXTVTM \V OMRM[bS TVO v V\MRVO `

K]ZMTX^V³OM dNM V SZXeMU TMO^V WVZXVrXRXTVTM MO^Mv V \V eMZV[bS TVO VUSO^ZVO P TM³
W XTS ´O VUSO^ZVO \bS rMU Vv NO^VTVO ` wSUV\TS V U�TXV TMO^VO v V\MRVO P VO MO^XU V^XWVO
TSO dNV\^XO VQZMOM\^VZVU³OM QZqx XU VO TS WVRSZ ^MqZX]S ` h MOU S VdNMRVO v V\MRVO OMRM³
]XS\VTVO ]SU rVXxV YZMdNc\]XV M TXO^V\^MO TV U�TXV ZMONR^VZVU \NUV rSV MO^XU V[bS
QVZV S dNV\^XR `

wVUr�U YSZVU ]VR]NRVTVO VQZSx XU V[�MO QVZV X\^MZWVRSO TM ]S\fV\[V ` �^XRXgSN³OM
^ZcO U �^STSO P OM\TS dNM S U�^STS QZSQSO^S MU zaM\e ®����¯ VQZM\OM\^SN UMRaSZMO
ZMONR^VTSO QVZV Q MZ]M\^XO VrVXxS TV UMTXV\V ` yVZV SO Q MZ]M\^XO � P�� P � P�� M � P�� P
\M\aNU TSO ^ZcO U �^STSO ^MWM rSU TMOMUQM\aS `

yVZV QZSQSO^VO YN^NZVO P ONeMZM³OM MO^XU VZ V v V\MRV QVZV ]VTV QMZ]M\^XR M VOOXU
]S\O^ZNXZ V YN\[bS dNV\^XR M MO^XU VZ V YN\[bS TM TM\OXTVTM NOV\TS S rSS^O^ZVQ `
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¿> ½»ÐÁÄÆ »ì¼»Ð¼¾À ËÄÆÄ Ä �Ã ¾ÀÁÆÄ ,ÆÂí ÂÓÄ¼
¿> ½»ÐÁÄÆ »ì¼»Ð¼¾À ËÄÆÄ ÄÀ �Ã ¾ÀÁÆÄÀ Ê ¾¾ÁÀÁÆÄË
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ÀÁÆÄË
ÏÄ¼»Ð¼ÄÆ Ä È ÉÅÂÄ ÅÄÀ � ÄÓ ½¼ÄÀ À ½¼½»Â¾ÓÄÅÄ
[ ½»Ä¼»Ð ¼ÄÆ ÕÓ »¾Ã Ä Ã ÉÅÂÄ Å¾ ËÄÀÀ ¾ ÄÓÁ½ÆÂ¾Æ
ÒÄÑ ½Æ Ä ½À »¾¼¶ Ä ÅÄ ½ÄÓ ½¼Ä
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V ida[i]
ÄÁÆÂ�ÐÂÆ Ä ×ÓÅÂ»ÄÅ¾Æ¿ ÂÀ ¾ ØÄ¼¾Æ E

� ½ÓÎ¾ ÄÁÆÂ�ÐÂÆ Ä ×ÓÅÂ»ÄÅ¾Æ¿ ÂÀ ¾ ØÄ¼¾Æ Á
,ÆÅ½ÓÄÆ ÌÄ¼¾Æ¾ ¼½ÆÄÅ¾ ËÄÆ½ÄÅ¾ Ä ×ÓÅÂ»ÄÅ¾Æ
¼½ÆÄÆ Ã ÄÁÆÂÑ Å½ ÂÓÁ½ÂÆ¾À Å½ ÁÄÃ ÄÓ¶ ¾

(300xn)
ëÐ½ í ½ÆÄÆì Ä Ã ÄÁÆÂÑ Å½ Ê ¾¾ÁÀÁÆÄË

Ò ÂÃ [ ½� Ú

[ ½� Ú Ïì¼»Ð ¼¾À ËÄÆÄ Ä �Ã ¾ÀÁÆÄ ,ÆÂí ÂÓÄ¼
ÏÄ¼»Ð¼ÄÆ Ä � ÐÓÍÎ¾ ? Â ËÄÆÄ ¾ Á½ÃË ¾ Å½ À¾�Æ½ØÂØ�Ó »ÂÄ
ÏÄ¼»Ð¼ÄÆ Ä � ÐÓÍÎ¾ LÓ .Á0
ÏÄ¼»Ð¼ÄÆ Ä � ÐÓÍÎ¾ ÀÄ¼Á¾ À�
ÏÄ¼»Ð¼ÄÆ Ä � ÐÓÍÎ¾ ÕÓ
ÏÄ¼»Ð¼ÄÆ ¾ ½ÀÁÂÃ ÄÅ¾Æ Å½ Ã ÄË ¼ÄÓ 
È ½Ä ½Æ ÅÄ � ÐÓÍÎ¾ ëÐÄÓÁÂ¼
Ò ÂÃ [ ½� Ú
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[ ½� Ú Ïì¼»Ð ¼¾À ËÄÆÄ ÄÀ �Ã ¾ÀÁÆÄÀ Ê ¾¾ÁÀÁÆÄË
ÏÄ¼»Ð¼ÄÆ Ä � ÐÓÍÎ¾ ? Â ËÄÆÄ ¾ Á½ÃË ¾ Å½ À¾�Æ½ØÂØ�Ó »ÂÄ
ÏÄ¼»Ð¼ÄÆ Ä � ÐÓÍÎ¾ LÓ .Á0
ÏÄ¼»Ð¼ÄÆ Ä � ÐÓÍÎ¾ ÀÄ¼Á¾ À�
ÏÄ¼»Ð¼ÄÆ Ä � ÐÓÍÎ¾ ÕÓ
ÏÄ¼»Ð¼ÄÆ ¾ ½ÀÁÂÃ ÄÅ¾Æ Å½ Ã ÄË ¼ÄÓ 
È ½Ä ½Æ ÅÄ � ÐÓÍÎ¾ ëÐÄÓÁÂ¼
Ò ÂÃ [ ½� Ú
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²CÅC@»GDEAJ Æ E¬ ­EI?@�ÇDAJ

®�¯ K RmP u ` u `P zOñZeS P h `P M lSZWj^a P } `P ���� ` ûo^ZS\e KQQZSx XU V^XS\O SY ^aM �NV\³
^XRM yZS]MOO SY ^aM yZSTN]^³} XU X^ uO^XU V^SZü ` ½¾ÐÆÓÄ¼ ¾� ÈÐ¼ÁÂØÄÆÂÄÁ½ �ÓÄ¼ÄÀÂÀ Ú
�= ���³��� `

®�¯ KmMZ P h `P �ZN\n P l ` L `P u· X\e P p ` h P iMXT P ª ` w `P oXRWMZU V\ P u `P ���� ` ûK\ uU³
QXZX]VR L XO^ZXrN^XS\ sN\]^XS\ YSZ oVUQRX\e · X^a {\]SUQRM^M {\YSZU V^XS\ü ` �ÓÓ Ú
È ÄÁ¶ Ú � ÁÄÁÂÀÁÚ ;= P �� �³��� `

®�¯ �MOOMeV^S P } ` s `P ����` ûuO]SRaV TS yVZµU M^ZS TM oNVW XTVTM \V uO^XU V^XWV TV
sN\[bS TM L XO^ZXrNX[bSü ` Ô ÂÀÀ ½ÆÁÄÍÎ¾ Å½ È ½ÀÁÆÄÅ¾Ç Ô ½ËÄÆÁÄÃ ½ÓÁ¾ Å½ ¿ÀÁÄÁÖÀÁÂ»Ä
ÅÄ =ÒÈ ¼`

®�¯ � XVS ïaV\e P ���� ` ûoSU M VOmUQ^S^X] ZMONR^O YSZ nMZ\MR TM\OX^m MO^XU V^XS\ N\TMZ
ZV\TSU ]M\OSZOaXQü ` Ê ½ÆÓ ¾Ð¼ ¼ÂÇ Ï¶ÄËÃ ÄÓ ? Ä¼ ¼Ç Ô ½ËÄÆÁÃ ½ÓÁ ¾� È ÄÁ¶ ½Ã ÄÁÂ»ÀÇ
C¶ ½ =ÓÂØ½ÆÀÂÁÄ ¾� C¾¼½Å¾Ç C¾¼½Å¾ ,? È TÉÁÉÇ =�� P ������ `

®�¯ �S·UV\ P K `P ���� ` ûK\ K R^M\V^XWM hM^aST SY zZSOO³çVRXTV^XS\ YSZ ^aM oUSS^a³
X\e SY LM\OX^m uO^XU V^MOü ` Ê Â¾Ã ½ÁÆÂÊÄÚË� P ���³��� `

®�¯ � RNU P t ` i ` M oNZOVRV P ç `P���� ` ûh Vx XU VR LMWXV^XS\ waMSZm SY LM\OX^m V\T sVXR³
NZM uO^XU V^MO �VOMT S\ zM\OSZMT LV^Vü ` ×Ó È Ð¼ÁÂØÄÆÂÄÁ½ �ÓÄ¼ÄÀÂÀ Ì .2. � .
Ì "#�Í%'#'Í0 P � ��³��� `

®�¯ �ZMORS· P � ` u ` M zZS· RMmP t `P ���� ` û K }VZeM oVUQRM o^NTm SY ^aM }XYM wVrRM V\T
yZSTN]^ }XU X^ uO^XU V^MO �\TMZ iV\TSU zM\OSZOaXQü ` C¶ ½ �ÓÓÄ¼À ¾� � ÁÄÁÂÀÁÂ»ÀÇ
; P ���³�� `

®�¯ zVS P i ` V\T tj]SU M P h ` K `P ���� ` ûyZMOU SS^aMT nMZ\MR TM\OX^m MO^XU V^SZ YSZ

��



]M\OSZMT TV^V `ü C½»¶ÓÂ»Ä¼ [ ½Ë ¾ÆÁÚ [ ½Ë ¾ÆÁÀ ÂÓ � ÁÄÁÂÀÁÂ»À ÄÓÅ ,Ë ½ÆÄÁÂ¾ÓÀ [ ½À ½ÄÆ»¶Ç
=ÓÂØ½ÆÀÂÁÄ ¾� �ÄÓÁÂÄí ¾ Å½ Ï¾ÃË¾ÀÁ½¼Ä`

®�¯ zaVeVO P i ` h `P ���� ` ûKWVRXV[bS TS h�^STS TM çVRXTV[bS zZNgVTV QVZV uO^X³
U VZ V v V\MRV �^XU V³LVTSO zM\ONZVTSOü ` [ ½¼ÄÁ�ÆÂ¾À Å½ L Æ¾� ½Á¾À ½Ã ¿ÀÁÄÁÖÀÁÂ»ÄÇ
Ô ½ËÄÆÁÄÃ ½ÓÁ¾ Å½ ¿ÀÁÄÁÖÀÁÂ»Ä
 =ÒÈ ¼`

®��¯ zaM\e P z `P ���� ` ûK RUSO^ oNZM �\XYSZU uZZSZ �SN\TO SY pM\MZVR oUSS^a uO³
^XU V^SZO SY �NV\^XRM LM\OX^m sN\]^XS\ü ` � ÁÄÁÂÀÁÂ»À ÄÓÅ L Æ¾�Ä�Â¼ÂÁÄ K½ÁÁ½ÆÀÇ �¥ P
���³ ��� `

®��¯ zaM\e P Ü ` s `P ���� ` ûk\ K RUSO^ oNZM iMQZMOM\^V^XS\O YSZ �NV\^XRMO SY ^aM yZST³
N]^ }XU X^ uO^XU V^SZ · X^a KQQRX]V^XS\Oü ` �ÄÓÊ¶ÄÄÇ � ½ÆÚ � Ç  = P ���³��� `

®��¯ zaXN P o ` w `P ��� �` û �V\T· XT^a oMRM^XS\ YSZ ÜMZ\MR LM\OX^m uO^XU V^XS\ü ` C¶ ½
�ÓÓÄ¼À ¾� � ÁÄÁÂÀÁÂ»ÀÇ �¥ P ����³ ���� `

®��¯ zSRSOXUS P u ` K `P ��� �`ûK\jRXOM TM oSrZMWXWc\]XV KQRX]VTVü ` È ÉÎ [ ½ÐÓÂÎ¾ �ÓÐÄ¼
ÅÄ [Ê[�� ½ ÏÐ �¿� ¼[, Ú Ô ½ËÄÆÁÄÃ ½ÓÁ¾ Å½ ¿ÀÁÄÁÖÀÁÂ»Ä ÅÄ =ÒÈ ¼`

®��¯ zOñZeS P h `P ���� ` û�NV\^XRM yZS]MOOMO · X^a o^V^XO^X]VR KQQRX]V^XS\Oü ` ÏÊÈ �

¹�Ò [ ½í Â¾ÓÄ¼ Ï¾Ó� ½Æ½Ó »½ � ½ÆÂ½À ÂÓ �ËË ¼Â½Å È ÄÁ¶ ½Ã ÄÁÂ»ÀP yaXRVTMRQaXV ¸ oS]XM^m
YSZ {\TNO^ZXVR V\T KQQRXMT hV^aMU V^X]O `

®��¯ uYZS\ P � `P ���� ` û �SS^O^ZVQ UM^aSTO ¸ K\S^aMZ }SSn V^ ^aM tV]nn\XYMü ` �ÓÓ Ú
� ÁÄÁÂÀÁÚ Ë P �³�� `

®��¯ uYZS\ P � `P ���� ` ûwaM w·S³oVUQRM yZSrRMU ª X^a zM\OSZMT LV^Vü ` ×Ó L Æ¾»½½ÅÂÓíÀ
¾� Á¶ ½ Ò Â� Á¶ Ê ½ÆÊ ½¼½Ä �ÄÃË¾ÀÂÐÃÑ),.   PzV ¸�\XWMZOX^m SY zVRXYSZ\XV yZMOO P �� �³
��� `

®��¯ uYZS\ P � `P w XrOaXZV\X P i `P ���� ` ûK\ {\^ZSTN]^XS\ ^S ^aM �SS^O^ZVQü ` Ï¶ÄËÃ ÄÓ Ò
? Ä¼ ¼Ç ¹ ½/ Ó¾ÆÊ Ú

®��¯ lVRR P y`P ���� ` ûk\ ^aM �NUrMZ SY �SS^O^ZVQ oXUNRV^XS\O iMdNXZMT ^S zS\O^ZN]^
V zS\fTM\]M {\^MZWVRü ` �ÓÓ Ú � ÁÄÁÂÀÁÚÇ �  P ����³ ���� `
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®��¯ Ü VQRV\ P u ` } `P M h MXMZ P y`P ���� ` û�S\QVZVU M^ZX] uO^XU V^XS\ YZSU {\]SUQRM^M
krOMZWV^XS\O Pü ` ½¾ÐÆÓÄ¼ ¾� Á¶ ½ �Ã ½ÆÂ»ÄÓ � ÁÄÁÂÀÁÂ»Ä¼ � ÀÀ ¾»ÂÄÁÂ¾Ó ÚÇ �� P ���³�� �`

®��¯ } XS P ò ` } `P yVTeM^^ P ª `t `P V\T òN P Ü `P s `P ���� ` ûk\ ^aM KOmUQ^S^X] yZSQMZ^XMO SY
V ÜMZ\MR³wmQM �NV\^XRM uO^XU V^SZ sZSU zM\OSZMT oVUQRMOü ` � ÁÄÁÂÀÁÂ»À C½»¶ÓÂ»Ä¼
[ ½Ë ¾ÆÁÀ EÁÈ Ç =ÓÂØ½ÆÀÂÁÄ ¾� � ¾ÐÁ¶ ÏÄÆ¾¼ÂÓÄ`

®� �¯ h V^aM· O P t ` l `P ���� ` ûsSZ zSUQN^MZ o]XM\]M P u\eX\MMZX\e P K\T hV^aMU V^X]Oü `
L Æ½ÓÁÂ»½
? Ä¼ ¼Ç ×Ó »`

®��¯ h VZZS\ P t ` o `M yVTeM^^ P ª ` t `P ���� ` ûK OmUQ^S^X]VRRm kQ^XU VR �V\T· XT^a oM³
RM]^XS\ YSZ ÜMZ\MR LM\OX^m uO^XU V^SZO YZSU iV\TSU Rm iXea^³zM\OSZMT oVUQRMOü `
C¶ ½ �ÓÓÄ¼À ¾� � ÁÄÁÂÀÁÂ»ÀÇ   P ����³ ���� `

®��¯ �VXZ P ç ` � `P ���� ` ûzS\fTM\]M �V\TO YSZ oNZWXWVR sN\]^XS\O · X^a zM\OSZMT LV^V ¸
K zSUQVZV^XWM o^NTmPü ` C½»¶Ó¾Ã ½ÁÆÂ»ÀÇ ;= P ���³��� `

®��¯ yVTeM^^ P ª ` t `P ���� ` ûK ÜMZ\MR³^mQ M uO^XU V^SZ SY V �NV\^XRM sN\]^XS\ YZSU
iXea^³zM\OSZMT LV^Vü ` ½¾ÐÆÓÄ¼ ¾� Á¶ ½ �Ã ½ÆÂ»ÄÓ � ÁÄÁÂÀÁÂ»Ä¼ � ÀÀ ¾»ÂÄÁÂ¾ÓÇ �¥ P � ��³
��� `

®��¯ yVTeM^^ P ª ` t ` M h]�X]aSRO P L ` w P ���� `û�S\QVZVUM^ZX] LM\OX^m uO^XU V^XS\
sZSU zM\OSZMT LV^Vü ` Ï¾ÃÃÐÓÂ»ÄÁÂ¾ÓÀ ÂÓ � ÁÄÁÂÀÁÂ»À
 C¶ ½¾ÆÄ ÄÓÅ È ½Á¶ ¾ÅÀP��
��� �³ �� ��`

®��¯ yVTeM^^ P ª ` t ` M waSUrO P } ` K `P ���� ` ûoUSS^a �S\QVZVUM^ZX] �NV\^XRM uO^XU V³
^SZO �\TMZ zM\OSZX\e ¸ oXUNRV^XS\O V\T �SS^O^ZVQ hM^aSTOü ` Ï¾ÃÐÓÚ � ÁÄÁÂÀÁÂ»À

� ÂÃÐ¼ÄÇ �� P ����³ ���� `

®��¯ yVZgM\ P u `P ���� ` û k\ ^aM uO^XU V^XS\ SY V yZSrVrXRX^m LM\OX^m sN\]^XS\ V\T ^aM
hSTMü ` �ÓÓ Ú È ÄÁ¶ Ú � ÁÄÁÂÀÁÚ �� P ����³�� `

®��¯ iSOM\rRV^^ P h `P ���� ` û iMUVZnO S\ oSU M �S\QVZVUM^ZX] uO^XU V^MO SY V LM\OX^m
sN\]^XS\ü ` �ÓÓ Ú È ÄÁ¶ Ú � ÁÄÁÂÀÁÚ ;Ë P ���³� `

®��¯ iSOM\rRV^^ P h `P ���� ` ûk\ ^aM hVxXU VR LMWXV^XS\ SY n³L XU M\OXS\VR LM\OX^m uO³
^XU V^MOü ` �ÓÓ Ú L Æ¾�Ä�Ú   P ����³ �� �� `

� �



®��¯ iNTMUS P h ` ���� `P ûuUQXZX]VR zaSX]M SY l XO^SeZVU O V\T ÜMZ\MR LM\OX^m uO^X³
U V^SZOü ` � »ÄÓÅ ½ Ú � ÁÄÁÂÀÁÚ ¥ P ��³�� `

®� �¯ oV\TMZ P t ` ���� `P ûwaM ªMVn zS\WMZeM\]M SY �NV\^XRMO SY ^aM yZSTN]^ }XU X^
MO^XU V^SZü ` C½»¶ÓÂ»Ä¼ [ ½Ë ¾ÆÁ MÇ � ÁÄÓ� ¾ÆÅ =ÓÂØ½ÆÀÂÁÄÇ Ô ½Ë ÁÚ ¾� � ÁÄÁÂÀÁÂ»À `

®��¯ oXRWMZU V\ P � ` ª `P ���� ` û LM\OX^m uO^XU V^XS\ YSZ o^V^XO^X]O V\T LV^V K\VRmOXOü `
Ï¶ÄËÃ ÄÓ Ò ? Ä¼ ¼Ç K¾ÓÅ¾Ó`

®��¯ oXUS\SÛ P t ` o `P ���� ` û oU SS^aX\e hM^aSTO X\ o^V^XO^X]Oü ` �Ë ÆÂÓí ½Æ � ½ÆÂ½À ÂÓ
� ÁÄÁÂÀÁÂ»À `

®��¯ òV\e P � `P ���� ` ûK oUSS^a �S\QVZVU M^ZX] uO^XU V^SZ SY V �NV\^XRM sN\]^XS\ü `
½ ¾ÐÆÓÄ¼ ¾� �Ã ½ÆÂ»ÄÓ � ÁÄÁÂÀÁÂ»Ä¼ � ÀÀ ¾»ÂÄÁÂ¾Ó ÚÔ< P ����³ �� ��`
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