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Resumo

Neste trabalho utilizou-se o método LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selec-
tion Operator) para selecao de varidveis no modelo de Cox assim como alguns outros
métodos sugeridos na literatura, a saber, o método passo-a-passo e os critérios AIC
(Akaike Information Criterion) e BIC (Bayesian Information Criterion). O método
LASSO é comparado com tais métodos através de simulagoes Monte Carlo e seu uso é
ilustrado em problemas reais envolvendo o modelo de Cox. Um algoritmo alternativo
foi utilizado para implementar o LASSO.

O método LASSO é um método de selecao de variaveis inicialmente formulado para
os modelos lineares. No contexto do modelo de Cox, o método LASSO procura maxi-
mizar o logaritmo da verossimilhanca parcial, sujeito a restricao de que a soma dos va-
lores absolutos dos coeficientes sejam menores do que uma constante pré-especificada.
Devido a natureza da restricao, o método pode gerar valores exatamente nulos para
alguns coeficientes.

Simulacgoes demonstram que, em geral, o método LASSO produz resultados me-
lhores que o método passo-a-passo e critérios de selecao de modelos como o AIC e

BIC.

Palavras-chave: AIC, BIC, Método Passo-a-Passo, Verossimilhanca Parcial.
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Capitulo 1

Introducao

Uma analise cuidadosa de dados deve sempre considerar o problema de deter-
minacao do modelo, isto é, o problema da avaliacao e escolha do modelo que melhor
represente a situacao em estudo. “A escolha do melhor modelo ndao pode ser desvin-
culada do objetivo do estudo, mais especificamente, do uso que se pretende dar ao
modelo, e da classe de modelos que estao em competicao” (Paulino et al., 2003, pag.
348)

Muitos autores tém estudado a questao de selecao de modelos e novos métodos
de selecionar o modelo mais parcimonioso tém sido sugeridos na literatura. Kadane
e Lazar (2004), por exemplo, sugerem um método bayesiano baseado na comparacao
das probabilidades a posteriori de cada modelo. Faraggi e Simon (1998) apresentam
um método bayesiano de selecao de variaveis para dados de sobrevivencia censurados
no qual a escolha do modelo mais parcimonioso é baseada na comparacao da funcao
de perda e percentual do erro explicado por cada um dos modelos em competicao.
Tibshirani (1994) propoe um método que procura maximizar o logaritmo da verossimi-
lhanca parcial, sujeito a restrigao de que a soma dos valores absolutos dos coeficientes
sejam menores do que uma constante pré-especificada e Breiman (1995) apresenta o
método GARROTE que é baseado nos métodos subset selection e ridge regression.

Na area Médica, por exemplo, a maioria dos registros de fatores preditivos para
determinadas doengas sao constantemente atualizados. A ocorréncia de um aumento
repentino dos fatores de risco para alguma patologia pode ser um indicio de um

aumento no nimero de individuos doentes. Neste caso, o ideal seria um sistema de



selecao de variaveis capaz de identificar, com alta precisao, quais seriam estes grupos
de covariaveis que deveriam ser monitoradas a fim de detectar este novo padrao o mais
rapido possivel, permitindo a adocao de agoes preventivas adequadas. Esta réapida
detecgao seria benéfica tanto para os individuos quanto para a sociedade, no sentido
de reduzir despesas com medicamentos ou evitar que a doenca se agrave, devido ao
diagnostico tardio.

Ja na area de Ciéncias Sociais, muitas vezes, pode-se estar interessado em iden-
tificar quais varidveis comportamentais podem vir a explicar determinado tempo de
falha. Por exemplo, o setor de cobranca de uma empresa tem interesse nas variaveis
preditoras para o tempo até a ocorréncia da retirada por inadimpléncia, visando tomar
medidas preventivas para evitar que um cliente se torne inadimplente e corretivas para
tentar diminuir a quantidade de inadimpléncia na sua carteira de clientes.

Em andlise de sobrevivéncia, o modelo de regressao de Cox é o mais utilizado
devido a sua versatilidade. No modelo de Cox, assim como em outros modelos,
métodos de selecao de variaveis sao particularmente importantes, pois relacionam
quais das muitas covariaveis mensuradas podem ser tomadas como preditoras. Assim,
estes métodos, sob a perspectiva do modelo de Cox, objetivam identificar quais grupos
de covariaveis explicam melhor o tempo até a ocorréncia do evento de interesse,
denominado tempo de falha. A principal caracteristica de dados de sobrevivéncia é a
presenca de censura, que € a observacao parcial da resposta. Isto se refere a situacoes
em que, por algum motivo, o acompanhamento da observacao foi interrompido. Isto
significa que toda informagao referente a resposta se resume ao conhecimento de que
o tempo de falha é superior aquele observado.

O termo andlise de sobrevivéencia refere-se basicamente a situagoes médicas en-
volvendo dados censurados. Entretanto, condigoes similares ocorrem em outras areas
em que se usam as mesmas técnicas de andlise de dados. Em engenharia, sao comuns
os estudos em que produtos ou componentes sao colocados sob teste para se estimar
caracteristicas relacionadas aos seus tempos de vida, tais como o tempo médio ou a
probabilidade de um certo produto durar mais do que 5 anos. O mesmo acontece em
ciéncias socias, em que varias situacoes de interesse tém como resposta o tempo entre
eventos.

Este trabalho foi motivado por um problema real na area de Telefonia e outro



na area Médica. Sua principal contribui¢ao é entender e implementar um algoritmo
alternativo para o método LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)
para selegao de varidveis no modelo de Cox, visto que o disponivel na literatura (Tib-
shirani, 1996) se mostra ineficiente para tamanhos amostrais maiores que 20, devido
a enorme quantidade de operagoes matriciais envolvidas, em particular, a inversao
de matrizes. Neste estudo também sao implementados o método passo-a-passo e os
critérios de selegao de modelos AIC (Akaike Information Criterion) e BIC (Bayesian
Information Criterion). O método LASSO é comparado com estes procedimentos
através de um estudo Monte Carlo. Também utilizou-se estes métodos e critérios
para determinacgao do “melhor”modelo em duas situagoes reais, a saber, identificacao
dos fatores preditivos para a morte devido a cirrose e fatores determinantes para a
retirada do telefone do cliente no caso em que o mesmo se encontrava inadimplente
junto a operadora de telefonia.

Este trabalho esta assim organizado. No Capitulo 2 sao apresentados, brevemente,
o modelo de regressao de Cox e o método de maxima verossimilhanca parcial para
a realizacao de inferéncia sobre os parametros do modelo. O Capitulo 3 apresenta
detalhadamente o método LASSO para selecao de variaveis e alguns outros métodos
e critérios de selecao de modelos comumente utilizados para selegao de variaveis que
serao posteriormente comparados ao método LASSO. O Capitulo 4 apresenta um
estudo de simulacao comparando o método LASSO com tais métodos e critérios. No
Capitulo 5, encontram-se dois estudos de casos reais. Finalmente, no Capitulo 6, sao

apresentadas as consideracoes finais e propostas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Modelo de Regressao de Cox

O modelo de regressao de Cox abriu uma nova fase na modelagem de dados
de tempos de vida. Uma evidéncia quantitativa deste fato pode ser encontrada em
Stigler (1994). O autor usa citagoes feitas a periédicos indexados de todas as areas,
entre os anos de 1987 e 1989, para quantificar a importancia de algumas publicacoes
na literatura estatistica. O artigo de Cox (1972), em que o modelo é apresentado, foi
neste periodo o segundo artigo mais citado.

O objetivo deste capitulo é apresentar este importante modelo para a andlise de
dados de sobrevivencia. O modelo de regressao de Cox, assim como os modelos
de tempos de vida acelerado, permitem a andlise de dados provenientes de estudo
de tempos de vida em que a resposta é o tempo até a ocorréncia de um evento de
interesse.

A principal razao da popularidade do modelo de regressao de Cox é a presenca
de um componente nao paramétrico, que o torna bastante flexivel. Alguns resultados
importantes sobre o modelo de Cox podem ser encontrados, por exemplo, em Cox e
Hinkley (1974). Aplicagdes recentes deste modelo podem ser vistas, por exemplo, em
Colosimo e Giolo (2006).

Este capitulo estd assim organizado: A Secao 2.1 apresenta alguns conceitos
basicos em analise de sobrevivéncia. A Secao 2.2 apresenta o modelo de Cox e o

método da maxima verossimilhanca parcial.



2.1 Preliminares

Uma das principais fungoes probabilisticas usadas para descrever estudos de
sobrevivencia, ¢ a funcao de sobrevivéncia que é definida como sendo a probabili-
dade de um elemento nao falhar até o tempo t, ou equivalentemente, como sendo a
probabilidade de um elemento sobreviver ao tempo t. Em termos probabilisticos, isto

¢é escrito como:

S(t) = P(T > t), (2.1)

em que T denota a varidvel aleatéria resposta, tempo até a falha.
A probabilidade da falha ocorrer em um intervalo de tempo [tq,%3) pode ser ex-

pressa em termos da funcao de sobrevivéncia como sendo:

S(t1) — S(ts). (2.2)

No entanto, a funcao de taxa de falha é mais usada para a modelagem de dados
de sobrevivencia.

A taxa de falha no intervalo [t1, t5) é definida como a probabilidade de que a falha
ocorra neste intervalo dado que nao ocorreu antes de t;, dividida pelo comprimento
do intervalo. De forma geral, redefinindo o intervalo como [t,t+ At) e assumindo At

bem pequeno, tem-se que, a fungao taxa de falha A(t) é definida como:

Pt<T AT >
AG) = Jim (t < <tAJ; t| T >t)

. (2.3)

Observe que as taxas de falha sao niimeros positivos sem limite superior. A funcao
de taxa de falha A(t) é bastante itil para descrever a distribuigdo do tempo de vida
de pacientes, de equipamentos eletronicos, dentre outros.

Como pode ser observado na Figura 2.1, a funcao de taxa de falha pode apre-
sentar varias formas. Por exemplo, a funcao crescente indica que a taxa de falha do
paciente ou do equipamento aumenta com o transcorrer do tempo. Este comporta-
mento mostra um efeito gradual do envelhecimento ou desgaste. A funcao constante
indica que a taxa de falha nao se altera com o passar do tempo e, a funcao decres-

cente, mostra que a taxa de falha diminui a medida que o tempo passa. Ver detalhes



em Colosimo e Giolo (2006).

Figura 2.1: Funcao de Taxa de Falha.

2.2 0O Modelo de Cox

Considere dados usuais de sobrevivéncia, isto é, assuma (t1,X1,01), - - ., (tn, Xpn, 0n),
em que t; denota o tempo de sobrevivéncia do j-ésimo elemento, n ¢ o nimero total
de elementos na amostra, d; ¢ a fungao indicadora de falha para o j-ésimo elemento,
em que J; = 1 indica que observou-se uma falha para o elemento j e §; = 0 indica
a ocorréncia de uma censura a direita (o tempo de ocorréncia do evento de inter-
esse estd a direita do tempo registrado) e x denota a matriz usual de covaridveis
(%1, xj2, ... ,xjp)'. Note que se ¢; = 1, t; fornece uma informagao completa do tempo
de ocorréncia do evento de interesse e se §; = 0, ¢; fornece uma informacao incom-
pleta, ou seja, toda a informacao obtida sobre este elemento é que o seu tempo até a
ocorréncia do evento de interesse é superior ao tempo registrado até o ultimo acom-
panhamento.

Considere d; o numero de falhas no tempo t;.
O modelo de riscos proporcionais para dados censurados, também conhecido como
modelo de Cox, modela o comportamento da funcao de risco no tempo ¢, dado os

., . / .
valores das covaridveis x = (x1, %9, ...,2,) da seguinte forma

A(t|x) = Ao(t) exp (Z xlﬁl> : (2.4)

=1

em que A\o(t) é uma fungao de risco de base arbitraria e 3 = (61, 2, ..., 0,), 0i €

R,i=1,...,p, é o vetor de coeficientes do modelo.



Note, que o modelo de Cox é composto pelo produto de dois componentes, um
nao paramétrico e outro paramétrico. O componente nao paramétrico, Ao(t), nao é
especificado e é uma fungao nao-negativa do tempo. Ele é usualmente chamado de
funcao de risco de base, pois A(t|x) = Ao(t) quando x = 0. O componente paramétrico
é, frequentemente, usado na forma exponencial, o que garante que A(t|x) serd sempre
positiva. Este modelo é chamado de modelo de riscos proporcionais, pois a razao de
taxas de falha de dois elementos diferentes é constante ao longo do tempo.

Assumindo que o mecanismo de censura é nao informativo, ou seja, que a dis-
tribuicao dos dados censurados nao agregam informacoes ao modelo, uma estimativa
usual dos parametros 3 = (01, 02,...,0,), sem a especificacdo de A\o(t), ¢ obtida
maximizando-se a funcao de verossimilhanca parcial, através do método iterativo de
Newton-Raphson (Cox, 1972) que, no caso em que ndao ha empate nos tempos de

falha, é dada por:

ﬁ exp(x ﬁ)

LB 1) = > exp(z;8)

) (2.5)

=1 e,
em que C}; é o conjunto dos indices dos elementos sob risco no tempo ¢;. No caso em
que ha empates nos tempos de falha, a expressao (2.5) sofre algumas modificagdes,
ver Hosmer e Lemeshow (1989).

Nos métodos classicos passo-a-passo de selecao de modelos, que serao descritos no
préximo capitulo, usa-se, muito frequentemente, o teste da razao de verossimilhan-
ca parcial. A meta é, através da comparacao de modelos encaixados, via teste de
hipoteses, decidir qual deles “melhor”explica o comportamento dos dados amostrais.
Na construcao deste teste, utiliza-se a estatistica da razao de verossimilhancas para
modelos encaixados (Cox e Hinkley, 1974). Isto significa que deve ser identificado
um modelo completo (com todas as covaridveis e sem interagoes) tal que os modelos
restritos sejam casos particulares deste. O teste é realizado a partir de dois ajustes:
(1) modelo completo e obtencao do valor do logaritmo de sua fungao de verossimi-
Ihanca parcial (log L(6¢)); (2) modelo restrito e obtencio do valor do logaritmo de
sua funcdo de verossimilhanga parcial (log L(BR)), em que 3 sdo os estimadores de

maxima verossimilhanca sob cada modelo. A partir destes valores é possivel calcular



a estatistica para o teste da razao de verossimilhangas (TRV), isto é:

TRV = —2log [i E?i] = 2[log L(B¢) — log L(BR)]. (2.6)

que, sob Hj, tem uma distribui¢ao aproximadamente qui-quadrado com os graus de
liberdade igual a diferenca do nimero de parametros dos modelos que estao sendo
comparados Hosmer e Lemeshow (1989).

No Capitulo 3, sao apresentados alguns métodos de selecao de variaveis e alguns
critérios de comparagao de modelos que serao, posteriormente, comparados (Capitulo

4) na selegao de varidveis para o modelo de Cox.



Capitulo 3

Métodos de Selecao de Variaveis

no Modelo de Cox

3.1 Conceitos Gerais

A escolha do “melhor modelo”é um topico extremamente importante na analise
de dados de tempo de vida. Busca-se o modelo mais parcimonioso, isto é, o modelo
que envolva o minimo de parametros possiveis a serem estimados e que explique
bem o comportamento da variavel resposta. Existem varios métodos de selecao de
varidveis na literatura. Kadane e Lazar (2004), por exemplo, sugerem um método
bayesiano baseado na comparacao das probabilidades a posteriori de cada modelo.
Faraggi e Simon (1998) apresentam um método bayesiano de selegao de varidveis para
dados de sobrevivencia censurados no qual a escolha do modelo mais parcimonioso é
baseada na comparacao da funcao de perda e percentual do erro explicado por cada
um dos modelos em competigdo. Breiman (1995) apresenta o método GARROTE
que é baseado nos métodos subset selection e ridge regression.

Como visto no Capitulo 2, o modelo de regressao de Cox é indexado pelos coe-
ficientes 3 que medem os efeitos das covariaveis na funcao de taxa de falha. Neste

capitulo serao apresentados alguns métodos de selecao de variaveis e critérios de com-



paragao de modelos, aplicados ao modelo de Cox, dando atengao especial ao método
LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator). O objetivo do método
LASSO para selegao de varidveis no Modelo de Cox, como visto em Tibshirani (1997),
¢é selecionar da forma mais eficiente possivel, o sub-conjunto de covariaveis que melhor
explica o tempo até a ocorréncia do evento de interesse. Alguns outros métodos de
selecao de variaveis e critérios de selecao de modelos serao apresentados. Organiza-se
este capitulo da seguinte forma. Na Secao 3.2 apresentam-se os métodos classicos
do tipo passo-a-passo. Na Se¢ao 3.3 descreve-se detalhadamente o método LASSO.

Finalmente, na Secao 3.4 sao apresentados alguns critérios de selecao do modelo.

3.2 Métodos Classicos do Tipo Passo-a-Passo

Nesta secao serao apresentados dois métodos classicos do tipo passo-a-passo
para selecao de varidveis no modelo de Cox. Estes métodos fornecem, em cada passo,
novos modelos por adicao ou eliminagao de uma covariavel do modelo obtido no passo

anterior e sao conhecidos como métodos passo-a-passo (stepwise).

3.2.1 Meétodos Passo-a-Passo

Os métodos passo-a-passo englobam toda a classe dos métodos forward, back-
ward e stepwise. Covaridaveis podem ser selecionadas para inclusao no modelo de
riscos proporcionais usando os métodos de selecao passo-a-passo, da mesma forma
como sao usados em outros modelos de regressao, tais como o modelo de regressao
linear ou o modelo logistico. A estatistica de teste mais utilizada para comparacao
de modelos encaixados é a da razdo de verossimilhancas parcial, dada em (2.6). En-
tretanto, alguns softwares utilizam o teste de Wald e o teste Escore (Cox e Hinkley,
1974). O processo completo de selegao via stepwise consiste de inclusao em forward
seguido por eliminacao em backward. O processo de selecao forward parte do modelo
nulo e adiciona passo-a-passo, ao modelo, as covariaveis que sao estatisticamente sig-
nificativas. O processo de eliminacao backward, parte do modelo completo e verifica,
a cada passo, se cada covariavel deve ser mantida no modelo. Estes dois métodos

podem ser utilizados separadamente ou conjuntamente.

10



Estas rotinas automaticas para selecao de covariaveis estao implementadas e, por-
tanto, disponiveis em softwares estatisticos. Entretanto, estas rotinas possuem al-
gumas desvantagens. Tipicamente, elas tendem a identificar um conjunto particular
de covariaveis, ao invés de possiveis conjuntos igualmente bons para explicar a res-
posta. Este fato impossibilita que dois ou mais conjuntos de covariaveis igualmente
bons sejam apresentados para o pesquisador, para a escolha do mais relevante na sua
area de aplicacao. Isto significa que estes métodos sao automaticos ao determinar
o “melhor"modelo. Na realidade, o que se defende é que o estatistico, juntamente
com o pesquisador, tenham uma postura pré-ativa neste processo. Isto implica, por
exemplo, que covariaveis importantes em termos clinicos, ou de negdécio, devem ser
incluidas independente da significancia estatistica, assim como a importancia clinica,
ou de negdcio, deve ser considerada em cada passo de inclusao ou exclusao no processo
de selecao de variaveis.

Frente a estas limitagoes das rotinas automaticas, optou-se por utilizar um método,
que sera apresentado na proxima se¢ao, que permite a interferéncia mais de perto do

analista. Mais detalhes sobre os métodos stepwise podem ser encontrados em Drapper

e Smith (1998).

3.2.2 Um Método Passo-a-Passo Alternativo

Este método alternativo é uma estratégia de selecao de modelos derivada da
proposta de Collet (1994). Os passos utilizados no processo de selegdo sao apresen-
tados a seguir:

1. Ajustar todos os modelos contendo uma tnica covaridavel. Incluir todas as
covariaveis que forem significativas ao nivel de 0,10. Neste passo, é aconselhavel
utilizar o teste da razao de verossilhancas, apresentado na Sec¢ao 2.2.

2. As covariaveis significativas no passo 1 sao entao ajustadas conjuntamente. Na
presenca de certas covariaveis, outras podem deixar de ser significativas. Consequen-
temente, ajustam-se modelos reduzidos, excluindo-se uma unica covariavel de cada
vez. Verifica-se as covariaveis que provocam um aumento estatisticamente significa-
tivo na estatistica da razao de verossimilhancas, dada em (2.6). Somente aquelas que

atingirem a significancia permanecem no modelo.
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3. Ajusta-se um novo modelo com as covariaveis que atingiram a significancia no
passo 2. Neste passo, as covariaveis excluidas no passo 2 retornam, uma a uma, ao
modelo para confirmar que elas nao sao estatisticamente significativas.

4. As eventuais covariaveis significativas no passo 3 sao incluidas no modelo junta-
mente com aquelas do passo 2. Neste passo, retorna-se com as covariaveis excluidas no
passo 1, uma a uma, para confirmar que elas nao sao estatisticamente significativas.

5. Ajusta-se um modelo incluindo as covaridveis significativas no passo 4. Neste
passo é testado se alguma delas pode ser retirada do modelo.

6. Utilizando as covariaveis que foram significativas no passo 5 ajusta-se o modelo
final para os efeitos principais.

Ao ser utilizado este procedimento de selecao, deve-se incluir as informagoes
clinicas, ou de negdécio, no processo de decisao e evitar ser muito rigoroso ao tes-
tar cada nivel individual de significancia. Para decidir se um termo deve ser incluido,
o nivel de significancia nao deve ser muito pequeno, sendo recomendado um valor
proximo de 0,10. Variacoes deste método de selecao de varidveis podem ser encontra-
dos na literatura. Hosmer e Lemeshow (1989), por exemplo, discutem estes métodos
com mais profundidade.

Este método foi programado por sintaxe no SPSS 12.0 e sera utilizado no estudo
de simulacao e nas aplicacoes reais em que é comparado ao método LASSO e aos

critérios de selecao de variaveis apresentados na Secao 3.4.

3.3 Meétodo LASSO (Least Absolute Shrinkage and
Selection Operation)

O método LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) é um
método de selegao de variaveis inicialmente formulado para os modelos lineares. Nesta
trabalho serao abordados os principais algoritmos utilizados para o método LASSO
bem como a ilustracao de seu desempenho em simulagoes e em problemas envolvendo
o modelo de Cox.

A proposta deste método é estimar os coeficientes 3 do modelo completo (to-

das as covaridveis e nenhuma intera¢ao), maximizando o logaritmo da funcao de
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verossimilhanca parcial, dada em (2.5), sujeito a restrigdo de que a soma dos valores
absolutos dos parametros é limitada por uma constante. O modelo escolhido sera
aquele formado pelo sub-conjunto das covariaveis cujos coeficientes estimados pelo
método LASSO forem nao nulos.

Mais formalmente, pode-se apresentar o método LASSO como segue. Denote
o logaritmo da fungao de verossimilhanga parcial dada em (2.5) por 1(8 | x), isto
é1(B | x) =logL(B | x), e assuma que as covariaveis estejam padronizadas. A

proposta do método LASSO ¢é estimar 3 através do seguinte critério:

B =max (8| x), (3.1)

sujeito a restricao que Y |B] < s, em que s > 0 é um valor inicialmente especificado
pelo usuario. Caso nao haja restricao, o valor de s seria definido pela soma dos valores
usuais das estimativas de maxima verossimilhanca parcial.

Tibshirani (1996) propde dois algoritmos para a obtengao do ajuste do método
LASSO. Os algoritmos sao iterativos e, geralmente, s@o necessarias entre p e 2p ite-
ragoes, em que p é o numero de covariaveis do modelo completo.

No primeiro algoritmo proposto por Tibshirani (1994), a estratégia para resolver
a expressao dada em (3.1) é utilizar o algoritmo de Newton-Raprson. A Figura 3.1

apresenta uma descricao visual desse algoritmo.

(3.2)

P

Quadrados de R , Elipsoides de mesmo
restrigdo s Erro
ARVARE (T -XBY (T -XB)=s,

Figura 3.1: Avaliacao visual do Método LASSO.

13



Denote por x a matriz de covaridveis e por n = x3. Defina u = 9l/0n e A =
—0%1/omm’ e considere z = n + A~'u. Entao, o primeiro termo da expansio em série

de Taylor para 1(8) tem a seguinte forma:

!

(z— ) Alz - ). (3.2)

Utilizando estes resultados, o seguinte procedimento ¢ utilizado para obter 3:

1. Fixe s e inicialize 8 = 0.

2. Calcule n,u, A, z, baseados no valor atual de [3

3. Minimize (z — ) A(z — 1) sujeito a restricao 3 |8| < s.

4. Repita os passos 2 e 3 até que ,3 se estabilize.

Segundo Tibshirani (1994), possiveis escolhas para s sdo: o valor que minimiza a
funcao de validacao cruzada ou o valor que maximiza o BIC (Bayesian Information
Criterion), a ser apresentado na Secao 3.4.

Uma caracteristica atrativa da restricao > |3| < s é que, frequentemente, alguns
dos coeficientes sao exatamente zero, o que justificaria excluir do modelo as covariaveis
correspondentes aos coeficientes nulos. Em outras palavras, a forma da restricao
fornece um modelo final mais estavel que os produzidos pelos métodos passo-a-passo
ou outros métodos de selecao de covaridveis. O modelo mais parcimonioso sera obtido
pelo sub-conjunto das covaridveis cujas estimativas dos seus coeficientes forem nao
nulas.

O algoritmo descrito foi implementado no software R 1.7.1, mas para amostras
de tamanho maior que 20, o mesmo ja nao se mostrava eficiente devido a enorme
quantidade de operacoes matriciais envolvidas, em particular, a inversao de matrizes.
Na tentativa de contornar este problema, considerou-se o segundo algoritmo proposto
por Tibshirani.

A segunda proposta apresentada por Tibshirani é o algoritmo forward selection,

ver Tibshirani, Hatie e Friedman (2003). Segue os passos deste algoritmo:

1. Inicialize ap, =0, k =1 até K.
2. Seja £ o tamanho do passo e M a quantidade maxima de passos.
Defina £ > 0 bem pequeno e M o maior possivel.

3. Para m =1 até M calcule:
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N

(87, k’*):argminﬁ,k >t — lzk:lal Ty (x;)—BTr(x;)] 2

i=1

apx — ag * +§ sign (87)
4. Saida: f(z) = faka(:c)
k=1

A partir do algoritmo descrito, Azevedo (2005) apresentou uma proposta alterna-
tiva que foi programada no MATLAB 7.0 e por se mostrar muito mais eficiente que a
anterior, serd utilizada nos estudos de simulagao e nos exemplos reais (Capitulos 4 e 5,
respectivamente). A Figura 3.2 apresenta uma descrigao visual desse algoritmo. Esta
proposta baseia-se no algoritmo forward selection, ver Tibshirani, Hatie e Friedman
(2003), e pode ser definida como um procedimento de busca por varredura que se
mostra mais eficiente quanto menor for o tamanho do passo dentro dessa varredura e

maior a quantidade de passos.

Figura 3.2: Avaliagao visual do Método LASSO.
Segue os passos do algoritmo:

Adaptacao do algoritimo Forward Selection para o método LASSO
1. Inicialize B =0.
2. Seja £ o tamanho do passo e M a quantidade méaxima de passos.
Defina ¢ > 0 bem pequeno e M o maior possivel.
Para m =1 até M
Armazene a verossimilhanga parcial atual, dada em (2.5)
Paral =1 até p
Realize a varredura na direcao positiva e negativa,
armazenando a verossimilhanca parcial dos dois casos.

Compare as verossimilhangas calculadas e guarde a maior.

15



Fim Para
Identifique o Bz que resulta na maior verossimilhanca.
Atualize o vetor 8 com o Bz 6timo.
Fim Para
3. Calcular BIC para cada um dos M passos.
4. Encontrar a posicao do BIC méaximo.

5. Produza um grafico com os 3 e trace uma linha vertical no valor encontrado no passo 5.

A interpretacao do algoritmo descrito é visual. Para saber quais vériaveis ficaram
no modelo final, deve-se analisar o grafico produzido no passo 5 e identificar quais

variaveis apresentam coeficientes diferentes de zero na linha vertical.

3.4 Critérios de Selecao de Modelos

Alguns critérios comuns na literatura também podem ser utilizados para sele¢ao
de variaveis. Estes critérios levam em consideracao a complexidade do modelo no
critério de selecao. Sao critérios que “penalizam”a verossimilhanca, essencialmente,
utilizando o ntimero de covariaveis do modelo e, eventualmente, o tamanho da amostra.
Critérios de selegao de modelos como o Akaike Information Criterion (AIC) e Bayesian
Information Criterion (BIC) sao frequentemente utilizados para selecionar modelos
em problemas de sobrevivéncia para dados censurados. Segundo estes critérios, o
modelo mais parcimonioso serda aquele que apresentar maior valor de AIC e BIC.
Estes critérios foram programados no MATLAB 7.0 e serao comparados com o método

LASSO no estudo de simulacao (Capitulo 4) e nas aplicagoes reais (Capitulo 5).

3.4.1 AIC

O Akaike Information Criterion (AIC) para o modelo M; pode ser calculado

por:

AIC; = [2InL(B|x, M;)] — 2p;, (3.3)

em que B' é o estimador de maxima verossimilhanca para 3' sob o modelo M; e p; é

a dimensao de 3°.
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Este critério é baseado em consideracoes frequentistas de eficiéncia assintotica.

3.4.2 BIC

Considerando a mesma notagao utilizada em (3.3), define-se o Bayesian Infor-

mation Criterion (BIC) para o modelo M; em competi¢do como sendo:

BIC; = 2lnL(,é\i|x, M;) — p; log n. (3.4)
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Capitulo 4

Estudo Comparativo do Método
LASSO e Outros Métodos de

Selecao de Variaveis

Neste capitulo, comparam-se via simulacao Monte Carlo, os métodos LASSO
(Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) e passo-a-passo alternativo e os
critérios de selegdo de modelos AIC (Akaike Information Criterion) e BIC (Bayesian
Information Criterion), apresentados no Capitulo 3, para sele¢ao de varidveis no mo-
delo de Cox. O objetivo é avaliar o desempenho do método LASSO se comparado
a procedimentos de selecao de modelos comumente utilizados na literatura, para di-
ferentes proporcgoes de censuras, diferentes tamanhos amostrais, diferentes niimeros
de covariaveis e diferentes parametros para a distribuicao Weibull assumida, para a
variavel tempo de falha.

Este capitulo esta organizado como segue: na Secao 4.1, descreve-se o estudo de
simulagao realizado. Os resultados das simulagoes sao apresentados e analisados na

Secao 4.2.
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4.1 Descricao dos Cenarios

Para comparar os métodos, foram considerados quatro cenarios diferentes, que
serao descritos a seguir. Considerou-se dois tamanhos de amostra (n = 50 e 100),
percentuais de censuras diferentes (0% e 30% de censura), assumiu-se distintas quan-
tidades de covaridveis (4 ou 5) e diferentes parametros para a distribui¢ao dos tempos
de falha. Em cada cenario, foram consideradas 1000 réplicas Monte Carlo.

Para todos os cendrios a variavel resposta t foi gerada da seguinte forma:

t ~ Weibull(a(z), p); (4.1)

p

em que a(r) = exp (Z xlﬁl) e considerou-se p = %,1 e 2. Observe que para
=1

p = 1 tem-se a distribuigao exponencial cuja fungao de taxa de falha é constante, e

para p = % e 2 tem-se a Weibull com funcoes taxa de falha decrescente e crescente,
respectivamente. A variavel resposta foi gerada a partir de uma distribuicao Weibull,
pois esta pertence a classe de modelos de riscos proporcionais.

Assumindo, nas simulagoes, que o vetor 3 seja igual a (1,0,0,1), no caso de 4
covaridveis, e igual a (1,0,0,1,1) para 5 covaridveis, segue a descrigdo detalhada dos
quatro cenarios.

Cenario 1: Amostra de tamanho n=>50, sem censura e com 4 covariaveis, sendo
2 sao geradas da Normal (0,1) e 2 vindas da Bernoulli (3), nesta ordem;

Cenario 2: Amostra de tamanho n=100, sem censura e com 4 covaridveis, em
que, 2 sao geradas da Normal (0,1) e 2 vindas da Bernoulli (), nesta ordem;

Cenario 3: Amostra de tamanho n=100, com 30% de censura e com 4 covariaveis,
sendo que, 2 sao geradas da Normal (0,1) e 2 vindas da Bernoulli (3), nesta ordem;

Cenario 4: Amostra de tamanho n=>50, sem censura e com 5 covariaveis, em que
2 sao geradas da Normal (0,1), 2 vindas da Bernoulli () e 1 é gerada da Exponencial
(1), nesta ordem.

Para os dois primeiros cendrios (amostra de tamanhos n=>50 e 100, sem censura
e quatro covariaveis), foram considerados trés valores para o parametro de forma da
Weibull: %, 1 e 2. Para os Cenarios 3 e 4, o parametro de forma utilizado para a

Weibull foi 1.

Na implementacao do método LASSO testou-se varios valores para £ e M. A
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escolha dos valores 0,001 e 20000 para & e M respectivamente, foi baseada na andlise
de convergéncia do método.

Como os métodos passo-a-passo alternativo e LASSO e os critérios de selegao de
modelos AIC e BIC nao foram programados no mesmo software utilizou-se o seguinte
procedimento para garantir que seriam usadas as mesmas amostras no estudo de
simulagao:

1. Gerar amostra no MATLAB e salvar em um arquivo txt.

2. Célculo do método LASSO e critérios AIC e BIC no MATLAB, ulitizando a
amostra obtida no passo 1.

3. Leitura do arquivo obtido no passo 1, por sintaxe no SPSS, e cdlculo do método

passo-a-passo alternativo.

4.2 Analise dos Resultados

Para avaliar o desempenho do método do LASSO, se comparado aos outros
métodos, foram calculados o percentual de acerto do método em cada cenério e o
percentual de acerto de cada método para cada covariavel individualmente, em cada
um dos cenarios. Estes resultados estao sumarizados nas Tabelas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 ¢

nas Figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, a seguir.

4.2.1 O Efeito do Tamanho da Amostra e de Diferentes Paramentros

para a Distribuicao do Tempo de Falha

A Tabela 4.1 mostra que os melhores resultados sao obtidos quando o parametro
de forma da Weibull é 1, isto é, quando temos uma funcao de risco constante. Percebe-
se ainda que o método LASSO sempre apresenta o melhor desempenho (selecionando
o modelo correto em 87% das vezes ou mais), seguido pelos métodos passo-a-passo
alternativo, AIC e BIC, nessa ordem. Observa-se também que os resultados para a
Weibull com taxa de falha decrescente sao ligeiramente superiores aqueles obtidos
para taxa de falha crescente, em todos os métodos.

Similar ao que foi observado para o Cenario 1, nota-se da Tabela 4.2 que os melho-
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res resultados para o Cenario 2 sao obtidos quando o parametro de forma da Weibull
é 1. Percebe-se ainda que o método LASSO apresenta o melhor desempenho, seguido
pelos métodos passo-a-passo alternativo, BIC e AIC, nessa ordem.

Perceba das Tabelas 4.1 e 4.2 que quando aumentamos o tamanho da amostra,
o BIC se mostra melhor que o AIC, provavelmente pela prépria natureza do método
que leva em conta o tamanho amostral. Também nota-se que, com o aumento do
tamanho da amostra, os resultados do LASSO e do passo-a-passo alternativo sao
mais proximos, tendo um percentual de acerto do modelo em torno de 97%.

Analisando as Tabelas 4.1 e 4.2, observa-se que quando aumentamos o tamanho

da amostra todos os métodos apresentam melhor desempenho, como ¢é esperado.

Tabela 4.1: Percentual de Acerto de Cada Método - Cendrio 1 - Amostra de tamanho

n=>50, sem censura e com 4 covariaveis

Modelo Método Percentual de Acerto
T ~Wi(a;1) LASSO 0,943
Passo-a-Passo Alternativo 0,907
AIC 0,798
BIC 0,735
T ~ W(a;0,5) LASSO 0,901
Passo-a-Passo Alternativo 0,813
AIC 0,754
BIC 0,716
T ~W(a;2) LASSO 0,879
Passo-a-Passo Alternativo 0,781
AIC 0,722
BIC 0,659
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Tabela 4.2: Percentual de Acerto de Cada Método - Cendrio 2 - Amostra de tamanho

n=100, sem censura e com 4 covariaveis

Modelo Método Percentual de Acerto
T ~Wi(a;1) LASSO 0,974
Passo-a-Passo Alternativo 0,972
AIC 0,808
BIC 0,854
T ~ W(a;0,5) LASSO 0,945
Passo-a-Passo Alternativo 0,928
AIC 0,789
BIC 0,847
T ~W(a;2) LASSO 0,936
Passo-a-Passo Alternativo 0,917
AIC 0,763
BIC 0,832

4.2.2 O Efeito da Proporcao de Censura

Como obtido nos Cendrios 1 e 2, nota-se da Tabela 4.3 que o LASSO se mostrou
melhor que os outros métodos. E, diferentemente do que foi observado no Cenario
2, o BIC tem pior desempenho que o AIC. As Tabelas 4.2 e 4.3 mostram que, na
presenca de censura, o percentual de acerto diminui no método LASSO, passo-a-
passo alternativo e BIC. Ressalta-se que esta diminuicao é menos acentuada para o

LASSO e mais acentuada para o BIC.
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Tabela 4.3: Percentual de Acerto de Cada Método - Cendrio 3 - Amostra de tamanho

n=100, com 30% de censura e com 4 covaridveis

Modelo Método Percentual de Acerto
T ~Wi(a;1) LASSO 0,951
Passo-a-Passo Alternativo 0,910
AIC 0,809
BIC 0,754

4.2.3 O Efeito do Numero de Covariaveis

Da mesma forma que nos Cenarios 1 e 3, da Tabela 4.4, também observa-se melhor
desempenho do método LASSO e pior desempenho do BIC. Comparando as Tabelas
4.1 e 4.4 nota-se que os métodos AIC e BIC sofreram as maiores pioras e que o método
passo-a-passo foi o que sofreu menos influéncia do acréscimo de covariaveis.

Comparando os resultados mostrados nas Tabelas 4.1 e 4.4 observa-se que o au-
mento do niimero de covariaveis, reduz o desempenho de todos os métodos na selecao

de variaveis.

Tabela 4.4: Percentual de Acerto de Cada Método - Cendrio 4 - Amostra de tamanho

n=>50, sem censura e com 5 covariaveis

Modelo Método Percentual de Acerto
T ~W(a;1) LASSO 0,874
Passo-a-Passo Alternativo 0,859
AIC 0,680
BIC 0,623

Em resumo, pode-se concluir que, no contexto do modelo de Cox, em todos os
cenarios, o desempenho do método do LASSO é superior aos demais. Percebe-se ainda
que a eficiéncia dos métodos diminuem a medida que incluimos censura ou aumenta-
mos o numero de covariaveis. Ressalta-se que o AIC nao parece ter sido influenciado

com o aumento do percentual de censura. Pode-se concluir que quando o parametro
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de forma da distribuicao do tempo de falha é 1, os métodos apresentam uma melhor
performace. Nota-se também que para amostras de tamanho 100, nao encontramos
grandes vantagens em usarmos um algoritmo tao complexo quanto o método LASSO,
visto que os resultados apresentados estao muito proximos aos obtidos para o método

passo-a-passo alternativo.

4.2.4 Desempenho dos Métodos Covariavel-a-Covariavel

A seguir estao apresentados o percentual de acerto por covaridvel para cada um
dos cenarios, em cada um dos métodos.

Observando as Figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 nao se percebe grandes diferencas entre o
percentual de acerto para cada covariavel, em cada método, nos cenarios analisados.
No entanto, pequenas diferengas podem ser pontuadas.

Por exemplo, para amostras de tamanho n=100 na presenca de censura (Cenario
3), nota-se que o percentual de acertos de todos os métodos para covaridveis geradas
de distribuigoes Bernoulli é menor que o percentual observado para covariaveis geradas
de distribui¢oes Normal. Isto pode indicar que os métodos sao menos eficientes na
selecao de variaveis discretas.

Nota-se também, no Cendrio 4, que para todos os métodos o percentual de acer-
tos para covariaveis geradas da distribuicao Exponencial é menor que o percentual
observado para covariaveis geradas das distribuicoes Normal e Bernoulli (%), 0 que
pode indicar uma eficiéncia menor dos métodos de selecao de covariaveis vindas de

distribuicoes assimétricas.
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Figura 4.1: Percentual de Acerto de Cada Método - Cenério 1 - Amostra de tamanho

n=>50, sem censura e com 4 covariaveis
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Figura 4.2: Percentual de Acerto de Cada Método - Cenério 2 - Amostra de tamanho

n=100, sem censura e com 4 covariaveis
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Figura 4.4: Percentual de Acerto de Cada Método - Cenario 4 - Amostra de tamanho

n=>50, sem censura e com H covariaveis
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Capitulo 5

Aplicacoes

Neste capitulo, utilizam-se os métodos LASSO (Least Absolute Shrinkage and
Selection Operator) e passo-a-passo alternativo e os critérios AIC (Akaike Information
Criterion) e BIC (Bayesian Information Criterion) para selegao de varidveis em dois
conjuntos de dados reais. O primeiro envolve a identificagao dos fatores preditivos
para a morte devido a cirrose e, o segundo, fatores determinantes para a retirada
do telefone do cliente no caso em que o mesmo se encontrava inadimplente junto a
operadora de telefonia.

Este capitulo esta assim organizado. Na Secao 5.1, apresenta-se o estudo de tempo
de vida de pacientes cirréticos e, na Secao 5.2 o tempo de planta até a retirada por

inadimpléncia.

5.1 Tempo de Vida de Pacientes Cirréticos

A cirrose é uma doenca rara, fatal e de causas desconhecidas que tem uma
prevaléncia de cerca de 50 casos por milhao. A série de dados usadas neste exemplo
se encontra no apéndice do livro de Fleming e Harrington (1991).

A descricao clinica da experimentacao usada e as covaridveis medidas estao des-
critas a seguir. Uma discussao mais detalhada pode ser encontrada em Dickson et al.
(1989). Este mesmo exemplo foi utilizado em Tibshirani (1996).

Esta base de dados foi coletada na Clinica Mayo e inclui todos os pacientes
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cirréticos atendidos entre os anos de 1974 e 1984. Pacientes cirréticos, atendidos
na Clinica Mayo durante esse intervalo de 10 anos e que atendiam aos critérios de ele-
gibilidade, foram submetidos a um tratamento duplo cego para se testar a eficiéncia
de uma droga. A varidvel resposta de interesse era o tempo até a morte devido a
cirrose. Até o final do estudo, alguns pacientes ainda nao tinham morrido, ou tinham
sido submetidos ao transplante de figado, ou tinham morrido de causa diferente da
estudada, o que caracterizam censuras. Os pacientes que apresentaram dados fal-
tantes foram excluidos do estudo, totalizando uma amostra de 276 pacientes. Neste
exemplo, o percentual de censura foi cerca de 38%. As varidveis consideradas no

estudos sao apresentadas a seguir.

T: Tempo, em dias, entre o registro do paciente e a morte devido a cirrose;
0: 1 se Falha e 0 se Censura;

X1: Tratamento (1 se Droga e 2 se Placebo);

X2: Idade, em dias;

X3: Sexo (0 se Masculino e 1 se Feminino);

X4: Presenga de ascites;

X5: Presenca de hepatomegaly;

X6: Presenca de spiders;

XT7: Presenca de edema;

X8: Medida de bilirubina, em mg/dl;

X9: Medida do colesterol, em mg/dl;

X10: Medida da albumina, em g/dl;

X11: Medida de cobre na urina, em mg/dias;
X12: Medida de alcalinidade da fosfatose, em u/l;
X13: Medida de SGOT, em u/l;

X14: Medida do triglicerides, em mg/dl;

X15: Contagem das plaquetas;

X16: Tempo de prothombine, em segundos;

X17: Estagio histolégico da doenca, classificado em 1, 2, 3 ou 4.
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O objetivo do estudo é encontrar o modelo mais parcimonioso que melhor explique
o comportamento do tempo em dias, entre o registro do paciente e a morte devido
a cirrose. Para isto, serao utilizados os métodos e critérios de selecao de varidveis
apresentados no Capitulo 3. Os resultados para o método LASSO estao apresentados

nas Figuras 5.1 e 5.2.
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Figura 5.2: Método LASSO - Selegao de Variaveis
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A Figura 5.1 apresenta os valores de BIC, calculados para cada um dos passos. O
valor maximo esta perto do passo 16.000.

Para identificar quais variaveis foram selecionadas pelo método LASSO deve-se
tracar uma linha vertical na posicao do BIC méximo, conforme feito na Figura 5.2,
e observar quais variaveis apresentam coeficientes que sao diferentes de zero nesse
ponto. Dessa forma, pode-se concluir que o método LASSO selecionou as variaveis
X7, X8, X10, X16 e X17.

A Tabela 5.1 apresenta os resultados do método passo-a-passo alternativo. Neste

método usou-se o nivel de 0,10.

Tabela 5.1: Selecao de covariaveis considerando o método passo-a-passo alternativo

Passos | Modelo | Valor p

Passo 1 X1 0,230
X2 0,592
X3 0,080
X4 0,911
X5 0,699
X6 0,982
X7 0,032
X8 0,001
X9 0,372
X10 0,011
X11 0,004
X12 0,423
X13 0,148
X14 0,461
X15 0,286
X16 0,091
X17 0,023

30



Passos Modelo Valor p

Passo 2 | X3+X74+X8+X10+X11+X16+X17 -

X7+X84+X10+X11+X16+X17 0,230
X3+X8+X10+X11+X16+X17 0,000
X3+ XT7+X10+X11+X16+X17 0,000
X3+ XT7T+X8+X114+X16+X17 0,000
X3+XT7T+X8+X10+X16+X17 0,000
X3+ X7T+X8+X10+X11+4+X17 0,000
X3+ X7+X8+X10+X114X16 0,000

Passo 3 X7+X8+X104+X11+X16+X17 -

X3+ XT7T+X8+X10+X114+X16+X17 0,230
Passo 4 X7+X8+X104+X114+X16+X17 -

XI+X7+X8+X104+X114+X16+X17 0,268
X2+ XT7T+X8+X104+X114+X16+X17 0,438
XA+ XT7T+X8+X104+X114+X16+X17 0,949
X5+ XT7+X8+X10+X114+X164+X17 0,612
X6+X7+X8+X104+X114+X16+X17 0,945
X9+ XT7+X8+X104+X114+X16+X17 0,193
X124-X74+X84+X10+X11+X16+X17 | 0,455
X134+X74+X8+X10+X11+X16+X17 | 0,169
X144-X74+X84+X10+X11+X16+X17 | 0,608
X154-X74+X84+X10+X11+X16+X17 | 0,882

O modelo final selecionado pelo método passo-a-passo alternativo inclui as variaveis
X7, X8, X10, X11, X16 e X17. Os passos 5 e 6 nao foram necessarios.

Da forma como os critérios AIC e BIC estao definidos no Capitulo 3, seria necessario
rodar os critérios 2P vezes para a escolha do modelo final. Neste caso seriam necessarias
2'7 rodadas para chegar ao modelo final. Para simplificar, foi feita uma pré selecio
de variaveis, através de uma andlise univariada, considerando uma significancia de
0,20. Dessa forma, reduzimos a quantidade de modelos para 28. O modelo escolhido

pelo método AIC inclui as varidveis X3, X8, X10 e X16 e o BIC forneceu um modelo
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final com as seguintes covariaveis X7, X10, X11, X16 e X17.

A Tabela 5.2 compara os modelos finais selecionados segundo cada método.

Tabela 5.2: Apresentacao dos modelos

Método Modelo
Lasso X7, X8, X10, X16 e X17
Passo-a-Passo Alternativo | X7, X8, X10, X11, X16 e X17
AIC X3, X8, X10 e X16
BIC X7, X10, X11, X16 e X17

As variaveis X10 e X16 estao presentes em todos os modelos. O método que
inclui mais covariaveis é o passo-a-passo alternativo, 7 covariaveis, seguido pelo BIC
e LASSO com 5 covaridveis.

Os métodos LASSO e passo-a-passo alternativo retornaram modelos finais bem
parecidos. De acordo com os estudos de simulagao apresentados no Capitulo 4, o
melhor método é o LASSO, seguido pelo passo-a-passo alternativo. Portanto, nesse
estudo real, o modelo final que poderia ser indicado como melhor é aquele que inclui
as covariaveis X7, X8, X10, X16 e X17.

Ressalta-se que os resultados obtidos foram os mesmos de Tibshirani (1996).

5.2 Tempo de Planta até a Retirada por Inadimpléncia

No mercado de telecomunicagoes, a TELEMAR tem sido benchmarking em seu
processo de cobranca. Tendo o objetivo de superar as melhorias ja alcancadas, a
partir de técnicas e ferramentas mais atualizadas, a TELEMAR pretende alcancar
um patamar acima de suas conquistas, tornando-se um benchmarking para o processo
de cobranc¢a no mercado em geral.

O processo de cobranga da TELEMAR tinha um histérico de baixa inadimpléncia.
Essa situacgao alterou-se muito rapidamente tao logo comegaram as expansoes, para
atender um publico maior, mais precisamente apds a sua privatizacao. Para fazer
face a inadimpléncia que surge com o atendimento a classes menos favorecidas, os

procedimentos para a recuperacao de crédito foram todos padronizados e enrijecidos.
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Apds um dominio maior de seu novo mercado, a TELEMAR volta a buscar uma
maior flexibilizagao e, para isto, resolve investir em ferramentas estatisticas para
tentar descobrir quais varidveis influenciam no tempo até a retirada do cliente da
base de dados da TELEMAR por inadimpléncia. O modelo de COX se aplica a esta
situacao. Para efeito de andlise, considera-se como variavel resposta o tempo até a
retirada do cliente por inadimpléncia, sendo que o tempo zero é a data de entrada do
cliente na base. Pode-se exemplificar como casos de censuras, os clientes que sairam
espontaneamente da base ou, ainda, os clientes que permanecem na base por serem
adimplentes.

A anélise foi feita com uma amostra representativa de 500 clientes da TELEMAR
varejo com mais de seis meses de planta (tempo que estd na base). O percentual de

censura nesta amostra foi de 28%. Abaixo segue uma descri¢ao das varidveis do banco.

T: Tempo, em dias, entre a entrada do cliente na base da TELEMAR e a retirada do
telefone do cliente devido a falta de pagamento;

0: 1 se Falha 0 se Censura;

X1: Classificacao do cliente na TELEMAR (1 se diamante; 2 se ouro; 3 se prata; 4
se bronze; e 5 se outros);

X2: Cliente tem Fale local? - Produto de restricao que s6 permite ligagoes locais
(1-Sim O-Nao);

X3: Cliente tem Minha linha? - Produto de restricao que impede o telefone de re-
alizar chamadas ap6s um nimero fixo de minutos gastos (1 se Sim O se Nao);

X4: Cliente tem Bloqueio temporario? - Produto de restricao que impede o telefone
de realizar qualquer tipo de ligacao (1 se Sim O se Nao);

X5: Numero de parcelamentos ja feitos na TELEMAR;

X6: Cliente é BPI? - Cliente reincidente na inadimpléncia ao qual foi dado mais uma
chance de permanecer na base (1 se Sim O se Nao);

X7: Cliente tem DACC? - Débito automético em conta corrente (1 se Sim O se Nao);
X8: Cliente é FPD? - Cliente que nao pagou a primeira conta (1 se Sim O se Nao);
X9: Cliente é Convergente? - Cliente que possui mais de um produto TELEMAR,

por exemplo, celular da Oi ou Velox (1 se Sim O se Nao).
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As Figuras 5.3, 5.4 e 5.5, mostram o perfil da TELEMAR, segundo as variaveis

previamente descritas.

Perfil dos Clientes Telemar
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Figura 5.3: Perfil descritivo dos clientes TELEMAR.
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Figura 5.4: Classificacao dos clientes TELEMAR.

As Figuras 5.3, 5.4 e 5.5, mostram que 20,5% dos clientes TELEMAR tém o pro-
duto de restricao fale local, 6,3% minha linha e 4,5% bloqueio temporério. Observa-se
ainda que apenas 10,8% dos clientes tém débito automaético em conta corrente, 9,3%
ja passaram por BPI, 6,4% nao pagaram a primeira conta e, apenas 5,4% dos clientes,
tém outro produto da companhia. Nota-se também que a grande maioria dos clientes

nunca parcelaram suas contas.
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Figura 5.5: Quantidade de parcelametos por cliente.

Como o objetivo é encontrar o modelo mais parcimonioso e que melhor explique
o comportamento do nimero de dias entre o registro do cliente na TELEMAR e a
retirada do seu telefone por motivo de falta de pagamento serao utilizados os métodos
e critérios de selecao de variaveis apresentados no Capitulo 3. Os resultados sao
apresentados a seguir. Vale ressaltar que as variaveis X1, X7 e X9 nao entraram na
analise por nao serem relevantes do ponto de vista de negocio.

A Figura 5.6 representa os valores de BIC, calculados para cada um dos passos.
O valor maximo esta perto do passo 19000.

Para identificar quais varidveis foram selecionadas pelo método LASSO deve-se
tragar uma linha vertical na posicao do BIC méximo, conforme feito na Figura 5.7,
e observar quais varidveis sao diferentes de zero nesse ponto. Dessa forma, pode-se

concluir que o método do LASSO selecionou as varidaveis X2, X3, X4, X5, X6 ¢ X8.
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A Tabela 5.3 apresenta os resultados do método passo-a-passo alternativo.

Tabela 5.3: Selecao de covariaveis considerando o método-passo-a passo alternativo

Passos Modelo Valor p
Passo 1 X2 0,195
X3 0,000
X4 0,067
X5 0,373
X6 0,000
X8 0,000
Passo 2 | X3+4X4+X6+X8 -
X4+X6+X8 0,253
X3+X6+X8 0,000
X3+X4+X8 0,000
X3+X4+X6 0,000

Passo 3 X44-X6+X8 -
X3+X4+X6+X8 | 0,253
Passo 4 X44-X6+X8 -
X2+X4+X6+X8 | 0,003
X5+X4+X6+X8 | 0,385
Passo 5 | X24+X44-X6+4X8 -

X4+X6+X8 0,000
X2+X6+X8 0,000
X2+X4+X8 0,000
X2+X4+X6 0,000

O modelo final selecionado pelo método passo-a-passo alternativo inclui as varidveis
X2, X4, X6 e X8. O passo 6 nao foi necessario.

Neste exemplo, como a quantidade de covaridveis é reduzida, todas as 2° rodadas
para chegar ao modelo final segundo os critérios AIC e BIC foram feitas. O modelo
escolhido pelo método AIC inclui as variaveis X2, X3, X4 e X8 e o BIC forneceu um
modelo com as seguintes covariaveis, X2, X3, X4, X5, X6 e X8.
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A Tabela 5.4 compara os modelos finais selecionados segundo cada método.

Tabela 5.4: Apresentagao dos modelos

Método Modelo
Lasso X2, X3, X4, X5, X6 e X8
Passo-a-Passo Alternativo X2, X4, X6 e X8
AIC X2, X3, X4 e X8
BIC X2, X3, X4, X5, X6 e X8

As variaveis X2 e X8 estao presentes em todos os modelos. O BIC e o LASSO néao
excluiram nenhuma covariavel. O método AIC e passo-a-passo alternativo incluiram
4. De acordo com o estudo de simulagao apresentado no Capitulo 4, o melhor modelo
é obtido através do método LASSO. Entao a indicacao do modelo mais parcimonioso

para a TELEMAR deveria incluir as covariaveis X2, X3, X4, X5, X6 e X8.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais e Trabalhos

Futuros

Neste trabalho utilizou-se e comparou-se o método LASSO (Least Absolute Shrink-
age and Selection Operator) com o método passo-a-passo alternativo e com os critérios
de sele¢ao de modelos AIC (Akaike Information Criterion) e BIC (Bayesian Infor-
mation Criterion).

Além disso, foi implementado um algoritmo alternativo para o método LASSO
para selecao de varidaveis no modelo de Cox, visto que o algoritmo sugerido na liter-
atura por Tibshirani (1996) se mostra ineficiente para tamanhos amostrais maiores
que 20. Também foram implementados o método passo-a-passo e os critérios de
selecao de modelos AIC e BIC que tiveram seus desempenhos comparados com o do
LASSO por meio de um estudo Monte Carlo. Também utilizou-se estes métodos e
critérios para determinacao do modelo em duas situacoes reais, a saber, identificacao
dos fatores preditivos para a morte devido a cirrose e fatores determinantes para a
retirada do telefone do cliente no caso em que o mesmo se encontrava inadimplente
junto a operadora de telefonia.

Como visto nos estudos de simulacao, em geral, o método LASSO se mostrou
eficiente na selecao de variaveis no contexto do modelo de Cox. No entanto, para base
de dados de tamanho 100 o seu desempenho nao foi tao superior a outros métodos

mais simples, como por exemplo os métodos passo-a-passo. A presenca de censuras e
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a inclusao de covariaveis também tiveram um impacto relevante na eficiéncia de todos
os métodos de selecao de varidveis aqui apresentados. Observa-se também que, para
todos os modelos, os melhores resultados sao obtidos quando o parametro de forma
da Weibull é 1. Nota-se ainda que os resultados para a Weibull com taxa de falha
decrescente sao ligeiramente superiores aqueles com taxa de falha crescente.

Neste trabalho, a eficiéncia do método LASSO foi comparada a outros métodos,
como o passo-a-passo alternativo, AIC e BIC. Porém, comparagoes com outros métodos
de selecao de variaveis como, por exemplo, os métodos bayesianos apresentados em
Kadane e Lazar (2004), Faraggi e Simon (1998) e Dellaportas e Smith (1993) e os
métodos classicos, como o GARROTE (Breiman,1995) sdo motivagoes para trabalhos
futuros.

Um outro topico interessante para pesquisas futuras é uma andlise mais profunda
do efeito de covaridveis assimétricas e discretas na eficiéncia dos métodos de selecao

de variaveis.
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