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2 A. MILANES

1. INTRODUCAO

Este texto deve a sua origem a uma série de semindrios organizados no Departamento foca-
dos essencialmente na discussdo do livro "Numerical solutions of Stochastic Differential Equa-
tions”, dos autores P. E. Kloeden e E. Platen ([6]). O nosso objetivo era estudar métodos para
a resolucao numérica de equagoes diferenciais estocdsticas, implementacao destes algoritmos,
simulacoes e aplicacoes.

Para isso era, no entanto, necessario fazer uma primeira introducao na teoria e é isto o que
pretendemos colocar aqui. Neste sentido, o material aqui apresentado pode ser considerado como
uma rapida introducao as idéias fundamentais do calculo estocastico. Pensamos que pode ser
apropriado para aqueles leitores com nogoes bésicas de probabilidade e de processos estocasticos
a tempo discreto, interessados na simulacao e nas aplicagoes do calculo estocastico, mais do que
na parte tedrica. Textos mais profundos e abrangentes e com mais rigor matematico sao citados
na bibliografia.

Foram colocados ao longo do texto, varios exemplos e exercicios que pensamos serao de
grande ajuda na compreensao dos tépicos expostos. Com o mesmo objetivo, sao esbogadas as
demonstracoes de alguns resultados.

O texto nao aborda temas importantes como o processo de Wiener n-dimensional e as equagoes
diferenciais estocdasticas vetoriais. Estes topicos assim como aplicacbes no controle étimo es-
tocéstico, filtragem e a estimacgao de parametros serao tratados em um préximo trabalho.

O material aparece dividido em trés partes fundamentais. Na secao 2 fazemos uma exposigao
dos conceitos basicos nos processos a tempo continuo e introduzimos o processo de Wiener ou
movimento browniano. Na secao 3 apresentamos a integral de Itd com as suas propriedades
principais e por ultimo, na secao 4 tratamos as equacoes diferenciais estocasticas.

Fico muito grata aos colegas que participaram no nosso semindrio, especialmente ao professor
Adrian Hinojosa, principal responsédvel pela sua criacdo e funcionamento.
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2. O PROCESSO DE WIENER.

2.1. Processos estocasticos a tempo continuo. Dado um conjunto T C R e um espago de
probabilidade (22, F,P), a fungao
X:TxQ—-R
é um processo estocdstico se para cada t € T, X; : Q@ — R é uma varidvel aleatéria. Aqui e no
que segue estaremos denotando X;(w) = X (¢,w). Cada funcao obtida fixando w e variando o
tempo, i.e. X (w): T — R é chamada de trajetoria. Dizemos que o processo X tem trajetorias
continuas quando existe um conjunto A € F com probabilidade 1, tal para todo w € A, as
funcoes X (w) : T — R sao continuas.
Neste trabalho estaremos mais focados em processos a tempo continuo, i.e., quando T =

[0,7], T>0ouT=]0,00).
Exemplo 2.1. O processo de Poisson com intensidade X > 0 € um processo estocdstico N =
{Ny, t >0} a tempo continuo tal que

(1) No=0;

(2) Ny — Ny € uma varidvel de Poisson com parametro A(t — s) para todos 0 < s < t;

(3) os incrementos Ny, — Ny, e Ny, — Ny, sao independentes, para todos 0 < t1 < to < t3 < ty4.

As suas médias, variancias e covariancias $ao:

w(t) = o?(t) = Xt e C(s,t) = Amin{s, t}, (2.1)
respectivamente, para todos s,t > 0. Além disto, as suas trajetérias sao quase certamente
descontinuas.
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FicUuraA 1. Trajetéria do processo de Poisson, A = 0.1

Os processos estocdsticos com a propriedade (3) do exemplo, sdo chamados procesos de
incrementos independentes.
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Um objeto fundamental na teoria dos processos estocésticos € a lei do processo.

Dado o processo estocastico X = {X;,t € T}, podemos considerar para cada conjunto 0 <
t1 <ty < -+ <tp, t; €T, afuncao de distribuigao conjunta do vetor aleatério (Xy,,...,Xs,)
que denotaremos por Fy, 1, . . Desta forma fica definida a familia {F}, 4, .} das fungdes de
distribuicao finito-dimensionais do processo. Esta familia é chamada de lei do processo X e faz
para processos o mesmo papel que fazem as fungoes de distribuicao para as varidveis aleatorias.

E claro que estas fungoes de distribui¢do conjunta estdo definidas de maneira Unica e satis-
fazem a seguinte propriedade de consisténcia,

xlilelgo Fiy ot (T1 -3 T0) = oyt teaseotn (T1s oo oy T 1, Thge 1y - -+ 5 T (2.2)
k

Sabemos que a todo processo estocdstico corresponde uma familia de fungoes de distribuigao
(ver defini¢ao abaixo), satisfazendo (2.2). Veremos que, dada uma familia consistente de funcoes
de distribuicdo, podem se encontrar um espago de probabilidade (2, F,P) e um processo es-
tocastico X tais que esta familia constitua a lei deste processo. Este resultado é fundamental
na hora de provar a existéncia de processos estocdsticos.

Comegaremos entao tratando o problema andlogo para o caso de uma variavel aleatoria.

(1) Existéncia de uma variavel aleatéria com uma distribuicao dada.
Seja X uma varidvel aleatéria definida no espago de probabilidade (2, F,P). Sabe-se
que a sua funcao de distribuigao é dada por:

Fx(z) =P({w: X(w) < x})

e que ela tem as seguintes propriedades:

(a) Fx é nao decrescente;

(b) Fx(—o00) =0e Fx(+00) = 1;

(¢c) Fx é continua a direita e tem limite & esquerda em todo ponto x € R.
As funcgoes F' : R — R que satisfazem as trés propriedades acima, sdo chamadas de
funcgdes de distribuicdo. Consequentemente, temos que a fungao de distribuicao de uma
varidvel aleatéria é uma funcao de distribuicao.

Podemos nos fazer a pergunta no sentido inverso. Serd que dada uma funcao de
distribuicao F' arbitréria, existem um espago de probabilidade (2, F,P) e uma varidvel
aleatdria sobre este espaco de forma que Fx = F, i.e., tal que P({w : X(w) < z}) =
F(xz)?

A resposta é afirmativa e pode ser abordada da seguinte forma. Sejam

Q=R, F=3(R),

onde B(R) representa a o-dlgebra boreliana (gerada pelos conjuntos abertos) de R.
Definamos sobre os intervalos da forma (a,b] a funcao P(a,b] = F(b) — F(a). Usando
resultados de Teoria da Medida, é possivel provar que P pode ser estendida a toda a
o-algebra F. De forma que, definindo a varidvel X (w) = w sobre (R, B(R)), obteremos

PH{w: X(w) <z}) =PHw: w < x}) = P(—00,x] = F(x).
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Existéncia de um vetor aleatério com fungao de distribuicao dada.

Dado o vetor aleatério X = (X1,...,X,,), define-se a sua fungao de distribui¢ao por
Fx(z1,...,2,) =P(X; <zq,...,X, <z,), ou em forma mais compacta,
Fx(x) = P(—o00,x],
onde X = (z1,...,xy), (—00,%x| = (=00, x1] X -+ X (—00, xy].

Consideremos o operador de diferencas dado pela férmula:

Ao, v Fx(x1, ... 2n) = Fx(x1,. .., 21, b, 21, ... )—
Fx(x1,... Xim1,05,Ti—1, ... ),
com a; < b;. Nao é dificil ver que
Agi by Doy b Fx(21,...,2,) = P(a, b],
onde (a,b] = (a1, b1]%, -+ X (an, b,]. Portanto,
Ay Doy Fx (21,0 20) >0,
para a e b tais que a; < b;.

E conhecido que Fx satisfaz as seguintes propriedades:
(a) Aa1,bl T Aan,anX(Cﬂl, ce ,xn) >0,

(b) Fx(acgk), e ,xgg)) | Fx(z1,...,z,) desde que (:cgk), e ,xq(lk)) | (z1,...,2y), quando
k — oo

(c) F(+00,- -, +00) = 1;

(d) limg—y F(z1,...,2,) = 0, se pelo menos uma das coordenadas de y é zero.

Chama-se de fun¢do de distribui¢io (n-variada) a toda fungao F : R™ — R que
satisfaga as quatro propriedades acima. Andlogamente a como foi feito para o caso de
uma variavel, podemos colocar a questao: dada uma F' funcao de distribuicao n-variada
existirao um espago de probabilidade (£, F,P) e um vetor aleatério X sobre este espaco
de forma que Fx = F?

Novamente a resposta ¢ afirmativa. Podemos considerar Q2 = R", F = B(R") e definir
P(a,b] = Fx(b) — Fx(a) sobre conjuntos da forma (a,b] = (a1, b1]x, -+ X (an, by]. Mais
uma vez, a Teoria da Medida garante a possibilidade de estender esta funcao a toda
a o-algebra F de forma que ela defina uma probabilidade. Entao é facil ver que o
vetor aleatério dado por X(wy,wa, ..., w,) = (w1, ws, ..., w,) satisfaz as propriedades
desejadas.

Existéncia de um processo estocédstico com distribuigoes finito-dimensionais dadas.

O seguinte resultado garante a existéncia de um processo com lei dada por uma familia

consistente de fungoes de distribuicao.

Teorema 2.2. (Teorema de consisténcia de Kolmogorov.) Seja
{F(tl,tg,...,tn)v 1 <tg <+ <tp, tj c T, j = 1, ... ,n}

uma familia de fungées de distribui¢ao satisfazendo a condi¢ao de consisténcia (2.2).
Entao existem um espago de probabilidade (2, F,P) e um processo estocdstico X tais que

F(tl,tg,...,tn)(x17 cony ) =P{w: Xy, (w) <zp,y..0, Xy, (w0) < 2 }).
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Para provar este teorema constréi-se uma probabilidade P apropriada sobre o espago
de medida (Q,F) = (RT, B(RT)) e considera-se o processo X como o processo coorde-
nado: X;(w) = wy (ver [10]).
Quando dois processos X = {X;, t € T} e Y = {Y;, t € T} possuem a mesma lei, dizemos
que cada um deles é versdo do outro. Se além disto, eles estao definidos sobre o mesmo espaco
de probabilidade e vale que

P{w : X¢(w) = Yy(w)}) =1, para todo t € T,
entao dizemos que X é uma modificacdo de Y e vice-versa. Por dltimo, se
P({w: Xi(w) = Yi(w),Vt € T}) =1,

entao X e Y sao chamados indistinguiveis. E claro que dois processos indistinguiveis sao neces-
sariamente modificagoes e versées um do outro.

2.2. O processo de Wiener. Passemos agora a definir o processo de Wiener ou movimento
browniano.

Em 1827, o botanico escocés Robert Brown observou e descreveu o tipo de movimento ir-
regular executado por pequenos graos de pélen suspensos em dgua (ver [2]). Esta observacao
aparentemente sem muita importancia, tornou-se especialmente relevante alguns anos depois.

Embora L. Bachelier em 1900 e A. Einstein em 1905 tenham sido os primeiros a abordar
quantitativamente o estudo deste fenémeno (ver [1] e [3]), foi o matemé&tico norteamericano
Norbert Wiener quem em 1923, nos artigos [11] e [12] estudou e formalizou rigorosamente o
modelo matemético motivado no fenémeno fisico do movimento browniano. E por isso que ele
é chamado de processo de Wiener ou movimento browniano, sendo que este iltimo nome da
mais énfase ao processo fisico. O leitor interessado na histéria das diferentes teorias sobre o
movimento browniano pode consultar [8], excelente livro de E. Nelson.

Existem vérias formas de formalizar matematicamente o processo de Wiener (ver [5]). Aqui
usaremos uma delas, que é geralmente usada para provar a existéncia de processos de Markov.

Definicao 2.3. Chamaremos de processo de Wiener padrdo a wm processo estocdstico
W :[0,00) — R tal que
(1) P({w : Wy(w) =0}) = 1;
(2) para quaisquer 0 < s < t, Wy — Wy seque uma distribui¢ao normal com média zero e
varidncia t — S;
(3) Wy, — Wy, e Wy, — Wy, sdo independentes desde que 0 < t1 < ta < t3 < ts4 (incrementos
independentes);
(4) as trajetorias sio continuas.

Tendo definido o processo de Wiener padrao como acima, devemos poder garantir que real-
mente existe um processo com estas propriedades. Caso contrédrio a defini¢do nao faria sentido.

Observe que as propriedades (1)-(3) que estabelecimos, determinam as fungoes candidatas
a distribuigoes finito-dimensionais de W. E possivel provar que elas satisfazem (2.2), entao o
Teorema de Consisténcia de Kolmogorov (Teorema 2.2) nos permite garantir a existéncia de uma
probabilidade em (R[%>), B(RI[*>))) tal que o processo coordenado W possui estas distribuicoes
finito-dimensionais.
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Aparentemente isto resolve o nosso problema e de fato é assim, salvo por um detalhe que é a
propriedade de continuidade das trajetérias. Vamos precisar do seguinte resultado.

Teorema 2.4. (Critério de Kolmogorov para a continuidade das trajetdrias de um processo)
Um processo X para o qual existem constantes o, 3,C > 0 tais que

E(|Xipn — Xe|*) < ORI, (2.3)
para todos t, h > 0, possui uma modificagdo com trajetorias continuas.

Exercicio 2.5. Prove que B B
E(|Wipn — Wil*) = 317, (2.4)

Finalmente, (2.4) e o Teorema 2.4, garantem a existéncia de uma modificacao W de W,
satisfazendo as propriedades (1)-(4).

Exercicio 2.6. Prove que o processo de Wiener padrao tem covariincias
C(s,t) = min{s,t}. (2.5)
Supondo que as seguintes expressoes existem, as esperancas e variancias
u(t) =E(X(t), o*(t) = Var(X(1)),
respectivamente, a cada instante ¢ € T e as covariancias

C(s,t) = E((X(s) — u(s)) (X (t) — p(t)))
em distintos momentos s,t € T, dao alguma informagao sobre a variabilidade no tempo do
processo correspondente.
Os processos estaciondrios (no sentido estrito), sdo aqueles cujas distribuicoes finito-dimensionais
sao invariantes no tempo, i.e.,

Fyvhtoth,.tnth = Fiito,. tn

para todo t;,t;yp € T, 1 =1,2,...,n, n € Ne h > 0. Por outro lado, se existir uma constante
e uma funcao ¢ : R — R tais que

p(t) = p, o®(t) = e(0) e C(s,t) = c(t — 3),
para todos s, t € T, entao diremos que o processo € estaciondrio no sentido amplo. E claro

que todo processo estacionario no sentido estrito tem que sé-lo também no sentido amplo. O
contrario nao necessariamente tem que ocorrer.

Exemplo 2.7. (2.1) e (2.5) provam que nem o processo de Poisson nem o processo de Wiener
padrdo sao processos estaciondrios no sentido amplo.

Exemplo 2.8. O processo de Ornstein-Uhlenbeck X = {X;, t > 0} com parametro v >
0, e wvalor initial Xo ~ N(0;1) é um processo Gaussiano, (i.e., as suas distribuicées finito-
dimensionais sao normais multivariadas) com médias e covariancias dadas, respectivamente,
por:

w(t) =0 C(s,t) = e sl
para todos t, s > 0. FEle €, portanto, um processo estaciondrio no sentido amplo. Ele também é
estaciondrio no sentido estrito, como podemos deduzir a partir de (2.12).
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A existéncia de tal processo pode ser garantida novamente usando o teorema de Kolmogorov.
Além disso, assim como o processo de Wiener, ele tem trajetorias continuas.

2.3. Martingais, processo de Markov e difusoes. Suponha que é dada uma familia crescente
F* = {F;,t € T} de sub o-dlgebras de F. Se X for F-mensurdvel para cada t € T, dizemos que
o processo € adaptado a familia F*. Tal familia de o-dlgebras é chamada de filtracdo. Sem perda
de generalidade, podemos supor que a filtragao F* é continua a direita, i.e. Fy = NesoF e, Para
todo t € T e que é completa, no sentido que cada o-algebra F; o é.

Seja X = {X;,t € T} um processo estocdstico adaptado a filtragdo F* e tal que para todo
s<t, s,teT,

Xs = E(X¢|Fs), quase certamente. (2.6)

X serd entao chamado de martingal em relacdo a filtracdo F* ou simplesmente de martingal. Se
em (2.6) trocarmos o sinal = por <, entao ele é chamado de submartingal e se o trocarmos por
>, serd chamado de supermartingal.

Exercicio 2.9. Prove que se X é um martingal, entao E(X;) = E(Xy), para todo t € T.

Exemplo 2.10. Para o processo de Poisson N; com intensidade X, o processo Ny — Xt € um
martingal em relacdo a qualquer filtracdo para a qual N seja adaptado.

Exemplo 2.11. Para o processo de Wiener padrao W, os processos W2 —t, exp(Wy — %t) e ele
proprio sao martingais em relacdo a qualquer filtracdo para a qual W seja adaptado.

Quando X é um processo a tempo discreto, por exemplo, T = N, a relagao (2.6) fica da forma,
Xpn = E(X,41|Fn), quase certamente (2.7)

e dizemos que X = {X,,,n € N} é um martingal a tempo discreto em relagio a filtragao F* =
{Fn,n € N}.

Exemplo 2.12. Seja {Y,}22, uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes com média
zero e para cadan € N, seja F,, = o(Y1,...,Y,) a sub o-dlgebra de F gerada por Y1,...,Yy, i.e.,
F, € a menor o-dlgebra que podemos considerar sobre ) de forma que Y1,...,Y, sejam todas
mensuraveis. Entio F,, C Fpqp1 e F* = {F,,n > 1} define uma filtragao discreta.
Definamos as varidveis
Afirmamos que X,, € um martingal a tempo discreto em relagao a filtracdo F*. De fato,
E(Xn41lFn) = EM + Yo+ + Yo [Fn)
= EY1 + Y2+ +Y,|T) + E(Yag1]|Tn).
Como Y1+Yo+---+Y, € asoma den funcoes F,-mensurdveis entao ela propria € F,-mensurdvel
e portanto E(Y1 +Ya+---+ Y, |F,) = Y1+ Yo+ -+Y, = X,,. Pela independéncia das varidveis
tem-se que E(Y,+1|F,) = E(Yn11) = 0 € o resultado segue.

Exemplo 2.13. Seja Z uma varidvel aleatdria no espago de probabilidade (Q, F,P), com E(|Z|) <
oo e seja F* = {F,,n > 1} uma filtracao discreta. Entdo a sequéncia definida por

Zn = E(Z|Fn)

€ um martingal a tempo discreto.
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Com efeito, usando propriedades da esperanca condicional, temos que como F,, C Fpy1,
E(Zn-i-l’?n) =K (E(Z‘Fn—f—l)’?n) = E(Z“rfn) = Zn.

Uma classe muito importante dos processos a tempo continuo sao os processos de Markov ou
markovianos. Eles constituem formulagoes a tempo continuo das cadeias de Markov.

Consideremos agora processos X = {X;,t € T} tais que, para todo k € N, suas distribui¢oes
finito-dimensionais Fy,¢,. ¢, (21, ...,2;) tenham densidades p(t1,x1;. .. ;tk, 2x). Definimos entao
as probabilidades condicionais

. fB p(t17x1§ ce ;tnaxn§tn+1ay)dy

P(X (tns1) € BIX(t1) = 21, ..., X (bn) = 2) =
! " ! fj;op(tlax1§---;tnvxmtn—klvy)dy

(2.8)

para cada boreliano B C R, para instantes ts satisfazendo a condigao 0 < t; <ty < --- <t <
tn+1 € para estados z1, T2, ..., T,. Se o denominador em (2.8) é nao nulo .Quando o denominador
¢ nulo, define-se esta probabilidade condicional como zero ou a deixamos indefinida. Neste
contexto, a propriedade de Markov toma a forma,

P(X (tns1) € BIX(t) = a1, ..., X(tp) = 2n) = P(X (tns1) € BIX (tn) = 20),  (2.9)

se as probabilidades condicionais estiverem bem definidas. Quando (2.9) é satisfeita, chamamos
ao processo X de processo de Markov com probabilidades de transicao dadas por:

P(s,z;t,B) =P(X(t) € B|X(s) = z), (2.10)

onde s < t. Para s,x,t fixados, P(s,z;t,-) é uma fungao de probabilidade sobre a o-algebra de
Borel de R. Pelas suposicoes feitas, ela possui densidade p(s,z;t,-), chamada de densidade de
transicao. Consequentemente, para cada boreliano B na reta tem-se

P(s,:c;t,B):/p(sal“;tay)dy'
B

Por conveniéncia, define-se P(s,z;s, B) = Ip(x), onde Ip representa a funcao indicadora do
conjunto B. Diremos que X é um processo de Markov homogéneo quando todas as densidades
de transicdo dependem nao dos valores especificos de s e t, mas da sua diferenga t — s. Em
tal caso, tem-se p(s,x;t,y) = p(0,z;t — s,y) e escreveremos p(x;t — s,y), omitindo a primeira
variavel, com P(z;t — s, B) = P(0,z;t — s, B).

Exemplo 2.14. O processo de Wiener e o processo de Ornstein-Uhlenbeck com v = 1, sdo
processos de Markov homogéneos com densidades de transi¢cao

—x)?
p(s,x;t,y) = ﬁemp <—%> (2.11)

1 (y - Ief(tfs))2
o _ymwe )" 2.12

respectivamente. Se Xg for uma varidvel aleatoria arbitrdria, o processo de Markov X com
densidades de transi¢ao dadas por (2.12), ndo é necessariamente estaciondrio, nem Gaussiano.
Este processo também € chamado de Ornstein- Uhlenbeck e para evitar amigiidades chamaremos
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de processo de Ornstein-Uhlenbeck estacionario aquele com condi¢ao inicial Xo Gaussiana com
média zero.

O processo de Ornstein-Uhlenbeck € também um modelo matemdtico para o movimento brow-
niano. (Ver [8]).

Considere agora um processo de Markov X : T x  — R com densidades de transigao
p(s,z;t,y), s <t e probabilidades de transicao P(s,z;t,-), s <t.

Dizemos que X é uma difusao com drift a(s,x) e coeficiente de difusio b(s,x) se as suas
densidades de transicao satisfazem

limy | % f|y7x|>€ p(s,x;t,y)dy =0 néao ha pulos instantaneos

hmtls % f|y—a:|<e(y - x)p(87 z;t, y)dy = CL(S, II,') drift
limy |5 7 f|y7x|<€(y —x)%p(s,z;t,y)dy = b%(s,2) quadrado do coeficiente de difusio

Uma propriedade importante das difusoes é que elas sao processos de trajetérias continuas.
Exemplo 2.15. O processo de Poisson N ndo é uma difusio. (Por qué?)

Exercicio 2.16. Prove que o processo de Wiener padrdo é uma difusao com drift a(s,x) =0 e
coeficiente de difusao b(s,x) =1 e que o processo de Ornstein-Uhlenbeck estaciondrio com v = 1
¢ uma difusdo com drift a(s,z) = —x e coeficiente de difusdo b(s,z) = /2.

O processo de Wiener pode ser aproximado em distribuigao, sobre qualquer intervalo finito,
por um passeio aleatério rescalonado apropriadamente e de fato, isto estd relacionado com uma
das possiveis formas de definir este processo.

Dividamos o intervalo [0,1] em N subintervalos

0=tM <tV i d™ il =

com 0 mesmo comprimento At = % Consideremos uma sequéncia de varidveis aleatdrias

independentes {X,,,n > 1} tomando os valores 1 e —1 com a mesma probabilidade.
Definamos Sy (-) para N € N como:

X1+ +XpVAt t=t) k=1,2,...,N-1

Sn(t) =1 Syt™) N <t <t (2.13)
0, ,t=0.
Observe que as trajetérias de S sao constantes em cada intervalo [tl(cN),tgpl).

Exercicio 2.17. Prove que para 0 <t <1,
t
E(Sn(t)) =0, Var(Sx(t)) = At{ﬂ}’

onde [x] denota o maior inteiro menor ou igual que x.

Segue que Var(Sy(t)) — t quando N — oo, para 0 < t < 1. De forma similar pode ser
provado que para 0 < s <t <1,

Var(Sn(t) — Sn(s)) = t—s
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quando N — oo. Pelo Teorema Central do Limite, segue que Sy converge em distribuicao para
um processo em [0, 1], satisfazendo as quatro propriedades do processo de Wiener padrao.

Exercicio 2.18. No lugar do passeio aleatorio Sy, podemos considerar em [0,1] o passeio

aleatorio interpolado S'N, resultante de usar interpolagao linear em cada subintervalo no lugar

de usar (2.13), i.e., para tl(cN) <t< tl(ﬁ)l, considere

) St = Sy (Y
Sa(t) = w( k+1)At (1 )(t_tlgN))_i_SN(tlgN)). (2.14)

Calcule as médias e as variancias de Sy e os seus limites. Prove que este processo também
converge em distribuicao para o processo de Wiener padrao.

20
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FiGurA 2. Trajetéria do processo de Wiener

A Figura 2 acima, sugere um comportamento bastante irregular das trajetorias do processo de
Wiener. De fato é possivel provar que quase certamente estas trajetérias sao nao diferenciaveis.

No entanto, em certo sentido pode-se calcular a derivada em relagao ao tempo do processo de
Wiener, obtendo-se o que é chamado de ruido branco gaussiano. O ruido branco é um objeto
mais complexo matematicamente e que nao serd tratado aqui em rigor. Na Teoria de Sinais,
o ruido branco é um som com a mesma intensidade em todas as frequéncias dentro de uma
banda. A musica rock, o barulho feito por um motor e as flutuagdes no mercado de valores,
sao exemplos de ruido branco. Usa-se a palavra ”branco” para descrever este tipo de ruido pela
sua semelhanga com a ”"luz branca”’, composta pelas luzes de todas as cores (frequéncias) de
luz combinadas. Nas aplicagoes, usa-se o ruido branco na modelacao matematica de fendbmenos
envolvendo flutuacoes grandes e repentinas.
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3. A INTEGRAL DE ITO

Suponhamos que o vetor x(t) € R? representa em cada momento do tempo ¢, a posicio de
uma particula com velocidade conhecida a(t,z(t)). Este fendmeno é um exemplo clédssico de
uma situacao que pode ser descrita matematicamente usando a equacao diferencial ordinaria

= a(t, ). (3.15)

Observe que (3.15) exprime exatamente a variagdo de x em cada ponto e em cada momento
do tempo, de forma que para conhecer a incégnita x (pelo menos localmente) basta fixar uma
condigao inicial x(tg) = xg.

Existem situacoes nas quais a variagao da magnitude de interesse nao pode de ser representada
somente usando uma relagao funcional como em (3.15), mas devem ser levadas em consideragao
flutuagdes que podem ser consideradas aleatérias. Em particular, isto ocorre quando observamos
a dindmica do movimento browniano (como explicada por Einstein). Consequentemente, a
formulagao proposta por Langevin ([7]) e outros para descrever tais fenémenos, consiste em
adicionar a (3.15), um termo &, representando um ruido aleatério, obtendo-se:

X; = a(t, X;) + b(t, Xp)&. (3.16)

A solugao, agora, seria o processo estocastico X;. Esta formulagdo, no entanto, tem a desvan-
tagem de que, em muitas situagoes, o processo £ devia corresponder ao ruido branco: ”derivada”do
processo de Wiener W cujas trajetérias nao sao diferenciaveis.

Uma alternativa é reformular (3.16) da seguinte forma. Poderiamos interpretar as solugoes
de (3.16) como os processos X tais que para quase todo w,

Xi(w) = Xy, (w) —|—/t a(s,Xs(w))ds+/t b(s, Xs(w))Esds. (3.17)
Agora, como temos & = W, fazemos
Xi(w) = Xy (w) —|—/t a(s,Xs(w))ds—i—/t b(s, Xs(w))dWs(w). (3.18)

A primeira integral que aparece no termo da direita pode ser interpretada como uma integral
de Riemann para cada w. Fixando w, vemos que a segunda integral parece com a integral de
uma funcao em relagdo a uma trajetoria. Matematicamente, esse tipo de operacao é formalizada
através da chamada integral de Riemann-Stieltjes, que permite integrar funcoes em relagao a
trajetérias de variacao limitada, ou em outras palavras, trajetérias diferencidveis em relagao ao
tempo para quase todos os instantes ¢ € [0, 7).

O seguinte resultado nos impede de fazer isto.

Proposigao 3.1. As trajetorias de processo de Wiener padrdo sao quase certamente de variagao
ilimitada sobre cada intervalo finito.

Para formalizar o termo ftz b(s, Xs(w))dWs(w) usaremos a definigdo de It6 ([4]) da integral
estocdstica que explicamos a seguir.

Vamos supor que no espago de probabilidade (2, F,P), temos um processo de Wiener
W = {W;,t > 0} e uma filtracao F* = {Fy,t > 0} tal que W é um martingal em relagao a esta
filtracao.
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Para fixar idéias, consideraremos a integral I(f) a seguir de uma funcao f sobre o intervalo
[0,T], T > 0:

T
1)) = [ few)aw(w). (319)

Para uma constante f(t,w) = f, é natural fazer
I(f)(w) = fWi(w) = Wo(w)) = fWi(w). (3.20)
Para uma func¢ao escada nao aleatéria f(t,w) = f;, t; <t < tj;1, para j = 1,2,...,n onde

0=t <ty <---<tps1 =T, devemos fazer,
I(f)(w> - Z fj(Wtj+1 (w) - Wtj (w))v (3'21)
j=1

se quisermos manter a linearidade da integral.

Observe que I(f) é uma varidvel aleatéria com média zero por ser soma de varidveis aleatérias
com esta propriedade.

Para funcoes escada aleatorias, vamos impor certas condi¢oes de mensurabilidade.

Consideremos fungoes escada aleatérias, f(t,w) = fj(w), t; <t <tjiq, paraj=12,...,ne
assuma que f; é J; -mensurdvel, i.e., observdvel por eventos que podem ocorrer até o instante
tj. Assumimos também que f é quadrado integravel sobre € e, portanto, E( f]2) < 00, para
1<) <n

Analogamente a (3.21), definiremos a integral I(f) como

I(f)(w) = Z [i(w)(Wi,, (w) — Wy, (w)), quase certamente. (3.22)
j=1

Definida desta forma, I(f) possui as seguintes propriedades.

Lema 3.2. Se f € uma funcgdo escada aleatoria e I(f) € definida como em (3.22), entao I(f) €
L?(2,F,P) e valem as sequintes condi¢des:

I(f) € Fr, (3.23)
E(I1(f)) =0, (3.24)
n T
BU(Y) = S Bt —t) = [ BUA O (3.25)
j=1

I(af + Bg) = aI(f) + BI(g), quase certamente (3.26)

para todo a, B € R.
Demonstragao. (1) (3.23) vale pois cada termo na soma em (3.22) é JF , -mensurdvel, e

L:Ft]-+1 c Fr.

(2) Podemos calcular

E(fj{wtj+1 - Wtj}) = E(ij(Wtj+1 - Wtj’Eth)) =0, (3'27)

pois W; é um martingal em relacdo a F*. Sendo assim, (3.24) segue de (3.27).
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(3) Para provar (3.25), fazemos

E(I(f)?) = (E:ﬁ (Wi () = W)’

= ZE(ij(Wth - Wtj)2) +2 Z E(fifj(Wti+1 - Wti)(Wtj+1 - Wtj))

1<i<j<n
= ZE f2 |Wtj+1 Wtj|2|g:tj)) +

2 Z fzf] Wt2+1 - Wti)E(Wth - Wtj|?tj))

1<z<]<n

= ZE (tj+1 —t5),

onde usamos de novo que W; é um martingal em relacao a F* e que pelo Teorema de Lévy
de caracterizacao do movimento browniano (ver [5]), tem-se que Wy — W; é independente
de F;, para 0 < s < t e, portanto, para 1 < j < n, vale

E(‘Wtﬁ-l - Wt]”2‘g:tj) - tj+1 - t]"

(4) (3.26) segue de (3.22).
U

Para um integrando f : [0,7] x Q — R mais geral, definiremos I(f) como o limite de integrais
I( f(”)) de fungoes escada aleatérias, f(™ convergindo para f em certo sentido. Para fazer
isto precisamos especificar condi¢Ges sobre f e determinar o tipo de convergéncia para que tal
sequéncia {f(™} exista.

Definamos a classe £2. de fungdes f : [0,T] x Q — R satisfazendo,

( ) fé L X 9’ mensuréwel
fo Hdt < o0;
(3) E(f(t ) ) < oo para cada 0 <t < T,
(4) f(t,) e Fyparacada 0 <t <T.
Além disso, consideraremos duas fungoes de L% idénticas, quando elas coincidam em todos os
(t,w) salvo um conjunto de medida p x P nula. Entao, assumindo a norma

T
\UMT=¢AJWﬂhVMu

prova-se que L% é um espago vetorial completo, i.e., um espago de Banach.
Denotemos como 82T o subconjunto de L2T de todas as funcoes escada aleatdrias. E possivel
provar que, para toda funcao f de L%, existe uma sequéncia (™ de funcdes em S%, tal que

/TIE(\f(”) (t,) — F(t,)P)dt — 0, quando n — oo, (3.28)
0



INTRODUGAO AO CALCULO ESTOCASTICO E AS E.D.E. 15
em outras palavras,
Lema 3.3. 8% € denso em LQT.

Demonstragao. Faremos aqui somente um esbogo da prova.

Consideremos parti¢oes do intervalo [0, 7] da forma 0 = tgn) < tén) < < tfﬁzl =T, com
tE‘TJLr)1 - tg-n) — 0, para j =1,2,...,n, quando n — oo.

Quando E(f(t,-)?) é continua, definimos a sequéncia de funcoes escada f () como f(t,w) =
(n)
PARE
para estes valores de n teremos que f(™ e 82T e a convergéncia é consequéncia do Teorema de
Convergéncia Dominada de Lebesgue.

O caso geral pode ser provado usando argumentos de aproximagao. ([l

f(tE"),w), quase certamente, para tEn) <t<t j=1,2,...,nen e N. E claro entdo que

Seja agora f € L2, arbitraria. Vamos definir I(f). Para isto consideramos uma sequéncia
{f™} satisfazendo (3.28). As integrais I(f(™)) estdo bem definidas pela expressao (3.22) e é
possivel provar que elas formam uma sequéncia de Cauchy em L?(€2, F,P). Portanto, existe um
limite I € L%(Q,F,P) para esta sequéncia, i.e., existe I tal que E(|I(f(™) — I|?) — 0 quando
n — oo. Nio é dificil comprovar que I nao depende da escolha da sequéncia {f(™}.

Definiremos a integral estocdstica de Ité6 de uma funcao f € L%, como esse limite I, i.e.,
como o limite em média quadratica das somas (3.22) para qualquer sequéncia de funcoes em 82T
convergindo para f na norma de LQT.

Em particular, no caso em que E(f(¢,-)?) é continua, temos que

I(f) = Lm.g. > FE, )Wy — Wym), (3.29)
—1 Jj+1 J

onde [.m.q. = limite em média quadratica.
Pela prépria definicao, a integral de It6 herda as propriedades que aparecem no Lema 3.2.

Teorema 3.4. A integral estocdstica de Ité de uma funcgdo f € L%, satisfaz as propriedades
(3.23)-(5.26).

Entenderemos a integral de It6 de f sobre qualquer boreliano B C [0, 7] como I(fIg). Quando
B = [tog,t1] C [0,T], denotaremos a integral resultante por ftilf(s,w)dWS(w). Como con-
sequéncia da linearidade da integral, tem-se, quase certamente que:
to 1 t2
f(s,w)dWs = f(s,w)dWs + f(s,w)dWs, (3.30)
to to 1
para 0 <tg <ty <ty <T.
Para o intervalo varidvel [to,t] C [0,7], podemos formar o processo Z = {Z;,to <t < T},

definido por
t

Ziy(w) = [ f(s,w)dWs(w), (3.31)
to
quase certamente, para tg < t < T. Usando o Teorema 3.4 e propriedades de martingais, ¢é
possivel provar o seguinte teorema, cuja demonstracao aparece em [6].
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Teorema 3.5. O proceso Z; definido em (3.31) é um martingal em relagdo a filtragao {Fy, to <
t <T} tal que para cada t € [to, T] vale
E(Z) = 0; (3.32)
t
E(Z}?) = / E(f(s,-)?)ds. (3.33)
t

0
Além disto, Z; possui uma versdo com trajetérias continuas.

O fato de Z ser um martingal é uma das propriedades mais tteis da integral de It6. H4&, no
entanto, um preco a ser pago por isto: agora os diferenciais estocasticos, interpretados em termos
de integrais estocdsticas, nao se transformam segundo a regra da cadeia do cédlculo diferencial
classico. Isto é consequencia da férmula de It6 que apresentamos a seguir.

3.1. Formula de It6. Entenderemos por diferencial estocastico uma expressao da forma

dXi(w) = a(t,w)dt + b(t, w)dW;(w),

que é uma maneira simbdlica de representar a igualdade:

X — X, = /ta(u,w)du + /t b(u, w)dW, (w), (3.34)

quase certamente, para todo 0 < s <t < T. A primeira integral em (3.34) pode ser interpretada
como integral de Riemann para cada w € ) e a segunda é uma integral de Ito.

Consideremos o processo Y; = ¢X;, com ¢ € R. As propriedades da integral de It6 permitem
afirmar que Y; deve satisfazer uma equagao do tipo (3.34), com a = ca e b = cb. Observe que
podemos escrever Y; = U(Xy), com U(z) = cx. A férmula de 1t6, que apresentaremos a seguir,
fornece uma maneira de encontrar as equacgoes diferenciais estocasticas satisfeitas pelo processo
Y; = U(X}), sob condicoes bastante gerais para a funcao U.

Teorema 3.6. (Fdrmula de It6.) Para 0 <t <T, sejaY; =U(t,X;), onde U : [0,T] x R — R
tem derivadas OU, 0,U e 02U continuas e Xy satisfaz (3.34), com \/|al,b € LZ. Entdo,
t 1 t
Y, - Y, = / {atU(u,Xu) + a0, U (u, Xyy) + ibiaiU(u,Xu)} du + / by 0, U (1, X)) AWy,
(3.35)

quase certamente, para quaisquer 0 < s <t <T.

Usando diferenciais, a equagao em (3.35) fica da forma:
1
dy; = {8tU(t, X)) + a(t, )0, U(t, X;) + 5b2(t, NO2U(t, Xt)} dt + b(t, )0, U (t, X;)dW;.

Vejamos alguns exemplos que ilustrem o uso desta férmula.

Exemplo 3.7. Com X; = W; e Y; = W2, temosa =0 eb=1. U(t,r) = 22, O,U(t,r) = 0,
0. U(t,z) =2z e O2U(t,x) = 2, portanto,

dY; = dt + 2X,dW; = dt + 2W,dW, (3.36)
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ou, equivalentemente, na forma integral
t
W2 —t=2 / WdWs. (3.37)
0

Exemplo 3.8. Seja X; = W; e Y; = V¢, Entio com U(t,x) = e*, QiU (t,x) =0 e 0,U(t,x) =
e’ a formula de It6 fica

1
dY; = 3 Yedt + Y,dW,. (3.38)

A Figura 8 mostra uma trajetoria do processo Yy deste exemplo.
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FIGURA 3. Trajetéria de eVt

Exemplo 3.9. Assumimos de novo Xy = Wy, mas agora U(t,z) = e@=32) . Obtemos U (t,z) =
—%e(x_%) e 0,U(t,x) = e® e entao
dY; = YidWr, (3.39)

portanto,

eWe=3) = 1 4 /t eWs=3) g, (3.40)
quase certamente. ’
Exercicio 3.10. Use (3.37) e (3.40) para provar o enunciado do exemplo 2.11.

As equagoes (3.36), (3.38) e (3.39) sao exemplos de equagoes diferenciais estocasticas. Em
particular, (3.39) mostra que o andlogo da exponencial no cdlculo de It6 deve ser Y; = W3 o
nio Y; = e"* como no caso do calculo convencional. Isto indica que resolver equacdes diferen-
ciais estocdsticas de forma exata sera mais complicado do que no caso de equacoes diferenciais

ordindrias.
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. . . . . - e 1
Exercicio 3.11. Determine as equacoes diferenciais estocdsticas satisfeitas por Yt( ) = eXt e

Y}/(Q) — Xt=3 o fﬁd“), quando dX; = fidWy.
Exercicio 3.12. Prove que
A(X?") = n(2n — 1) fEX272dt + 2n f X2 Law,

para n > 1, onde dX; = fidW;. Use esta expressdo para encontrar d(W2™) para n > 1.

3.2. Integral de Stratonovich. Como consequéncia da prova do Lema 3.3, vimos que para
funcoes f € L2 com E(f(t,-)?) continua, a integral de Itd f(;[ f(t,w)dWy(w) coincide com o
limite em média quadratica das somas

Su() =3 FEM YWy = Wym), (3.41)
=1 j+1 J

n . ~ . o~
onde os pontos 5](- ) em que avaliamos f sao os extremos esquerdos de cada intervalo das particoes,

) (n) _

ie., 5](-") = tg-n) para as particoes 0 = tgn < tgn) <---<t,/y =T para as quais observa-se

Acontece que é possivel escolher outros pontos de avaliacdo t;") < 5](.") < tﬁ)l, sendo que
escolhas diferentes determinam diferentes variaveis aleatérias no limite. Em particular, quando
pegamos o ponto médio de cada intervalo,

(n) | 4(n)
¢ + )
5](”) — J 5 J , (342)

obtemos no limite das somas (3.41), a chamada integral de Stratonovich, denotada como

T
/ JtodW;
0
para um integrando f € LZ.
As integrais de It6 e de Stratonovich sao as mais usadas e estao relacionadas entre si da
seguinte forma. Suponha que h : R — R é continuamente diferencidvel. Usando a férmula de
Taylor e as defini¢oes de ambas integrais, é possivel provar que:

T T 1 T ,
/O h(W3) 0 dW; = /0 AW, + /0 W OW)dt. (3.43)

Uma caracteristica importante da integral de Stratonovich é que ela satisfaz propriedades
andlogas as do cdlculo convencional. De fato, seja U’ = h, i.e., U é uma primitiva de h. Entao
usando a férmula de It6 obtém-se:

/ " hW) o dW, = U(Wy) — U(WY). (3.44)
0

Note que a expressao (3.44) é um resultado andlogo ao teorema fundamental do célculo cléssico.
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Exemplo 3.13. Seja h(z) = 2x, entdo U(x) = 22 e
T
2/ Wy o dWy = W2,
0

ou, equivalentemente,
AWE = 2W; o dW;.
Compare com (3.36)-(3.37).

Exemplo 3.14. Para h(zx) = e*, temos que U(z) = €* e entdo
T
/ e odW; = L
0

Portanto, Y; = eVt € uma solucdo da sequinte equacgao diferencial estocdstica de Stratonovich

dY; =Y, o dW;. (3.45)
Por outro lado, a equacdo diferencial estocdstica de Ito
dYy = YidWy, (3.46)

Wi—

. 1 S
tem como solugao Yy = e 2! para 0 mesmo valor inicial Yy = 1.

A maior vantagem, se comparada & integral de It0, da integral estocastica de Stratonovich é
que ela segue as regras usuais do calculo. No entanto, os processos estocasticos definidos por
integrais de Stratonovich sobre intervalos de tempo varidveis Z; = ftz ftodWy, t > 0, nao
definem em geral martingais como no caso da integral de Ito.

Exercicio 3.15. Use o cdlculo deterministico para resolver a equagdo diferencial de Stratonovich,
dY; = e " o dW;

com Yy = 0. Determine qual € a equagdo diferencial de Ité satisfeita por esta solugdo.

4. EQUAGOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS.

4.1. Equacoes diferenciais ordinarias. Vimos que as equagoes diferenciais ordindrias modelam
fenémenos onde a variacao temporal da magnitude incognita depende do tempo e desta prépria
magnitude através de uma relagao funcional conhecida. Matemdticamente, podemos representar
esta situacao como
_dzx
S odt

Em geral, magnitudes governadas por equagoes da forma (4.47) sao determinadas totalmente
e de maneira tnica por esta equacao e por um valor particular em algum momento do tempo.
Mais precisamente, suponhamos que a magnitude de interesse x toma valores reais. Chamaremos
de solugao da equacgao (4.47) com valor inicial zg a toda fungao z(t,xo) : (to — d,t0 +6) — R
satisfazendo x(to, z¢) = xo. Aqui consideramos § > 0. Sem perda de generalidade, vamos supor,
no que segue, que tg = 0.

A condicao de Lipschitz dada por:

la(t, z) —a(t, y)| < K|z —y], (4.48)

&

= a(t,x). (4.47)
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para todo z,y € R e t > 0, garante a existéncia e a unicidade da solugao z(t,z(), com valor
inicial z(0,z¢) = xo, pelo menos para momentos do tempo préximos de ¢ = 0, ou melhor, para
—§ <t <4, comd>0. O método usual para a prova deste tipo de resultado envolve o uso do
método das aproximagoes sucessivas de Picard-Lindeldf, que consiste em definir iterativamente
uma sequéncia convergente de funcées {z(™} satisfazendo

t
2" (t) = 2 +/ a(s, 2™ (s))ds,
0

cujo limite z satisfaz a condicao

x(t) = xo —i—/o a(s,x(s))ds,

e, portanto, satisfaz também a equagao diferencial (4.47).

Um problema sério é que a solugdo pode ficar ilimitada depois de um intervalo de tempo
finito. Por exemplo, a solucdo z(t) = g fgo ; para & = 22 explode no instante T'(zg) = %. Para
garantir a existéncia de solugoes definidas para todo t > 0, precisamos exigir alguma condigao
sobre o crescimento de a, por exemplo

at, 2)|? < L(1 + |a]?), (4.49)

za(t,z) < L(1 + |z|?), (4.50)

para todo x € R, t > 0, onde L é uma constante positiva.
As equagoes da forma

& = a(t)z + b(t), (4.51)

sao chamadas de equacoes diferenciais ordindrias lineares. Quando a e b sao fungoes limitadas,
tais equagOes satisfazem as condigoes (4.48), (4.49) e (4.50).

Geralmente o termo b(t) na equacao (4.51) corresponde a uma forga que perturba o sistema
governado pela equacgao

T =a(t)x, (4.52)

chamada de equag¢do homogénea associada a (4.51). Por isso, as vezes b(t) costuma ser chamado
de forcante (forcing term em inglés). A equacao (4.52) pode ser resolvida facilmente e com
ajuda da sua solugdo, calcula-se explicitamente a solugao geral de (4.51) que é dada por:

. t T
x(t,xo) = elo als)ds (:Co +/ e o a<s)d8b(7’)d7‘> . (4.53)

0

4.2. Equacoes diferenciais estocasticas. A inclusao de efeitos aleatérios em equagoes diferenciais
conduz a duas classes diferentes de equagoes que requerem diferentes métodos de anélise.

A primeira classe pertencem as equagoes ordinarias com coeficientes aleatérios, ou a condigao
inicial aleatéria ou um forcante dado por um processo estocdstico regular ou alguma com-
binacao destas. Elas sao chamadas de equagbes diferenciais aleatérias e podem ser resolvi-
das trajetéria-a-trajetoria como equacoes diferenciais ordindrias. As trajetdrias da solugdo sao
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funcgoes diferencidveis. Por exemplo, consideremos a equagao
===
onde o processo forcante b tem trajetérias continuas para cada w. A solugdo com valor inicial
zo(w) em t = 0, é dada por (comparar com (4.53)):

t
z(t,w) = et <:c0(w) +/ e_a(w)sb(s,w)ds) ,
0

sendo as suas trajetorias claramente funcoes diferenciaveis de t.

A segunda classe de equacoes diferenciais estocasticas é formada por aquelas equagoes nas
quais o termo forcante é um processo estocastico irregular como o ruido branco gaussiano.
Estas equagoes podem ser simbolicamente escritas como diferenciais estocasticos, da forma

dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)th (454)

mas devem ser interpretadas como equacdes integrais com integrais estocasticas no sentido de
1t6 ou de Stratonovich, isto é,

x a(w)z + b(t,w),

t ¢
X, = X, + / als, X, )ds + / b(t, X )dW,. (4.55)
to to
Na terminologia da Fisica, costuma-se chamar o forgante b que aparece em (4.54) e (4.55) de
ruido aditivo caso b = b(t) i.e., ele ndo depende da varidvel espacial e de multiplicativo caso
contrario.

Um processo X = {X;,tg < t < T}, satisfazendo a equagao (4.55), para tg < t < T, serd
chamado de solucao da equagao (4.55). Para a e b fixados, cada solucdo X dependera do valor
inicial Xy, e do processo de Wiener em consideracao. Se existe solu¢ao para cada processo
de Wiener, dizemos que a equacao diferencial estocastica possui solucdo forte. A solugao serd
chamada de fraca quando o processo de Wiener nao for especificado, i.e., sdo incégnitas tanto
X quanto W.

E possivel provar que cada solugdo possui uma versao com trajetorias continuas, por isto nos
restringiremos, no que segue, a solugoes deste tipo.

Como ocorre com a maior parte das equagoes diferenciais ordinarias, nao podemos, em geral,
encontrar formulas explicitas para as solugdes da equagao (4.54). Entao precisamos usar métodos
numéricos para determinar as solucoes aproximadamente. Para fazer isto, devemos saber se
realmente a equacdo tem solucdo e se é inica. A unicidade além de ter interesse tedrico, tem uma
grande importancia na pratica. Geralmente usam-se métodos numéricos para simular as solugoes
correspondentes a determinadas situacoes reais. Se nao tivermos unicidade, nao poderiamos
garantir que a solu¢do que estd sendo calculada de forma numérica, aproxima a solucao na qual
estamos interessados. O seguinte resultado fornece condicoes sob as quais obtemos existéncia e
unicidade das solugoes fortes da equagao (4.54).
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Teorema 4.1. Suponha que:

(1) As fungoes a,b: [0,T] x R — R satisfazem as sequintes condigoes:
e a e b sao continuas;
e Condicoes de Lipschitz:

la(t, z) = a(t,y)]
[b(t, ) = b(t, y)|

para todos T,y € R, t > 0;
e Condicao de crescimento linear:

jaft, 2)] + b(t, )] < ky/T+ o,
para todos x € R, t > 0.
(2) A varidvel aleatoria X € tal que:
o XO € EFto;
e E(X3) < o0.
Entao existe X : [to,T] x Q& — R, solugao forte da equagdo (4.55), para a qual Xy, = Xo quase
certamente e tal que

K|z —yl;
K|z —yl;

i) X € unica trajetoria-a-trajetoria, i.e., qualquer outra solu¢ao X deve satisfazer

P ({w : t S<1112T | X (w) — X (w)] > 0}) =0;

ii) X € adaptada a filtragio F*;

iii) supy, << B(X7) < 00,

iv) X possui trajetorias continuas;

v) X € uma difusio com coeficientes a e b.

Observe que a unicidade trajetéria-a-trajetéria que aparece na condicdo i), equivale a dizer
que duas solugdes X e X, como processos sobre T = [to, t] s@o indistinguiveis.

A prova destes resultados se faz usando o método das aproximagoes sucessivas. E bom observar
que as hipdteses consideradas aqui para os coeficientes podem ser enfraquecidas sustancialmente.
Em outras palavras, podemos garantir a existéncia e a unicidade das solucoes fortes para muitos
mais casos do que os contemplados no teorema acima.

Nao trataremos aqui condigoes para a existéncia de solucoes fracas. Salientamos no entanto,
que algumas equacoes diferenciais estocasticas podem ter somente solucoes fracas, como ilustra
o seguinte exemplo.

Exemplo 4.2. A equacdo
dX; = sgn Xydt + dWy,

onde sgnx =1,sex>0e sgn = —1 sex <0, tem solugdes fracas mas nenhuma solucdo forte
com wvalor inicial Xog = 0. De fato, se X; € solucao para o processo de Wiener W, entdo — X,
serd solucdo para o processo de Wiener —W . Estas solugoes tém a mesma lei de probabilidade,
mas nao as mesmas trajetorias.
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Como ocorre para equagoes diferenciais ordindrias (ver (4.53)), também existem férmulas
fechadas para as solucbes de equagoes diferenciais estocésticas lineares. A forma geral de uma
equagao diferencial estocastica linear é:

dX; = (a1 ()X, + az(t))dt + (b () X; + ba(t))dWy, (4.56)

onde os coeficientes a1, as, b1, by sdo fungoes do tempo ¢ e sao regulares o suficiente para garantir
a existéncia e unicidade de solugoes fortes em cada intervalo fechado. Observe que agora o ruido
serd aditivo se e somente se by = 0.

A solugao X de (4.56), com condicao inicial Xy, tem a forma

X, = B (Xto + / (as(s) — by ()ba(s)) @5 ds + / t b2(s)q>&§odws) L @s)

to to

onde

By = cap ( / (ax(s) - %b%(s))ds + / t bl(s)dWS) .

to to
A obtengao desta férmula, é inspirada no procedimento usado no caso de equagoes ordindrias
lineares. No entanto, ela é um pouco mais complicada e, por esta razao, nao a apresentaremos
aqui. Para fins de ilustracdo veremos como ela funciona no caso de ruido aditivo através do
seguinte exemplo.

Exemplo 4.3. Queremos resolver a equac¢ao

2
dX; = (1—+tXt +b(1 + t)2> dt + c(1 +t)2dW;, Xo = 1. (4.58)
Desconsiderando o termo aleatorio obtemos a equacdo deterministica,
2
dX; = | ——X; +b(1 +t)? ) dt, 4.59
= (T e?) (4.59)
que € uma equagdo diferencial ordindria linear com equagdo homogénea associada, dada por:
2
dX; = —— Xzdt. 4.60
R (4.60)
A solugao de (4.60), com condigao inicial Xg = 1 € a chamada solug¢io fundamental ®(t) =
(1 +t)2. Consideremos agora a funcdo U(t,x) = ®L(t)x e usemos a formula de It6 para
encontrar a equacao diferencial estocdstica satisfeita por Yy = U(t, Xy), onde Xy € solugao de
(4.58).
Temos que

Qy, — {d‘}%(’f)xt o) (%Xt Fb(1+ t)2> } dt + ®7L(t)e(1 + t)2dW,

2 2
() —— X, 4+ P (1) ——
()1+t t+ ()1+t

= b(1+t)%dt + D7 (t)e(1 + t)2dWy,

X +b(1+ t)Q} dt + 7 H(t)e(1 + t)2dW;
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e, portanto,

Y; =0 ()X, = & 1(0) Xy + /t d1(s)b(1 + s)%ds + /t O (s)e(1 + 5)2dWs.
0 0

Sendo assim, obtemos

t

X; = ®(t) (@‘1(0)X0 + /

-1 2 ¢ -1 2
; O (s)b(1 + s) ds+/ O (s)e(1 + s) dWS).

0

Substituindo a expressdo: ®(t) = (1+1t)?, tem-se consequentemente que:
X = (1 +1)*(Xo + bt + cWy). (4.61)

A seguir apresentamos uma trajetéria deste processo, para Xg =1, b =1 e ¢ = 12. Observe

x 10

I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t

FiGurA 4. Trajetéria de X,

que para estes valores, as trajetérias de Xy sdo perturbacdes estocdsticas da curva y(t) = (1+t)3.

Exercicio 4.4. Verifique que o processo dado por (4.61) resolve (4.58) diretamente e usando a
formula (4.57).

Exemplo 4.5. Usando a formula (4.56), encontramos que a solu¢do da equag¢io com ruido
multiplicativo,

1
dX; = EXtdt + Xy dWy,

estd dada por X; = XoeWVt, resultado que jd haviamos obtido usando a férmula de It6. (Ver
exemplo 3.8).
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5. CONCLUSOES

Neste trabalho fizemos uma répida incursao ao calculo estocéstico e as equacoes diferenciais
estocasticas. Numa préxima etapa, gostariamos de aprofundar nos métodos de resolucao destas
equagoes, na formulacao no sentido de Stratonovich e também na teoria correspondente ao
processo de Wiener em varias dimensoes. Com isto pensamos que estariam apresentadas as
bases tedricas que nos permitirdao abordar o estudo das simulagbes numéricas e de diferentes

aplicagoes.
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2]
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