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CAPITULO 1

As probabilidades e a teoria do risco

1. Por que as probabilidades?

A teoria do seguro esta baseada no pressuposto de que individuos, ante uma possivel grande
perda, podem reduzir seus efeitos financeiros formando um grupo que a compartilhe. Dessa
forma, a grande maioria das pessoas prefere assumir o compromisso pelo pagamento periédico
de uma quantidade fixa e razoavel de dinheiro a correr o risco de ter que eventualmente fazer
face a uma perda muito grande, ainda que ela seja pouco provavel.

O seguro é um mecanismo que transfere o risco de pessoas, instituicées, empresas ou or-
ganizagoes (segurados) para companhias de seguros (seguradoras). Os segurados deixam de
correr o risco de enfrentar grandes prejuizos financeiros por meio do pagamento peridédico de
uma quantia fixa chamada de prémio do seguro. Isto é formalizado através de um contrato ou
apélice de seguros feito entre segurado e seguradora. Quando um segurado sofre uma perda
como consequéncia de algum acidente ou desastre natural, por exemplo, pela qual deseja ser
reembolsado, ele apresenta uma reclamacao de sinistro ou pedido de indenizacao a seguradora
que, dependendo do contrato, atende ou nao esse pedido.

Exemplo 1.1. As apdlices dos seguros dos carros de Marta e Francisco valem de dezembro de
2007 a dezembro do 2008. Ambos pagam como prémio o valor de RS1.500,00 por ano. Marta
nao reportou sinistros durante esse periodo. No entanto, Francisco teve que trocar o motor do
carro, pois ele ficou submerso na dgua durante varias horas num alagamento.

O prémio pago por Francisco foi varias vezes menor do que ele teria que ter pago pelo
conserto do seu carro. A situacdo da Marta é outra. Aparentemente ela perdeu o valor pago,
mas isto nao é exatamente assim. Observe que no momento em que ela faz o pagamento, ainda
nao sabe se vai ter algum problema com seu carro no ano 2008. Ela fica mais tranquila sabendo
que nao terd que assumir grandes prejuizos financieiros devidos a problemas com seu carro. No
seu caso, ela pagou somente por essa tranquilidade. Cabe a cada um decidir se a tranquilidade
vale ou nao esse preco.

<

Caberia se perguntar como é possivel que as companhias seguradoras possam assumir uma
grande quantidade de riscos alheios sem ter prejuizos e, ainda mais, tendo lucro. Isso ocorre
porque, na realidade, relativamente poucos segurados notificam sinistros significativamente vul-
tosos. Além disso, os prémios sao calculados de forma que a companhia seguradora consiga fazer
frente as indenizacoes solicitadas.

Dessa forma, aparece naturalmente na teoria sobre a atividade seguradora, a necessidade de
lidar com a incerteza sobre a ocorréncia de fendmenos que possam causar prejuizos. O principal
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2 1. AS PROBABILIDADES E A TEORIA DO RISCO

objetivo das ciéncias atuariais ¢ analisar as consequéncias financeiras de eventos futuros que
sao incertos. Em particular, interessa desenhar mecanismos de protecao contra os efeitos de
perdas grandes e imprevisiveis. Por essa razao, é bastante natural pensar que uma teoria que
dé um embasamento apropriado & atividade seguradora deve tratar com fendmenos nos quais ha
envolvida incerteza. A teoria da probabilidade é a drea da matemédtica que se ocupa do estudo
de tais fenomenos. Isso ¢ feito através da quantificacao da chance de ocorréncia de cada um dos
resultados possiveis.

A teoria do risco se ocupa do estudo dos modelos probabilisticos que melhor se adaptam
a atividade seguradora. Seu objetivo é representar a evolucao dos pagamentos futuros de uma
empresa seguradora. Ha varios fatores que podem influenciar o resultado.

Exemplo 1.2. Durante o ano de 2008 a seguradora A nao recebeu nenhuma reclamagao de
indenizacao, a seguradora B teve que pagar um total de RS520.000,00 para reembolsar quatro
segurados que apresentaram notificagoes de sinistros reclamando indenizagoes pelo mesmo valor,
em janeiro, junho, agosto e novembro, respectivamente. Por outro lado, a seguradora C teve
que indenizar somente 10 segurados na primeira semana do més de agosto, tendo que pagar
a cada um a quantia de R.S1.500,00. E bastante claro que a seguradora A é a que estd na
melhor situacgdo, pois ela nao teve perdas no periodo analisado. O que dizer em relagao as
outras duas seguradoras? Certamente a seguradora B teve a maior perda ao longo do ano,
talvez poderiamos concluir que foi essa a seguradora que teve o maior prejuizio entre as trés?
Esta seguradora perdeu no méximo R.S55.000,00 por més. No entanto, a seguradora C teve que
pagar RS15.000,00 em uma semanal!

E claro que a resposta depende da maneira na qual as seguradoras controlam as suas finangas,
mas é bastante 1égico pensar que a melhor situacao é a de ter perdas espalhadas ao longo do
periodo analisado.

Do exemplo anterior podemos concluir que necesitamos de uma teoria que leve em conta

e se ha ou nao ocorréncia de sinistros no periodo analisado;
e 0s instantes das ocorréncias;
e 0os valores pagos como indenizagao por essas ocorréncias.

O estudo dos modelos associados aos ramos vida e nao vida geralmente é feito por separado
devido as grandes diferengas entre eles, particularmente no que diz respeito a validade das
apOlices e ao nimero maximo de indenizagoes por periodo relativo a cada apdlice, por exemplo.

Neste texto trataremos somente o ramo nao vida. Abordaremos o estudo dos modelos que
descrevem melhor o montante das indenizacoes agregadas ou perda agregada, relativos a todos os
sinistros ocorridos que dao lugar a indenizacoes ao longo de um determinado periodo de tempo.
Analisaremos também a regularidade dessas ocorréncias numa apdlice ou conjunto definido de
apélices.

Como mencionamos anteriormente, neste texto estudaremos modelos. Modelos matematicos
sao representacoes de fendmenos reais que nos ajudam a esclarecer alguns dos aspectos do seu
funcionamento. Um bom modelo matemaético deve ser, por um lado, nao muito complexo, pois
isso dificulta o seu estudo tedrico e, por outro, nao muito simples, pois isso o afastaria da esséncia
do fenébmeno que queremos representar.
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Claramente, todo modelo matematico é irreal, mas um bom modelo deve permitir esclarecer
pontos importantes da realidade que queremos explicar. Faremos aqui algumas suposicoes com
o objetivo de simplificar a teoria. Consideraremos que as perdas de uma seguradora ocorrem
somente quando ela atende as indenizacoes. Na verdade isto nao é bem assim, pois as seguradoras
tém também despesas operacionais, de investimento, administrativas, etcétera. Além disso,
embora haja na préatica quase sempre uma diferenca entre o instante de ocorréncia de um sinistro
e o instante de pagamento da indenizacao correspondente, assumiremos aqui que eles sao iguais.
Dessa forma, as perdas ou indenizagoes individuais (ou seja, relativas a uma apdlice) coincidem,
assim como as perdas ou indenizacoes agregadas. Na realidade, as seguradoras devem obter uma
estimativa da importancia que pagarao no futuro por sinistros que ja ocorreram. Isto é chamado
de reserva de sinistro e o seu cdlculo merece um estudo detalhado que nao faremos aqui (veja
[11, 15], por exemplo).

Podemos dizer entao que a atividade seguradora funciona da seguinte forma: as pessoas,
ante a possibilidade da ocorréncia de uma situagao adversa que nao querem assumir, optam por
transferir este risco a uma companhia seguradora e aceitam pagar a ela uma quantidade fixa
periodicamente. A seguradora, por sua vez, forma grupos de individuos de forma a garantir
que os gastos pelas indenizagoes agregadas sejam razoavelmente previsiveis. A teoria do risco
lhe fornece ferramentas tedricas que a auxiliam no célculo dos prémios que lhe permitirdao obter
lucro nesse processo. Uma leitura mais detalhada sobre o funcionamento do seguro e sobre a
modelagem na teoria do risco pode ser feita nos livros [11, 15, 4], por exemplo.

2. Probabilidades e variaveis aleatdrias nos seguros

A probabilidade é a teoria que estuda os fendémenos ou situacbes envolvendo incertezas.
Na teoria das probabilidades, chama-se de espaco amostral ao conjunto de todos os resultados
possiveis de uma de tais situacoes. Os subconjuntos do espago amostral sao chamados de eventos.
A chance de ocorréncia de cada evento é quantificada no seu valor de probabilidade. Este é
medido na escala de 0 a 1.

Exemplo 2.1. Um dado sobre o qual nao temos nenhuma informacao é lancado e se observa o
nimero da face que é obtida. O espago amostral estd composto pelas seis faces do dado. Assumir
que as probabilidades de todas as seis faces sejam iguais equivaleria a ndao poder arriscar nenhum
palpite sobre o valor da face obtida. Em outras palavras, o dado é simétrico e um jogo de azar
com este dado seria um jogo "honesto”. Se, no entanto, soubéssemos que a probabilidade de sair
a face 3 é 0.85, terfamos uma grande chance de acertar o resultado do langamento ainda que
nao o tivéssemos visto, se arriscdssemos que o resultado fosse 3.

<

Exemplo 2.2. A probabilidade de um plano de saide ter que arcar com vultosas despesas
hospitalares de um cliente durante um ano depende da idade e, de forma geral, das condicGes de
vida do segurado. Para clientes na faixa de idade acima dos 65 anos, este valor deve ser varias
vezes maior que para clientes entre 20 e 30 anos, por exemplo. Esta é uma das razoes pelas quais
os prémios cobrados pelas operadoras de planos de satide para pessoas idosas sao bem maiores
que os cobrados nas outras faixas etarias.
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Quando uma seguradora de automoéveis, por exemplo, vende uma apdlice de seguro a um
cliente, ela deve determinar o prémio com base numa quantidade muito limitada de informagoes
sobre este individuo. Tipicamente, esse valor é calculado utilizando dados histéricos de grupos
de motoristas com caracteristicas similares. Com o passar do tempo, a seguradora vai adquirindo
informacoes sobre o segurado que podem provocar mudancas no prémio na hora de renovar o
contrato, como nimero de multas, niimero de acidentes, etc. Essas novas informagoes farao com
que a seguradora modifique a previsao que ela fez da chance do segurado ter um acidente no
periodo do contrato e que ajuste correspondentemente o prémio do seguro.

As probabilidades que sao calculadas levando em conta novos fatos e informacgoes sdo cha-
madas de probabilidades condicionais.

Exemplo 2.3. Isaac e Sérgio fazem o seguro dos seus carros pela primeira vez em uma certa
seguradora. Ambos sao clientes novos. Como eles tém perfis e automdéveis similares, os atuarios
da companhia estimam que ambos tém probabilidade 0.01 de reportar algum sinistro durante o
primeiro ano de validade da apdlice. Durante esse ano, Isaac bateu o carro trés vezes, enquanto
Sérgio nao fez nenhuma relamagao de indenizagdo. Uma ano depois, eles foram renovar as suas
apoOlices, entdao o valor estimado da probabilidade de Isaac reportar algum sinistro foi 0.20 e o
de Sérgio foi 0.015. Por esta razao o prémio calculado para o Isaac foi bem maior e ele decidiu
mudar de seguradora.

Os valores 0.20 e 0.015 sao probabilidades condicionais, pois eles foram calculados atuali-
zando o valor inicial de ocorréncia de sinistros, usando a informagao coletada ao longo do periodo
de validade das apdlices.

N

Se A e B sao eventos, entao o simbolo P(A|B) denotara a chance de ocorréncia do evento A,
uma vez que sabemos que B ocorreu. Se P(B) > 0, entao esta probabilidade pode ser calculada
da seguinte forma:

P(AN B)
P(B)
A expressao acima dd uma maneira de se calcular a probabilidade condicional a partir de pro-
babilidades "incondicionais”. A férmula da probabilidade total, que apresentamos a seguir,
funciona no sentido inverso, ou seja, nela calculamos uma probabilidade incondicional usando

varias probabilidades condicionais.

P(A|B) = (2.1)

Teorema 2.4 (Lei da probabilidade total). Suponha que Ai, Ao, ..., A, sao eventos tais
que A;NA; =0, parai # j e AyUAU- - Ay, = Q, ou seja, eventos que formam uma particdo
do espaco amostral. Entao para cada evento E teremos

P(E) = P(E|A1)P(A1) + P(E|A2)P(A2) + - - - + P(E|An)P(4,).
Na lei da probabilidade total, o que fazemos essencialmente é decompor uma probabilidade

incondicional em componentes que sao probabilidades condicionais e que sdo mais simples de se
calcular na pratica.

Exemplo 2.5. Uma seguradora de carros classifica seus segurados como sendo de risco médio
ou risco alto seguindo certo procedimento. Trés quartos dos segurados sao considerados como de
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risco médio. Ao longo de um ano, 1% dos segurados de risco médio tiveram acidentes de carro
da sua responsabilidade, enquanto que esse niumero foi 5% para aqueles de risco alto.

Qual foi a porcentagem de segurados que tiveram acidentes de carro da sua responsabilidade
durante esse ano?

Consideremos os seguintes eventos:

A: O segurado é de risco médio.
B: O segurado ¢ de risco alto.
C: O segurado teve acidentes de carro da sua responsabilidade ao longo do ano.

Sabemos que

P(A) = 0.75, P(B) = 0.25,
P(C|A) = 0.01, P(C|B) = 0.05.

Entao, pela lei da probabilidade total o valor pedido sera

P(C) = P(C|A)P(A)+ P(C|B)P(B)
= 0.01-0.75+40.05-0.25
= 0.02.

Ou seja, 2% dos segurados tiveram acidentes de carro da sua responsabilidade durante esse ano.

<

O teorema de Bayes da uma férmula para recalcular probabilidades incorporando nelas novas
informacoes.

Teorema 2.6 (Teorema de Bayes). Suponha que Ay, As, ..., A, sao eventos que formam
uma particao do espaco amostral. Entao para qualquer evento E e para 1 < j < n wvale

P(E|A4;)P(4;)
(E|A1)P(A)) + P(E|A9)P(As) + - - + P(E|AL)P(A,)

P(41E) =

Exemplo 2.7. Uma operadora de planos de satide sediada em Belo Horizonte atende clientes
que moram nesta cidade e também em algumas outras cidades da regiao metropolitana. Dos
atendimentos de emergéncia feitos a moradores em Belo Horizonte, 90% sao em unidades assis-
tenciais nesta cidade e o resto em unidades em cidades da regiao metropolitana. Para clientes
que nao moram em Belo Horizonte, este valor é 15%.

Sabe-se que 80% dos clientes desta operadora moram em Belo Horizonte. Se um atendimento
de emergéncia é feito em uma unidade assistencial fora da cidade de Belo Horizonte, qual é a
probabilidade do paciente ter sido um morador desta cidade?

Chamemos de

A: O paciente mora em Belo Horizonte.

B: O paciente nao mora em Belo Horizonte.

E: O atendimento ¢ feito em Belo Horizonte.

F: O atendimento é feito fora de Belo Horizonte.
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Do enunciado do problema temos que
P(E]A) =0.90, P(F|A) =0.10,
P(E|B) = 0.15, P(F|B) = 0.85,
P(A) =0.80, P(B)=0.20.
Usando o teorema de Bayes obtemos
P(F|A)P(A)
P(F|A)P(A) + P(F|B)P(B)
0.10-0.80
0.10-0.80 4+ 0.85-0.20
= 0.032.

Como conclusao, temos que somente 3,2% dos atendimentos feitos fora de Belo Horizonte cor-
respondem a pacientes moradores desta cidade.

P(A|F)

N

Muitas vezes teremos associadas a fendomenos com vérios resultados possiveis, certas quanti-
dades numéricas cujo valor dependera do resultado ocorrido. Elas serao chamadas de variaveis
aleatérias.

Exemplo 2.8. Na comparacao que fizemos logo depois do exemplo 1.2, vimos que quantias
como numero de e valor total das indenizacoes ao longo de um periodo sao de grande interesse
na atividade de uma empresa seguradora. Elas sao exemplos de varidveis aleatérias e tém um
papel fundamental na teoria do risco.

3. Funcoes que caracterizam a distribuigao

Muitas vezes serd preciso calcular probabilidades associadas a varidveis aleatérias. Para isso,
é fundamental a fungao de distribuigao.

Definigao 3.1. Chamaremos de funcao de distribuicao da varidvel aleatéria X a funcao Fly
definida por

Fx(x) =P(X < x), para todo = € R.

A fungao de distribuicao é chamada também de fungao de distribuicdo acumulada. Se X é
uma variavel aleatéria, entao a sua funcao de distribuicao Fx sempre serd nao descrescente e
continua a direita, com limite zero em —oo e um em +o0, ou seja, Fx(—o0) =0 e Fx(+o00) = 1.
Outra propriedade muito importante é apresentada a seguir.

Proposigao 3.2. Para todo xg € R, vale

P(X = z9) = Fx(z9) — Fx(x0—),
onde Fx(xo—) representa o limite pela esquerda de Fx no ponto X = xq, ou seja, Fx(xo—) =
lim Fx(z).

ztzo

Graficamente, teriamos:
A seguir apresentamos alguns exemplos de fungoes de distribuicao.
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P(X =xo)

FIGURA 1. P(X = x) é o salto de Fx em x = x.

Exemplo 3.3. Representa-se o nimero de reclamagoes feitas numa apoélice durante um ano
através de uma varidvel aleatéria com funcgao de distribuicao

0, =<0
0,6, 0<x<1;
Fi(z)=¢ 0,75, 1<z <2;
0,83, 2<x<3;

1, =>3.

Este modelo corresponde a uma situagao na qual podem haver nenhuma, uma, duas, ou trés
reclamagoes. O gréafico desta funcao aparece na figura 2

N

Numa determinada situagao, poderiamos precisar de um modelo que admitisse uma quan-
tidade ilimitada de valores de reclamacoes possiveis. Neste caso, poderiamos utilizar outras
distribuigoes como a de Poisson ou a Binomial Negativa, que serdao estudadas no proximo capi-
tulo.

Exemplo 3.4. O tempo em dias decorrido entre duas ocorréncias de sinistros em apdlices de
uma, determinada carteira é modelado por uma varidvel aleatoria com distribuicao

1—67%, x > 0;
F2(x):{ 0, z<0.

Observando o gréfico de Fy percebemos que Fy(z) nunca atinge o valor 1. Entretanto, como
F5(47) ~ 0,90, podemos dizer que, se um sinistro ocorrer, em aproximadamente 90% dos casos
ocorrera o sinistro seguinte em no méaximo 47 dias.

Nesse caso, diferentemente do anterior, a funcao de distribuicao é continua.
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Fi(x)

0.83
0.75

0.6 —qr—

Ficura 2. Gréfico de Fy.

Fa(x

0.9 -----m-oomoeeoe oo

Ficura 3. Grafico de Fs.

N

Exemplo 3.5. O valor total (em reais) pago por indenizagoes devidas a reclamagoes de “ma
pratica médica” feitas em um determinado hospital ao longo de um ano é representado por uma
variavel aleatéria com distribuicao

1—0,2¢ 10, x> 0;
FS(x):{ 0, z<0.
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Embora esta funcao seja parecida com a do exemplo anterior, ela apresenta caracteristicas
muito diferentes, essencialmente pelo fato dela nao ser mais continua no ponto x = 0.

Fa(x)

1/——
0.8

FIiGura 4. Grafico de F3.

Neste caso, temos a maior parte da probabilidade (0,8) concentrada no valor zero. Isso
corresponde a uma situacao na qual em oito de cada dez anos, a seguradora nao paga nada por
reclamagoes desse tipo.

<

De alguma maneira, os exemplos que acabamos de estudar representam trés grandes grupos
nos quais se dividem as variaveis aleatérias.

Definicao 3.6. Uma variavel aleatoria X é discreta se ela toma uma quantidade enumeravel
de valores. A funcado que a cada valor de X faz corresponder o seu valor de probabilidade é
chamada de funcao de massa de probabilidade de X e ¢ denotada por px, ou seja, se z; é um
valor de X,

px(z;) = P(X = z;).
A funcao de distribuigao de uma varidvel aleatéria discreta satisfaz

Fx(z) = > px(z:).

r;<x

Exemplo 3.7. A fungédo de distribui¢ao representada no exemplo 3.3 corresponde a uma variavel
aleatéria X discreta com fungao de massa de probabilidade

0,6, =0
0,15, z=1;
px(@) =9 oo z—2

0,17, x=3.
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Px(k

P

FIGURA 5. Gréfico de px no exemplo 3.3.

N

Como conseqiiéncia da propriedade 3.2, a funcao de distribuigdo de uma varidvel aleatoria
discreta sempre serd constante por intervalos.

Definicao 3.8. Uma variavel aleatoria X é dita continua se a sua correspondente funcao de
distribuicao for continua e diferencidavel em todos os pontos, salvo em uma quantidade no
maximo enumeravel de pontos excepcionais. A derivada da funcgao de distribuicao fx(x) =
F% (x), definida em quase todos os pontos, serd chamada funcao de densidade ou simplesmente

densidade de X.
A funcao de distribuicdo de uma varidvel aleatéria X continua se escreve como

Fx(@) = [ fx(or

Exemplo 3.9. A varidvel aleatéria X no exemplo 3.4 é continua com funcao de densidade
1 _x
_ ) e 0, > 0;
Fx(2) { 0, z<0.
O grafico desta fungao aparece na figura 6.
<

Devido a propriedade 3.2, toda varidvel aleatéria continua X deve satisfazer P(X =a) =0,
para qualquer a € R. Isso significa que, para este tipo de varidveis, é muito dificil (ou talvez
irrelevante) na pratica verificar a ocorréncia de valores particulares, o que torna mais conveniente
nos referirmos a ocorréncia de uma faixa de valores.
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fx(x)

1/20

Ficura 6. Grafico de fx no exemplo 3.4.

Para dar uma interpretagao da funcao de densidade, suponhamos que fx seja continua em
x = x e consideremos um intervalo da forma (z¢ — €, z9 + €). Pelo teorema do valor médio
integral, vale que se ¢ for suficientemente pequeno, entao

To+e
Plag—e< X <zp+¢) = / fx(x)dx =~ 2efx(x0)-

xro—¢&

1
e fx(xo) =~ Q—EIP’(mO —e < X < xg+¢), ou seja, se considerarmos a probabilidade P(zg—e < X <

xo + €) como o peso dos valores de X no intervalo (zg —¢&,x0+¢), fx (o) corresponde ao limite
deste peso por unidade de comprimento quando este comprimento vai para zero, correspondendo
com a nogao de densidade. Assim, aqueles xy com menor valor de fx (x¢) serdo menos frequentes
que os que tém fx(zp) maior.

Definicao 3.10. Uma varidvel aleatéria X serda chamada mista se ela nao for discreta e se,
além disso, a sua funcao de distribuicao F'x for descontinua em pelo menos um ponto e, no
maximo, em um conjunto enumeravel de pontos.

As variaveis aleatorias mistas sao hibridas de variaveis continuas e discretas e aparecem muito
na teoria do risco, particularmente em certos tipos de contratos de seguros. Elas nao podem ser
descritas nem através de fungoes de probabilidade nem através de fungoes de densidade.

Exemplo 3.11. A varidvel aleatéria do exemplo 3.5 é uma variavel mista.
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P(x, <X, <xp)

P(xs <X, <Xs)

O i

FI1GURA 7. Os valores de X em (z3,24) s@o menos frequentes que aqueles em
(wl,l’g) .

A partir da fungao de distribuicao, podem ser definidas outras fungoes que também sao de
interesse da matematica atuarial.

Definigao 3.12. Chamaremos de funcao de sobrevivéncia de uma varidvel aleatéria X a
funcao
Sx(z) =P(X >z)=1- Fx(x).
A funcao taxa de falha acumulada ou fungao de risco é definida por
Hx (w) = —log Sx (a).
Se X for uma varidvel aleatéria continua, utiliza-se também a funcao taxa de falha,
Sk (x)
hx(z) = Hy (z) = — =X,
naqueles pontos z € R onde Fx seja diferencidvel. Neste caso, vale ainda

Hx(@)= [ hx(o)dy

—00

a

%ambém chamada de forca de mortalidade na teoria dos seguros de vida

Na literatura matematica utiliza-se muito a notacao Fx para a funcao de sobrevivéncia
Sx. As fungoes de sobrevivéncia e taxa de falha s@o muito utilizadas quando X representa o
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tempo de vida, seja de uma pessoa ou de um produto, com duragao limitada. Neste caso, Sx (z¢)
seria a probabilidade da pessoa (ou do produto) "viverem”mais de zp unidades de tempo. Ax(z)
representa a densidade de frequéncia relativa de falha na idade xg, dado que houve sobrevivéncia
até a idade xg.

Exemplo 3.13. As fungoes de sobrevivéncia nas variaveis dos exemplos 3.3, 3.4 e 3.5 sao,
respectivamente

1, x <0,
0,4, 0<x <1,
Si(z) =14 0,25, 1<zx<2,
0,17, 2<z <3,

0, x2>3;

0,2e 100, x>0,
S3(x):{ 1, z<0.

No caso do exemplo 3.4, existe também a funcao taxa de falha

A >0
e ={ % 120

N

A funcdo de sobrevivéncia é mais comumente usada para varidveis aleatérias com valores
nao negativos. Neste caso é comum considerar Sy como funcao definida somente nestes valores.

) . , _a 1
No exemplo acima particularmente, escreveriamos Sa(x) = e 20 e Ao(z) = —, = > 0.

Vimos que as fungoes de distribuicao, de probabilidade, de densidade e de sobrevivéncia
caracterizam totalmente a distribuicao das varidveis aleatorias. Entretanto, elas nao permitem,
por exemplo, fazer comparagoes rapidas entre duas variaveis aleatérias. Para isso, muitas vezes
¢ melhor usar estatisticas descritivas, algumas das quais descreveremos a seguir

4. Algumas estatisticas descritivas

As vezes é interessante conhecer, por exemplo, o tempo médio entre duas reclamacoes feitas
numa determinada carteira ou o valor médio pago como indenizacao devido a reclamagoes.
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Definicao 4.1. O momento de ordem k, kK = 1,2..., de uma varidvel aleatéria X é o valor
esperado da k-ésima poténcia desta variavel, assumindo que ele existe. Ele é denotado por
E(X*) ou p}, e é calculado como

pe = ) wipx (i),
i

se X for discreta e
+oo

= [ o fx(oyda,
—0o0
se X for continua.
Quando k = 1, E(X) é chamado de esperanca ou valor esperado de X e serd denotado como
nx.
Exemplo 4.2. No exemplo 3.3, podemos calcular

pux =E(X)=0-0,6+1-0,154+2-0,084+3-0,17 =0, 82.

No exemplo 3.4, a variavel X é continua, portanto devemos fazer

+oo

Tr _ =z
wx = / 20¢ 20dz = 20,

0

enquanto no exemplo 3.5, X é uma varidvel mista e sua esperanca e calculada como'
+oo

ux =0-0,8+ / 0, 2ze~ 1000 dz = 200000.

0
<

Definicao 4.3. O momento central de ordem k, k = 1,2..., de uma variavel aleatéria X é
a esperanca da k-ésima poténcia da diferenca entre X e sua média e é denotado por up =
E[(X — px)¥], quando este niimero existe.

O segundo momento central é comumente chamado de variancia e denotado por

0% = Var(X) = E[(X — ux)?).
A sua raiz quadrada ox = [Var(X )]% ¢ chamada de desvio padrao.

Nos cursos de calculo de probabilidades, prova-se a seguinte formula muito util para o cédlculo
da variancia

0% =Var(X) = E(X?) — i%.

O desvio padrao é uma medida de quanto a probabilidade é espalhada sobre os valores
possiveis da varidavel X em relacao a sua média px. Para considerar esta variagdo em termos
relativos, define-se o coeficiente de variagao.

INa secdo 777 isso ficara claro
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Definigao 4.4. A razao entre o desvio padrao e a esperanca de uma varidvel X é chamada
de coeficiente de variagdo de X e denotada por
cv =%
206
Quando seja interessante ressaltar a variavel X cujo coeficiente de variagao estamos calcu-
lando, o denotaremos como C'V(X).

X —px
0x
estar “padronizada” no sentido de que ela é adimensional e sempre teremos E(Z) =0e Var(Z) =
E(Z?) = 1. Os momentos de ordem superior desta varidvel Z dependem de X. Alguns deles sio

utilizados como estatisticas descritivas.

O nome desvio padrao, dado a quantidade ox, corresponde ao fato da variavel Z =

Definigao 4.5. Chamaremos de coeficiente de assimetria da varidvel aleatéria X a quantidade
3
X — px
ox
Nao ¢ dificil ver que para varidaveis aleatérias X com distribuicao simétrica, ou seja, quando
P(X > z) = P(X < z), para todo = € R, o coeficiente vx = 0. No entanto, é possivel ter
vx = 0 sem que X tenha distribuicao simétrica. Em geral um valor positivo de vx indica que

as probabilidades a direita da média tendem a ser atribuidas a valores mais afastados da média
que aqueles a sua esquerda.

1x =E

5. Funcao geradora de momentos e de cumulantes

Em geral, calcular os momentos de uma distribuicao pode ser bastante complicado. Muitas
vezes é mais fécil fazé-lo utilizando a chamada fungao geradora de momentos.

Definigcao 5.1. A fungdo geradora de momentos de uma varidvel aleatéria X é a funcao
Mx (t) definida por
Mx(t) =F [etX] >
para aqueles valores de ¢t para os quais esta expressao esteja bem definida.
Se X for continua com densidade fx, entao
+o00

J@@:/Wh@m

— 00

Se X for discreta com funcao de massa de probabilidade px, entao

Mx(t) = Z e ipy (x;)dz.

Pela definigao, fica claro que quando ¢t = 0, Mx(t) sempre esta definida e vale Mx(0) = 1.

Neste texto, estaremos mais interessados em variaveis aleatorias X que tomam valores nao
negativos. Isso é o que acontece, por exemplo, quando X representa a quantidade de reclamagoes
feitas por segurados associados em uma determinada carteira ao longo de um ano ou quando X
corresponde aos valores das indenizagoes individuais que uma seguradora tem que pagar. Ocorre
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que, se X é nao negativa, Mx(t) esta definida para todo t < h, com h > 0, sendo que h pode
tomar o valor +00. Se h > 0, dizemos que X tem cauda leve e, nesse caso, o resultado a seguir
fornece uma maneira simples de calcular os momentos de X.

Propriedades 5.2. Suponha que a funcao geradora de momentos Mx de uwma varidvel aleatoria
X esteja definida numa vizinhanca det = 0. Entdo existem os momentos de X de todas as ordens

e vale J
EX" = —|  Mx(t) = M{(0).
X7 = 2| Mx(t) = M)
Exemplo 5.3. No exemplo 3.7, foi obtida a fungao de massa de probabilidade de uma variavel

X representando o niimero de reclamacoes

0,6, z==0;
0,15, z==1;
Px(@) =1 008, z=2
0,17, z=3.

Podemos escrever entao
Mx(t) = E[e"],
= e.0,6+e"-0,15+€2.0,084+€3.0,17
= 0,64 0,15¢" +0,08¢%" +0,17¢3".

Mx (t) esté definida para todo t € R e portanto aqui h = +oo. Derivando em relagao a t,
obtemos

M (t) = 0,15€e! 4 0,16€% + 0, 513
e substituindo o valor ¢ = 0, temos que px = M’ (0) = 0,82, que coincide com o valor calculado
no exemplo 4.2.

N

Exemplo 5.4. No exemplo 3.4, a variavel aleatoria X representa o tempo entre duas ocorrén-
cias consecutivas de sinistros. Vimos, no exemplo 3.9, que a sua densidade satisfaz fx(z) =

1 _ =
%6_%, x > 0. Portanto,

Mx(t) = E[e"],
“+o00
= /1eme2z(>dw
20
0
“+o0

= 1/6_w(210_t)d$

20
0
+
= % 1 1 —6_$(%_t) >
20 t 0
1
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desde que t < 2i, ou seja h = 2i
Derivando Mx (t), obtemos
20
(1 —20t)2
e portanto, ux = M5 (0) = 20, que foi o valor da esperanca que calculamos para X no exemplo
4.2.

M (t) =

N

Exemplo 5.5. Vimos que a varidvel X que, no exemplo 3.5, representava valores de indenizagoes
agregadas era uma variavel mista. Apesar de nao termos fornecido uma férmula explicita para
o calculo da fungao geradora de momentos no caso deste tipo de variaveis, podemos proceder de
forma similar a como fizemos no exemplo 4.2

Mx(t) = E[e"],

“+o00
= ¢0.0,8+ / 2.107% . e . ¢~ 000 da
0
—+00
= 0,84+2-107* / e~ (1506 t) dz
0
—4
= 0.8+ 20| e[
Too5 — ¢ 0
0,2
= 0,84+-—
8+ 1 —1000¢
t < ! h
sempre que —_— =
PEE A= 000
Podemos conferir que Mx(0) = 0,8 +0,2 =1 e, além disso,
200
My(t) = ——F—————
x(®) (1 —1000t)2°

portanto, px = E[X] = M%(0) = 200, como foi obtido no final do exemplo 4.2.
4

Outra propriedade muito 1til da fungao geradora de momentos é que, sob condicoes bastante
gerais, ela determina a distribuicao de X. Em outras palavras, se duas variaveis aleatérias tém
a mesma funcao geradora de momentos, elas devem ter a mesma distribuicao.

Exemplo 5.6. Suponha que X é uma constante, por exemplo X = 0. Entao Mx(t) = 1, para
todo t € R. Suponha agora que a sua tnica informagao sobre a distribui¢ao de uma outra varidavel
aleatéria Y é que a sua fungao geradora de momentos satisfaz My (t) = 1, para todo t € R. Ou
seja, as fungoes geradoras de momentos de X e de Y coincidem. Assim, podemos concluir que
as distribuicoes de X e de Y coincidem e, portanto, ¥ também sera igual a constante 0.
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Exemplo 5.7. Suponha que uma variavel Y tenha funcao geradora de momentos

0,2 1
My (t) = ’ .
v() = 0.8+ 7556 < To00

Entao Y é uma variavel aleatéria mista cuja funcao de distribuicao é a funcao F3 do exemplo

3.5.

N

Algumas propriedades interessantes da funcao geradora de momentos sao listadas a seguir.
Propriedades da funcao geradora de momentos
(1) Mx(t) > 0, para todo t onde Mx(t) esteja definido;
(2) Se X >0, entao M%(t) > 0 e Mx é uma funcio estritamente crescente no seu dominio
de defini¢do a menos que X seja a constante 0, caso em que M% (t) = 0, para todo t;
(3) My(t) > 0 para todo t tal que Mx(t) esteja definido, a menos que X seja a constante
0, caso em que M;/((t) = 0 para todo t;
(4) Mx(0) =1 e o coeficiente angular de Mx no ponto t =0 é igual a px;
(5) Se a, b € R, temos

M,x1p(t) = e Mx (at).

My My

-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15

FiGurA 8. Mx com X nao negativa FI1GURA 9. Mx com X nao positiva

Existem outros valores numéricos que descrevem as caracteristicas das distribuicoes de proba-
bilidade. Eles sao chamados cumulantes e estao estreitamente relacionados com os momentos.
Estes valores sao obtidos a partir da funcao geradora de cumulantes, definida a seguir.
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-20 -10 10 20

FiGurA 10. Mx com X tomando valores negativos e positivos

Definicao 5.8. A fungao geradora de cumulantes de uma varidvel aleatéria X é a funcao ¥ x
definida por
Yx(t) =1In Mx(t),
para todo t para o qual esta expressao faca sentido.
Se existir a j-ésima derivada de ¢ x no ponto ¢t = 0, definimos o j-ésimo cumulante x; de

X como )
ki =¥y (0).

Quando for preciso especificar que estamos nos referindo ao cumulante da variavel aleatéria
X escreveremos £;(X).

Uma propriedade importante dos cumulantes é que para j = 1, k1 coincide com a média e
para j =2 e j = 3, eles coincidem com os momentos centrais. Vejamos como obter isto no caso
7 =2.

Suponha que X seja uma varidvel aleatéria tal que Mx seja duas vezes diferencidvel numa
vizinhanca de ¢t = 0. Derivando duas vezes a fungao geradora de cumulantes, obtemos:

o = 350
" - M&(t)-MX(t) - [M&(t)P
x(t) = :

[Mx (t)]?
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Substituindo agora o valor ¢ = 0 e usando que Mx (0) = 1, M4 (0) = EX e M¥(t) = EX?, vemos

(O = 3 —EX
" / _ / 2 21 _ 2
") MX(O).]\[f]\)}E(O()O)]z[MX(O)] _EX .112 EX] _ o (x).

Essa e outras propriedades da fungao geradora de cumulantes sao resumidas a seguir.

Propriedades da fungao geradora de cumulantes

(1) Sob condigoes bastante gerais, 1y caracteriza a distribuigao de X.

(2)

0, Jj=0;
oD ) EX, Jj=1
ri = ox (0) = Var(X), Jj=2

E[(X — )], j=3.
Se j > 4, em geral nio vale k; = E[(X — u)7]
(3) Yax+s(t) = ¥x(at) + bt.
As propriedades da funcao geradora de cumulantes podem ser obtidas a partir daquelas da
fungao geradora de momentos.

6. Vetores aleatdrios

Muitas vezes as quantidades aleatérias aparecem na pratica relacionadas com outras. Por
exemplo, parece bastante razoavel analisar a frequéncia de ocorréncia de incéndios florestais junto
com a intensidade e frequéncia das precipitacées e nimero de acidentes de transito junto com
as condicoes do tempo. Nestes casos interessa nao somente o comportamento individual dessas
quantidades, mas também as relacoes entre elas e por isso serao analisadas juntas, formando um
vetor. Quantidades vetoriais associadas a experimentos aleatérios serao chamadas de vetores
aleatoérios.

Dadas duas varidveis aleatérias X e Y quaisquer, chamaremos de fungao de distribuicao
conjunta de X e Y ou fungao de distribui¢ao do vetor (X,Y) a fungao de duas varidveis dada
por

Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y).
Se X e Y forem variaveis discretas, define-se a fungao de massa de probabilidade conjunta
PX,y COMO
pxy (i, y;) = P(X =2, Y = y5),
onde x; e y; sao valores possiveis de X e de Y, respectivamente.

As funcGes de massa de probabilidade de X e Y podem ser obtidas a partir da conjunta

como mostrado a seguir,

px () = pr,y(ﬂfi,yj), py (yj) = ZPX,Y($i7?/j)~
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Neste contexto, as distribuicoes de probabilidade de X e Y sao chamadas de distribuigoes
marginais. Outras distribuicoes de interesse sao as seguintes. Fixemos um valor possivel para
Y, y;. Entao podemos calcular

P(X =2;,Y =y;) _ pxy(zi,y;)

PX|Y =y, (LBZ) = P(X = 1/‘1|Y = yj) = ]PD(Y = yj) N pY(yj)

Px|y=y, ¢ chamada de fungao de probabilidade condicional de X dado que Y = y;.
Muitas vezes denota-se por X|Y = y; a distribuicao correspondente e escreve-se por exemplo,
X|Y = y; ~ Bernoulli(0,2). A correspondente esperancga é denotada como E(X|Y = y;), ou
seja,

E(X[Y =y;) =Y wipxjy—y, (i)
i
Observe que para cada y; obtemos um valor E(X|Y = y;), ou seja, podemos considerar a funcao

9(y;) = E(X|Y =y;)

e poderfamos considerar entao a varidvel aleatéria g(Y'). Esta varidvel é chamada de esperanga
condicional de X dada Y e denotada por E(X|Y). E importante compreender que E(X|Y =
yj) é sempre um nimero, entanto que E(X|Y’) é uma varidvel aleatéria (definida como sendo
uma funcao da varidvel Y).

Usando a lei da probabilidade total e do teorema de Bayes, respectivamente podemos obter

px(zi) = Z Px|y=y; (@i)py (¥;)

Py|x=x, (y;)px (i)
py (¥5)

Px|v=y, (z:) =

Uma propriedade essencial da esperanca condicional é a seguinte.

Proposigao 6.1.
E(E(X|Y)) =EX
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DEMONSTRAGAO. Seja g(y) = E(X|Y = y;). Entao calculamos
EEX]Y)) = E(9(Y))

= Z 9(y;)py (y))

= Y EX|Y =y;)py(y;)
j

= > (Z TiPX|Y =y; (wi)> py (¥5)

J %

= szszY(xuy])
= szpX 551

= ]EX.
U

Se a Fxy for diferencidvel salvo em uma quantidade enumeravel de pontos, entao chamare-
mos de fungao de densidade conjunta de X e Y a fungéo
2
x x
fxy(z,y) =5 3y Fxy(z,y)

As fungoes de densidade marginais de X e Y calculam-se como

/ fxy (@, y)dy, fr(y / fxy(z,y)d

Para y tal que fy (y) > 0, a distribui¢ao condicional de X dada Y = y serd aquela com densidade

Ixy(z,y)

Ixpy= y(@) = fr)
(v)

cuja esperanca ¢

BXY =) = [ afxye, @)

—0oQ
A esperanga de X dada Y é a varidvel aleatéria E(X|Y) = ¢g(Y), onde g(y) = E(X|Y = y).
A propriedade de E(X|Y) apresentada na proposicao 6.1 vale também neste caso e a prova é
similar.
Formulagoes andlogas da lei da probabilidade total e do teorema de Bayes sao

“+oo
(@) = / Pty (@) fr () dy

e () fx (@)
fr(y)

Ixly=y(®) =
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Se tivermos no caso discreto que px|y—y, (i) = px(zi), para todos os valores possiveis z; e y;
ou, no caso continuo que fX|y:y(a:) = fx(z), podemos interpretar que informagoes adicionais
sobre o valor de Y nao afetam a predi¢do que possamos fazer sobre o valor de X. Isto é a base
da nocao de independéncia.

Dizemos que duas varidveis aleatdrias sao independentes se a sua fungao de distribuicao
conjunta fatora no produto das marginais. Se X e Y sao discretas, elas sao independentes se e
somente se

pxy (i, y5) = px (z:)py (y;)-
e se formarem um vetor continuo, X e Y sao independentes se e somente se

fxy(@,y) = fx(x)fy(y).

Informalmente, podemos dizer que duas varidveis aleatérias sao independentes se o conheci-
mento do valor de uma delas nao afeta a distribuicao de probabilidade da outra. Caso contrario,
as variaveis sao dependentes. Por exemplo, suponha que as variaveis S e N representam, respec-
tivamente, indenizacao agregada e nimero de reclamagoes correspondentes a uma determinada
carteira de uma empresa seguradora durante um determinado periodo de tempo. Entao é claro
que se o numero N de indenizagoes reportadas for grande, o valor total das indenizagoes (.5)
devera ser grande também. Resulta natural pensar que S e N devem ser varidveis aleatorias
dependentes.

Mais formalmente, dizemos que duas varidveis X e Y sao independentes se as suas funcoes
de distribuicao fatoram, ou seja, se

FX,Y(xv y) = FX(I‘)FY(y),
para todos z,y € R.
Se X e Y sao discretas, a independéncia equivale a
px,y (i, y;5) = px (zi)py (y5),

para todos os valores possiveis de z; e y;.
Se X e Y formam um vetor continuo entao a independéncia equivale a

fxy(x,y) = fx () fy(v),

para todos (z,y) € R2.

Observe que quando as variaveis X e Y sa@o independentes, podemos obter a distribuicao
conjunta a partir das marginais.

As variaveis aleatérias independentes possuem algumas outras caracteristicas interessantes.

Definigao 6.2. Sejam f e g duas fungoes de densidade. Chamamos de convolugao de f e g
a funcao de densidade dada por

fgle) = / F(z — y)e@)dy = / F@ele - y)dy
R R

Se fi, fo, ..., fn s@0 n fungoes de densidade, definimos a convolugao recursivamente como

fl *fQ*fn :fl *(f2*f3**fn)
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Proposigao 6.3. Se X1, ..., X,, sdo varidveis continuas e independentes, entdo

fX1+X2+...+Xn = le * fX2 X o..0X an
Em particular, se as varidveis X1, Xo, ..., X,, sao também identicamente distribuidas com den-
sidade f, vale

fXigoax, = fxf*x.xf= .
—_—
n vezes

Outras propriedades tteis das varidveis aleatérias independentes aparecem resumidas a seguir
Propriedades Sejam X1, Xo, ..., X, varidveis aleatorias independentes, entao

(1) Mx,4..+x,(t) = Mx, (t)Mx,(t) - Mx, (1),
(2) Vxy+x04.4x, (1) = Vx, (8) +Px, (8) + - +¥x, (B),
(3) /{j(Xl + Xo + ... +Xn) = Kj(Xl) + Hj(XQ) + -+ /{j(Xn),

assumindo que todos os valores acima estejam bem definidos.

7. Construcao de novas distribuicoes

7.1. Transformacoes de variaveis aleatérias. Com frequéncia ocorre que uma vari-
vel aleatdria de interesse pode ser representada como funcdo de uma outra cuja distribuigao
conhecemos.

Para fixar idéias suponha que temos uma varidvel Y dada pela expressao Y = ¢g(X), onde
g denota alguma funcao escalar definida sobre os reais e X é uma variavel aleatéria com distri-
buicao conhecida. Precisamos de métodos para encontrar a distribuicao de Y.

Se X ¢ discreta, o problema é bastante simples pois neste caso temos que

py(y) =PY =y;) =Pg(X)=y;)= > px(zi).
{:9(Xi)=y;}

Exemplo 7.1. Suponha que X tem a funcao de massa de probabilidade

5 lil=2
px (i) = 1z il = 1;
bR 2 == O
Entdo Y = X? é uma varidvel aleatéria que toma os valores 0, 1 e 4 com probabilidades
1
pr(0) = px(0) =3,

py(1) = px(=1)+px(1) =

)

py(4) = px(-2)+px(2)=

W] = O =

N

Se X for continua, o problema é mais complicado, pois Y = ¢g(X) pode ser discreta, continua
ou mesmo de um outro tipo.
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Exemplo 7.2. Considere uma varidvel X ~ N(0,1). Considere a fungao g(x) = sinal(x) que a
cada = € R faz corresponder o seu sinal, ou seja

1, x> 0;
sinal(x) = 0, =z=0;
-1, = <0.

Entao Y = sinal(X) toma os valores 1 e —1, ambos com probabilidade 1/2, sendo portanto uma
variavel aleatéria discreta.

N

Na proxima segao veremos um exemplo de uma funcao de uma variavel aleatéria continua
que é do tipo misto.
De forma geral sabemos que

Se g for crescente, por exemplo, teremos que

g t(y)
Fy(y) = / fx(@)d.

Em alguns casos conseguimos garantir que Y seja também continua.
7.1.1. Transformac¢des lineares. Suponha que ¥ = aX +b, coma #0eb e R. Sea >0
temos que

Fy(y) = PY <y =PlaX+b<y)

-t
NG

Como Fy é uma funcao diferencidvel, obtemos que Y é continua com funcao de densidade

Em geral, se a # 0 vale

Exemplo 7.3. Seja X ~U(0,1) esejaY =aX + b, a > 0, entao
1 /y—0 Lob<y<ati
R

a a , caso contrario.

Ou seja, Y ~ U(b,a + b).
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7.1.2. Transformacgdes de poténcia. Suponha que Y = X", onde n é um inteiro positivo. Se
n for impar teremos

Fy(y) = PY <y)=PX" <y)
— P(X <yl/m
Fx(y'/™).
Derivando Fy obtemos que
fr(y) = %yl/”‘lfx(yl/”)-

Se n for par, teremos que X™ > 0 e portanto Fy(y) =0se y < 0. Se y > 0 vale

(X" <n]=[—y"" <X <y'm.
Portanto, se y > 0,

Fy(y) = P(X"<y)=P(—y"" <X <y'")
= Fx(y"") = Fx(—y"")

) = 4 [Fe) = (g™
_ %yl/nfl [fX(yl/n) + fX(_yl/n)] )

Em particular, para a transformacio Y = X? obtemos
1
fr(y) = 2172 [fx(Vy) + fx(=vy)], y = 0.
Exemplo 7.4. Seja X ~ N(0,1) e seja Y = X2. Entdo se y > 0

LTy, 1y

fry) = W Ee o )
1

=yl

V2T
ou seja, Y ~ Xﬁl)'
<

7.1.3. Transformagcdes mondtonas e diferencidveis. Utilizando o método usado nos casos
anteriores é possivel provar o seguinte resultado.

Proposicao 7.5. Seja Y uma varidvel aleatoria com densidade fx. Suponha que g € uma
fungdo estritamente mondtona e diferencidvel, entdo a varidvel aleatoria Y = g(X) tem fungdo
de densidade dada por

fr () :{ x(g7' W) |49 W)

,  sey=g(x), para algum x € R;

0, caso contrdrio.



7. CONSTRUCAO DE NOVAS DISTRIBUICOES 27

Exemplo 7.6. Seja X ~ U(0,1) e seja Y = —In(X). A fungdo g(x) = —In(x) é diferencidvel
e estritamente decrescente no intervalo (0,1) e P(X € (0,1)) = 1, portanto, podemos aplicar o

d .
resultado acima. Como —g¢g~!(y) = —e ™Y, obtemos que fy (y) = e~ ¥, se e ¥ € (0,1), ou seja, se

dy

y > 0 e concluimos que Y ~ exp(1).
4

Vimos que de maneira geral o calculo da distribuigao da varidvel Y = ¢g(X) pode ser bastante
complicado. Por isso seria muito conveniente dispor de alguma ferramenta que simplifique o
céalculo dos seus momentos.

Proposigao 7.7. Se Y = g(X) tiver valor esperado finito, sendo X uma varidvel aleatoria
continua, entao

menzjﬁunx@Mm

R

Exemplo 7.8. Seja Y ~ exp(1) e seja X = e~ Calculemos E(X).

& 1
E(X) :/0 e dy = 7

Observe que nao precisamos determinar a distribuicdo de X para fazer os nossos cédlculos.
No entanto, esta distribui¢ao nao é dificil de achar. Vocé consegue fazé-lo? (Sugestao: Veja
o exemplo 7.6).

7.2. Misturas e distribuigcoes compostas.

Definicao 7.9. Uma variavel aleatoria X é chamada de mistura discreta se a sua fungao
de distribuicao adota a forma

(0.0
Fx(z) = ppFx,(z), (7.2)
k=1
para alguma sequéncia de varidveis aleatérias { Xy } ,>1 e alguma sequéncia {p }>1 de niimeros

o0
positivos tais que Z pr = 1.

k=1
Ela serda chamada de mistura continua se
400
Fx(@)= [ P (@)f(ax (7.3)

para alguma familia de varidveis aleatérias { X} res, I C R e para alguma funcao de densidade
No primeiro caso, dizemos que X é uma mistura discreta de varidveis { Xy }x>1 com os pesos

da mistura {px}r>1 ou, equivalentemente, que Fx é uma mistura das funcoes de distribuicao
{Fx,}j>1, com pesos de mistura {py}r>1. No segundo caso, dizemos que X é uma mistura
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continua das varidveis { X} e; com pesos de mistura representados pela fun¢ao de densidade

f.

Exemplo 7.10. Considere um contrato de seguros no qual se indeniza o segurado pelo valor
total de sua perda (L) naa primeira vez que ela ocorre durante um periodo de tempo fixado.
Chamemos de X o valor da indenizacao que o segurado recebe nesse periodo. Entao teremos
que
{ 0, se nao ha sinistro no periodo;
X = PR y
L, se hé sinistro no periodo.

Utilizando a férmula da probabilidade total 2.4, podemos calcular a distribuicao de X. Su-
ponhamos que a probabilidade de haver sinistros durante o periodo é igual a p e denotemos
A =“h4 sinistro no periodo”. Suponhamos também que X toma valores independentemente da
ocorréncia de sinistros no periodo. Entao, se x > 0,

Fx(z) = P(X <z)=P(X <z|A)P(A) + P(X < z|A%)P(A°)
= P(L <z[A)-p+P(0 < 2|A)- (1 -p)
= pFp(z) + (1 —p)Fo(x).

Ou seja, X é uma mistura discreta de varidaveis L e da constante 0, com pesos p e 1 — p
respectivamente.

Se L for continua, entdo X serd uma varidvel mista. A varidvel aleatéria do exemplo 3.5 é
uma varidvel desse tipo.

N

As varidveis de tipo mistura sdo muito utilizadas na teoria do risco. Esse tipo de modelo
¢é adequado em situagoes nas quais o valor da varidvel X depende de um fator subjacente que
corresponde a varios fenéomenos que podem ocorrer com probabilidades desconhecidas. Por
exemplo, o namero de acidentes automobilisticos pode depender das condi¢oes meteorolégicas, de
negligéncia do motorista ou de sinalizacao ineficiente. Esse efeito subjacente também é aleatorio,
o que leva a pensar que também possa ser representado através de uma variavel aleatoria.

Se X for uma mistura discreta e o efeito subjacente for modelado por uma varidvel discreta
A, tomando os valores inteiros ndo negativos, com as probabilidades pg, k € N, ou seja, pa(k) =
P(A = k) = p,k € N. A distribuicdo Fx|ps—; modela o comportamento de X sob o regime no
qual A =k . Se Xy ~ X|A = k teremos que

o0 o0
Fx(z) =) Fxjax(@)pa(k) = Y Fx,(@)pa(k). (7.4)
k=1 k=1
e obtemos (7.2).
Se o efeito A for modelado como uma varidvel aleatéria continua, teremos

400 +o00o
Fy(z) = /FX|A=A(33)fA(>\)d)\: /FXA(SU)fQO\)d)\ (7.5)

onde cada X ~ X|A = A
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Nos dois casos a varidvel A é chamada de varidvel misturadora e as varidaveis X, (ou as
distribuigdes F'y, ) s@o as variaveis (ou as distribui¢oes) misturadas. Geralemnte as distribuigoes
misturadas sao de uma mesma familia paramétrica. Fala-se por exemplo de mistura de normais,
sem fazer mencao ao tipo de varidvel misturadora A. Muitas vezes as distribui¢oes misturadas
tém somente um parametro A\, nesse caso A representa uma aleatorizacao do parametro.

Exemplo 7.11. Uma seguradora classifica os seus segurados em dois grupos: baixo risco e alto
risco. Em ambos, o valor de uma indenizacao segue uma distribuicao exponencial com parametro

A, sendo que A = 100 para individuos classificados como baixo risco e A = 20 para individuos

classificados como alto risco.

Obtenha a distribuigdo do valor da indenizagao para novos segurados (que ainda nao foram
classificados), assumindo que 20% das pessoas possuem caracteristicas do grupo de alto risco e
80% do grupo de baixo risco.

SOLUGAO:

Chamemos de X o valor da indenizacao reclamada por um novo segurado. A varidvel A

1
com funcao de probabilidade py (100) = 0,80 e pa (20> = 0, 20, representa a classificacao do
segurado em algum dos dois grupos de risco. Além disso, sabemos que X|A = 100 ~ exp(100) e

1 1
X|Q = 20"~ exrp (20> Portanto, se x > 0, teremos

Ix(x) = fxa=p (2)-pa (210) + fx|a=100(2) - pA(100)

1 .
= Q—O-e—%-0,20+100-e—100z-0,80
= 0,01-e 20 + 80007,

Vejamos como obter diferentes caracteristicas de uma mistura em termos das caracteristicas
das distribuicoes misturadas e dos pesos da mistura.



30 1. AS PROBABILIDADES E A TEORIA DO RISCO

Proposicao 7.12. Seja X wma mistura discreta das varidveis {X;}j>1 com pesos {pj}j>1,
entao

(1) Se todas as varidveis {X;}j>1 possuirem k-ésimo momento finito, X também o pos-
suird, valendo

o0
EX* =D piEXS;
j=1

(2) Se todas as varidveis {X;};j>1 possuirem variancia finita, entao Var(X) também serd
finita e teremos

Var(X) =) pjVar(X;) + Y (EX — EX;)?p;;
j=1 i=1

(3) Se todas as fungoes geradoras de momento Mx,,j > 1 existirem e estiverem definidas
no intervalo (a,b), entdo o mesmo ocorre para Mx e vale

Mx(t) = piMx,(t), € (a,b).
j=1

Exemplo 7.13. As indenizagoes (em milhdes de reais) por incéndios florestais que uma certa
seguradora deve assumir se comportam da seguinte forma:

Periodo de seca Periodo de chuva
Valor da indenizacao Probabilidade | Valor da indenizagao Probabilidade
5 0,1 5 0,3
20 0,1 20 0,6
100 0,8 100 0,1

Assumindo que os periodos de seca e chuva tém a mesma duracao, calcule a esperanca e a
variancia da varidavel X: valor da indenizacao ocorrida ao longo de um ano.
SOLUCAO:
Chamemos de X a varidvel aleatéria relativa & indenizacao paga por um incéndio ocorrido
no periodo de seca e de X5 a correspondente ao periodo de chuva. Entao,
EX; = 5-0,14+20-0,14+100-0,8 =82,5
EXs = 5-0,3+20-0,64+100-0,1=23,5

Var(X1) = (5—82,5)%-0,1+ (20 —82,5)?-0,14 (100 — 82,5)%-0,8 = 1236, 25
Var(Xe) = (5—23,5)%-0,3+ (20 —23,5)?-0,6 4 (100 — 23,5)2- 0,1 = 695, 25.
1

Para uma indenizagao ocorrida durante um ano, temos probabilidade 5 de ela ter ocorrido no
periodo de chuva e, portanto,

_ px, (@) + pxy (@)
) - 9 ’

px (x
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onde x = 5, z = 20 ou x = 100.
Aplicando a proposicao 7.12, teremos que

1 1
EX = i-IEX1+§-IEX2:53

Var(X) = (EX; —EX)? + Z(EX, — EX)?

1
2

1
- (82,5 —53)2 + 5 (23,5 53)2

1
Var(Xy) + 3 Var(Xsa) +

N |

1
2
1
5+ (126,25 + 695, 25) +
= 1400, 875

1
2

N

Exemplo 7.14. Suponha que X é mistura de uma varidavel constante X; = a e uma outra
varidvel Xo ~ exp(f), com pesos p e 1 — p respectivamente. Calcule a fungao geradora de
momentos de X.

SOLUGAO:

MX(t) = p-Mx, (t) + (1 _p) : MXQ(t)

B

Bt

para t < A. Observe que o dominio de Mx serd a interse¢do dos dominios das fungoes geradoras
de momentos das varidaveis misturadas.

= p-e’+(1-p)

N

Resultados andlogos aos apresentados para misturas discretas na proposicao 7.12 também
valem no caso continuo.

Proposigao 7.15. Seja X uma mistura continua de varidveis {X)}xer, com pesos represen-
tados pela fungdo f, entdo
(1) Se cada Xy, \ € I possuir k-ésimo momento finito, X também o possuird, valendo
400
EXF = / EXYf(A)dA,
—o0
(2) Se cada Xy, X € I possuir variancia finita, entdo Var(X) também serd finita e
+o00 +oo
Var(X) = /Var(X,\)f()\)dA—I— /(EXA—IEX)2f()\)d)\,
—o0 —o0
(3) Se todas as func¢oes geradoras de momentos Mx,, X € I existirem e estiverem defini-
das no intervalo (a,b), entao o mesmo ocorre para Mx e vale

+oo
M (t) = / M, () f(A)dA, £ € (a, ).
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Exemplo 7.16. Suponha que X é uma mistura continua de varidveis X ~ exp(A), A > 0 com
varidvel misturadora A ~ Gama(a, ), > 0,8 > 0, ou seja

a—1pa,—BA
fan) = )\Ffa;

Como as varidveis misturadas X sao todas continuas, entdao X também o serd. Calculemos a
sua funcao de densidade.
Seja x > 0, entao

A > 0.

+00
fx@) = [ fa@ e
+00

a—1pa,—BA
- / Ne—e ATB%ETT 0y

I'(«)
g T
_ o g—(B+2)A
= o / Ave (BTG
0
B B> T(a+1) mw(ﬁJrg;)a+1e—<ﬁ+ﬂc>kdA
(B+z)ett T'(a) / MNa+1)
__ap
GRS

pois o integrando que aparece na penultima linha é a funcdo de densidade de uma distribuicao
Gama(a+ 1,8+ x).

A densidade obtida corresponde & distribui¢do de Pareto com parametros (a, §). Para um
valor o > 1, calculemos EX utilizando a proposicao 7.15

—+00

EX = / E(X») f2(A)dA
—+00
B / lAa_lﬂae_ﬁAd)\
N A TINa)
—+00
a—2ppa—1_,—8A
B ATEBY e I\
a—1 MNa-1)
0
_ B
a—1’

pois o integrando na pentltima linha é a fungdo de densidade de uma Gama(a — 1, 3).
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7.3. Distribuicoes compostas. Suponha que representemos como S o valor total que uma
seguradora pagou a clientes associados a uma determinada carteira como indenizacoes durante
um certo periodo de tempo. Se chamarmos de N o total de reclamacoes atendidade e de X; o
valor da j-ésima indenizacao paga nesse periodo, teremos que

0, N=0;
S=¢ X (7.6)
Z Xj, N > 0.
j=1
Assumiremos que as varidaveis IV, X1, Xo,... sdo independentes e que X1, Xo,... sao identi-

camente distribuidas. Chamemos de X uma varidvel com a mesma distribui¢ao de Xj.

Definigao 7.17. Dizemos que S definida em (7.6) possui uma distribuigdo composta. A sua
funcao de distribuigao Fs estd determinada pela funcdo de massa de probabilidade Py (k) e
pela funcao de distribuicao Fx através da férmula

Fs =Y pn(k)F¥, (7.7)
k=0

onde F** denota a k-ésima convolucio de Fx.

Observe que (7.7) representa um caso particular de mistura discreta.
Vejamos agora como obter algumas caracteristicas da distribuigao de S.

Proposigao 7.18. Seja t € R tal que a composi¢ao Py (Yx(t)) esteja bem definida, entdo
Ps(t) = vn(¥x (1))
DEMONSTRAGAO.
Ms(t) = E(e¥) =E[E(e”|N)]

= D E(PHIN = k)pn (k)
k=0

= Z E(e*)pn (k)
k=0

k
onde Sy = ZXj, se k> 0e .Sy =0. A ultima igualdade é valida pelo fato de N e S} serem
j=1
independentes. Pelas hipdteses consideradas, teremos que

k
E(e™) =E | [[e%" | = []E () = [Mx ().
j=1



34 1. AS PROBABILIDADES E A TEORIA DO RISCO

Portanto,
Ms(t) = > [Mx(®)]pn(k) =D e MxWlpy (k)
k=0 k=0

= My(nMx(t)) = Mn(Px(t)).
Us(t) = InMg(t) =InMy(Ux(t)) =Un(Px(t)).
O
Exemplo 7.19. Vamos utilizar o resultado acima para obter a distribuicao composta resultante

de fixar N com distribuicao de Poisson com parametro A > 0 e X com distribuicao logaritmica
com parametro p € (0,1), ou seja

ok
pxlh) =~ k=12
Vale que Mx (t) = nl _115219; el e Un(t) = A(e' — 1), portanto

Vo) = A (e‘I’X(t) - 1) = A(Mx(t) — 1)
An[l — (1 —p)e'] — Aln(p)
In(p)

= In [1 - ( —p)et} n(?)
P

.
1 p In(p)
a n[l—(l—p)et} ’

que é a funcao geradora de cumulantes da distribuicdo Binomial Negativa com parametros

r=——-—ep.
In(p)

Proposicao 7.20. Seja S definida como em (7.6). Entao
ES =EN -EX,
Var(X) = Var(N)(EX)? + ENVar(X),
desde que os momentos envolvidos estejam bem definidos.

DEMONSTRAGAO. Faremos a prova assumindo que a fungao geradora de momentos esteja
definida em uma vizinhancga do zero, mas é importante salientar que ambos os resultados poder
ser provados assumindo somente que os momentos envolvidos estejam bem definidos.

Sabemos que ES = U(0) e Var(S) = ¥¢(0). Aplicando a regra da cadeia obtemos

Us(t) = Un(Tx ()T (?)
W5(t) = WR(Wx ()W (D) + Uy (Ux (1) P (2)
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Analisando no instante t = 0:

Eg = Ws(0)

= Ux(¥rp(0)) = ¥x(0)
= ENEX
Var(X) = W¢(0)

= W (Ux(0)[Ty(0)]* + Uy (Wx (0)) W (0)
= Var(N)(EX)?+ENVar(X).

a
Exemplo 7.21. Calculemos a esperanca da varidvel composta S no exemplo 7.19.
1—
Temos que EN = )\, EX = —( p)' Entao
pln(p)
Al —
gy~ _M—p)
pln(p)
Por outro lado, sabemos que a esperanca de uma variavel com distribuicao Binomial Negativa e
1-— A
7“( p)’ que coincide com a expressao obtida quando r = 1 o)
n\p
<

8. Variaveis aleatérias nao negativas

No ramo de seguros nao vida, geralmente se trabalha com varidveis aleatorias que tomam va-
lores nao negativos. Esta familia de varidveis possui caracteristicas peculiares que apresentamos
a seguir.

8.1. Propriedades. Primeiramente, observe que se F'xy é a funcao de distribuicao de uma
varidvel aleatéria X nao negativa, ou seja, tal que P(X > 0) = 1, entdao Fx(0—) = 0 ou,
equivalentemente, Sx(0—) = 1. Se X for continua entao Fx(0) =0, Sx(0) =1e

X
Sx(w) = exp | — / Ax (B)dt
0
O seguinte resultado permite calcular o valor esperado de X usando a fungao Sx.

Proposigcao 8.1. Seja X >0 com EX < 4o00. Entdo
+oo +o00o
EX — / P(X > AdA= [ Sx(A)dx.
0 0
Além disto, se X toma valores nos inteiros ndo negativos, temos
“+oo
EX =) P(X > k).
k=1
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O resultado acima significa, em outras palavras, que a esperanca de uma varidvel aleatéria
com funcao de distribuicdo como no grafico na figura 11 vai ser a drea hachurada neste grafico.

Fx(x)

FiguraA 11. Esperanca de uma variavel aleatéria nao negativa

Exemplo 8.2. Podemos calcular a esperanca da varidvel aleatéria discreta apresentada no
exemplo 3.3. Neste caso, temos

0,4, k=1;

0,25, k=2;

PX 2K =9 017 k=3
0, k> 4.

Portanto,
EX =0,440,25+0,17 =0, 82.
Esse foi o mesmo resultado obtido no exemplo 4.2.
<

Exemplo 8.3. A funcao de sobrevivéncia da varidvel do exemplo 3.4 satisfaz Sx (\) = e % JA >
0. Portanto,

+00 +oo +o0
EX = / Sx(N)dA = / e 2d\ = —20e"3| = 20.
0 0 0

A proposigao 8.1 nos motiva a formular a seguinte defini¢ao.
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Fi(x)

0.83
0.75

0.6

Ficura 12. Esperanca da variavel do exemplo 3.3

Definicao 8.4. Suponha que F' é a fungao de distribuicdo de uma variavel aleatéria nao
negativa com esperanca  finita. Entao a distribuicao de cauda integrada F*° estd dada por

0, =<0

PO () = SN, > 0.

1
m

O—xz

onde S(A) =1— F()\).

Exemplo 8.5. Dando continuidade ao exemplo 8.3 acima, calculemos agora F'S. Se z > 0,

teremos
T X
FS(QJ‘):;O/G_?/\Od)\:—gge_;E) =1—¢ .
0 0

e obtemos que neste caso F' S=F.
N

8.2. Algumas transformacoes especiais. Se representarmos por X o valor da perda fi-
nanceira originada por um sinistro, é bastante razoavel supor que X é uma varidvel aleatoria
continua nao negativa. Neste paragrafo trataremos algumas transformacoes de variaveis aleaté-
rias deste tipo que s@o baseadas na estrutura de diferentes contratos de seguros.

8.2.1. A transformag¢iaoY = min{X,m}. Ao preencher uma proposta de seguro é necessario
especificar o valor atribuido ao bem segurado. Poderia ser por exemplo, o valor de um automével
ou de um imével. A este valor da-se o nome de importancia segurada, capital segurado ou valor
maximo indenizavel. Esta quantia é o valor maximo que a companhia seguradora estara obrigada
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a indenizar, em caso de ocorréncia de sinistros. Desta maneira temos que se um segurado sofre
uma perda X, ele recebera como indenizagao o valor

Y = min{X, m}.

onde m é a o valor da importancia segurada contratada.

A varidvel Y acima as vezes é chamada varidvel de perda limitada (veja [12]). Vamos
determinar agora sua a fungao de distribuigao. Nao é dificil ver que min{z, m} > y se e somente
se x >y e m > y. Portanto,

Sy(y) = Pmin{X,m} >y)=P(X >y,m>y)

_ ]P)(X>y)7 Yy <m;
B 0, y>m

_ SX(y)a Yy <m;
- 0, y=>m.

Podemos escrever entao

Fx(y), y<m;
R ={ O vs

Ou seja, as fungdes de distribuicdo das duas varidveis X e Y = min{X,m} coincidem até
chegar no ponto X = m. Dai para a frente, Fy vale 1, como aparece representado na figura 13.

Fx(x) Fv(y)

FIGURA 13. Fungoes de distribuigdo da perda X e da perda limitada Y = min{ X, m}.

Como vemos nos graficos acima Y é uma varidvel mista com um tnico ponto que acumula
massa, o ponto y = m, mais exatamente P(Y = m) = Sx(m). Se EX for finita entdo EY
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também o sera pois

+oo m +oo
EY = / Sy (y)dy = /SX(y)dy < / Sx(z)dr =EX.
0 0 0

Em consideragoes posteriores serd tutil a seguinte definicao.

Definicao 8.6. Seja X uma varidvel aleatéria continua e nao negativa e seja m > 0. O valor
esperado limitado de X em relacao ao limite m é a constante
E[X;m]| = E [min{ X, m}].

Vimos que E[X; m] nunca é maior que EX, o que é bastante natural.
Utilizando a defini¢ao do valor esperado podemos escrever o seguinte.

+o00 m 400
EX —E[X;m] = /:UfX(aj)d:U— /J:fx(m)d$+/mfx(x)d:n (8.8)
ioo Om " +oo
= /:CfX(:L’)dCL‘ /zfx(x)d:Uer/fX(x)dx (8.9)
reo 0 "
_ / (2 — m) fx (z)da. (8.10)

Se m > 0 for tal que Sx(m) > 0 entdo podemos considerar uma varidvel aleatéria Z cuja
distribuicao coincida com a distribuicao condicional de X — m dado X > m, ou seja,

Fx(m+ z) — Fx(m)

Fz(2) =P(X —m < z|X >m) =

Sx(m)
Pela sua definicao, Z serd uma varidvel aleatéria nao negativa e como F; é diferencidvel, serd
) . ~ . x(m+z .
também continua com fungao de densidade fz(z) = M, x > 0. Z é chamada de
Sx (m)
excesso de danos (excess loss variable em inglés, veja [12]) pois ela é construida primeiro

descontando os valores das perdas abaixo de m e depois subtraindo m dos valores restantes.
Usando os calculos feitos em (8.8)-(8.10) vemos que

+oo
[t
EZ = S (m) d (8.11)
7
T Sx(m) Z(x_m)fx(ﬂi)d% (8.12)
EX — E[X;m]

= 5oy (8.13)
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Isto motiva a seguinte definigao.

Definicao 8.7. Para um valor de m > 0 tal que Sx(m) > 0, define-se a fungdo excesso
médio de X com prioridade m como
EX — E[X;m]
ex(m)=——— (8.14)
Sx(m)

Se X representa o tempo de vida total de uma pessoa, entao ex(m) é o valor esperado do
tempo de vida futuro de alguém que agora tem idade m. Por esta razao ele também recebe o
nome de funcao vida média residual. Embora talvez esta notacao nao seja por encuanto muito
clara, observe que parece bastante natural pensar que podemos escrever

ex(m) =E(X —m|X >m). (8.15)

8.2.2. A transformagio Y = (X — d)*. A varidvel de perda limitada min{X,d} e a perda
X estao relacionadas pela expressao

(X —d)" + min{X,d} = X,
onde y* = max{0,y}, ou seja,

0, X<d
_ + _ ) =~
(X —d) —{X—¢ X >d.

A transformagido Y = (X —d)* corresponde a uma apdlice com franquia dedutivel, bastante
utilizadas nos seguros de automéveis. A franquia, no nosso caso denotada por d, constitui uma
faixa minima de prejuizo pelo qual o segurador nao responde. No sistema de franquia dedutivel,
uma perda de valor menor ou igual a d deverd ser suportada, integralmente, pelo segurado.
Aquelas que excederem este valor serdo indenizadas pela diferenca X — d.

Na construcao de Y, o que se faz é primeiramente transladar todos os valores de perdas
d unidades a esquerda e depois pegar todos aqueles que se tornaram negativos depois desta
translagao e concentré-los no valor zero. Desta forma, a varidvel (X — d)* toma o valor zero
com probabilidade Fx(d) = P(X < d). Por esta razao Y é chamada de varidvel transladada
censurada a esquerda (veja [12]).

Embora na varidvel Z considerada antes, também haja uma censura e uma translacao é
bom observar que na construcio de Y = (X — d)*, estes valores nao sdo descontados e sim
concentrados no zero. Por isto sempre teremos que Z é continua e Fz(0) = 0 enquanto que
Fy(0) =P(X < d) eY sera continua somente se P(X < d) = 0, ou seja, se nunca houver perdas
menores do que a franquia. Como nao ocorre na préatica, tipicamente Y = (X — d)* é uma
variavel mista.
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Usando a férmula da probabilidade total, podemos calcular a funcao de distribuicao de Y.
Seja y > 0, entao
Fr(y) = B((X — d)* <)
=P(X-d)" <yl X —d>0P(X -d>0)+P(X —d)T <y|X —d<0)P(X —d <0)
Pd< X <y+d)
= PX-d>0)+PO0<ylX —-d<0OPX-d<0
=Pd< X <y+d)+P(X <d)
= Fx(y+d).
Ou seja, Fy (y) = Fx(y + d), se y > 0 e obviamente Fy(y) =0se y < 0, pois Y = (X —d)* é
uma varidvel nao negativa.
Na figura 14 podemos observar a relagao entre Fx e Fy.

Fx() ! = Bl (y) = mmmmm

S B E) /

FIGURA 14. Fungoes de distribuicao de X e de (X —d)™.

Repare que se Fx(d) > 0 entao (X —d)* serd uma varidvel mista, como é o caso do exemplo

3.5.
+o0o

Note também que E[(X — d)T] = / (x — d) fx(x)dz. Portanto se Sx(d) > 0 usando (8.12-

d
8.14) teremos

EI(X - d)*] = ex(d)Sx(d).
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9. Exercicios

1.1. A funcédo F satisfazendo

1
F(x):(1ﬂ>,1gx<2

define a funcao de distribuicao de uma variavel aleatéria continua X.

) Sabendo que F'(2) = 1, calcule o valor de k.

) Determine os valores de F'(x) paraz < 1l e x > 2.

) Determine a funcao de densidade de X. Vocé pode dizer quais sdo os valores que toma X7
) Calcule a esperanca de X utilizando a sua funcdo de densidade.

) Ache a fungdo de sobrevivéncia de X e represente-a graficamente.

)

2.

(a
(b
(c
(d
(e
(f

Calcule novamente a esperanca de X utilizando a funcao de sobrevivéncia calculada acima.
1.2. A taxa de falha T de um determinado equipamento é dada por
hy(t) = 3t%, t > 0.

(a) Calcule a probabilidade de T" > 1.
(b) Vocé poderia dizer se EX é finita?

1.3. A funcéo de sobrevivéncia de certa varidvel aleatéria X é

1 \2
Sx(z) = <l—|—m) , x> 0.

Determine o valor esperado de X. O que vocé pode dizer sobre a sua variancia?

1.4. O valor de uma indenizacao individual tem fungao de densidade
flz)=2,5073% 2 >1.
Calcule o seu coeficiente de variagao.

1.5. Os valores possiveis de indenizagoes individuais sao 100, 200, 300, 400 ou 500. As probabi-
lidades de cada um destes valores sao 0.05, 0.20, 0.50, 0.20 e 0.05, respectivamente. Determine
o coeficiente de assimetria desta distribuicao.

1.6. Considere uma variavel aleatéria X com funcao de densidade
fx(z) = (14223 2> 0.

(a) Determine a funcao de sobrevivéncia Sx.
(b) Determine a funcao taxa de falha A\x(x).
c¢) Calcule ex(d), com d > 0.
7.

1.7. A funcado geradora de momentos de uma varidvel aleatéria X é dada por

1 1, 3 1
Mx(t) = 5 + get + ge% + Ze‘”.

(a) Calcule a esperanca e a variancia de X.
(b) Determine a probabilidade de X tomar algum valor entre —1 e 3.
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(c) Calcule o coeficiente de assimetria de X. Vocé pode dizer se X é simétrica? Justifique a sua
resposta.

1.8. Suponha que X é uma variavel aleatéria com funcao geradora de momentos dada por

1 31
Mx(t)=—-+-——,t>1
xO =g+t~
(a) Determine EX
(b) Calcule Fx e represente-a graficamente. (Sugestao: Consulte uma tabela de fungoes gera-
doras de momentos.)
(c) Esta varidvel X é continua, discreta ou mista? Justifique a sua resposta.

1.9. Prove que o coeficiente de assimetria vx de uma varidvel X pode ser calculado usando
qualquer uma das seguintes formulas:

E[X3] — 3E[X2E[X] + 2E3[X]
X = 3

Ox
3)
U )
N @2
[1bx 7 (0)]2
1.10. A seguir aparecem as fungoes geradoras de momentos de variaveis aleatérias com diferentes
distribuigoes. Para cada uma delas, determine a média, a variancia e os coeficientes de variacao
e de assimetria.

1
Mx(t) = ——,t < 1;
(a) X() 1_¢ <L
]‘t 1 —2t

(¢) Mx(t) = <2et + Dg tER;

(d) Mx(t) = €7t € R;
(e) Mx(t) =exp{e’ —1},t € R.

1.11. Determine a funcao de densidade de Y = In X se X segue a distribuicao exponencial com
parametro A = 1.

1.12. Considere a transformacao

vy VX, x>0
- 0, X <0.

Determine a funcao de densidade de Y se X segue a distribuicao normal padrao.

1.13. Seja X com funcao de distribuicao Fx(x) =1—(14+x) %z > 0,a > 0. Calcule a funcao
de densidade de Y = 60X, sendo # uma constante positiva.
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1.14. Em uma determinada apdlice, uma companhia seguradora indeniza os segurados por
perdas até um valor méximo m. A seguradora modela os pagamentos por reclamacoes de
sinistro em milhoes de reais usando uma distribuicao exponencial truncada com parametro A e
cobertura méxima m. Se nao houvesse cobertura maxima, o pagamento esperado por apdlice
seria de R$52.000,00. A seguradora quer que o pagamento esperado por apodlice ndo supere
R$1.000,00. Qual deve ser o nivel esperado para m para conseguir isto?

1.15. Em muitos casos é bem mais simples resolver problemas trabalhando com a funcao ge-
radora de momentos no lugar de fazé-lo diretamente com a funcao de densidade, de massa de
probabilidade ou de distribuicdo. A seguir apresentamos um desses exemplos.

Duas variaveis aleatorias X; e X9 sao independentes e identicamente distribuidas com den-
sidade

flxy=e"* >0

(a) Determine a funcao de distribuigao da variavel Y = X7 + X5 usando a convolugao.
(b) Calcule a fungao geradora de momentos de X; e utilize-a para calcular a de Y e chegar a

distribuicao obtida no item anterior.

1.16. Em um tipo de apdlice de seguros, o montante das indenizagoes pode ser modelado usando
a densidade

f@) =X >0

1
onde A = EX A seguradora nao conhece o verdadeiro valor de A para um grupo de segurados

e, por isso, decide modelar esta incerteza usando a funcao de densidade
fa(N) =4xe 22 X > 0.

(a) Determine a funcao de densidade do valor de indenizacao para este grupo de segurados.
Calcule a probabilidade desse valor ser maior que 2.

(b) Suponha que seja recebida uma indenizacao igual a 2. Como isso afeta a predigdo da segu-
radora sobre o verdadeiro valor de A?

1.17. Assuma que o numero (N) de incéndios forestais numa determinada regido durante o més
de janeiro pode ser modelado por uma distribuicdo mista de Poisson. A varidavel de estrutura
corresponde com 5 possiveis tipos de clima. Na tabela a seguir aparecem os tipos de clima con-
siderados, com a suas probabilidades de ocorréncia e as médias correspondentes para o nimero

de incéndios nesse clima.
Tipos de clima | A\; | p;

Muito seco 300 | 0,05
Seco 175 | 0,20
Normal 80 | 0,40
Humido 60 | 0,25
Muito himido | 30 | 0,10
(1) Escreva a fungao de probabilidade da varidvel de estrutura (A).
(2) Escreva a fungao de probabilidade de N.
(3) Calcule a probabilidade de nao haver incéndios forestais nessa regiao durante o més de
janeiro
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1.18. Determine quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras e quais sao falsas. Prove as
afirmacoes verdadeiras e quando possivel, modifique as afirmagoes falsas para converti-las em
verdadeiras.

(1) Uma mistura continua de exponenciais com peso de mistura dado pela densidade de
uma exponencial(1) tem distribuicao de Pareto (1,1).

(2) A distribui¢do binomial negativa é uma mistura continua de binomiais com peso de
mistura dado pela densidade de uma gamma.

(3) A varidvel aleatéria nao negativa W, com distribuigao dada por

2 1
Fy(w)=1- gefw — 567210, w >0

é uma mistura de exponenciais.






CAPITULO 2

Introducao ao resseguro

1. Introdugao

Uma empresa seguradora aceita riscos transferidos por seus clientes pois o valor cobrado nos
prémios deve permitir fazer face a eventuais indenizacoes ela tenha que assumir. Existem no
entanto, muitas situagdes nas quais isto é dificil de ser garantido. Isto ocorre por exemplo em
carteiras sujeitas a riscos catastréficos como terremotos, falhas em usinas nucleares, furacoes,
guerras, etcétera. Além disto, poderiamos ter o caso de uma carteira de muitos riscos pequenos,
mas que foram atingidos por um evento ou uma série deles, ocasionando uma grande acumulacao
de sinistros que pode ameacar o resultado do segurador. Com o intuito de se precaverem contra
perdas que possam afetar a sua solvéncia, muitas vezes as seguradoras resseguram parte da sua
carteira. Este seguro da seguradora é o que se chama de resseguro. Através de um tratado de
resseguro, uma seguradora compartilha o risco de eventuais perdas assim como os prémios da
carteira.

Resseguro é a transferéncia do risco de seguro de uma seguradora para outra por meio de
um contrato no qual uma das seguradoras (a resseguradora ou cessiondria) concorda, em troca
de um prémio de resseguro, em indenizar a outra seguradora (seguradora priméria ou cedente)
de algumas ou todas as consequéncias financieiras resultantes de certas exposicoes a prejuizos
cobertos por apodlices desta seguradora.

O resseguro tem varios efeitos importantes. Ao compartilhar o risco, a resseguradora au-
menta a capacidade da seguradora para assumir perdas de maior porte e também para suportar
eventos que conduzam a uma grande quantidade de sinistros. Além disto, as seguradoras sao
obrigadas por meio de regulamentacoes governamentais a ter um capital adequado em relacao ao
volume de riscos aos que elas estao expostas. Uma maneira de aumentar o nimero de apdlices
contratadas sem ter que aumentar o capital da seguradora seria utilizar o resseguro, de forma a
ter as despesas de capital adicional arcadas pela resseguradora.

O resseguro pode ser facultativo ou obrigatdrio ou ainda, uma mistura dos dois. O resseguro
facultativo se aplica a riscos individuais (grandes), por exemplo, para acidentes em plataformas
de petroleo. A seguradora cedente tem liberdade para decidir se quer ceder um risco ou nao e a
resseguradora tem liberdade para aceitar ou recusar a sua participacao no risco. No resseguro
obrigatodrio, a seguradora oferece uma carteira inteira. A resseguradora pode aceitar ou nao
o contrato, mas nao pode retirar riscos individuais da carteira. Ele se aplica por exemplo em
seguros de danos contra terceiros ou de automéveis.

47
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2. Formas de resseguro

Se X é o valor de uma indenizacao ou perda individual, apds a subscricao de um contrato
de resseguro, ele se decompoe como

X = Xret + Xced’

onde X" é a parte da perda que detém a seguradora primdria (perda ou indenizagao retida) e
Xeed § a parte cedida & resseguradora (perda ou indenizacio cedida).

A forma de resseguro é local se for aplicada nas indenizagoes individuais e global se for
aplicada nas indenizacoes agregadas.

Lembremos que fixando um periodo ¢ de vigéncia do contrato, usamos a notacao Sy para
as perdas agregadas no modelo de risco coletivo e S, para o de risco individual, onde

N n
Sy = Zxk = sz =S,
k=1 j=1

sendo cada X} a k-ésima indenizacao paga pela seguradora e Z; o valor total que foi pago
pela seguradora ao j-ésimo cliente por indenizagoes reclamadas durante o periodo de tempo
considerado.

Os tratados de resseguro podem ser divididos em proporcionais e nao proporcionais.

2.1. Resseguro Proporcional. Nestes tratados, os prémios e indenizacgoes sao divididos
segundo uma proporgao estabelecida contratualmente entre a seguradora direta e a ressegura-
dora.

2.1.1. Resseguro cota-parte. No resseguro cota-parte (quota share) ou resseguro por quotas,
a resseguradora assume uma porcentagem fixa (cota) de todas as apdlices de seguro subscritas
pelo segurador direto no dmbito dos ramos estipulados no contrato. Ela é uma forma local na
qual a resseguradora participa em todos os riscos na porcentagem 1 — a, digamos, com a € (0, 1)
e recebe em troca a cota correspondente do prémio original.

Teremos entao que X'® = aX representa a indenizagao retida pela seguradora primdria e
X¢d = (1 —a)X é a proporgao da indenizacio cedida & resseguradora.

Exemplo 2.1. Considere uma apodlice com importancia segurada de 10 milhoes de reais e pa-
gando um prémio (anual) de R$20.000 que faz parte de uma carteira que foi ressegurada através
de um contrato de cota-parte no qual a seguradora cede 30% dos prémios e das indenizacoes, ou
seja, a = 0,7. Se um sinistro nesta apodlice der lugar a uma indenizagao por valor de 6 milhoes
de reais, teriamos

Retengao da seguradora Cedido ao resseguro
Prémio 14.000 6.000
Perda 4, 2 milhoes 1,8 milhoes

N

O contrato de cota-parte apresenta a desvantagem de nao considerar suficientemente as
diferentes necessidades de resseguro da seguradora cedente, pois a resseguradora avalia tudo
globalmente, sem distinguir as diferencas. Este tipo de contrato é indicado para companhias
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B Conltrato de cota-parte, Ressegurador 30%
B Retencio do segurador 70%

600 900 1200

Unidade Monetaria

300

Apdlices

FicurA 1. Resseguro cota-parte.

em desenvolvimento, ou para aquelas que comecam a trabalhar em um novo ramo de seguros.
Nestas situagoes, as seguradoras sentem-se inseguras para determinar os prémios adequados e a
resseguradora assume entao o risco de uma eventual avaliacao errada.

Observe ainda que indenizacoes agregadas retidas adotam a forma

N

N N
(SN)Zet = Z(Xk)gd = Zan = GZXk = CLSN.
k=1 k=1

k=1

2.1.2. Resseguro excedente de responsabilidade. No resseguro excedente de responsabilidade
(surplus share), a resseguradora nado participa de todos os riscos como no contrato de cota-
parte. A seguradora direta retém todos os riscos até uma determinada quantia, o seu limite
técnico ou limite de retencao (pleno). A parte da cobertura que exceder a retengao serd cedida
a resseguradora. Isto é, ao invés de se tomar a proporcao a igual para cada risco, vamos variar
cada cota dependendo da apdlice. Somente as apdlices cujas importancias seguradas excedam a
retencao fixada serao parcialmente cedidas a resseguradora. A parte da cobertura que exceder
a retencao serd cedida a resseguradora.

As indenizagoes e os prémios sao divididos da mesma forma.

Assim, seja vg o limite de retencgao e seja v; a importancia segurada da j-ésima apdlice Z; e

definamos
v 1, v, <y
aj:=1A D) =2 N ’
Uj v;’ UJ vo-
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B Conltrato de cota-parte, Ressegurador 30%
B Retencio do segurador 70%

600 900 1200

Unidade Monetaria

300

Apdlices

FiGurA 2. Resseguro cota-parte, a=0,7.

Isto significa que a seguradora priméria retém
gret — gz = | i vis

= Gj4j =N vy :
J v, Zj, vj > .

e cede a porcentagem

Vo + Vo 07 Uj < o,
1—CLj: 1—* = max 0,1—* = Vj—v0 Vi > U
Uj U; v; 0 7 0
ou seja
ced 0> Uy < vp,
ZJ - v —v0o

o Zj, v > 1.

Observe que esta forma de resseguro se aplica no contrato e ndo no sinistro.

Na pratica, as resseguradoras geralmente limitam a sua obrigacao de aceitar os riscos através
dos chamados excedentes, que sao multiplos do limite de retengao da seguradora. Cada multiplo
é chamado de pleno da apdlice.

Exemplo 2.2. Considere uma seguradora com limite de retencao de R$300000 que realiza um
contrato de resseguro de excedente de responsabilidade com excedente de 9 plenos = R$2 700 000
e que cobra como prémio de cada apdlice, 1,5% da sua importancia segurada.

e Suponha que uma apdlice com importancia segurada de R$130 000 reporta & seguradora
priméria uma indenizacao por valor de R$80000. Como a importancia segurada é menor
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que a retengao, a resseguradora nao participa neste risco e temos a seguinte divisao (em
reais):

Total Retencao Excedente

IS 130000 130000 = 100% 0=0%
Prémio 195 195 = 100% 0=0%
Perda 80000 80000 = 100% 0=0%

e Consideremos agora uma apodlice cuja importancia segurada é de 3 milhoes de reais e
que notifica um sinistro que ocasionou uma perda por valor de 1,5 milhoes de reais.

Neste caso

vo _ 300.000 0.1
v;  3.000.000
e resulta a seguinte distribuicao:
Total Retengao Excedente

IS 3000000 300000 = 10% 2700000 = 90%
Prémio 4500 450 = 10% 4050 = 90%
Perda 1500000 150000 = 10% 1350000 = 90%

e Uma outra apodlice, com importancia segurada de 3,5 milhoes de reais, reclama uma
indenizacao de 2 milhdes de reais. Neste caso,

vo 300000

v; 3500000

e a importancia segurada excede a retencao da seguradora mais a capacidade de res-

seguro (30000 4 2700000 = 3000000). Este excesso ficard por conta da seguradora
direta, como estamos assumindo na divisao a seguir, ou devera ser coberta de forma

facultativa, o que é o mais frequénte.

~ 0,857

Total Retencao Excedente

3500000 300000 = 8,57% 2700000 = 77,14%
IS +500000 = 14, 29%
22,86%

Prémio 5250 1200 = 22,86% 4050 = 77,14%

Perda 2000000 457200 = 22,86% 1542800 = 77,14%.

As indenizacoes agregadas cedidas e retidas, respectivamente, sdo

n
ret
Sn = E ajZk,
k=1

N
Sped = Y (1-aj)Z;
k=1
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A diferenca entre os tratados cota-parte e o excedente de responsabilidade estd na porcen-
tagem da cessao. No caso do primeiro, a porcentagem é fixa para todos os riscos, desta forma
ele resulta mais apropriado para carteiras homogéneas, como por exemplo, apdlices de seguro
residencial. No tratado excedente de responsabilidade, a porcentagem cedida depende das ca-
racteristicas da apolice e por isso é mais adequado para carteiras nao homogéneas como € o caso,
por exemplo, de apdlices de incéndio industrial. Este tipo de resseguro é um excelente meio para
equilibrar a carteira da seguradora direta, limitando os riscos mais expostos, contrariamente
a0 que ocorre no resseguro cota-parte. A desvantagem deste tipo de contrato é ser complicado
em sua aplicagao. Ele também resulta teoricamente mais complexo pois a principio todas as
variaveis Z]Tet tém distribuicoes de probabilidade diferentes.

2.2. Resseguro nao proporcional. No resseguro nao proporcional, nao ha nenhuma pro-
porcao fixa, estabelecendo antecipadamente a distribuicao dos prémios e indenizacgbes entre a
seguradora primédria e a resseguradora. No contrato serd fixado o montante do valor das inde-
nizagoes (prioridade) até o qual a seguradora cedente deverd assumir todas as reclamagoes com
seus proprios recursos. A resseguradora se compromete a assumir os valores das indenizagoes
que excederem a prioridade até o limite de cobertura acordado.

A obrigacao de pagamento da resseguradora somente se efetiva quando a carteira ou o apdlice
resseguradas sao atingidos por sinistros resultantes em indenizagoes maiores que a prioridade.

2.2.1. Ressequro excesso de danos por risco. O resseguro excesso de danos por risco (per
risk excess of loss em inglés ou XL) tem uma estrutura completamente diferente dos tipos de
seguros proporcionais apresentados. Enquanto para aqueles interessa na cessao a importancia
segurada, no resseguro excesso de danos por risco, o montante das reclamagoes é que se torna
decisivo. Neste tipo de contrato, a seguradora direta assume os valores das indenizacoes até um
determinado limite, independentemente da importancia segurada. Sinistros que superarem este
limite deverao ser cobertos pela resseguradora, até o limite de cobertura previamente acordado.

Este tipo de contrato é o mais indicado para as seguradoras cedentes que pretendem reter uma
grande parte do prémio sem querer renunciar a cobertura de resseguro em caso de reclamagoes
de indenizagbes muito vultuosas. Se comparado aos contratos proporcionais, aqui a seguradora
assume um risco maior, pois a resseguradora nao tem obrigacao nenhuma em caso de indenizagoes
de valor menor a prioridade.

O modo de distribuicao dos prémios entre a seguradora direta e a resseguradora nao decorre
da estrutura do contrato, como no resseguro proporcional. A resseguradora dispoe de vérios
métodos de tarifacao, bastante bem difundidos e aceitos, para definir como serd feito o calculo
dos prémios.

O contrato de excesso de danos por risco tem atualmente grande importancia como protegao
para seguradoras diretas contra eventuais indenizacgoes de grande valor.

Seja X o valor uma perda individual. Apéds o resseguro teremos que a seguradora primaria
retém
X, X <d,

Xget:XAd:min{X,d}:{ 7 XS4

para algum d > 0. O valor d é a chamada prioridade ou dedutivel (ou nivel de retencao da
seguradora cedente no caso de seguros de vida).
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O Né&o coberto
B ED p/risco
B Retencdo

Limite

Sinistros

Prioridade

Ficura 3. Resseguro excesso de danos por risco.

Para as indenizagoes agregadas teremos
N
(Sw)t =D (Xk Ad).
k=1
Usando que X = (X —d)" + X Ad, segue que a seguradora primdria paga de cada perda
individual no méximo o valor d, enquanto cede a resseguradora o valor
0, X <d,

Xéed:(X—dﬁ:max{OaX_d}:{ X—d, X>d.

Na prética, é combinada uma cobertura maxima L de forma que no lugar de Xged temos

0, X <d,
Xif=(X-dAL=4 X—d d<X<d+L
L, X >d+ L.

Para um contrato excedente de danos por risco com prioridade d e cobertura L, utiliza-se a
notacao L xs d o que seria em palavras "L em excesso de d”. E possivel fechar vérios contratos
nos quais d + L passa a ser o dedutivel do contrato seguinte. Isto é mais barato que utilizar um
valor muito alto de L. [d,d + L] é chamado de faixa (layer) do contrato.

Exemplo 2.3. Uma carteira consiste de 100 apdlices de proprietarios de imdveis na mesma
regiao geogréfica. Cada apdlice cobre até R$150000 por ocorréncia. Para se proteger contra
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Excesso de danos:
9xs3

Sinistros
==]

Cobertura

F1GuraA 4. Excesso de danos por risco: 9 xs 3.

perdas individuais grandes, a seguradora compra uma cobertura de excesso de danos por risco
de 130000 xs 20000, ou seja, neste caso a prioridade é d = 20000 e o limite é L = 130 000.
Entao por cada apdlice que sofra um sinistro, a seguradora retém R$20000 e a resseguradora
cobre qualquer valor acima de R$20000 até R$150 000.

e Suponha que por causa de um incéndio uma das apdlices reporta uma perda de R$15 000.
Como a perda individual é menor que a prioridade, ela é totalmente assumida pela se-
guradora primaéria.

e Suponha agora que apds uma forte chuva, trés apdlices que chamaremos de A, B e C
reportam perdas de R$10000, R$70000 e R$170000, respectivamente. Nesse caso as
indenizacoes serao distribuidas da forma seguinte.

Perda total Indenizagdo de A Indenizacao de B Indenizacao de C

da seguradora primaria 50000 10000 20000 20000
da resseguradora 180000 0 50000 130 000.

Neste caso a apdlice C' terd um prejuizo de R$20 000, pois a sua perda total ultrapassa a capa-
cidade do seguro que é de R$150000.

N

2.2.2. Resseguro excesso de danos por ocorréncia. Ainda no exemplo 2.3 suponha que temos
a seguinte situacao.
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Exemplo 2.4. Apés uma outra chuva, 80 imdveis sofrem danos parciais, de forma que 60
segurados solicitam R$15 000 e o resto, R$25000. A resseguradora deve honrar um montante de

R$200000 = 40 - R$5000
enquanto que a perda total da seguradora serd
R$1 400000 = 60 - R$15000 + 20 - R$25 000!!
<

No exemplo acima temos uma situacao na qual o resseguro excesso de danos por risco nao
¢ muito 1util para a seguradora primaria pois as perda individuais nao sao muito altas, de fato
poucas chegam a ultrapassar a prioridade da seguradora. No entanto, o montante da perda
total atinge um valor muito elevado por causa da grande quantidade de sinistros. Este tipo de
fendmeno se da tipicamente na ocorréncia de um terremoto, furacao ou algum outro desastre
natural.

Para cobrir eventos deste tipo é mais apropriado usar o chamado resseguro excesso de danos
por ocorréncia ou por catastrofe (catastrophe excess-of-loss, per occurrence excess-of-loss ou
Cat XL em inglés). Esta é uma forma de resseguro nao proporcional que protege a seguradora
cedente contra a acumulacao de perdas devido a eventos catastréficos sejam eles naturais ou
produto da acao do homem.

A diferenga em relacao ao resseguro excesso de danos por risco € que neste tipo de tratados,
o dedutivel e a cobertura maxima sao aplicados a cada apdlice, enquanto no excesso de danos
por catastrofe, eles sdo aplicados as perdas agregadas que resultem de um determinado evento
previamente definido como catéstrofe, no qual varias apédlices cobertas sao atingidas ao mesmo
tempo.

Para esclarecer melhor a relagao entre estes dois tipos de tratados, consideremos a seguinte
situagao.

Exemplo 2.5. Agora a seguradora do exemplo 2.3 também subscreve um tratado de excesso
de danos por catastrofe de R$1 500000 xs R$500 000 por ocorréncia.

e Suponhamos que apds um forte vendaval 80 imdveis sao danificados e cada um destes
segurados tém um prejuizo de R$20000. O valor total reclamado & seguradora serd
R$ 1600000 = 80 - R$20000. A resseguradora responsavel pelo tratado de excesso de
danos por risco nem seria notificada da ocorréncia e a cobertura do resseguro de excesso
de danos por catastrofe assumiria o valor R$1 600 000— R$500 000 = R$1 100 000. Desta
forma, o prejuizo da seguradora priméria serd de R$500 000.

Observe que se a seguradora nao tivesse feito o resseguro de excesso de danos por
catastrofe, a sua perda teria sido o valor total reclamado, ou seja, R$ 1600 000.

e Suponha agora que o vendaval foi tao forte que os 80 iméveis foram totalmente destrui-
dos e cada um destes segurados solicita o valor méximo possivel, ou seja, R$150000. A
seguradora deve uma perda total de R$12 000 000.

Agora o resseguro de excesso de danos por risco cobrird R$130 000 por apdlice, entao
a seguradora retém R$1600000 = 80 - R$20000. A cobertura do tratado de excesso
de danos por catéstrofe assume R$1 600000 — R$500000 = R$1100000. Portanto, a
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seguradora priméria retém uma perda total de R$500 000, igual aquela retida por ela
no caso anterior com indenizagoes individuais relativamente pequenas.

N

2.2.3. Ressequro excesso de danos anual. Um outro tipo de tratado de excesso de danos é
o chamado resseguro excesso de danos anual ou agregado (stop loss ou abreviadamente SL).
Através deste tratado, a seguradora direta busca uma ampla cobertura contra oscilagoes anu-
ais da sinistralidade em um ramo de negdcios. A resseguradora se compromete a assumir a
parte das indenizacoes agregadas anuais que supera a prioridade. Ela pode ter sido excedida
pela acumulagao de valores pequenos e médios das indenizages ou por vultuosos montantes de
indenizacgoes individuais.

O contrato stop loss oferece a seguradora direta a mais ampla cobertura de ressseguro. Por
outro lado, as resseguradoras tém varios motivos de reserva diante deste tipo de contrato pois
nele ha uma transferéncia excessiva de risco para a resseguradora, perda de volume de prémios
da resseguradora, grande necessidade da resseguradora de obter informacoes e possibilidades de
manipulacao da seguradora direta, entre outros. Por estas razoes, este tipo de contrato é pouco
difundido.

Este tratado é similar ao excedente de danos por risco, mas é aplicado ao sinistro agregado,
ou seja

N
Sttt = Sy Ad= (Zxk> Ad

k=1
Seed = (Sy —d)t.

2.3. Contratos combinados nao proporcionais. Vimos acima que no tratado de excesso
de danos anual ha uma grande transferéncia de risco para a resseguradora. Por esta razao as
vezes a resseguradora prefere introduzir uma componente proporcional no tratado, de forma que
a sua responsabilidade sobre o excesso X — d seja dividida com a seguradora primaéria, sendo
esta limitada a uma certa proporgao (1 — a), ou seja

0, X <d,
Xif,=(X-d)fAL={ 1-a)X—d, d<X<d+L
(1-a)L, X>d+L.

Desta forma aparece de maneira natural uma combinacao de varios tipos de resseguro.
Outras possibilidades sao:

e Cotas antes de XL/SL:
xXed — (aX —d)t
seed = (aSn(X) —d)*t
e XL/SL antes da cota:
xed = g(X —d)*
seed = q(Sn(X) —d)t
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Na prética isto é feito para evitar a agravacao moral de risco (moral hazard em inglés) de
parte da seguradora primaéria, pois se ela fica com parte maior do risco, tentard disminui-lo,
verificar melhor as ocorréncias de sinistros, etcétera.

A maneira de resumo, apresentamos a seguir um diagrama com os principais contratos de
resseguro.

Planos de
Resseguro
Proporcional Nao Proporcional
Quota- Excedente de ED por OED s ED Anual
Parte Responsabilidade Risco feaule ou Agregado
(Catatrofe)

Ficura 5. Tipos de contratos de resseguro.

3. Efeito do resseguro nas caracteristicas das distribuigoes

Estudaremos a seguir como se transforma o modelo de risco coletivo uma vez que o um
tratado de resseguro é subscrito. Consideraremos somente tratados cota-parte e de excesso de
danos por risco.

3.1. Resseguro cota parte. Consideraremos um resseguro cota-parte, ou seja
Xret = aX, Xe=(1-a)X, ac(0,1).
As novas fungdes de distribuigdo do valor da indenizagdo individual podem ser calculadas da
forma seguinte.
x

Fxper(z) = PaX <z)=P <X < 2) — Py (E>

T x
Fyxced(z) = P(1—a)X <z2)=P| X< — | =F .
xal0) = P-ax <o) =P(x <) = rv ()
Entdo o efeito na distribuicio de X7* e na de X é o mesmo. Além disto, tipicamente as
novas distribuigoes continuam na mesma familia paramétrica de F'x e nao se transformam em
distribuicoes mais “perigosas”.
A distribuicao do niimero de indenizagbes nao se modifica pois

_ ret __ ced
N = Nret = Need
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onde N!¢ é o ntimero de indenizagoes que deve assumir a seguradora primdria e Nged as que
assume a resseguradora.
Podemos também calcular a esperanca das indenizagoes

E(X’) = E(aX)=aE(X) < E(X),
E(X&) = (1-a)R(X) < E(X).
e também a variancia
Var(Xr) = Var(aX) =a*Var(X) < Var(X),
Var(Xeh = Var((l-a)X) = (1 —a)*Var(X),

Cov(X", X1 = q(1 —a)Cov[X, X] = a(l — a)Var(X).

Observa-se que o resseguro cota-parte diminui a variabilidade no valor das indenizagoes.
Além disto, as indenizacoes retida e cedida sao positivamente correlacionadas.
Neste tipo de resseguro, o coeficiente de variagao nao é alterado pois

CV(XZ;Et) _ Var(Xret)  ay/Var(X) _ oV(X) :CV(XgEd)

- =
E(X3) alE(X)
Para analisarmos o que ocorre com o valor em risco, observe que

P(X > VaR.(X)) =P(aX > aVaR.(X)),

logo
VaR.(X') = a.VaR.(X) < VaR.(X),
VaR.(X&) = (1—a)Vars(X) < VaR.(X).

Para o valor em risco condicional obtemos propriedades similares, ou seja,

CVaR(X!?) = aCVaR.(X) < CVaR.(X),
CVaR.(X&Y = (1-a)CVaR.(X) < CVaR.(X).

Exemplo 3.1. Considere um modelo de risco no coletivo no qual o nimero de indenizacoes N
segue a distribuicao de Poisson com parametro A > 0 e a distribuicao do valor das indenizagoes
é exponencial com média p > 0, ou seja

1 _1
Fx(@) = ~e ¥, x> 0.
o

Apbs fazer um resseguro cota-parte com a € (0,1), obtemos que

€T _z
FXget(ZL‘):FX (a) =1-—e ap IE>0,
portanto

1 _=
fxret(x) = —e an, x>0,
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logo X' ~ exp (ﬁ) Analogamente podemos obter que X4 ~ e:cp((l_la)#) ou X ~
exp (ﬁ) Além disto,

B =ap,  E(XE) = (1-a)p,
Var(Xre) = a?u?, Var(Xed) = (1 —a)?u?, Cov(Xr, X)) = a(1 — a)u?.

Para calcularmos o valor em risco e o valor em risco condicional, vamos usar que se X ~ exp (i) ,
vale VaR.(X) = —pln(e) e CVaR.(X) = u(1 — In(e)). Logo,

VaR.(X!) = —a.uln(e), VaRe(X¢) = —(1 — a)pln(e),
CVaR. (X' = au(l —1In(e)), CVaR.(X?) = (1 —a)u(l —In(e)).

Resumindo, temos que apos feito este resseguro, a seguradora priméria teria que utilizar um
modelo de risco no coletivo onde o nimero de indenizacoes continua tendo a distribuicao de
Poisson com parametro A, mas a distribuicdo das indenizacoes individuais seria exponencial
com média au. A resseguradora deveria utilizar um modelo semelhante. S6 seria diferente o
parametro da distribuicao das indenizagoes individuais que seria agora exponencial com média
(I —a)p.

<

3.2. Resseguro excesso de danos por risco. No resseguro de excesso de danos por risco
com prioridade d e cobertura ilimitada, tinhamos que

X; = min{X,d} = X nd X = max{X,d} = (X —d)*.

Estudaremos a seguir o efeito deste tipo de resseguro nas caracteristicas das quantidades
aleatérias de interesse para a seguradora e a resseguradora. Embora na realidade seja mais
frequente encontrar resseguros com cobertura finita, devido as relagbes seguintes

ret __ ced ced __ ret ret
Xd,h - Xd - “d+h — Xd+h - Xd )
ret __ ced ced \ __ ret ced
Xret = X — (xged — xeed +X
d,h — d d+h) — “Xd d+h>

consideraremos aqui somente contratos com cobertura ilimitada, pois estes sao mais simples de
analisar.

3.2.1. O efeito do resseguro no valor das indenizagoes individuais. As varidveis
aleatorias Xg“ e Xged sao transformacoes aplicadas a variavel aleatéria X. No capitulo anterior,
estudamos estas transformacoes. Elas foram chamadas de variavel de perda limitada e de varidvel
transladada censurada a esquerda, respectivamente. Utilizaremos no que segue, os resultados
mencionados naquele paragrafo.

A varidvel X7 tem funcao de distribuicao

o, 2 A Ex(y) vy <d,
X'ret -
d 1, y > d.

Portanto, se P(X < d) < 1, X/}* ndo é mais uma varidvel continua e passa a ter massa acumulada
em d.
Ja para o valor cedido Xffd a funcao de distribuicao sera
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0 y <0,
FXced:
d FX(erd)a yZO

Portanto, X5 deixard de ser continua se Fx(d) > 0.
Além disto, teremos que

E(X) = /SX Ydy Sx(y)dy = EX,

d—00
E[X{) = EX — E(X}) = / Sx (y)dy = / (y — d)fx (y)dy < EX.

Vemos que como os valor retido e cedido sao sempre menores ou iguais a indenizagao total,
as sua médias também satisfazem isto. Além disso, a medida que a prioridade cresce a média
do valor retido aproxima-se mais da média sem a prioridade, o que também ¢é bastante natural.

Nota 3.2. Usando que Sx(y) < 1 é simples obter que E(X/%) < d. Ou seja, estamos dizendo
que a média do valor retido nunca ultrapassa a prioridade, o que é 16gico porque o préprio valor
retido nunca o faz.

Nota 3.3. Seja px = Fg, onde F 5? ¢ a distribuicdo de cauda integrada de X Utilizando a
definicao de F )5; nao ¢ dificil verificar que

E[X5] = px (d)EX;

E[X5) = (1 — px(d))EX = p(d)EX.
Ou seja, px(d) (respectivamente px(d)) funciona como um coeficientes de proporcionalidade

entre E[X5°Y] (respectivamente E[X/]) e EX. Lembre que obtivemos expressoes semelhantes
no caso do resseguro conta-parte. px(d) é chamado de coeficiente de retencao

Exemplo 3.4. Suponnha que uma seguradora modela o valor das indenizagoes individuais
correspondentes a determinada carteira usando o modelo exponencial com parametro p > 0. Se
esta seguradora fizesse um contrato de resseguro de excedente de danos por risco com dedutivel
d e cobertura ilimitada, teremos que

1—e™ <d
FXret — € ’ y ’
d 1, y > d.

Neste caso X;et serd uma. varidvel mista. Além disto,
d d 1 —e MY
BUG) = [ Sxudy = [ ey =10
0 0 K

1 1
Observe que E(Xret) <EX =—-c¢ E(Xret) — — =EX.
u d—oo W
Para a indenizacgao cedida a resseguradora teriamos que

3 )0, y <0,
XET T 1 —emlutd) >
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e Xged sempre serd uma variavel aleatéria mista. Além disto,
1 1—emd e
E(X§4) = BX —B(Xj") = - - ——— = ¢
[ I 1

<

Exemplo 3.5. Suponha que estamos na mesma situacao do exemplo anterior com a tnica
diferenca que agora a distribuicao da indenizacao individual segue a distribuicao de Pareto com
parametros « e xg, respectivamente. Ou seja,

axy 20\
fX(fE):fola Fy(z)=1- (;) ; T > x.

Observe que deve ocorrer xg < d, caso contrario o resseguro nao faria sentido. Entao

. d xo d 0 [e]
E(X;7) = Sx(y)dyz/o 1dy+/ < dy

oz x5
a—1 (a—1)de1
azg x

a_lS]EXealémdiStO,Sed—)OO,mﬁoe

Teremos portanto que E(X;%) <
E(X;") — EX.
Para a indenizacgao cedida a resseguradora, temos que

0, y <0,

F d = «
Xee g
d —
1 (y—l—d) , y=0.
Novamente Xged serd uma varidvel aleatdria mista. Para a esperanca teremos

E(X§) = EX — E(X;)

_amg [ axo xg
Ca—1 a—1 (a—1)d

(07
Lo

(v — 1)de

<

A estrutura do resseguro excesso de danos por risco é mais complexa que a do resseguro
cota-parte e isto faz com que em geral as expressoes das caracteristicas das distribuicoes sejam
mais complicadas. Assim ocorre também com as varidncias covariancias e coeficiente de variacgao.
Passaremos a explicar isto a seguir.
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Proposigao 3.6. Para os valores retido Xget e cedido Xged valem

d
E[(X%)?] = 2/0 xSx(x)dx

E[(X54)?] = 2 / Oo(x —d)Sx (z)dx.
d
DEMONSTRAGAO.
d ) d
B = [ e+ [ dfxtadn = [ e + @Sx(a)

d
= a:QSX(a:)’d + 2/ xSx ()dx + d*Sx (d)

0 0

d
:2/ xSx (z)dx.
0

Para o risco cedido, usando que X? = (X7 + X50)2 = (X7¢)2 42X X 54+ (X5°4)% e também
que X1t X6ed = dX5°¢, obtemos

E[(X§*)’] = E[X?] - 2dE[X§*] - E[(X5)?]
00 [} d
= 2/0 xSx (z)dr — Qd/d Sx(x)dx — 2/0 xSx(x)dx

= Z/d (x —d)Sx(x)dx.

Como consequéncia da proposicao acima obtemos que
d d 2
Var[X;] = 2/ zSx (z)dr — (/ SX(x)dJ:>
0 0
d o oo 2
Var[xeed — 9 / (e~ d)Sx(x)de — ( / Sx(x)dz)’
d d

Nota 3.7. Expressoes alternativas podem ser obtidas para Var[X}¥] e Var[X5° utilizando a
relagao Sy (z) = E[X]p'y(x). Para mais detalhes, veja o exercicio 2.6.

Podemos também calcular a covariancia entre ng e Xged.

Cou[ X7, X5°4) = BIXj" - Xg°1] - B[XE[X "
= dE[X ) — B[X;E[X )
= E[X§)(d — BIX}))
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Em particular obtemos que Cov[ng,Xc‘fd] > 0, ou seja ng e Xged sao positivamente
correlacionados. Segue também que

Var[X] > Var[XZjet] + VaT[Xged].

Portanto, Var[X}¥] < Var[X] e Var[X5? < Var[X]. Em outras palavras, a subscricao
deste tipo de tratado nao aumenta a variabilidade do valor da indenizacao.
Em relacao ao coeficiente de variacao temos o seguinte:

CVI[X}] < CVIX]
CV[X5d > CV[X].

Ou seja, para a resseguradora, o risco medido em termos do coeficiente de variacdo aumentou
em comparagao ao risco original. Para a seguradora ocorreu o contrario, o risco diminuiu. Isto
é uma outra diferenga em relagao ao resseguro cota-parte, onde o coeficiente de variagdo nao era
alterado.

Vejamos o que ocorre com outras medidas de risco.

Para o valor em risco temos

d, d < VaR:[X];
VaR.[X], d>VaR.|X].

VaR.[X5 = VaR.[X] — d.

VaR, [X;et] = {

Em particular, sempre teremos que VaR.[X%] < VaR.[X] e VaR:[ X5 < VaR.[X].
Em relac@o ao valor em risco condicional, podemos obter (veja o exercicio 2.7)

2d, d < VaR.[X];
CVaR.[X], d>VaR.[X].

CVaR.[X5 = CVaR.[X] — 2d < CVaR.[X].

CVaR.[ X5 = {

Exemplo 3.8. Voltemos ao exemplo 3.4. Aqui tinhamos que X ~ exp(u).
Temos que VaR [X] = —i In(e). Entao

d d < —L1n(e);
ret] _ ’ m ’
VaR[Xy"] { —Ln(e), d>—Ln(e).
Iz Iz
Além disto, VaR.[X5] = —i In(e) — d. Para o valor em risco condicional na cauda, teremos

que CVaR[X] = ...

Exemplo 3.9. No exemplo 3.5 assumimos que X ~ Pareto(a, x).
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3.2.2. O efeito do resseguro na quantidade de indenizagdes. Se denotarmos por Nj¢
e INJ ced o nimero de indenizacoes assumidas pela seguradora e pela resseguradora, respectiva-
mente durante o periodo de tempo considerado, teremos que

N?“et N,

pois toda vez que hé um sinistro a seguradora serd notificada e pagard pelo menos, parte da
indenizacao. Isto nem sempre ocorre desta maneira com a resseguradora. De fato ela serd
notificada somente quando houver sinistros que resultem em indenizagoes de maiores do que a
prioridade do contrato. Sendo assim,

N
N§“ = Tixsay

ou seja, as indenizacoes que assume a resseguradora sao todas aquelas que resultaram em valores
maiores que a prioridade. Calcularemos a seguir a funcao de probabilidade de N :fd.

Proposigao 3.10.

pNCcled(”) = [Sx(d)]" Z (z) [FX<d)]k_npN(k)-
k=n
DEMONSTRAGAO.
Pyeea(n) = (NG = ZIP’ N5 = n|N = k)P(N = k)

= Z <ZH{Xk>d} =n|N = k)Z?N(k?)
= \C

Como N e a sequéncia {X;} sao independentes, temos que

P(Zk:]l{xj>d} —n|N = k) = P(Zk:]l{xj>d} —n).
j=1 Jj=1

k
Lembre que a varidvel ZH{ X;>dy conta o nimero de vezes que alguma das k primeiras inde-
j=1
nizagOes passa da prioridade. Além disto, as indenizagOes ocorrem uma independentemente da
outra. Portanto esta varidvel segue a distribuigao binomial com parametros k e Sx,. Entao

P(Zk:]l{xj”} =n) = (i) [Sx ()" [Fx (d)]* "
j=1

e obtemos dai o resultado desejado. O

Consideraremos agora dois exemplos.
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Exemplo 3.11. Suponha que N ~ Poisson(\). Entao N7 ~ Poisson(\). Calculemos a
distribuicao de N 58‘1 usando a proposicao anterior.

o0

psea(n) = [Sx(d)]" Y (z) [Ex ()] "p (k)

k=n
= [Sx(d)]"
* k=n <

f)\)\k

o

n

_ " ko1 n
=€ )‘[)\SX(d>] ng[/\FX(d)]k

ou seja, N ~ Poisson(ASx(d)).
q
Exemplo 3.12. Assuma agora que N ~ BN(r,p). Entao N} ~ BN(r,p) e passaremos a

calcular a distribuicao de Nged.
Sabemos que

) = 8@ S () Fxt@] " o),
k=n

Vamos transformar um pouco o termo da direita da igualdade acima para chegarmos em uma
distribuicao que possamos identificar.

i <f;> [Fx(d)]* Z( ) ”<k+;1)pr(1—p)k

k=n

e Z n!(k l n)! ]IZ!—(FTT—_I;)! [Fx (@) (1= p)*

- T_l,z’“”‘l Fx(d)*" (1~ p)"
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No somatério acima vamos simplesmente trocar a variavel k pela nova variavel j = k — n.
Obtemos entao

> (B imart o = P S U= - e

k=n

(=1 i 1)!
:<n+2 1) Ti(j+njr_l>[FX(d)} (1 pyie

Seja g =p+ (1 —p)Sx(d). Entao ¢ € [0,1] e 1 — g = (1 — p)Fx(d), portanto,

pge = (" - psear (U - medap

=0 J
_(n+r—=1\p"[(1-p)Sx(d)]" (j+n+r—1 iy ;
- < n > gt J;( j >q [(1 p)FX(d>]
_(ntr—1 [(1=p)Sx(d)]" = (j+n+r—1 — i
- < n >qr T ;( i )q (1= p)Fx ().

Agora repare que o termo geral do somatdério é a fungao de probabilidade de uma BN (n +r,q),
n+r— 1) p" (L —p)Sx(d)]"
n q q"
de probabilidade de uma BN (r,p/q). Podemos concluir entao que

Need BN<r, P )
d p+ (1 —p)Sx(d)

portanto ele vale um. Por outro lado,

é o termo geral da funcao

N

. . . ~ t t
3.2.3. O efeito do resseguro nas indenizacoes agregadas. Chamando de S}”ﬁd e S}”\ﬁd
as indenizacoes agregadas retidas e cedidas, respectivamente, teremos que

ret ret
Nd_ZXkch FST” _§ : Xret )

Enquanto & resseguradora, observe que como Sy = S]T\?td + Sf\?cé, temos que

N
m—zx,seg—zxk—dv.
k=1

A representacdo acima tem uma desvantagem para a resseguradora. Lembremos que os mo-
delos utilizados por qualquer companhia de seguros sao obtidos a partir da andlise estatistica
dos dados histéricos do comportamento das suas carteiras. No entanto, repare que a ressegu-
radora nao tem acesso aos valores observados da variavel (X —d)™. Isto ocorre porque
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quando sao notificadoas a seguradora sinistros que resultam em valores de indenizacao menores
que o dedutivel, a resseguradora nao é notificada, como observamos anteriormente.

A resseguradora observa uma outra varidvel aleatdria que chamaremos de Xy que satisfaz
Xy ~ X —d|X > d. Ou seja, toda vez que a indenizacao passar do dedutivel, esta varidvel
representa quanto esta indenizacao o excedeu. No final de um periodo de tempo, a resseguradora
terd valores correspondentes a esta varidavel. Portanto, é esta a varidvel com a que vamos
trabalhar.

No modelo coletivo observado pela resseguradora, a varidvel N¢ conta o nimero de inde-
nizagoes e a sequéncia de varidveis i.i.d. {X;4}52, satisfaz X;4 ~ X — d[X > d. Além disto,
temos que

Nced

ced __ § .
SN,d — Xj,d'
k=1
Tentaremos ilustrar isto com um exemplo.

Exemplo 3.13. Suponha que uma seguradora subscreve um resseguro de excesso de danos por
risco com cobertura ilimitada e dedutivel 1.000,00 reais. Suponha também que ao longo do
més foram notificadas na sequéncia, dez indenizagoes com os valores listados na tabela seguinte.
Cada valor x; que aparece acima é um valor observado da varidvel X;. Repare agora que

T Z2 z3 Ty 5 L6 Z7 zg Zg Z10

750,00 500,00 1.200,00 100,00 200,00 1.500,00 1.700,00 250,00 1.000,00 350,00.

somente o terceiro, sexto e sétimo valores de indenizagoes excedem o dedutivel. Desta forma, a
resseguradora recebera ”%C(l)o = 3 notificagoes de sinistros. Os valores individuais que ela deverd
honrar aparecem listados na tabela a seguir. Na tabela acima listamos valores observados das

21,1000 22,1000 £3,1000
700,00 500,00 700, 00.

varidveis X1 1000, X2,1000 € X3,1000, respectivamente. Estas trés varidveis tém a distribuicao
X —1000]/X > 1000.

N

No capitulo anterior, estudamos a distribuigdo da varidvel X; ~ X — d|X > d. Ela foi
chamada de excedente de danos. A sua funcao de distribuicao estava dada por

Fy, () = X T =@,

e portanto,

~ Sx(xz+d)
Sx,4(z) = T@l)
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E[X,] foi chamada de excesso médio de X com prioridade d. Denotando E[X,;] como ex(d)

vemos que
eX(d):/O SXd(x)da::/o de
P Sx@dr  B(X —d)f]  E[xd
- Sx(@)  Sx(d)  Sx(d)’
, E[X ] . ,
Ou seja, ex(d) = @) onde estamos assumindo que Sx(d) > 0. De alguma maneira

podemos interpretar o valor #@ como um fator de corregao de E[X,]. Observe também que
teremos ey (d) = E[Xy4] > E[X“?], a menos que Sx(d) = 1. Na prética a condicio P(X > d) = 1
significa que quase todos os valores de indenizagao (salvo rarissimas excegdes) sdo maiores que
o dedutivel, s6 que nenhuma resseguradora aceitaria um contrato nessas condigoes.

Observe que se X ~ exp()\), entao

ex(d) = 5 = B(X)

e que neste caso particular, obtemos que e x (d) independe da prioridade d. Para X ~ Pareto(a, x),

vimos que

d+ xg
e)((d): 04—1.

Neste caso o excesso médio é uma funcao linear da prioridade d.
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4. Exercicios

2.1. Considere um tratado de resseguro no qual o valor da indenizacao individual cedida é 70%
de cada indenizagao individual em excesso de um dedutivel de 500 reais, com uma cobertura de
5000 reais. Suponha que as indenizagoes individuais, medidas em milhares de reais, seguem a
distribui¢ao de Pareto com parametros 3 e 2.

(a) Determine a férmula para a funcao de distribuicdo da indenizagao individual retida pela
seguradora.

(b) Quanto recebera a seguradora assinante do contrato em média por cada indenizacao indivi-
dual?

2.2. Em certo tratado de resseguro o valor da indenizacao individual cedida é 80% dos primeiros
2000 reais em excesso de um dedutivel de 200 reais e 50% do valor restante até atingir uma
cobertura de 10000 reais.

(a) Decomponha este contrato de duas faixas numa carteira de dois contratos de uma faixa.
(b) Suponha que o valor das indenizagoes segue a distribui¢ao exponencial com média 4000.
Determine a média da indenizacao individual cedida pela seguradora.

2.3. Uma seguradora modela a sua indenizagdao agregada como S ~ Poisson composta com
A = 10 e distribui¢ao das indenizacoes py (1) = 0,2 = py(2), py(3) = 0,6. A seguradora vai
contratar um resseguro com retengao com niveis d = 1,5 ou d = 2, 5.

(a) Qual destas escolhas minimiza o valor esperado da perda da resseguradora?

(b) Com o d obtido no item anterior qual seria o valor esperado do nimero de reclamagoes que
deve atender a resseguradora?

(c¢) A resseguradora faria a mesma escolha entre todos niveis de retencao que satisfazem 2 <
d < 2,57 Por qué?

2.4. Considere um tratado de resseguro por quotas no qual a indenizagao individual retida
representa uma fracado de 40% do valor da indenizacao individual.

(a) Determine férmulas para a fungao geradora de momentos e para a fun¢ao geradora de cu-
mulantes da indenizacao individual retida em funcao da funcao geradora de momentos e da
funcao geradora de cumulantes da indenizacao individual X.

(b) Utiliza o item anterior para reobter as férmulas para a média, a variancia e o coeficiente de
variacao da indenizacao individual retida neste caso

2.5. Esboce os graficos da indenizacao individual retida e cedida por uma seguradora em funcao
do valor da indenizacao individual para cada um dos seguintes tipos de contrato:

(a) resseguro de excesso de danos com cobertura ilimitada;
(b) resseguro de excesso de danos com cobertura finita;
(c) resseguro por quotas.

2.6. Neste exercicio vamos obter expressoes alternativas para a variancia dos valores retido e
cedido das indenizacoes individuais.
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(a) Utilizando que Sx(z) = E[X]p’y(z), a expressdo obtida para E[(X])?] e fazendo integragio
por partes obtenha que

d
E[(Xgt)?] = 2EX /0 (px(d) — px(x))da.
(b) Use o item anterior para obter que
Var[ X[ = QEX/ px(d (z)]dz — p% (d)(EX)?.

(c) Verifique que como consequéncia da expressao acima temos

E[(Xg)? —QEX/ px(x

(d) Use o item anterior para obter que
Var[ X544 = 2EX / px(x)dz — px2(d)(EX)2
d

2.7. Verifique que

d d < VaR:[X];
ret] _ ’ © ’
(a) Vare[X; ]—{ VaR:[X], d>VaR.[X].
. 2, d < VaR:[X];
(b) CVaR (X3 =\ cyar. (X], d>VaRJ[X].

(c) VarE[Xge‘i] = Var.[X] —d.
(d) CVaR. [Xged] = CVaR.[X]—2d < CVaR.[X].
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