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1 Introducao

Apresentamos neste capitulo, uma introducao aos Processos de ramificacao. Nao temos a
intencao de fazer uma apresentagao detalhada de tais processos. Falaremos apenas do Pro-
cesso de Ramificacdo Simples (PRS), algumas vezes chamado Processo de Galton-Watson-
Bienaymé. Nesse modelo, assume-se que um elemento ( geragao inicial), no final da vida
gera um numero de ”filhos”, Z;, com funcao de probabilidade

pe = P(Zy = k), k=0,1,2, ..

Esses "filhos” formam a primeira geracao. Assume-se também que esses filhos agem
independentemente entre eles e no final da vida, geram um nimero de filhos de acordo a
mesma funcao de probabilidade. O processo Z = {1, 21, Z3, Z3, ...} é uma cadeia de Markov
com probabilidades de transicao

P(Zy1z+Zpno+ ...+ Zpi=13| Zn1 =1).

Nessa expressao, Z,, ¢ o tamanho da n-ésima geracao e Z,, para k = 1,2,...,4 é o nimero
de filhos gerados pelo k-ésimo elemento da geragao (n-1).

Assume-se, por simplicidade, que o tempo de vida é o mesmo para todos os elementos.
Nao abordamos o caso em que o tempo de vida é uma variavel aleatoria continua. O leitor
interessado nesse caso pode consultar, por exemplo, Karlin e Taylor (1975, 1981).

Seguem alguns exemplos simples,

Exemplo 1. Infecao hospitalar. Com certa frequéncia ouvimos falar desse problema.
Em um determinado hospital aparece um foco de infegdo (gerac@o inicial). Se esse foco
nao é eliminado em tempo habil, pode gerar pelo menos mais um foco ( primeira geracao).
Cada foco da primeira geracao pode gerar outros focos que constituirao a segunda geracao
e assim sucessivamente. Naturalmente é de interesse controlar esse processo, caso contrario,
o hospital todo pode ser contaminado e/ou a infegdo se espalhar para outros hospitais ou
outros ambientes.



Exemplo 2 Virus HNI (gripe suina.) H4 um tempo ouvimos falar desse virus. Nesse
exemplo, em um determinado lugar do planeta, é descoberto um portador desse virus. Essa
primeira pessoa contaminada constitui a geragao inicial. Se essa pessoa nao for curada a
tempo, pode contaminar outras pessoas que passam a formar a primeira geracao. Cada
elemento da primeira geracao pode contaminar outras pessoas que passam a ser a segunda
geracao. Se a doenca nao for controlada, existe um risco de exting¢ao da populacao.

Exemplos similares a esse sao estudados em Epidemiologia. O interesse nesse caso, natu-
ralmente é controlar a epidemia.

Exemplo 3. Propagagao de boatos. Uma pessoa (geracao inicial) langa um boato
para um ndimero aleatério de amigos (primeira geragao). Cada um desses amigos passa o
boato para outros amigos .

Exemplo 4. Sobrevivéncia de genes mutantes. Cada gene individual tem chance
de gerar k novos genes da mesma classe. Mas, cada gene tem chance de se transformar em
gene de um outro tipo( gene mutante). Esse novo gene passa a ser a geracao inicial.

Exempo 5. Ampliagao de uma corrente eletrénica. Um elétron (geracao inicial)
ao incidir sobre uma primeira placa, gera um nimero aleatério de novos elétrons ( primeira
geracao) que por sua vez incidem sobre uma segunda placa e assim sucessivamente.

Naturalmente existem muitos outros exemplos que podem ser abordados usando técnicas
de Processos de ramificacao. Um problema de filas, por exemplo, pode ser abordado usando
técnicas de Processos de Ramificacao da seguinte maneira: se um sistema de servigo possui
um tnico servidor e esse servidor inicia dando atendimento a um fregues, os fregueses que
chegam enquanto esse fregués esta sendo atendido podem ser considerados ”filhos” desse
primeiro fregués. Um problema de interesse nesse caso é determinar a probabilidade de
que o servidor possa ter um intervalo para descanso. Observe que nesse caso, 0 processo se
regenera. Depois de um ciclo de atendimento, um novo fregués chegara ao sistema de servigo.

Em todos os exemplos, a populagao inicial é formada por um individuo. Esse individuo
gera um ndmero aleatério, Zi, de filhos ( primeira geracdo) com func¢ao de probabilidade
{pr = P(Z =k),k =0,1,2...}. O i-ésimo filho( i=1,. . ., Z;) gera um nutimero aleatério,
Z; ;, de novos filhos com a mesma fungao de probabilidade; e assim sucessivamente .

O estudo dos Processos de Ramificagao esta baseado na fungao geradora de probabilidade.



Sendo assim, antes de continuarmos, faremos na préxima secao um resumo dos conceitos e
resultados sobre essa funcao. Maiores detalhes podem ser vistos , por exemplo, em Resnick
(1992). Na segao 3 descrevemos formalmente os Processos de Ramificagao Simples e na segao
4 fazemos uma introducao a Inferéncia sobre os parametros envolvidos em tais processos.

2 Funcgao geradora de probabilidade
Definicao. Seja X uma variavel aleatéria discreta assumindo valores inteiros nao negativos
e seja {pr = P(X = k),k = 0,1,2,...} sua fungdo de probabilidade. Assumimos que X

¢ finita com probabilidade 1. A funcao geradora de probabilidade de X, avaliada em s, é
definida por

P(s) = BE(s%) = kio:pksk.

Observe que P(1) = > 22 pr = 1. Para s tal que —1 < s < 1, temos que

‘ Zpksk <> ok | sP < 1.
k=0 k=0

Veja, por exemplo, Rudin (1976).

Quer dizer entdao que P(s) existe e é finita para todo s € [—1,1]. Além do mais, possui
as derivadas de toda ordem.

Observe que, da definicao, temos que

P(0) = po,
P<O> = D1,
PZO> = 2pa,



P™(0) = L6 | _— plp,.

Quer dizer entao que a partir da funcao geradora de probabilidade, podemos encontrar
a funcao de probabilidade de uma variavel aleatoria. O leitor encontra, nessa propriedade,
a justificativa para o nome da funcao. Além do mais, tal funcao de probabilidade é unica
como ¢ mostrado pela seguinte proposicao.

Proposigao. A fungao geradora de probabilidade determina em forma tnica a funcao de
probabilidade.

Prova. Sejam P(s) e Q(s) fungdes geradoras de X e Y respectivamente.

Se P(s) = Y2 prst = 2, qrs® para todo s € [—1,1], entdo pr = g para todo
k=0,1,2,... Reciprocamente, se px = ¢ para todo k = 0,1,2, ..., segue que P(s) = Q(s).

O resultado dessa proposicao estabelece uma relacao um a um entre funcoes geradoras de
probabilidade e fungoes de probabilidade de uma variavel aleatéria inteira nao negativa. Ou

seja, a funcao geradora é uma outra forma de caracterizar uma distribuicao.

Exemplo 6. Considere X ~ b(n,p). Dai temos que

P(s) = Z<k>p’“(1—p)"_k8k

Exemplo 7. Considere X ~ P()). Entao

Pl = Y



_ 67/\65)\

6)\(8_1). (2)

No Exemplo 6, P(0) = (1 —p)" = P(X = 0), P'(s) = n(ps+ 1 — p)"! e portanto,
P'(0) = n(l —p)"'p = P(X =1). Em forma andloga podemos encontrar todas as outras
probabilidades. Deixamos como exercicio para o leitor, calcular P(X = 2).

O leitor pode, no exemplo 7, obter a correspondente fungao de probabilidade. Isto é, se
Px(s) = e**=1 pode provar que X ~ P()). Veja Exercicio 6.

Os momentos de uma variavel aleatéria assumindo valores inteiros nao negativos podem
ser, também, obtidos a partir da funcao geradora de probabilidade. Vejamos a deducao dos
dois primeiros momentos.

Da definicao, pode ser provado que se existir F(X*) e for finita, a funcao geradora de

probabilidade possui todas as derivadas até ordem k. Assumamos, para ilustracao, que existe
momento de segunda ordem.

Pl(s) = kpps"!
k=0

k=0
A partir dai, obtemos
E(X) =P'(1),
e
E(X?*) = P"(1)+ P'(1).
Portanto

V(X)=P"(1)+ P (1) = [P

Proposicao. (Fungao geradora de probabilidade de uma soma de varidveis aleatérias
independentes).



Sejam X e Y, duas variaveis aleatorias independentes assumindo valores inteiros nao neg-
ativos. A funcao geradora de probabilidade da variavel aleatoria T'= X 4+ Y é dada pelo
produto P(s)Q(s), sendo P e Q as fungoes geradoras de X e Y respectivamente.

Prova. Seja Pr(s) a fungao geradora de probabilidade de T. Por definigao e levando em
conta a independencia entre X e Y, temos

Pr(s) = B(sX*) = B(s¥)E(s") = P(s)Q(s).

Essa propriedade pode ser estendida a mais de duas variaveis aleatorias independentes.
Isto é: se X1, Xs, . . ., X} sao variaveis aleatorias independentes, deixamos como exercicio
para o leitor, provar que a fun¢ao geradora da soma T' = X; + X5 + ... + X é o produto das
fungoes geradoras de probabilidades. Veja Exercicio 1.

Essa propriedade e a propriedade de caracterizacao podem ser usadas para provar, por
exemplo, que a soma de varidveis aleatérias independentes com distribuigao binomial (com
a mesma probabilidade de sucesso p) tem também distribuigao binomial. Veja Exercicio 4.

Proposigao. (Fungao geradora de uma soma aleatéria de varidveis aleatérias indepen-
dentes).
Seja N uma variavel aleatéria assumindo valores inteiros nao negativos e sejam Xp, Xo, . .
. variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas assumindo valores inteiros
nao negativos. Sejam Py(s) e P(s) as fungoes geradoras de probabilidade de N e X; respec-
tivamente. Entdo a funcdo geradora de Z = Y | X; é dada por

Py(s) = Py(P(s)).
Prova. Seja Pz(s) a fungao geradora de probabilidade de Z. Segue que

s%)
X1+X2+-..XN>

Pyz(s)

& o

(

(s
(B(strHet-AN | N))

E(P(s)™)

Pyn(P(s)).

Exemplo 8. Suponha que o nimero de voos que chegam a um aeroporto durante uma
hora tem distribuicao de Poisson com média A = 10. O ntimero de passageiros em cada voo

I
&



é uma variavel aleatéria binomial com parametros n = 80 e p = 0,7. Qual a funcao geradora
de probabilidade da variavel aleatéria 7Z: ntimero de passageiros que chegam por hora ao
aeroporto.

Solugao. Nesse exemplo, N tem distribuicao de Poisson com média A = 10, entao
Py(s) = €'%¢~Y e X, tem distribui¢do binomial com n =80 e p = 0,7.

Entao P(s) = (0,7s + 0, 3)%. Temos, entao que
PZ(S) _ elo[(0’73+0’3)80’”.
Observe que
80_1]

Py(s) = 10(80)(0,7)(0,7s + 0,3)0l07s+0.3)

Portanto P’(1) = 560. Isto é, o nimero médio de passageiros que chegam por hora no
aeroporto ¢ igual a 560. O leitor pode usar propriedades de esperanca condicional e obter,
também dessa forma F(Z) = 560.

3 Processos de Ramificacao Simples
Definamos formalmente um Processo de Ramifica¢do Simples. Seja {Z, ;,n > 1,5 > 1}
um arranjo de variaveis aleatérias inteiras nao negativas, independentes e identicamente dis-
tribuidas, cada uma tendo funcao de probabilidade {py, k = 0,1,...}. Isto é,

para cada k inteiro ndo negativo,n > 1e j > 1, P(Z,; = k) = py.

Um processo de ramificagao simples, Z = {1, Zy, Z,, ...} é definido por :
Zyp=1

Zy = Zl,l
Zy=Zoy+ Zoo+ .h Zog = Y70 Zs

Zn = Zn,l + Zn,2 + ...+ Zn,Zn_l = ijiil Zn,j



Nessa definicao, Z; é o tamanho da i-ésima geracao e Z; ; é o numero de filhos gerados
pelo j-ésimo elemento da geracao i-1.

Observe que se Z, = 0 para algum n , entao Z,.;, = 0 para todo k > 1, isto é, o estado
0 ¢é absorvente. Assumimos que para cada i = 0,1,2,..., {Z;;,7 = 1,2,...} é independente
de Z;_1, o tamanho da geracao i-1. Isto é, o nimero de filhos gerados por cada elemento da
(i-1)-ésima geragao é independente do tamanho dessa geragao.

Para cada inteiro n > 0, defina P,(s) = E(s?"), a funcio geradora de probabilidade de
L.
Isto é

Py(s) = s,

Pi(s) = E(s™) = gpksk.

Desde que Z, é a soma de um nimero aleatério de varidveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas, temos que

Py(s) = E(s™)
— B(sXii ! Zn)
— P,1(P(s)).

Entao

Recursivamente podemos estabelecer

Pou(s) = Py (P(s)) = ... = P(Py_1(s)).

A partir dessa relacao podemos obter a média e variancia de Z,.



Fo(s) = P(Fuia(s)) B, (s).

Fazendo s = 1, temos

F,(1) = PP, (1)

= mE(Zn_l)

Nessa tultima expressao, m = E(Z;). Veja Exercicio 8.

Recursivamente obtemos

E(Z,) = mE(Zy_1) = m*E(Z,_) = ... = m".
Sabemos que

P/(1) = E(Z;) - E(Z,)
V(Zy) +m* —m".

A segunda derivada de P, avaliada em s = 1, resulta ser

P(1) = E(Z;) - E(Z,)
= BE(Z})-m"
= P"(Poa(W)[By (V)] + By (1) P'(Pa(1))
= P'(V)[E(Zu1)P + [E(Z3_1) = E(Zy1))Im

[m* + 0% —m][m*" V] + [B(Z;_y) —m" ™ ]m

— m2n + 0_2m2(n—1) . m2n—1 + m[V(Zn 1) + mQ(n—l) - mn—l]‘

De (3) e (4) obtemos

V(Z,) = o?m?l) — 2ty mV (Zp_1) +m* 1,

Recursivamente, para m = 1, obtemos

V(Z,) = no?,

esem # 1,
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2 n-1 (1 - mn)

V(Z,) =0"m A=m)

Observe que se m < 1, V(Z,) - 0esem > 1, V(Z,) — oo quando n — oo.

A seguir, abordaremos o problema de calcular a probabilidade de extincao. Naturalmente
esse é um problema de interesse no controle de infe¢ao hospitalar por exemplo ou no controle
em Epidemiologia. Em outros casos, o maior problema de interesse pode ser a evolugao do
processo no decorrer do tempo. Por exemplo, se temos a inten¢ao de incursionar na pecuaria
e iniciarmos com uma vaca leitera numa fazenda, gostariamos de saber se teremos sucesso e
o nivel desse sucesso ao incursionar nessa area.

Para calcular a probabilidade de extinc¢ao, defina

O evento

define o evento populagao extinta.
Seja m; = P(A;).

Desde que A, = [Z, = 0] C [Z,41 = 0] = A,41,temos que A, T A. Portanto, pela
propriedade de continuidade de probabilidade, P(A,) T P(A). Isto é

m = P(extincao)
= P(Uj2,4))

n—oo
= P2, =0)
= i h0)

= lim 7,. (5)

n—oo

Resta calcular o valor de 7.
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Assumamos que 0 < py < 1. Deixamos como exercicio para o leitor provar que Se py = 0,
entaom=0,esepy =1, 7=1.

A seguir, calculamos o valor de 7. Antes de formular o resultado, salientamos que a partir
da defini¢ao, a segunda derivada de P(s) é nao negativa no intervalo [0,1]. Portanto ela é
convexa sobre esse intervalo. Veja, por exemplo, Lima( 1976).

Proposicao. Se m = F(Z;) <1, entdao m = 1. Se m > l,entdo m < 1 e é a tinica solugao
nao negativa da equacao
s = P(s).

Provemos, primeiro, que 7 é uma soluc¢ao da equagao s = P(s):

Desde que 7, — 7 e my1 = Poy1(0) = P(P,(0)), temos que 7,11 = P(m,). Fazendo
n — 0o, concluimos que m = P(m).

Logo, provemos que 7 é a menor solugao da equagao s = P(s) em [0, 1].

Suponhamos que « seja alguma solugao de s = P(s) tal que 0<a<l.
Como 0 < a, teremos que m = P(A;) = P(Z; =0) = py = P(0) < P(a) = « e portanto
7T2:P2<0):P(7T1) SP(O():CV

Iterativamente, provamos que 7, < a para todo n. Entao 7 = lim,, s, < a.
Isso mostra que ™ < a.

Estamos assumindo que py > 0. Dada a convexidade de P(s) e P(1) = 1, os graficos das
funcoes f(s) = s e g(s) = P(s) tém no méaximo dois pontos em comum no intervalo [0, 1].
Um deles é s = 1.

P'(1) =m = limsﬁlw. Se m < 1, entdo numa vizinhanca & esquerda de 1, o
grafico de g(s) = P(s) nao pode ficar por baixo def(s) = s e pela convexidade de P(s), o
unico ponto de interseccao é s = 1. Se m > 1, entao numa vizinhanca a esquerda de 1, o
grafico de g(s) = P(s) fica por baixo do grafico de f(s) = s, portanto existe mais um ponto
de intersecao a esquerda de 1.

Exemplo 9. Suponha py = 0.2, p; = 0.3, po = 0.5. Nesse caso, m = 1.3 > 1. A equacao

P(s) = 0.2+ 0.3s + 0.5s* = s tem solugoes s = 1 e s = 0.4. Desde que 7 < 1, de acordo
a Proposicao anterior, 7 = 0.4.

12



Se no exemplo anterior, pg = 0.5, p1 = 0.3, po = 0.2, m = 0.7. Nesse caso 7 = 1, a
populacao sera extinta com probabilidade 1.

Exemplo 10. Z ~ b(5;0,4). A solugao da equacao P(s) = (0,4s + 0,6)°> = s é aprox-
imadamente 7 = 0,111. Se Z ~ b(3;0,4), = = 0,557. Observe a relagdo entre m = E(Z)
igual a 2 no primeiro caso e 1,2 no segundo. Quanto maior o valor de m, menor sera a
probabilidade de extincao. Parece ser um resultado muito intuitivo.

Observar que se m = E(Z) > 1, a partir de P,(s) = >32, P(Z, = k)s*, concluimos que
quando n — oo, P(Z, =0) —» we P(Z, = k) — 0 para k = 1,2,3,.... Isto é, a probabili-
dade de que a populacao seja extinta ¢ igual a 7 e a probabilidade de que a populacao cresca
indefinidamente é igual a 1 — 7.

Encontrar a solugdo de P(s) = s, nem sempre é uma tarefa ficil, mas em geral podem
ser usados mé todos iterativos (o método de Newton-Raphson, por exemplo).

4 Inferéncia

Naturalmente temos muitos problemas de interesse ao analisar um processo de ramificacao.
Possivelmente o de maior interesse seja estimar a probabilidade de extin¢ao. Em Epidemi-
ologia, por exemplo, as entidades de satide publica precisam saber o nivel de gravidade de
uma certa doenca contagiosa. Nesse caso é de esperar que a probabilidade de extincao seja
alta e se for pequena, tem que se tomar algumas medidas para aumentar essa probabilidade.
Em outras situacoes, pode ser desejavel que a probabilidade seja pequena.

Estimagao da fungao de probabilidade {p; : k =0,1,2,...}

Seja 2o =1, 201 = 21

_— Z1
21y R1,15 R1,25 « + =y Rl,zyy A2 = 2.i=1*1l,i
I z2
22y 2215 222y « - R2,29y B3 — Zi:1 22
— z3
23, 23,15 23,2y - - -Z3,2ms B4 = Do 23

13



Zn—1

Zn—1y Zn,ls #n,2y - - Rn,zns An — Zz 1 2ni
a amostra obtida até o instante n :{z;; : i =0,...,n;7 =1,..., %} .

Defina z;(k) = 3750 1(zi; = k) e z(k) = X0, 2550 1(2,; = k). Nessa definigao, z(k) é o

nimero de pais, até a geracao n, que geraram k ﬁlhos

A funcao de verossimilhanca é dada por

La(p) = Lpo,pr,./{ziji=1,onij=1, .2}
= IZepy*
Defina
l.(p) = In(L(p))
= 3 <(Binr

O estimador de maxima verossimilhanca de p = (po, p1, ...) é a solucao de

maacz k)in(py)
sujeito a restricao > p— pr = 1. e pp > 0.

Para usar Multiplicadores de Lagrange, definamos a funcao objetivo

o0

Z k)in(p) +/\1—Zpk

= k=0

Derivando com respeito a py e igualando a zero obtemos z(k) = Apy, para k =0, 1,2,.

Somando temos A = Y32, z(k). Portanto o estimador de py é dado por
2k
by
2k
7=02(7)

~

P =

14



O estimador de maxima verossimilhanca, py, de p, parece ser muito natural. E simples-
mente a proporgao de pais que tiveram k filhos com respeito ao niimero total de pais até a
geracao 1.

Exemplo 11. Um processo de ramificacao simples foi observado até a quarta geracao.
Seguem os dados obtidos. Encontremos o estimador de méxima verossimilhanca da fungao
de probabilidade do nimero de filhos gerados por pai.

i-1 Zi 1 2 j
0 1 3
1 3 231
2 6 103213
3 10 3210213412
4 19 1320142131232301324

Até a geracao observada, temos um total de 39 pais, dos quais 4 tiveram 0 filhos, 11
tiveram 1 filho, 10, dois filhos, 10 tiveram 3 filhos e 3, 4 filhos. Entao

- _ 4 . _ 1 . _ 10 11 s _ 3
P0—39 p1—39 P2—39 p3—39 p4—39.

Também podemos obter o estimador de m = E(Z) que resulta ser

4
m=>_ kpy =1.9487
k=0
A fungao geradora de probabilidade é estimada por

. 4 11 10, 11 3
P - i V2 -3 v 4.
(5) =35 T 305+t 39° T35° T 39°

A solucao de P(s) = s, que define a probabilidade de extincao é aproximadamente igual
am=0,153.
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5 Exercicios

1. Sejam X, X,,. . . X varidveis aleatorias independentes, assumindo valores inteiros nao
negativos. Sejam P;(s) as fungdes geradora de probabilidade de X para i = 1,2, ..., k. Entao
a funcao geradora de probabilidade de T'= X; + X5 + ... + X é dada por

Pr(s) = I;_, P(s)

2. Considere X; ~ b(10,p) e Y ~ b(12,p). Se X e Y s@o independentes, use funcao geradora
de probabilidade e encontre a distribuicao de W = X; + Xs.

3. Resolva o Exercicio 2 se X; e X5 sao i.i.d. de acordo a uma distribui¢ao geométrica com
parametro p.

4. Resolva os exercicios 2 e 3, assumindo que Xi, X5, . . . , X} sao independentes com as
dsitribuicoes dadas pelos Ex 2 e 3 respectivamente.

5. Considere N ~ G(p) e X; i = 0,1,2,... independentes e identicamente distribuidas de
acordo a uma binomial com parametros n = 10 e p = 0,4. Defina Y = =¥ X;. Encontre a
funcao geradora de probabildiade de Y. Encontre também a distribuicao de probabilidade
de Y.

6. Se a funcdo geradora de probabilidade de uma variavel aleatéria é dada por P(s) =
e~ para 0 < s < 1, prove que X tem distribuicdo de Poisson com média igual a .

7. Geragao de um processo de ramificagao até a sexta geracao

Defina Zy = 1. Suponha Z; ~ b(5,0.3). Gere uma observagdo de Z;, chame ela de z;.
Gere z; observacoes de uma distribuicao binomial com parametros n = 5 e p = 0.3. Sejam
221, %22, - - ., %2 essas observacoes, defina zo = Y i1, %, gere zy observagoes de uma
distribuigao binomial com parametros n =5 e p = 0.3. Continue até completar 6 geragoes.

8. No processo de ramificac]{ao simples, prove que P'(1) = E(Z;)
9. Um processo de ramificacao simples foi observado até a quinta geracao. Seguem os dados
obtidos. Encontre o estimador de méaxima verossimilhanca da funcao de probabilidade do

numero de filhos gerados por pai.

i-1 Zi—1 Zij
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1 3 2 3 2

2 7 1032132

3 12 321021341201

4 20 13201421312323013240
5 38 333123211112021

32021133222311011322342

10. Com os dados do exercicio anterior, estime a média do niimero de filhos gerados por pai
e a probabilidade de extincao.
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