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CAPITULO 1

Introducao

Estas notas tem por objetivo discutir os conceitos basicos de rede ou grafo aleatério
e das aplicacBes ao estudo das redes sociais. Modelos probabilisticos de redes aleats-
rias. Estatisticas descritivas das redes aleatérias: grau, subgrafos, conetividade, etc .
Estimadores de maxima verosimilhanca e Bayesianos assim como a implementacdo no
software R.

Usaremos alguns algoritmos dos programas igraph, network, ergm e bergm. para
serem utilizados em alguns exemplos.

Os objetivos deste trabalho sdo:

e Introducdo aos Grafos, tipos de grafos, propriedades.

Analises Descritivas dos grafos.
Modelos de grafos Aleatérios, Grafos Aleatérios Exponenciais.
Estimadores de Maxima Verosimilhanca para grafos aleatérios.
Estimadores Bayesianos para grafos aleatérios.
Topicos de regress3o linear e previsdo. Outros Tépicos.

Estas notas estdo baseadas no livro Statistical Analysis of Network Data: Methods
and Models, do Kolaczyk, Eric D., ver [7].






CAPITULO 2

Introducao aos Grafos: tipos de grafos e
propriedades

Um famoso problema histérico de matematica, que se tornou uma legenda popular
conhecida como as sete pontes de Kénigsberg.

Cortado pelo rio Pregélia, a cidade de Kénigsberg (territério de Prassia) possuia
duas grandes ilhas que, juntas, formaram um complexo que naquela época continha
sete pontes. Foi discutida a possibilidade de atravessar todas as pontes sem repetir
nenhuma ponte. Em 1736, o matematico Leonard Euler provou, de forma simples, que
n3o havia como satisfazer essas condi¢ées. Criando o primeiro grafico da histéria, Euler
transformou as estradas em linhas retas e suas intersecdes em pontos. primeiro grafo
de la historia, Euler transformou os caminhos em retas e suas intersecées em pontos.

-p Sy

B

FIGURA 1. As sete pontes de Konigsberg

Algumas aplicacdes de grafos:

Redes sociais: Facebook, Twitter, etc.

Epidemiologia, satde publica.

Comunicacgdes: celulares, redes de computadores

Biologia molecular, genética.

Inteligéncia Artificial e novos paradigmas da teoria da informac3o.
Etc.

Para resolver problemas praticos, como os mencionados acima, um grafo é a melhor
solucdo para representar a relacdo entre os objetos de um determinado conjunto, onde
alguns pares de objetos, vértices, também chamados de nés ou pontos, sdo conectados
por bordas, também conhecidas como linhas ou arcos.

Tal como as equipes de futebol, ou estilos de misica e géneros cinematograficos,
os grafos também possuem caracteristicas que os separam em diferentes categorias,
como ser3o apresentadas a seguir.
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0.1. Definicdo de grafos. Considere o conjunto de vértices V, que é finito com

n elementos, V = {1,...,n}. Para este conjunto vamos definir o conjunto de arestas
ECVXV.

DEFINIGAO 0.1. Um grafo G é um par ordenado de conjuntos: G = (V, E). O
conjunto de todos os possiveis grafos com n vértices serd denotado por G,,, isto é:

G,={G:G=(V,E), |V|]=n, ECVxV}

ExeEMPLO 0.2. Considere o conjunto de vértices V. = {1,...,7} e as arestas
E={(1,4),(1,5),(2,3),(2,7),(3,6)(4,1),(4,7), (5,6),(5,3,)(7,7)}, entdo, podemos
representar o grafo G = (V, E) por médio de pontos e setas:

[

Ficura 2. Grafo G com n = 7 vértices

O tamanho de um grafo & o namero de arestas do grafo e a ordem é o numero
de vértices, assim, no exemplo anterior o tamanho do grafo é |E| = 10 e a ordem
é |V| = 7. Usualmente os grafos classificam-se pelo tamanho em dispersos (sparce
graph) se |E| ~ |V| ou densos se |E| ~ |V|?.

1. Tipos de grafos

Um grafo n&o dirigido é aquele em que os vértices ndo sdo ordenados, o seja, as
arestas ndo possuem orientagdo. Assim, por exemplo, se suprimimos no grafo anterior
as direciones, entdo obtemos:
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F1curaA 3. Grafo G ndo dirigido com n = 7 vértices

Este grafo € um exemplo de um multigrafo com loops, isto &, vértices com maltiplas
arestas e arestas que conectam o mesmo vértice. A seguir vamos considerar apenas
grafos que n3o tem estas caracteristicas. Para isso vamos definir um grafo simples
como aquele grafo que n3o tem loops ou arestas miltiplas, em particular vamos também
considerar nestas notas somente grafos n3o dirigidos.

FIGURA 4. Grafo simples G (ndo dirigido) com n = 7 vértices
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No caso dos grafos simples com n vértices, vale que o nimero destes grafos é:
n
|G| = 2(2), pois o nimero de possiveis pares de vértices é (g‘) e o nimero de sub-

conjuntos deste conjunto de pares é 2(5); lembre que um grafo & um subconjunto de
pares. Vamos a definir o grau d(7) de um vértice i € V como o nimero de vértices
conectados com este vértice por médio de uma aresta que pertence ao grafo.

J:(i,4)EE

Assim no grafo da Figura [4] temos que, d(1) = 2, d(2) = 2, etc. Podemos representar
esta funcdo por médio do seguinte grafico:
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F1GURA 5. Grau do grafo G

A distribuicdo do grau de um grafo é a frequéncia relativa dos graus do grafo. No
exemplo anterior somente ha vértices com graus 2 (com frequéncia relativa de 0,7) e 3
(com frequéncia relativa de 0, 3); através de um grafico a representamos na Figura @
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FicUuRrA 6. A distribuicdo do grau do grafo G

Definimos a media do grau como:

1
d(G) = il > d(v).
veV
Ent3o, vale que:
1
|E| = 5d(G)V| (1.1)

Dizemos que dois vértices s3o adjacentes se uma aresta do grafo conecta a ambos.
Outra maneira de representar um grafo é usar esta no¢cdo de adjacéncia para definir
a matriz de adjacéncia A = (a;;), na cual as linhas e as colunas representam os
vértices do grafo, e os coeficientes a; ; = 1 ou 0 de acordo com as correspondentes
linha 7 e coluna j sejam adjacentes, isto &, formem uma aresta do grafo: (i,5) € F.
No grafo do exemplo anterior a correspondente matriz de adjacéncia A seria:

> A

(,11 [,21 [,3] [,4]1 [,8] [,6] [,7]
[1,] 0 1 1 o o0 o0
[2,]
(3,]
[4,]
(5,]
(6,1
(7,1

O OO O K~
O r OO O O
R ORr O OO
O, B, OO O
= O O+~ O
O O O+ O -
OO O OO

FIGURA 7. Matriz de adjacéncia A

Observe que esta matriz A é simétrica pois o grafo G é simples, logo n3o é dirigido.
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Outra matriz importante é a matriz Laplaciana, do grafo: L =D — A, com D a
matriz diagonal com o grau de cada vértice na diagonal: D =diag(d(7)).

1
[
|
|
ONO P O O
[

NOFr ORFr OOO®

O, OO ON - b

O OO O, P, N -

— OFr O WOoOkRroum

OFRr P, NOOON
1

P O WrRrEFP,rOOW

F1GuraA 8. Laplaciano L

Dizemos que L estd normalizado se
% g ;
L, =4 Vawam 7
1 sii=j

neste caso, L = D~'/2(I — A)D~/2 com D~'/? =diag(1/+/d(i)) (onde colocamos
zero se d(¢) = 0), do exemplo anterior temos:

> L

1 4 5 2 3 7 6
1 1.0000000 -0.5 -0.4082483 0.0000000 0.0000000 0.0 0.0000000
4 -0.5000000 1.0 0.0000000 0.0000000 0.0000000 -0.5 0.0000000
5 -0.4082483 0.0 1.0000000 0.0000000 -0.3333333 0.0 -0.4082483
2 0.0000000 0.0 0.0000000 1.0000000 -0.4082483 -0.5 0.0000000
3 0.0000000 0.0 -0.3333333 -0.4082483 1.0000000 0.0 -0.4082483
7 0.0000000 -0.5 0.0000000 -0.5000000 0.0000000 1.0 0.0000000
6 0.0000000 0.0 -0.4082483 0.0000000 -0.4082483 0.0 1.0000000

FIGURA 9. Laplaciano normalizado L

O espectro do Laplaciano é o conjunto de auto-valores do Laplaciano normalizado,
neste exemplo:

> Espectro
[1] 0.00 0.34 0.53 1.20 1.39 1.62 1.91

F1cURrRA 10. Espectro de L

E possivel provar que os autovalores estdo limitados entre 0 e 2, e que o primeiro
autovalor & sempre 0. O namero de subgrafos conexos do grafo corresponde ao nimero
de autovalores zero. Os maiores autovalores est3o associados a formagdo de ‘anéis' no
grafo.
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1.1. Classes importantes de grafos: Um grafo regular é um grafo no qual todos
os vértices possuem o mesmo nimero de ligacdes com os outros vértices, o seja, todos os

vértices tem o mesmo grau. Um grafo regular com vértices de grau k é chamado grafo
k-regular ou grafico regular de grau k. Por exemplo, G com 5 vértices é 2-regular:

Ficura 11. Grafo 2-regular G

Este grafo também é chamado de 2-ciclo, C3, e € um caminho fechado que n3o
tem intersecdes. Agora considere G com 5 vértices é 4-regular:

FIicura 12. Grafo 4-regular G

Este grafo € um grafo completo, K5, é dizer que cada vértice tem uma aresta
ligando com todos os outros vértices. Os grafos completos tem a caracteristica de que
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cada par de vértices tem uma aresta que os une. Finalmente, observe nestes exemplos
que um grafo com n vértices e k-regular ndo podemos ter n e k impares, um deles tem
que ser par (use a relagdo (1.1)).

Um caminho é um conjunto de vértices vy,...,v, € V tal que o conjunto de
arestas (v, v2), (v2,v3), ..., (Ve—1,ve), (Ve, Ve41), .-, (Vg—1, V%) estda em E; uma ge-
odésica entre dos vértices é o caminho de menor tamanho entre eles. Um grafo é
chamado de grafo conexo o conectado se todo par de vértices do grafo pode unir-se

por um caminho. O grafo da Figura é conexo:

> is.connected(G)
[1] TRUE

Mais, se removemos as arestas (1,5) e (2, 3), obtemos um grafo desconexo:

@
@
©
©) @
‘9
@

Ficura 13. Grafo desconexo G

verificamos que é desconexo:

> is.connected(G)
[1] FALSE

Também podemos verificar isto usando o espectro deste grafo, é possivel mostrar
que neste caso tera dois autovalores zero:

> Espectro
[1] 0.0 0.0 0.5 1.5 1.5 1.5 2.0

F1GURA 14. Espectro de L

Um grafo bipartido é um grafo no cual os vértices estdo separados em dois con-
juntos, Vi e V5 e as arestas somente conectam vértices de conjuntos separados. Na
Figura (15) podemos observar um grafo bipartido:
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® ® O

®@ & o 0

FIGURA 15. Grafo bipartido ¢

Uma arvore é um grafo que n3o contem ciclos serd k-arvore se for k-regular. Por

exemplo:

@

®@ e e

00000006

FIGURA 16. 3-arvore com 13 vértices 13

Os vértices de grau 1 sdo chamados folhas.
Arvores desconexos s3o conhecidos como florestas
Uma n-estrela, S,,, é um grafo que é uma arvore com n vértices e n — 1 folhas.

Por exemplo:
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®

®

FIGURA 17. 6-estrela Sg

Finalmente, um tridngulo é um grafo completo com 3 vértices, K3:

FIGURA 18. Tridngulo

2. Analise descritiva dos grafos

As propriedades estruturais dos grafos sdo caracteristicas de interesse em dois sen-
tidos. Em primeiro lugar, desde o ponto de vista das aplicacdes as redes sociais se
interessam com a conectividade do grafo e o papel de certos vértices centrais. Desde
o ponto de vista matematico, é possivel mostrar que a quantidade de certos subgrafos
caracteriza a um grafo. Vamos a descrever trés destas caracteristicas: centralidade,

transitividade e conectividade.
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2.1. Centralidade. A centralidade de um vértice é caracterizada pela importancia
desse vértice num grafo. Podemos considerar, em principio, que basta observar seu grau,
pois esse &€ um indicativo de quantos vértices estdo conectados com ele. Observe que
0 < d(v) <|V|—1. Assim, teriamos que os vértices com maior grau sdo mais centrais.
Vejamos um exemplo, considere o grafo G da Figura (19), com |V| = 20 vértices:

FIicura 19. O grafo G

O grau de cada vértice é:

> degree(G)
6 7 1 8

9 4 10 12 11 13 14 15 17 18 16 2 19 3 20
3 2 2 3 4 2

5
1 3 21 13 2 4 2 111 00

e a distribuicdo do grau é:
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Frecuencia
3
I

grado

F1cura 20. Grau do grafo G

como podemos observar existem 2 vértices com grau 4, que é o maximo. Estos
dois vértices sdo os mais conectados.
Outra medida central para vértices é a centralidade por proximidade:

1

CC(’U) == m7 vevV (22)

Donde d(v,u) é a distancia (nimero de arestas) da geodésica entre u e v, aqui
iremos supor que o grafo é conexo.

Os valores da proximidade para o maior subgrafo conexo do exemplo anterior (G1 C
G, V(G1) =V(G) — {2,3,19,20}) sio:

> closeness(G)
6 7 1 8 9 4 10
0.01923077 0.01612903 0.01851852 0.02325581 0.02380952 0.02000000 0.01515152
5 12 11 13 14 15 17
0.01886792 0.01538462 0.01265823 0.01492537 0.02380952 0.02173913 0.02222222
18 16
0.01351351 0.01136364

ou graficamente também pode ser observado:
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cercania(G1)
0.014 0016 0.018 0020 0.022 0.024
1 1 I | |
o

0.012
1

T T T
5 10 15

vértices

FIGURA 21. Proximidade dos vértices do grafo G1 C G

A Figura mostra que os vértices 9 e 14 sdo os que estdo mais préximos aos
demais vértices.

Agora, podemos considerar que um vértice é central usando a media de todos os
caminhos que usam esse vértice, a centralidade por mediacao esta definida como:

em(v) = Z olstv) veV. (2.3)

s#EuFvEV 0<S7 t)

Onde o(s,t|v) é o namero de geodésicas entre s e t que passam por v e o(s,t) é
uma constante normalizadora definida por o(s,t) = > o(s,t|v).
Os valores da mediac3o para G1 sdo:

> betweenness(G)

6 7 1 8 9 4 10
47.0000000 26.0000000 0.3333333 23.5000000 31.5000000 0.0000000 0.0000000
5 12 11 13 14 15 17
38.0000000 14.0000000 0.0000000 ©0.0000000 54.3333333 50.0000000 45.3333333
18 16

14.0000000 0.0000000

graficamente:
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cercania(G1)
0.014 0016 0.018 0020 0.022 0.024
1 1 I | |
o

0.012
1

T T T
5 10 15

vértices

FIGURA 22. Mediago dos vértices do grafo G1 C G

Aqui, observamos que os vértices 9 e 14 s3o os que tem um papel central maior
que os demais vértices.

Estas duas definicdes de centralidade podem ser estendidas para arestas e ainda
existe uma nocdo de centralidade usando o espectro.

2.2. Transitividade. A transitividade esta relacionada com uma caracteristica das
redes sociais que poderiamos resumir como: “o amigo de meu amigo é meu amigo’;
esta propriedade costuma aparecer em redes coesivas, é dizer em redes com grau alto
de agregacio.

Num grafo simples a transitividade é também chamada o coeficiente de agre-
gacao e esta definida como:

(@) = ?m (2.4)

Onde 7k, (G) & o nimero de tridngulos, K3, contidos no grafo e 75,(G) é o
nimero de 2-estrelas, S5, contidas no grafo. Observe que cada 2-estrelas € um possivel
tridngulo, basta que esteja a aresta que une as dois pontas da estrela para formar
o tridngulo. logo o coeficiente de agregagdo, cl(G), mede a propor¢cdo de possiveis
tridngulos que s3o tridngulos. Como cada 2-estrela é contabilizada 3 vezes, em cada
possivel tridngulo, teriamos que dividir para 3 o nimero delas, 75,(G)/3.

O coeficiente de agregagdo & um dos mais conhecidos indices para grafos. Vejamos
qual é o coeficiente de agregacdo nos grafos, G e G1 dos exemplos:
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@ (G
®@ 0 & @
® @ ® @ @ e e
® o
@
() @ ® ®
®
@ ®

FI1GURA 23. Transitividade dos grafos G e G1, cl(G) = 0.27,
cl(G1) =0.1.

Claramente o grafo G1 é menos agregado, pois tem mas vértices e porque entre
estes vértices extras tem mas 2-estrelas que ndo s3o tridngulos.

2.3. Conectividade. E de interesse nas aplicacdes em grafos a localizacio das
comunidades dentro de um grafo, isto &, subgrafos que tenham seus vértices conexos,
em algum sentido. Vamos a ver como se faz isto usando uma técnica de hierarquizacdo.
Suponha que para um grafo G = (V, E) existe uma particdo de V' em subconjuntos
disjuntos V = {Vi,...,Vk}. A partir de V definimos f; ; = f; (V) como a fragdo de
arestas de E que tem um vértice em V; e outro vértice no V. Usando f; ; definimos a
modularidade de V como:

K
mod ( Z frk — fkk (2.5)
k=1

Onde f; = frfok € o = Yy fujo fak = Doty fik- Observe que num
grafo simples, isto é, ndo dirigido, vale que fx + = fi . Esta sele¢do de f* corresponde
a um grafo com o mesmo grau que o grafo original, mas com as arestas colocadas
aleatoriamente, sem levar em consideracdo a particdo V. O problema consiste agora
em encontrar entre todas as particdes 1V, com um namero fixo K de elementos, aquela
que minimiza mod (V).

Segue um exemplo, considere o grafo G1 do exemplo da seguinte Figura (24):
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Usando o algoritmo

’/..
. ® ®
Soo”

Ficura 24. Grafo G1.

‘fastgreedy’ do igraph, obtemos:

FIGURA 25. Particdo do grafo G1 em quatro ‘comunidades’.
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3. Usando R

Nesta secido descrevemos os comandos do R que foram utilizados para representar
as figuras desta secdo Observe que é necessario carregar a libraria do pacote igraph do
R para poder usar os comandos.

(1)

(2)

(9)

Figura

G <- graph.formula(l-+4, 1-+5, 2-+3, 2-+7, 3-+6, 4-+1,

4-+7, 5-+6, 5-+3, 7-+7,simplify = FALSE)
plot(G,edge.color="black",layout=layout.fruchterman.reingold)

Figura

G <- graph.formula(1-4, 1-5, 2-3, 2-7, 3-6, 4-1,

4-7, 5-6, 5-3, 7-7,simplify = FALSE)
plot(G,edge.color="black",layout=layout.fruchterman.reingold)

Figura

G <- graph.formula(1-4, 1-5, 2-3, 2-7, 3-6, 4-1,

4-7, 5-6, 5-3)
plot(G,edge.color="black",layout=layout.fruchterman.reingold)

Figura

G <- graph.formula(1-4, 1-5, 2-3, 2-7, 3-6, 4-1,
4-7, 5-6, 5-3)

degree(G)

plot (V(G) ,degree(G))

Figura @:

G <- graph.formula(1i-4, 1-5, 2-3, 2-7, 3-6, 4-1,
4-7, 5-6, 5-3)

degree_distribution(G)

max (degree(G))

degree_distribution(G)

plot(0:max(degree(G)) ,degree_distribution(G),
xlab = "grau(G)",ylab = "frecuencia")

Figura

G <- graph.formula(1-4, 1-5, 2-3, 2-7, 3-6, 4-1,

4-7, 5-6, 5-3)

A<-as_adj(G, type = "both", attr = NULL,edges = FALSE,
names = FALSE, sparse =FALSE)

A

Figura

G <- graph.formula(i-4, 1-5, 2-3, 2-7, 3-6, 4-1,

4-7, 5-6, 5-3)

L<-laplacian_matrix(G, normalized = FALSE, weights = NULL,
sparse = FALSE)

L

Figura [0}

G <- graph.formula(1-4, 1-5, 2-3, 2-7, 3-6, 4-1,

4-7, 5-6, 5-3)

L<-laplacian_matrix(G, normalized = TRUE, weights = NULL,
sparse = FALSE)

L

Figura
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G <- graph.formula(1-4, 1-5, 2-3, 2-7, 3-6, 4-1, 4-7, 5-6, 5-3)
L<-laplacian_matrix(G, normalized = TRUE, weights = NULL,
sparse = FALSE)

Espectro<-sort (round(eigen(L)$values,2))

Espectro

Figura
G<-sample_k_regular(5, 2, directed = FALSE, multiple = FALSE)
plot(G)

Figura
G<-sample_k_regular(5, 4, directed = FALSE, multiple = FALSE)
plot(G)

Figura

G <- graph.formula(1-4, 2-7, 3-6, 4-1, 4-7, 5-6, 5-3)
plot(G,edge.color="black",layout=layout.fruchterman.reingold,
vertex.size=20,edge.arrow.size=20)

Figura

g <- sample_bipartite(3,4, type = "gnp", p=0.5, directed = FALSE)

plot(g, layout = layout_as_bipartite,
vertex.color=c("yellow","cyan") [V(g)$type+1i],
vertex.size=20)

Figura

G <- graph.formula(1-4, 2-7, 3-6, 4-1, 4-7, 5-6, 5-3)
L<-laplacian_matrix(G, normalized = TRUE, weights = NULL,
sparse = FALSE)

Espectro<-sort (round(eigen(L)$values,2))

Espectro

Figura
T<-make_tree(13, 3, mode = "undirected")
plot(T,vertex.size=20,layout=layout_as_tree(T, root=c(1)))

Figura

S<-make_star(6, mode = "undirected")
plot(S,layout=layout.fruchterman.reingold,vertex.size=20 )

Figura

G<-graph.formula(1l-- 2,2-- 3,3-- 1)
plot(G,edge.color="black",layout=layout.fruchterman.reingold,
vertex.size=20,edge.arrow.size=20)

Figura

G<-graph.formula(6-- 7,1-- 8,1-- 9,4-- 9,6--10,5--12,11--12,
5--13,8--14,9--14,6--15,14--15,4--17,5--17,8--17,9--17,7--18,
16--18, 2--19)

G<-add_vertices(G,2)

V(G)$name[19:20]<-c(3,20)
plot(G,layout=layout.fruchterman.reingold,vertex.size=20 )

Figura
grau<-degree(G)
hist(grau,col="cyan",
xlab="grau", ylab="Frecuencia",main = "",
breaks = c(0:(max(grau)+1)-0.5), xlim = c(-1, (max(grau)+1)))
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Figura 21}
G1<-graph.formula(6-- 7,1-- 8,1-- 9,4-- 9,6--10,5--12,11--12,5--13,
8--14,9--14, 6--15,14--15,4--17,5--17,8--17,9--17,7--18,16--18)
closeness(G1)
plot (V(G1)$name,closeness(Gl),col="blue",

ylab="cercania(G1)", xlab="vértices",main = "")

Figura
Gi<-graph.formula(6-- 7,1-- 8,1-- 9,4-- 9,6--10,5--12,11--12,5--13,
8--14,9--14,6--15,14--15,4--17,5--17,8--17,9--17,7--18,16--18)
betweenness (G1)
plot (V(G1) $name,closeness(G),col="blue",

ylab="cercania(G1)", xlab="vértices",main = "")

Figura

G <- graph.formula(1-4, 1-5, 2-3, 2-7, 3-6, 4-1, 4-7, 5-6, 5-3)
transitivity(G)

Gi<-graph.formula(6-- 7,1-- 8,1-- 9,4-- 9,6--10,5--12,11--12,5--13,
8--14,9--14, 6--15,14--15,4--17,5--17,8--17,9--17,7--18,16--18)
transitivity(G1)

Figura

Gi<-graph.formula(6-- 7,1-- 8,1-- 9,4-- 9,6--10,5--12,11--12,5--13,
8--14,9--14,6--15,14--15,4--17,6--17,8--17,9--17,7--18,16--18)
plot(G1)

kc<-fastgreedy.community(G1)

length(kc)

sizes(kc)

membership (kc)

plot(kc, G1)






CAPITULO 3

Grafos Aleatérios: Modelos e Inferéncia

Neste capitulo vamos a discutir alguns modelos cléassicos de grafos aleatérios. Os
primeiros modelos foram introduzidos por Erdés e Rényi em 1959, eram grafos simples
em que cada aresta era incluida no grafo com igual probabilidade.

Existem basicamente dois tipos de modelos; um é mais teérico-matematico e é
usado para representar, qualitativamente, fenémenos de grandes redes como por exem-
plo, os grafos de ‘escala livre' ou ‘0 mundo pequeno’, como no modelo de ‘conexio
preferencial’. Outro tipo de modelos mais usados nas aplicacdes sdo modelos paramé-
tricos, como o modelo exponencial, que é o modelo que vamos discutir aqui.

1. Modelos de Grafos Aleatérios

Vamos a considerar os grafos simples, é possivel estender estas definicdes para
outros grafos dirigidos, multigrafos, bipartidos.

DEFINIGAO 1.1. Um modelo aleatério para grafos esta definido pela colecgo:

Onde G, = {G = (E,V),|V| = n,G simples} é uma colecio de grafos simples de
ordem n que é chamada espaco amostral, e para cada 0 € O:

]Pg : gn — [0, 1],

é uma distribuicdo de probabilidades em G,,. Usualmente o espaco paramétrico O é
um conjunto ‘regular’ contido em algum R*

A principal dificuldade de trabalhar com modelos aleatérios para grafos consiste
em que devemos definir o valor da probabilidade P para cada grafo G = (E, V), (com
|[V| = n), do espago amostral, G,, e o nimero de grafos deste espaco é finito mas

muito grande, |G, | = 2(3) ~ 2" e 0 namero de vértices n & grande.

Outra caracteristica determinante nestos modelos é o tamanho dos grafos que
estamos considerando, grafos dispersos (sparce graph) se |E| ~ |V| ou densos se
|E| ~ V|2

Esta dificuldade e outras consideracdes nos levam a restringir a definicdo de P a
um conjunto menor, para isso consideramos certas funcdes chamadas estatisticas (ou
observagdes) n do grafo:

n:G, = R

Por exemplo, considerando 1(G) = |E| = ‘o nimero de arestas do grafo’, podemos
restringir G, aos grafos G que tenham um tamanho fixo m, isto &, o novo espaco
amostral G* sera:

G*={G = (E,V),|V] =n,n(G) = m,G simples}.

27
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ExeEMPLO 1.2. Considere n = 3 vértices, neste caso Gz = {G1,...,G8} estd
3
formado por 2() = 8 grafos:

@ ® @
@ @

@ @ @

® @ @
@ @

@ @ @

@ @
@ @

@ @

F1GURA 1. Os 8 grafos contidos em G3

Podemos definir uma distribuicdo de probabilidades em G3 fazendo:

o 6i(1—06)

Py(Gi) = Zi:l ok 6(1—07)

i=i=1,...,8, 0¢cR".

5
Assim P(G5) = %. Observe que se § < 1 entdo os grafos mais densos (G8
por exemplo) tem menos probabilidade. No entanto se 6 > 1 ocorre o oposto.
Agora se fazemos 1 = |E| e fixamos o conjunto de grafos que tem 1 = 2 vértices,

isto é, estamos interessados em uma caracteristica ‘estrutural’: ter dois vértices. Assim
obtemos G* = {G5, G6,GT}
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@ @6 a7

Ficura 2. G5,G6,G7

Neste caso poderiamos calcular as probabilidades destes grafos, usando a probabi-
lidade condicional, por exemplo:

Py(G7T N1 =2) L 07
(@) oGt =2) Po(n =2) > hes g’(fl(zfg 060+ 07

Observe que o evento {n = 2} esta formado pelos grafos com dois arestas e que nosso
espaco amostral tem agora somente 3 grafos.

Poderiamos também escolher outras caracteristicas 77 como o nimero de tridngulos,
o grau, etc. e fixar este nimero.

1.1. Modelos Classicos. Nesta secdo descrevemos quatro modelos: Uniforme,
Erdos-Rényi, Conex3o Preferencial e Exponencial.
1.1.1. Modelo Uniforme. Neste modelo todos los grafos tem igual probabilidade:

1
Py (Gi) = .
u(Gi) G
Para este modelo n é uma Variavel Aleatdria com fun¢do de distribuicdo de
probabilidade:

Fyo.(t) #{G € Gn,1(G) < t}7

|Gl
onde #{-} é a cardinalidade de um conjunto e 0 < ¢t € R. Esta Variavel Aleatéria
consiste em que vamos a observar esta caracteristica 7 para cada grafo de G,, e medimos
que t3o provavel é ela.

ExEMPLO 1.3. Considere o espaco amostral Gs dos grafos com trés vértices. Neste
caso é facil ver que:

Py (Gi) = i=1,...,8

)

I 0| —

Por outro lado, observe que n(G) = |E(G)| = 0,1,2,3 é uma varidvel aleatdria

discreta com distribuicdo:
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3 1
Pnh=2)==- Pn=3)=-.
m=2)=g P=3)=g¢
Em geral, suponha que o nimero de vértices é fixo, |V| = n e que também

fixamos o namero de arestas, |FE| = m. Definimos o modelo Uniforme com m arestas,
G(n,m), como a distribuicio de probabilidades que atribui igual probabilidade aos
grafos pertencentes a G, ,, = {G = (E,V) : |V| =n,|E| = m}, isto &

1
NN
(m)
n . Lo L.
com N = (2) o nimero de arestas possivels num grafo com n vértices.

Para simular grafos do modelo G(n, m) podemos usar o programa R. Um exemplo,
simulado, de um grafo aleatério Uniforme com |V| = 30 e |E| = 100 fixo:

P(G) = G S gn,m7

FiGura 3. Grafo G Uniforme com |V| =30 e |E| = 100.

1.1.2. Modelo Erdés-Rényi. O modelo de Erdés-Rényi é uma generalizacdo do mo-
delo uniforme e € o modelo mais simples de grafo aleatério. Foi introduzido em 1959
por Paul Erdés em um dos trabalhos mais citados sobre combinatéria. Erdés formulou
neste trabalho a ideia de usar probabilidade positiva de um evento para provar um
resultado de existéncia na matematica combinatdria, para isso introduz pela primeira
vez na matematica a ideia de um grafo aleatério. Este método de prova sera conhecido
depois como o ‘Método Probabilistico’.

A construcio simplesmente consiste em dar uma probabilidade p ao evento de que
cada aresta pertenca ao grafo, e isto independentemente das outras arestas: P(e €

G)=rp.
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A probabilidade para G = (E,V) € G,, no modelo de Erdés, G(n,p), é entdo:
P,(G) = plPl(1 - p) )17
Observe que a probabilidade de cada grafo G com m arestas seria P(G) = p™(1 —
Podemos demostrar uma relagdo entre os modelos Uniforme G(n, m) e Erdds-Rényi
G(n,p). Se a 'densidade de vértices' se mantém igual a p = % entdo ambos modelos
2
coincidem quando n é suficientemente grande, isto ocorre pela lei dos grandes nimeros.
Para simular grafos do modelo G(n, p) podemos usar o programa R. Um exemplo
de um grafo simulado para o modelo de Erdds-Rényi, com |V| = 10:

® ®
® N
® o
¢ © 9
@
@ @
®
@
® ® e o
FIGURA 4. Grafo G Erdés-Rényi com |V|=10,p=0.3, p=0.5¢e
p=0.7

Observe que o nimero de arestas neste modelo é aleatério, em media é E|E| =
(5)p. Assim na figura o nimero médio de arestas é:

Ep:o,g‘E| = 135, Ep:0.5‘E| =225e Ep:0_7|E| =315

1.1.3. Modelo Conex3o Preferencial. Esta familia de modelos é uma das mais im-
portantes na literatura de modelos de redes, pois representa de maneira aproximada o
comportamento de redes como a internet. Este é um modelo dindmico, no sentido de
que o namero de vértices n3o é fixo, neste modelo vamos dinamicamente adicionando
arestas e vértices com um mecanismo que descreveremos a continuagio.

Uma das propriedades importantes deste modelo é que a distribui¢cdo do grau ‘decai’
como uma lei de potencias, (lembre que nossos grafos sdo aleatérios logo o grau dos
vértices de cada grafo n3o é fixo), isto &, se d(vy) € o grau do k-essimo vértice, quando
os graus estdo ordenados em forma crescente, ent3o:

1
Ta

Este fenémeno é chamado de escala libre (scale-free), e significa que com probabi-

lidade pequena, n3o nula, existem vértices com um grau muito grande, isto &, vértices

d(vk) ~
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que estdo conectados com uma grande quantidade de outros vértices. Este fenémeno
é conhecido como ‘mundo pequeno’ (small-world), pois significa que usando caminhos
pequenos é possivel conectar a todos os vértices. Em estdios empiricos, tem-os en-
contrado que o tamanho desses caminhos é 6, como consequéncia nas redes sociais
necessitamos apenas 6 pessoas para conectarnos com qualquer outra pessoa.

A seguir veremos um modelo de grafos que possuiem estas caracteristicas, é o
modelo de ‘Barabasi—Albert’, ou modelo BA. A ideia é criar vértices que estejam co-
nectados aos vértices com grau maior:

e A rede comega com ng vértices (|[V(G,)| = no.

e Um novo vértice i,, € criado em cada passo n. Com probabilidade proporcional
ao grau de cada uno dos vértices ja existentes, assim, criamos uma aresta que
une este vértice com os anteriores:

d(5)

P((in,j) € V(Gni1)) = m,

j € V(Gy).

Vejamos um exemplo simulado de um grafo BA com n = 500 vértices e
com poderes & = 0.1 e a = 0.001, « é a potencia del decaimento.:

ﬁ’ Vo & é /

%,wm, hM %Mﬂ
R, ‘;g‘ﬁ'e@ %‘, “’“&%K &%gg$¢‘hf,%€
ropy A% RER I
L] & '@ﬂ ¥ % B
7% ?f 4 Rt
@f eﬁg’g"n% ’,ﬁ;’, 8% R

FIGURA 5. Grafo G do modelo BA com |V] =500, a = 0.1 e « = 0.001

Histogramas dos graus para os grafos anteriores, sdo mostrados a seguir,
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FIGURA 6. Histogramas dos Grafos G do modelo BA com |V| =
500, a =0.1 e a = 0.001

1.1.4. Modelo Exponencial Aleatério ERGM. O Modelo Exponencial Aleatério
para Grafos (ERGM) é o modelo paramétrico mais usado nos estudos de redes soci-
ais, sua importancia radica em que permite introduzir observa¢des das caracteristicas
estruturais dos grafos na distribuicio de probabilidade, isto &, a probabilidade de um
grafo depende de caracteristicas tais como o nimero de arestas, tridngulos, estrelas,
etc. que estdo presentes no grafo.

Este modelo foi introduzido por Holland e Leinhardt em 1981, ver [5], e em sua
forma general por Frank e Strauss em 1986, ver [4]. O estudo matematico e rigoroso
deste modelo foi desenvolvido por Diaconis et. al. em 2013, ver [2], nesse trabalho
mostra-se a lei dos grades niimeros para distribuices de grafos , assim como também
a transicdo de fase para uma familia importante de ERGMs.

Para descrever este modelo, considere um conjunto de caracteristicas: 7y, ..., de
um grafo, estas podem ser o nimero de arestas, tridngulos, estrelas, etc. e suponha que
associamos parametros: 61,...,0; a cada uma delas. Ent3o definimos a distribuicdo
de probabilidades deste modelo como:

ety 0imi(G)

Po(G) = 70)

G € G,,

onde © = (64, ...,0;) sdo os pardmetros e Z(O) é uma constante normalizadora
chamada func3o de particdo:

Z(0) = Z e2t1 0imi(G)
Geg,

O grafo de Erdos-Rényi é um caso particular de este modelo, ele corresponde a
usar somente o nimero de vértices do grafo no modelo:

0BG

Po(G) = 70 G € G,.
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Observe que n(g) = |E ( )]. Neste caso, é facil achar o valor da constante norma-
lizadora: Z(6) = (1 4 €?)™. Assim, temos que a probabilidade de ter uma aresta &
6
P=1iem
Em geral é um problema dificil encontrar o valor de Z(©), no lugar disso, sdo
utilizados algoritmos aproximados, ao menos quando n é pequeno.

ExXeEMPLO 1.4. Considere os grafos com n = 10 vértices, usaremos duas caracte-
risticas: o ndmero de arestas (n1(G)) e o nimero de tridngulos (n2(G)) presentes no
grafo.

Vejamos que ocorre se fixamos o pardmetro que controla o nimero de tridngulos
02 = 0.3 e variamos 6, (01 = —1,6,=1) que contro/a o namero de arestas. Lembre
que a probabilidade de ter uma aresta é p = 91 (obtemos p; = 0.27 e po = 0.73)

Usando o programa ‘ergm’ de R obtemos os grafos G1 (01 = —1, 6, = 0.3) e G2
(91 = —1, 92 = 03)

G1 G2

Ficura 7. Grafos G1 e G2 do modelo ERGM com 6; = —1,1, 6, = 0.3

Observe o niimero de arestas e tridngulos que se formaram:

> summary (Gl ~ edges + triangle)
edges triangle
13 2

> summary (G2 ~ edges + triangle)
edges triangle
41 90

Isto significa que ao aumentar as arestas (edges) aumentamos o nimero de trian-
gulos, isto é ambas caracteristicas estdo correlacionadas no grafo
Os histogramas dos graus para os grafos anteriores:
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FI1GUrRA 8. Distribuicdo do grau de G1 e G2

Como vemos o grafo G2 é mas conectado, seu indice de agregacdo (transitividade
o densidade de tridngulos) é quatro vezes maior que o de G1:

> transitivity(G1)
[1] 0.2
> transitivity(G2)
[1] 0.9060403

1.1.5. Simulag3o de Grafos Aleatérios. Os algoritmos para simular modelos de gra-
fos aleatérios tem o problema relacionado com o nimero extremadamente grande de
grafos que pertencem ao espaco amostral. Por exemplo, no caso do modelo ERGM,
pode-se percever na fungdo de particdo Z(0):

Z(0) = Z eXiz1 0:1i(G)
Gegy

A soma tem 2" termos. Por isto existem algoritmos aproximados para encontrar
Z(0), vamos a explicar brevemente em que consiste um deles.

Neste algoritmo usamos a Lei de los grandes ndmeros para encontrar Z(0), usando
o fato de que podemos simular com facilidade grafos de Erdés-Rényi, com p = 0,5,
estes grafos correspondem a O = (0, ...,0).
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Agora observamos a seguinte relag3o:
ei=1 0imi(G)
Z(©o)

62?:1 0;i-mi (G)eri”‘zl 0-n:(G)

- Zﬂ Z(80) ’

Gegn

Geg
= Z P@O(G)SZ?:l 0:-1: (G)
Gegn
= Z Po, (G)e® ),
Gegn
— Eeoeef n(G)
Observe que para p = 0,5, vale que Z(0g) = (1 + ¢€)" = 27, logo: Z(O) = 2" -
]Eeue(—)t'n(G).
Suponha que simulamos m de esses grafos: Gi,...G,,, pois é facil simular de

Po, (+) que sdo grafos de Erdds-Rényi, entdo, usando a lei de los grandes nameros, vale
que:
e©'n(G1) 4 ... 4 O n(Gm)

lim =Eg,e€
m— o0 m

0" n(G).

Em principio funciona, mas ocorrem outros problemas quando n é grande e deixa
de funcionar esta ideia.

ExEmPLO 1.5. Considere o exemplo anterior com © = (—1,0.3) , com m = 100
grafos de Erdés-Rényi com p = 0.5, usando o seguinte cédigo R para implementar as
simulagées:

m=100

g.sim <- simulate(network(10,,density=0.1,directed=FALSE)
~ edges + triangle, coef=c(0, 0),nsim=m)

S<-print(g.sim,stats.print=TRUE)

eta<-attr(S,"stats")

theta=c(-1,0.3)

Theta<-matrix(rep(theta, m),nrow = m)

s<-c()

for(i in 1:m){

s[i]<-exp(Thetali,]%*%etali,])

}

Z_Theta<-2"10%(sum(s)/m)

Z_Theta

Obtemos Z(0) = 2462486387

2. Estimadores de Maxima Verosimilhanca (ERGM)

Apés a construcdo de modelos de grafos aleatérios vem o problema, empirico,
de encontrar o valor dos pardmetros destes modelos a partir das observacdes, que
na Estatistica se conhece como Inferéncia Paramétrica. Inicialmente vamos descrever o
paradigma classico de estimagdo paramétrica que se conhece como ‘Método da Maxima
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Verosimilhanc¢a', depois, discutiremos como aplicamos este método para o pardmetro 6
del modelo ERGM.

2.0.1. Estimadores de Maxima Verosimilhan¢a. Suponha que temos m observa-
¢Bes independentes: x1,...x,, de um modelo aleatério com distribuicdo Py, para esta
‘amostra’ definimos a verosimilhanca como a fungio:

L:=L(0,21,...7m) = [ [ Po(:)
i=1

O método da méaxima verosimilhanca consiste em encontrar um 6 que maximize a
funcdo L. 6 também seria o maximo do logaritmo de L, ent3o, definimos o estimador
de maxima verosimilhan¢a (EMV) do parametro 6 como o valor:

6= log L(0, x1, ... Zm) = 00, X).
arg max log (0,21,...20) arggleag(_)

Para distribuicdes (da familia exponencial) que tem a forma, Py(z) = ce? 7@,

vale a seguinte propriedade:

E,T(X) = T(X) (2.6)

2.0.2. Estimadores de Maxima Verosimilhanca para ERGM. Para o modelo ERGM
temos uma Gnica observacdo, o grafo G, com verosimilhanca dada por:

89'77(@0)
Z(0)

PO(GO) =

eo EMV de 6 &
0= argr;ggé(@, Go).

O problema de avaliar £(0,G,) é que necessitamos o valor da fun¢do de parti¢do
Z(60), vamos a usar a mesma ideia de simulagdes para achar una expressdo aproximada
para (6, G,), e suponha que podemos simular da distribuicdo Py, . Definimos (6, 6y) =
L6,G,) —£(00,G,).

Observe que:

6. . | ef'n(Go) | efon(Go)
0.6 = t00Ge) <o (557 ) 1o ()
Z()
=(6— . o) — 1 — ).
(00 1(Go) oz ( )

Como visto antes simulamos m grafos G, ...G,, usando Py, e utilizando a lei dos
grandes nimeros podemos aproximar o valor de

20)) g (135 0w
log [ 29 1o [ L § et0=00)nGo |
() g<m;

Finalmente, usamos o valor aproximado para definir:

1 m
P (0,00) = (0 — 00) - 1(G,) — log (m 3 6(9_90)‘"(G")> .
=1

Assim, o EMV aproximado para o modelo é:
O = (0, 60).
arg max 7y (6, 6o)
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Como o modelo pertence a familia exponencial, entdo, o EMV 6 satisfaz a relac3o 1)

Egn(X) =n(Go).
O programa ergm do R implementa esta solugdo. Veja o seguinte exemplo.

EXEMPLO 2.1. Usaremos como exemplo o grafo G2 simulado a partir de um ERGM
com estatisticas: o nimero de vértices 11 (G) = |E| e m(G) = |tridngulos(G)| com
0= (91, 92) = (1, 03)

o ®
@ —e

OOO
©

G2

Ficura 9. Grafo G2 do modelo ERGM com 6; =1, 65 = 0.3

Para este grafo a saida do programa é:

theta_est<-ergm(G2 ~ edges+ triangle,control=control.ergm(MCMC.burnin=100))
summary (theta_est)

Summary of model fit

Formula: G2 7 edges + triangle
Iterations: 2 out of 20

Monte Carlo MLE Results:

Estimate Std. Error MCMC % p-value
edges 0.0197 2.4155 0 0.994
triangle 0.3822 0.3916 0 0.334
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O valor do EMV é § = (0.0197,0.3822). A estimacdo n3o foi boa (p-valor para 6,
€ 0.994, muito alto, e p-valor para 05 é 0.334, baixo, mais n3o aceitavel, pois aceitamos
valores menores que 0.025), isto era esperado pois, estamos utilizando uma aproximagio
bastante regular para a verosimilhanca. Podemos ver que utilizando técnicas Bayesianas
podemos melhorar o resultado.

Avaliamos a estimac¢do usando a distribui¢io de outras caracteristicas: grau, arestas
comuns e geodésicas de um conjunto de grafos simulados com os parametros estimados.

gofG2 <- gof (theta_est)

par (mfrow=c(1,3))
par (oma=c(0.5,2,1,0.5))
plot (gofG2)

o resultado é dado por:

Goodness-of-fit diagnostics

proportion of nodes
proportion of edges
proportion f dyads

degres edge-wise shared partners minimum geodesic distance

F1GURA 10. Bondade do ajuste (goodness of fit: gof) para o valor
estimado 0 = (0.0197,0.3822)

Podemos observar na Figura ([10)) que estas outras caracteristicas do grafo G2 (a
linha mais obscura dos graficos correspondentes ao grau, arestas comuns e geodésicas)
se encontram dentro dos valores esperados das simulagdes (as linhas cinga dos graficos).

3. Estimadores Bayesianos (ERGM)
A estadistica Bayesiana se baseia no famoso teorema de Bayes:
P(B|A)P(A)
P(B)

Supondo que o pardmetro que sera estimado 0 é aleatério e que sua distribuicio
é P(0), podemos expressar a verosimilhanca como L(6, X) = P(X|0) e reformular o

P(A|B) =

problema original de achar 6 ao problema de achar a distribuicdo de 6 condicional a
informagdo observada X,

P(X10)P(9)

POIX) = 5
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Nesta expressdo 7 () := P(f) & chamada de distribuicdo a priori e, o objetivo
consiste em encontrar a distribuicdo a posteriori 7(0|X) := P(0|X). Observe que

P(X) n3o depende de 6, logo é constante, assim, a relagdo de Bayes pode ser expressa

como:

P(6|X) = L (6, X)x(6),

onde ¢ é uma constante. Existem dois métodos para encontrar uma expressdo para a
a posteriori. O primeiro consiste em encontrar uma distribuicdo que tenha a mesma
expressdo que a posteriori, neste caso dizemos que ambas, a priori e a posteriori sdo
conjugadas, o que em general n3o ocorre.

O segundo método, mais general, consiste em encontrar um mecanismo que nos
permite simular m observacdes da posteriori: 61,...,0,,, 0; ~ w(0|X). Dependendo

do mecanismo de simulag3o (usualmente simulamos um processo estocastico) vale que:
1 m
wO1X) = En01X) i= 123 00.0),
i—

onde §,(x) = 1 se a = x e d4(x) = 0, caso contrario. A fungdo F,,(-) é chamada
distribuicdo empirica. Usualmente a relacdo anterior & consequéncia da ergodicidade
do processo (isto é da unicidade da distribui¢do estacionaria).

Um método que nos permite simular os §'s é o método de Metropolis-Hastings,
que consiste em usar uma cadeia de Markov que seja facil de simular e, digamos, que
tenha probabilidade de transicio ¢(#’|0), ent3o o objetivo consiste em perturbar esta
cadeia de modo tal que a nova cadeia tenha a distribuicdo estacionaria desejada, isto ¢,
a distribuic3o a posteriori. Suponha que a nova cadeia tem probabilidade de transicdo
k(0'10) = q(6'10)a(6']6). Se vale que:

k(010)m(01.X) = k(0]6")m (0" X),

isto &, que a cadeia modificada, com probabilidade de transicdo k(6'|9), é ‘reversivel’
para w(0|X). Ent3o, temos necessariamente que 7(6|X) é a Gnica distribuicdo estaci-

onaria para k(#'|6). Esta é uma propriedade das cadeias de Markov muito utilizada na
simulacdo de processos.

Usando as ideias anteriores o algoritmo de Metropolis-Hastings, que nos permite
simular os 0's necessarios para encontrar a distribuicdo empirica F,,,(+), resume-se aos
seguintes passos:

Passo 1 Simulamos 6, da distribui¢do a priori 7(6),

Passo 2 Supondo que tenhamos simulado 6,,, simulamos um candidato 6* usando
q(6,65).

Passo 3 Avaliamos:

(0" X)a (6", 6,) cL(6", X)m(0")q(6".6,,)

= min ,1

al010) = min | S a8, LB, X)m(0)q(00, 6%)
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Observe que a constante ¢ cancela-se. Geralmente usamos uma cadeia tal
que g(u,u') = q(u',u) pelo que a expressdo anterior se simplifica:
L6, X)m(6")
ald'|9) =min [ ———,1
710 L(0m X)(6,)

Passo 4 Simulamos uma observa¢io u da distribuicdo Uniforme e fazemos:

{9*, se u < a(0']0),
0n+1 - f
On, seu>a(f0).
Passo 5 Volvemos ao passo 2.

Os passos s3o iterados até que os 6's estejam ‘estacionarios’. O algoritmo foi
chamado da ‘revolu¢do computacional’ por Persi Diaconis, ver [g].

3.0.1. Estimadores Bayesianos (ERGM). Consideramos um grafo observado G,
que segue o modelo ERGM com verosimilhanga:
69'77((;0)
Z(0)
e distribuicdo a priori 7(6) queremos encontrar a distribuicdo a posteriori 7(0|G,)
usando o algoritmo de Metropolis-Hastings. Suponha que os 6's sejam gerados usando
uma cadeia de Markov simétrica: ¢(6,0') = ¢(0’,6). Entdo, para avaliar o «(6’|0) do
algoritmo temos que avaliar:

L(0,G,) =Py(G,) =

L(0*,Go)m(07)  m(07)e@ ~0»)n(C) Z(g,)
Ln GorO)  70) 20"
Como podemos ver a dificuldade de implementar isto, consiste em avaliar Z(6,,)/Z(0*)
e como foi visto, isso da origem a um error muito grande. Caimo et. al. ( 2012) mo-
dificaram este algoritmo, usando uma simulacdo auxiliar para 6, veremos no exemplo

este resultado.

ExXEMPLO 3.1. Usaremos como exemplo o grafo G2 simulado a partir de um ERGM
com estadisticas: o nimero de vértices n1(G) = |E| e n1(G) = |tridngulos(G)| com
0 = (01,62) = (1,0.3); em lugar de procurar 0, vamos a supor que, ‘a priori’, este valor
é representado por uma distribuicdo, a priori, (61, 02) ~ Uniforme em [0,2] x [0,1] e
queremos a distribuicdo empirica da a posteriori w((61,02)|G,). Para isso usaremos o
programa bergm do R.
library("ergm")
library("bergm")
g.sim <- simulate(network(10,,density=0.1,directed=FALSE) ~ edges + triangle,
coef=c(0, 0))

G2 <- simulate( ~ edges + triangle, coef=c(1l, 0.3),directed=FALSE,nsim=1,
basis=g.sim,seed=786,control=control.simulate(
MCMC.burnin=10000,
MCMC.interval=100))
theta_post <- bergm(G2 ~ edges + triangle,
burn.in=10,
aux.iters=500,
main.iters=500,
gamma=1)
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bergm.output (theta_post)

e os resultados sdo:

Overall posterior density estimate:
thetal (edges) theta2 (triangle)
Post. mean 3.377747 -0.02407964
Post. sd 5.224419 0.73015466

Overall acceptance rate: 0.31

Podemos observar que as medias da distribuicdo empirica F,,(0;,02) sdo,

(01,02) = (3,377747; —0,02407964),
ndo muito diferentes dos valores originais, lembre que agora os 0's so aleatérios. Ob-
serve que a probabilidade de aceitacdo de cada 0 foi de 0,31.
A seguir pode ser observada a convergéncia das cadeias para a estacionaridade:

MCMC output for Model: y ~ edges + trlangle
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FIGURA 11. Distribui¢do a posteriori e convergéncia do processo (61(n),62(n))

4. Usando R

Neste capitulo utilizamos os programas do R: igraph, intergraph, network, ergm e
bergm.

(1) Figura
G1 <- graph.formula(1,2,3)
G2 <- graph.formula(1--2,3)
G3 <- graph.formula(1,2--3)
G4 <- graph.formula(1--3,2)
G5 <- graph.formula(1--2--3)
G6 <- graph.formula(1--3--2)




(6)
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G7 <- graph.formula(2--1--3)
G8 <- graph.formula(1--2--3,3--1)

graphics.off ()

par (mfrow=c(3,3))

plot(Gl, xlab=’G1l’,vertex.
plot(G2, xlab=’G2’,vertex.
plot(G3, xlab=’G3’,vertex.
plot (G4, xlab=’G4’,vertex.
plot(G5, xlab=’G5’,vertex.
plot(G6, x1lab=’G6’,vertex.
plot(G7, xlab=’G7’,vertex.
plot(G8, xlab=’G8’,vertex.

size=55,layout=layout_in_circle)
size=55,layout=layout_in_circle)
size=55,1ayout=layout_in_circ1e)
size=55,layout=1layout_in_circle)
size=55,layout=layout_in_circle)
size=55,1ayout=layout_in_circ1e)
size=55,layout=layout_in_circle)
size=55,layout=layout_in_circle)

plot(5,5,type="n",axes=FALSE, ann=FALSE,x1im=c (0, 10),

ylim =c(0,10))

Figura

graphics.off ()

par (mfrow=c(1,3))

plot (G5, xlab=’G5’,vertex.
plot(G6, x1lab=’G6’,vertex.
plot(G7, xlab=’G7’,vertex.

Figura

size=35,layout=layout_in_circle)
size=35,1ayout=layout_in_circle)
size=35,layout=layout_in_circle)

G<-erdos.renyi.game (30, 100, type ="gnm", directed = FALSE,
loops = FALSE)

plot(G)

Figura

Gl<-erdos.renyi.game(10, 0.3, type ="gnp", directed = FALSE,
loops = FALSE,)
G2<-erdos.renyi.game(10, 0.5, type ="gnp", directed = FALSE,
loops = FALSE,)
G3<-erdos.renyi.game(10, 0.7, type ="gnp", directed = FALSE,
loops = FALSE)

graphics.off ()

par (mfrow=c(1,3))
plot(Gl,xlab="G1’)
plot(G2,xlab="G2’)
plot(G3,x1ab="G3’)

Figuras|5le @

graphics.off ()

G1 <- sample_pa(500, power=0.1,directed = FALSE)
G2 <- sample_pa(500, power=0.001,directed = FALSE)

graphics.off ()
par (mfrow=c(1,2))

plot(Gl,vertex.label=NA,vertex.size=3)
plot(G2,vertex.label=NA,vertex.size=3)

graphics.off ()

par (mfrow=c(1,2))

par (mfrow=c(1,2))
hist(degree(G1) ,main="’)
hist(degree(G2) ,main=""’)

Figuras|7|e
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library("ergm")
g.sim <- simulate(network(10,,density=0.1,directed=FALSE)
~ edges + triangle, coef=c(0, 0))
summary (g.sim ~ edges + triangle)
Gl <- simulate( ~ edges + triangle, coef=c(-1, 0.3),
directed=FALSE,nsim=1,basis=g.sim,seed=234,
control=control.simulate(
MCMC.burnin=10000,
MCMC. interval=100))
summary (G1 ~ edges + triangle)
G2 <- simulate( ~ edges + triangle, coef=c(1, 0.3),
directed=FALSE,nsim=1,basis=g.sim,seed=786,
control=control.simulate(
MCMC.burnin=10000,
MCMC.interval=100))
summary (G2 ~ edges + triangle)
gl<-asIgraph(G1)
g2<-asIgraph(G2)

par (mfrow=c(1,2))
plot(gl,vertex.label=NA,vertex.size=25,xlab="G1’)
plot(g2,vertex.label=NA,vertex.size=25,xlab="G2’)
par (mfrow=c(1,2))

hist(degree(gl) ,main=’’, xlab=’grau(G1)’,

xlim = ¢(0,10),ylim = ¢(0,7))

hist(degree(g2) ,main="’, xlab=’grau(G2)’,

xlim = c¢(0,10),ylim = c(0,7))



CAPITULO 4

Modelos de Regressao para Grafos e Modelos
Dinamicos

Neste capitulo discutiremos alguns modelos de regressdo para grafos: vizinhos
préximos, campos de Markov, espectrais e por Kernels. Um exemplo sobre genética
sera apresentado e ser utilizados parte dos cédigos de R do libro [7].

Além disso discutiremos um modelo dindmico para grafos, o modelo de epidemio-
logia SIR (susceptivel, infectado e recuperado ), neste modelo veremos como influi na
velocidade de propagacio da doenca quando se considera a infecdo propagando-se num
grafo.

1. Modelos de Regressdo ou Previsdo para Grafos

Estes modelos sdo preditivos no sentido de que uma variavel aleatéria Y é explicada,
ou prevista, por outra variavel aleatéria X, isto &, como funcdo de X. Esta funcdo
usualmente é linear, de ai o nome de ‘regressdo linear’. Existem muitas variedades de
modelos de regressdo e para o caso multilinear a variavel X é trocada por um vetor,
usando um grafo podemos generalizar este modelo.

No caso de aplicacées de regressido usando grafos, as variaveis estdo indexadas com
os vértices do grafo, como num campo de vectores, a varidvel tem um valor em cada
vértice. A previsdo consiste em que saber o valor da varidvel num vértice a partir dos
valores dos vértices conectados a ele.

1.1. Regressao Linear. No caso mais simples, ndo aleatério, temos um conjunto
de pontos (z1,41), ..., (Zn,Yn) no plano e queremos encontrar uma reta Y = & +BX
cujos pontos minimizam a distancia ao conjunto de pontos observados. & é chamado
o interceptor e B a inclinagdo.

Encontrar (&, 5) corresponde a resolver o problema de minimizag¢do:

min{(Y —a — BX)'(Y — a — BX)},
(a,8)
onde X = (21,...,2n) e Y = (Y1,-..,Yn)-

Como (Y —a+BX)H(Y —a—BX) = ||Y —a— BX]|3, chama-se a este problema
de minimizac3o quadratica, este valor € a distancia euclidea entre Y e a+ 8X. Lembre
que distancia(a,b) = ||a — b||2 = >, (a; — b;)?, a,b € R™.

No caso aleatério, os pontos (z1,y1),- - ., (Tn, yn) sd0 observacdes do vector alea-
tério (X,Y), cujas marginais X e Y tem uma relagdo de dependéncia: Y = a+ X +e¢,
aqui, € & uma variavel aleatéria com esperanca E(c) = 0 e variancia V(¢) = 02 > 0,
logo E(Y|X = z) = a+ Bx por isso dizemos que este modelo & o melhor preditor lineal
para Y.

45
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A soluc3o deste problema consiste em minimizar:

min E{(Y - o - BX)(Y —a—BX)},
Observe que ECM:= E{(Y —a—B3X)(Y —a—BX)} =E(Y —a—3X)?, o erro
quadratico médio é a quantia a ser minimizada.

1.2. Regressdo Vizinhos Proximos. A regressio por vizinhos préximos, NN (Ne-
arest Neirghbor), &€ um tipo de regressdo local. Suponha que temos como dado um
grafo G = (V, E) e que em cada vértice i € V temos uma variavel X; com a mesma
distribuicdo . Mais desconhecemos a relacdo de dependéncia entre estas variaveis,
sabemos que est3o ligadas pelo grafo G.

Se temos observacdes {x;,i € V} nosso objetivo é predizer o valor de cada z; a
partir dos valores de x no seus vizinhos N; = {j € V : (i,j) € E}, o preditor NN para
x; neste caso esta definido por:

il
EXEMPLO 1.1. Vamos a usar um exemplo da genética, os dados consistem de
uma rede de 241 interacdes (arestas) entre 134 proteinas (vértices) pertencentes a um
organismo, Saccharomyces cerevisiae, cada proteina tem um atributo (ICSC); =1 o
0) que indica se a ‘cascada de sinalizagdo intracelular’ (intracellular signaling cascade)
esta presente o ndo, esta é uma caracteristica de comunicagdo intracelular. Estos dados
foram colectados por [6]. Este grafo é chamado ppi.CC,

o
g e
e © o)
o) :. ®e Ooo o
° & J
o
070 eC e ® * o
00 o e .
0. ... 0y P @
[ ] (o] 80
* 5 se, ® ol o®
.O O.. o e 0
o) e e o]
* . D... OOOO
o Ogno Roofe O e
5700 890 ©
o O Oip 0 o
.O e O H ® o
ee ¢ e ©

FIGURA 1. Grafo ppi.CC de interagdes entre proteinas de Saccha-
romyces cerevisiae: ICSC =1 (amarelo) e ICSC = 0 (azul)

Se usamos o grafo ppi.C'C e a relacdo de vizinhos proximos descrita antes obtemos
um grafo ppi.CC.nn igual ao anterior pero com valores de ICSC previstos por esta
relacdo NN, podemos comparar os dois gréficos:
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FIGURA 2. Grafos ppi.CC e ppi.CC.nn

Para verificar que tanto coincidem os valores dos vértices vamos a contar as coin-

cidéncias em cada

Frequency

Frequency

FiGura 3.

vértice:
Vertices con ICSC
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Proporcion de Vecinos con ICSC

Coincidéncias entre os valores dos vértices ppi.CC' e ppi.CC.nn
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Observe que valores proximos a 1 (cor amarelo) tem uma frequéncia alta de coinci-
déncia, isto é, poucos dos vértices que tem valor perto de zero sdo amarelos em ppi.CC.
(o mesmo acontece para (ICSC); =0 em ppi.CC). Vejamos qual a porcentagem de
mal classificados:

#### Jde error: nfo coincidencias
nn.pred <- as.numeric(nn.ave > 0.5)
mean(as.numeric(nn.pred != V(ppi.CC.gc)$ICSC))
[1] 0.2598425

O erro de predicio é 25,9 %, que é baixo.

1.3. Regressao Linear para Campos de Markov. Nesta subsecdo vamos definir
um modelo aleatério para as observacbes w; dos vértices, este modelo é chamado
Campo Aleatério Marcoviano .

Seja G = (E,V) um grafo com |V| =ne X = (X1,...,X,) um conjunto de
variaveis aleatérias definidas em V', dizemos que X é um Campo Aleatério Markoviano
(MRF: Markov Random Field em inglés) se:

(1) P(X =) > 0 para todo z € R™.
(2) E valida a propriedade de Markov:
P(Xl = J,‘Z|X(,Z) = .13(,1)) = P(Xi = .131|XNZ = l‘/\[i)
com Xy = (X1,...,Xi—1, Xiq1,...,X,) e Xp;, € X restrito aos vértices
jeEN;={jeV:(ij) € E}

A propriedade (2) diz que a distribuicdo de X;, depende somente dos vizinhos do
vértice 1, isto &, ele & Markov, esta distribuicio que depende somente dos vizinhos é
chamada de ‘especificacdo local’ do modelo.

O modelo MRF é comum na estatistica espacial ou nos modelos para o proces-
samento digital de imagens, origina-se no trabalho de Besag (1976), ver [I]. Uma
propriedade dos MRF, o teorema de Hammersley—Clifford, que permite representar X
como:
eU()

Z
onde U(x) é uma fungdo real, chamada ‘Potencial’, e Z = >~ eY(®) & a funcdo de
particdo, podemos ver que este modelo inclui os modelos exponenciais. Através desta
propriedade é possivel que posamos fazer modelos de regressdo lineal. Distribuicdes do
tipo sdo chamadas medidas de Gibbs em honor ao fisico J. W. Gibbs que as
descreveu no seculo XIX.

E possivel mostrar que U(z) = Y ... Uc() onde C é o conjunto de cliques ou
grafos completos K, contidos em G. Por exemplo, um vértice é K; ( o grafo completo
com 0 arestas e um vértice), uma aresta € Ky ( o grafo completo com 1 aresta e 2
vértices), um tridngulo é K3 ( o grafo completo com 3 arestas e 3 vértices), etc. Em
consequéncia a equacio diz que a distribuicdo de X depende dos valores de U(x)
nestes ‘cliques’.

P(X =z) =

(1.7)
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O modelo MRF que vamos utilizar é chamado de Modelo Auto-Logistico e cor-
responde a um potencial que somente depende dos valores nos vértices (K1) e nas
arestas (K3), além do mais, os valores de x; podem ser s6 1 0 0, isto &,

U(x):ZaxiJr Z Bxx;.

eV (i,4)€EE

E possivel provar que nesse caso a especificacdo local do Modelo Auto-logistico é
dada por:

eOtJrﬂ ZjG./\/'i Zj

P, 5(X; = 1| Xy =2n) = :
S =X =) = T

Ent3o, vale que:

P, s(X; = 1| XN, = 2N,
8( |Xn: = 2n,) —a+8 Z ;.
PO&,B(XZ' = 0|XN1 = xNz) JEN;

log

Assim é possivel fazer regressdo linear para as especificacées locais.

ExXEMPLO 1.2. Continuando com o exemplo das interacées com as proteinas,
vamos usar o modelo auto-logistico para predizer os valores de IC'SC' no grafo ppi.CC
e logo comparar os resultados com o grafo realmente observado; primeiro, temos que
encontrar . e 3, para isto usamos o programa ngspatial de estatistica espacial do R ,
usando o comando autologistic obtemos:

ml.mrf <- autologistic(formulal, A=A,control=list(confint="none"))
ml.mrf$coefficients
(Intercept) eta
0.2004949 1.1351942

Logo, os coeficientes sGo o = 0,2 e 8 = 1,13 uma comparacdo grafica dos grafos:
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FIGURA 4. Grafos ppi.CC e mrf1

como antes, vamos verificar quantos vértices coincidem:

Vertices con ICSC
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Vertices sin ICSC
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Proporcion de Vecinos con ICSC

Ficura 5. Coincidéncias entre os valores dos vértices ppi.CC' e mrf1

A porcentagem de ndo coincidéncias neste caso é de 20%, que é mais baixa que
do modelo de vizinhos préoximos.
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> mean(as.numeric(mrfl.pred != V(ppi.CC.gc)$ICSC))
[1] 0.2047244

Finalmente, como em todos os modelos de regressdo linear podemos pesquisar o
que tanto é explicado pelo modelo:
####explicagdo do modelo
> assortativity(ppi.CC.gc, X+1, directed=FALSE)
[1] 0.3739348

Os pardmetros do modelo explicam 37,39% da informagdo contida nos dados do
grafo ppi.CC.gc.

1.4. Regressdao por Kernels para Grafos. Os modelos de predicdo que usam
Kernels sdo conhecidos nas pesquisas sobre modelos de auto-aprendizado ou Machine
Leraning, sdo regressdes locais, usualmente se usa uma rede para estimar os parametros
locais e logo se faz predicio do comportamento da nova informagcdo. Um Kernel
K = (ki j){ijev) € uma matriz simétrica semi-definida positiva, isto &, k;; = kj; e
'Kz > 0 para todo z € RIVI; aléem disso satisfaz para todo subconjunto de m vértices
VM) = Ly ... v, } a restricio de K a esse conjunto K (™) = (ki) (i jevimy, ela
também é simétrica e semi-definida positiva.

Uma propriedade das matrizes definidas positivas (respetivamente semi-definidas
positivas), um Kernel & semi-definida positiva, & que elas definem uma distancia (res-
petivamente quase-distancia) entre os vectores:

d(z,y) = (x —y)'K(z—y),

esta distdncia € uma norma, pois K é simétrica.
Isto nos permite considerar o problema de regressdo local:

min{(X — KMa)(X — K™Ma) 4+ Aot (K™) ta}. (1.8)

Para usar esta regressdo em um grafo (G, vamos usar o Laplaciano L = D — A do
grafo que & uma matriz simétrica e semi-definida positiva , onde A é a matriz de
Adjacéncia e D = diag(d(i)). Fazemos K = L~! (esta & uma pseudo inversa pois
existem autovalores zero) que também é simétrica y semi-definida positiva. Vale a
‘decomposicdo espectral’:
K = ®tAD,

donde ® esta formado pelos auto-vetores de K e A = diag(d;) sdo os auto-valores de
K = L7', isto & v, = 6; ! sdo os auto-valores de L o Laplaciano de G ( se existem
auto-valores zero, fazemosd; := 0):

L' =) f(v)¢'6,
eV
com f(z) =1/z,2 #0e f(z) =0,z =0.
Usando esta decomposicdo podemos mostrar que,
oK 'a=h'Lh= Y (h—h)
(i,4)€E
onde h = ®a é uma combinagdo linear dos auto-vetores. Logo na minimizacdo serdo
favorecidos vértices que sejam adjacentes.
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EXEMPLO 1.3. Vamos usar a regressdo local para predizer os valores de ICSC no
grafo ppi.CC' . Primeiro, vejamos a distribuicdo dos f(v;):

10

ey

f(v)

[= I -
] | 1 | I 1 |

0 20 40 60 80 100 120

Indice i

FIGURA 6. Distribui¢do dos f(7;)

Podemos ver o efeito de selecionar os auto-vetores maiores em cada vértice do

grafo:

(n} mayor autovector {n-1) mayor autovector (n-2) mayor autovectar

FIGURA 7. Auto-vetores maiores no radio de cada vértice do grafo

Finalmente o preditor usando kernels no grafo ppi.CC :
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a comparago entre os dos:
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Ficura 9. Coincidéncias entre ppi.CC.gc e knl
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a porcentagem de errores foi 11%

> mean(as.numeric(ml.svm.fitted != V(ppi.CC.gc)$ICSC))
[1] 0.1102362

2. QOutros Tépicos

Entre inimeros tépicos sobre aplicacdes em grafos aleatérios podemos mencionar
a analise de fendmenos como os grafos de escala-libre, como é o comportamento dos
diferentes modelos de previsdo, nos exemplos sé temos considerado grafos finitos e
relativamente pequenos, embora que é conhecido que a medida que os grafos aumentam
de tamanho, fenémenos tais como: degeneracdo, transicdo de fase o criticalidade sdo
relevantes, isto €, algumas das caracteristicas mudam completamente.

Um dos tépicos que discutiremos é o efeito do uso de um grafo aleatério na disper-
sdo de alguma doenca. A continuacdo discutimos o modelo de infecdo SIR. A seguir
vamos usar o exemplo e os cédigos de R do libro de [7] para este modelo.

2.1. Modelos Dindmicos. Um dos modelos padrdo da Epidemiologia é o processo
SIR, Susceptiveis-Infectados-Recuperados. Neste processo observamos ao longo do
tempo a evolucdo de uma doenca, primeiro, o nimero de infectados na populacio
cresce, para logo ir decrescendo a medida que vdo ficando menos pessoas susceptiveis
de serem infectadas pois se tem imunizado depois da recuperacdo, como esta descrito
esquematicamente no seguinte grafico:

\ - - Susceptibles
— Infectives
\ Removed

Proportion of Population

Time

F1GurA 10. Evolucdo de uma infeccdo (vermelho), grafico tomado
de [7]

Para construir o processo, que descreve a evolucdo no grafico, considere uma po-
pulacdo de N + 1 individuos, e digamos que em qualquer instante essa popula¢io
decompde-se em trés tipos: Susceptiveis (S), Infectados (1) e Recuperados (R), assim
teriamos que: N + 1 = Ng(t) + N;(t) + Ng(t), onde Ng(t) (resp.N;(t) Ng(t)) é o
nimero de Susceptiveis (resp. Infectados, Recuperados) no instante ¢.

No instante inicial N;(0) =1 e Ng(0) = N, a evolugdo subsequente é governada
por uma cadeia de Markov a tempo continuo, isto €, por um processo estocastico que
tem mudangas somente em certos tempos aleatérios, as mudancgas estdo governados
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pelas seguintes probabilidades de transicdo:
P(Ng(t+6t) = s —1,Nr(t + 6t) =i+ 1|Ng(t) = s, Ny (t) = i) = Bsidt,
P(Ng(t+ 6t) = s, N;(t + 5t) =i — 1|Ng(t) = s, N;(t) = i) = ~vidt e

P(Ns(t + 6t) = s, Ny(t + 6t) = i|Ns(t) = s, Ny (t) = i) ~ 1 — (Bs + 7)idt.
(2.9)

onde dt significa que esta transicdo acontece em um tempo infinitesimal depois de ¢, 3
é a taxa de infecdo e v a taxa de recuperagcdo. O comportamento deste processo esta
descrito na Figura .

O problema do modelo assim descrito & que as intera¢des espaciais ndo existem,
o que significa que um infectado pode contagiar a qualquer susceptivel, o que ndo é
realista. Uma maneira de melhorar o modelo é introduzir efeitos espaciais por meio
de um grafo G = (E,V) que descreva as relagdes entre os individuos. Para isso,
consideramos o processo X;(t) = 0,1,2, com i € V, onde 0 (respectivamente 1, 2) se
o vértice i esta susceptivel (respectivamente infectado, recuperado). O processo X;(t)
obedece:

BM;(x)dt sex; =0ex,=1
P(X(t+d0t) =2'| X(t) = x) =  vdt sex;=1lex,=2 (2.10)
1—[BM;(z) +~]0t sex;=2eux,=2

onde M;(z) é o nimero de vizinhos do vértice i que estdo infectados z; = 1,5 € N;.
Finalmente Ng(t), N1(t) e Ngr(t) sdo a soma dos vértices com valores 0, 1 ou 2.
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Simulamos este processo usando o programa SIRdo R, com 8 =0.5e~vy=1e com
grafos simulados dos modelos de Erdos-Rényi, Barabasi-Albert (BA) e Watts-Strogatz
(este é outro modelo de escala-livre), para obter:

Erdos
[=]
B
=]
S -
2_ L=l
[¥s]
=
T T T
a 2 4 6 8 10 12
tiempo
Barabasl
o
& -
et [=] :
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3 =1
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I I 1 I I | |
0 2 4 B 8 10 12
tiempo
Watts-Strogatz
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20 40 &0 B0
1

0
]

tiempo

FIGURA 11. Evolu¢do de uma infecdo num grafo aleatério, exemplo
tomado de [7]

3. Usando R

Utilizamos neste capitulo os programas do R: sand, ngspatial, kernlab e sir.

(1) Figura
###datos
set.seed(42)
library(sand)
data(ppi.CC)
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ppi.CC<-upgrade_graph(ppi.CC)

summary (ppi.CC)

### 10 primeros vertices
V(ppi.CC)$ICSC[1:10]

###visualizacion

V(ppi.CC) [ICSC == 1]$color <- "yellow"
V(ppi.CC) [ICSC == 0]$color <- "blue"
graphics.off ()

plot(ppi.CC, vertex.size=5, vertex.label=NA)

Figura
####vizinhos proximos
clu <- clusters(ppi.CC)
ppi.CC.gc <- induced.subgraph(ppi.CC,
clu$membership==vwhich.max(clu$csize))
nn.ave <- sapply(V(ppi.CC.gc),
function(x) mean(V(ppi.CC.gc) [nei(x)]$ICSC))
class(nn.ave)
###grafo predecido
nn<-ppi.CC.gc
nn$ICSC<-nn.ave
V(an) [ICSC == 1]$color <- "yellow"
V(nn) [ICSC == 0]$color <- "blue"
graphics.off ()
par (mfrow=c(1,2))
plot(ppi.CC, vertex.size=5, vertex.label=NA,xlab="Grafo ppi.CC ")
plot(nn, vertex.size=5, vertex.label=NA, xlab="Grafo ppi.CC.nn ")

Figura
#### porcentage de coincidencias
par (mfrow=c(2,1))
hist(nn.ave[V(ppi.CC.gc)$ICSC == 1], col="yellow",
ylim=c (0, 30), xlab="Proporcion de Vecinos com ICSC",
main="Vertices com ICSC")
hist(nn.ave[V(ppi.CC.gc)$ICSC == 0], col="blue",
ylim=c (0, 30), xlab="Proporcion de Vecinos com ICSC",
main="Vertices sin ICSC")

Figura

##### campos markovianos

set.seed(42)

library(sand)

data(ppi.CC)

#### grafo G aqui corresponde a ppi.CC
ppi.CC<-upgrade_graph(ppi.CC)
V(ppi.CC) [ICSC == 1]$color <- "yellow"
V(ppi.CC) [ICSC == 0]$color <- "blue"
library(ngspatial)

clu <- clusters(ppi.CC)
ppi.CC.gc <- induced.subgraph(ppi.CC,

clu$membership==vwhich.max (clu$csize))
X <- V(ppi.CC.gc)$ICSC
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A <- get.adjacency(ppi.CC.gc, sparse=FALSE)

formulal <- X 7 1

#### Modelo autologistico

ml.mrf <- autologistic(formulal, A=A,control=list(confint="none"))
ml.mrf$coefficients

#####prediccion

mrfl.pred <- as.numeric((ml.mrf$fitted.values > 0.5))
####comparacion

mrfl<-ppi.CC.gc

mrf1$ICSC<-mrfl.pred

V(mrf1) [ICSC == 1]$color <- "yellow"

V(mrf1) [ICSC == 0]$color <- "blue"

graphics.off ()

par (mfrow=c(1,2))

plot(ppi.CC, vertex.size=5, vertex.label=NA,xlab="Grafo ppi.CC ")
plot(mrfl, vertex.size=5, vertex.label=NA, xlab="Grafo mrfl ")

Figura

par (mfrow=c(2,1))

hist (mrfl.pred[V(ppi.CC.gc)$ICSC == 1], col="yellow",
ylim=c (0, 30), xlab="Proporcion de Vecinos com ICSC",
main="Vertices com ICSC")

hist (mrfl.pred[V(ppi.CC.gc)$ICSC == 0], col="blue",
ylim=c (0, 30), xlab="Proporcion de Vecinos com ICSC",
main="Vertices sin ICSC")

Figura [6}

###### autovectores mayores

e.vecl <- e.L$vectors[, (nv-1)]

vl.colors <- character(nv)

vl.colors[e.vecl >= 0] <- "red"

vl.colors[e.vecl < 0] <- "blue"

vl.size <- 15 * sqrt(abs(e.vecl))

11 <- layout.fruchterman.reingold(ppi.CC.gc)

##H##

e.vec2 <- e.L$vectors[, (nv-2)]

v2.colors <- character(nv)

v2.colors[e.vec2 >= 0] <- "red"

v2.colors[e.vec2 < 0] <- "blue"

v2.size <- 15 * sqrt(abs(e.vec2))

12 <- layout.fruchterman.reingold(ppi.CC.gc)

plot(ppi.CC.gc, layout=12, vertex.color=v2.colors,
vertex.size=v2.size, vertex.label=NA, xlab=c("(n-1) mayor autovector"))

##H##

e.vec3 <- e.L$vectors[, (nv-3)]

v3.colors <- character(nv)

v3.colors[e.vec3 >= 0] <- "red"

v3.colors[e.vec3 < 0] <- "blue"

v3.size <- 15 * sqrt(abs(e.vec3))

13 <- layout.fruchterman.reingold(ppi.CC.gc)

##HEH
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graphics.off ()
par (mfrow=c(1,3))
plot(ppi.CC.gc, layout=11, vertex.color=vl.colors,

vertex.size=vl.size, vertex.label=NA, xlab=c("(n) mayor autovector"))
plot(ppi.CC.gc, layout=12, vertex.color=v2.colors,

vertex.size=v2.size, vertex.label=NA, xlab=c("(n-1) mayor autovector"))
plot(ppi.CC.gc, layout=13, vertex.color=v3.colors,

vertex.size=v3.size, vertex.label=NA, xlab=c("(n-2) mayor autovector"))

Figura
library(kernlab)

Kl.tmp <- e.L$vectors %*J, diag(f.e.vals) %*J

t(e.L$vectors)
K1 <- as.kernelMatrix(K1.tmp)
ml.svm <- ksvm(K1, X, type="C-svc")
ml.svm.fitted <- fitted(ml.svm)
####comparacion
knl<-ppi.CC.gc
knl$ICSC<-ml.svm.fitted
V(knl) [ICSC == 1]$color <- "yellow"
V(knl) [ICSC == 0]$color <- "blue"
graphics.off ()
par (mfrow=c(1,2))
plot(ppi.CC, vertex.size=5, vertex.label=NA,xlab="Grafo ppi.CC ")
plot(knl, vertex.size=5, vertex.label=NA, xlab="Grafo knl ")

Figura

par (mfrow=c(2,1))

hist(ml.svm.fitted[V(ppi.CC.gc)$ICSC == 1], col="yellow",
ylim=c(0, 30), xlab="Proporcion de Vecinos com ICSC",
main="Vertices com ICSC")

hist(ml.svm.fitted[V(ppi.CC.gc)$ICSC == 0], col="blue",
ylim=c(0, 30), xlab="Proporcion de Vecinos com ICSC",
main="Vertices sin ICSC")

Figura
#########modelo SIR com grafos

####simulacion de grafos

library(sir)

gl <-1list()

gl$ba<- barabasi.game(250, m=5, directed=FALSE)

gl$er<- erdos.renyi.game(250, 1250, type=c("gnm"))

gl$ws<- watts.strogatz.game(1l, 100, 12, 0.01)

######tasas de infeccion e recuperacion

beta <- 0.5

gamma <- 1

#### numero de simulaciones

ntrials <- 100

######simulacion de SIR

sim <- lapply(gl, sir, beta=beta, gamma=gamma,
no.sim=ntrials)

#####porcentajes de infectados
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graphics.off ()

par (mfrow=c(3,1))

plot(sim$er, xlab="tiempo", main="Erdos")

plot(sim$ba, color="palegoldenrod",
median_color="gold", quantile_color="gold",
xlab="tiempo", main="Barabasi")

plot(sim$ws, color="pink", median_color="red",
quantile_color="red",xlab="tiempo",
main="Watts-Strogatz")
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