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Capitulo 1

Introducao

Este manuscrito estd baseado nas notas de aula da disciplina, Métodos de Monte
Carlo Avancados, disciplina oferecida na Pos-graduacdo do Departamento de Esta-
tistica. A bibliografia usadas na disciplina:

1. Advanced Markov chain Monte Carlo methods, Faming Liang Chuanhai Liu e
Raymond Carroll (2010).

2. Handbook of Markov Chain Monte Carlo., Brooks S., et al. (eds.) (2011).

1.1 ‘Uma historia do MCMC’, (Brooks S., 2011).

Vamos a descrever um resumo da histéria dos métodos MCMC a partir do segundo
capitulo do livro Advanced Markov chain Monte Carlo methods mencionado acima.

1.1.1 Pré-revolucao: 1953 a 1990

Os métodos da cadeia de Markov Monte Carlo (MCMC) existem ha quase tanto
tempo quanto as técnicas de Monte Carlo, embora seu impacto na estatistica nao
tenha sido sentido até o inicio dos anos 90. Os algoritmos baseados em Metropolis-
Hastings e aqueles relacionados a amostragem de Gibbs, uma vez que cada um deles
tem origens radicalmente diferentes, mesmo que sua justificativa matematica, por
meio da teoria da cadeias de Markov, seja a mesma. A percepc¢ao de que as cadeias
de Markov poderiam ser usadas em uma ampla variedade de situacdes sé veio com
Gelfand e Smith (1990) Vérias razoes para isso: falta de desenvolvimento dos com-
putadores (pense nos computadores de 1970!), ou histérico de cadeias de Markov, ou
hesitagdo em confiar na praticidade do método. Assim, foi necessario que pesquisa-
dores visiondrios como Gelfand e Smith convencessem a comunidade, apoiados por
artigos que demonstravam, através de uma série de aplicacbes, que o método era facil
de entender, facil de implementar e pratico (Gelfand e Smith, [1990). O surgimento
rapido do software BUGS (inferéncia Bayesiana usando amostradores de Gibbs) em
1991, foi outro argumento convincente para adotar, em geral, algoritmos MCMC.
Monte Carlo, MC:



o Métodos Monte Carlo nasceram em Los Alamos, Novo México, durante a Se-
gunda Guerra Mundial, maioria dos fisicos que trabalham com fisica matema-
tica e com a bomba atdmica.

o Os métodos de Monte Carlo regulares (somente MC), sdo geralmente rastreados
para Ulam e von Neumann no final da década de 1940. (Eckhardt, [1987)
Stan Ulam, John Von Neumann, and the Monte Carlo method, descreve esses
primeiros desenvolvimentos de Monte Carlo.

e Stanislaw Ulam associa a ideia original a um computo combinatério intratavel
que ele tentou em 1946: calcular a probabilidade de ganhar no jogo de cartas
de paciéncia.

o Esta ideia foi adotada por John von Neumann para implementacdo com apli-
cagoes diretas a difusdo de neutrdes, sendo o nome “Monte Carlo” sugerido por
Nicholas Metropolis.

o O surgimento do primeiro computador digital, o ENIAC (fevereiro de 1946).
O método de Monte Carlo foi criado por von Neumann, que o utilizava em
problemas termonucleares e de fissdo em 1947. Nesse mesmo ano, Ulam e von
Neumann inventaram técnicas de inversdo e aceitagdo-rejeicdo, para simular
amostras de distribuigoes ndo uniformes. Note também que, ja em 1949, um
simposio sobre Monte Carlo foi apoiado por Rand, o National Bureau of Stan-
dards, e o laboratério de Oak Ridge e que Metropolis e Ulam, ver (Metropolis,
1949), publicaram o primeiro artigo sobre o método de Monte Carlo.

Cadeias de Markov e Monte Carlo, MCMC:

e O algoritmo Metropolis data do inicio dos anos 50, foi desenvolvido pelo mesmo
grupo de pesquisadores que produziu o método de Monte Carlo,

o Enquanto os métodos Monte Carlo estavam em uso na época, o MCMC foi tra-
zido para perto da praticidade estatistica pelo trabalho de Hastings na década
de 1970.

e O que pode ser razoavelmente visto como o primeiro algoritmo MCMC é o que
hoje chamamos de algoritmo Metropolis, publicado por Metropolis et al. em
1953, ver (Metropolis, 1949).

Algoritmo Monte Carlo, Metropolis et al.

e O problema foi o célculo de integrais da forma:

J F(0)exp{—E(0)/kT}db
[exp{—E(0)/kT}db

onde 0 € R?N e N representa o nimero de particulas.



A energia F(0) destas particulas é:
1
E(0) =533 V(di).
i

V' & uma fungdo potencial, d; j ¢ a distancia entre as particulas i e j.

A constante normalizadora Z(6):

Z(0) = / exp{—E(0)/kT'}db,
s6 é conhecida em casos simples.
A Distribuicao de Boltzman: exp{—E(0)/kT}/Z(0).

Usamos a Lei dos grandes nimeros, para isso a partir de x;, y; procuramos
amostrar, independentemente, particulas 7}, y/:

X, = X; + 0€1;

Y; = Yi + 02,
onde €1;,e9; ~ U[—1,1],
Aceitamos , y; com probabilidade
min{1,exp{—AFE(0)/kT}}

onde AE(f) é a variacao da energia E(f) entre as duas particulas x;, y; e z,
/
Yi-

Eles mostraram a ergodicidade deste processo (um passeio aleatério).

Hastings (1970)

Para cadeias de Markov finitas e reversiveis e tratando o caso continuo usando
uma analogia de discretizacao.

A probabilidade genérica de aceitacdo para uma mudancga do estado ¢ para o
estado j é:

_ _ Sij

1 + T o

T Qij

Oéij
onde,
— 85 = 55, > 0 e tal que o5 < 1,
— m; € a distribuicao alvo,

— @;j € a distribuicao proposta.
— Se s;; = 1 entao (Barker, |1965)).



— Se s;; < 1 entdo (Metropolis, [1949).

— (Peskum, |1973) mostrou que a escolha étima é s;; < 1.

e O algoritmo é ergddico, isto é o algoritmo converge a uma unica distribuicao
invariante.

Campos Aleatérios: Amostrador de Gibbs

o O teorema do Hammersley—Clifford (1970), ver (Bremaud, 1999) que providen-
cia uma condi¢do de ‘positividade’ para a representacdo como campo de Markov
dadas as especificacoes locais de tipo Gibbs.

o Besag (1974 € 1986): O uso do teorema de Hammersley—Clifford para construir a
distribuicdo de probabilidade de um campo de Markov a partir das distribuicoes
condicionass.

o O algoritmo ‘Expectation- Maximization, EM (Dempster, Laird e Rubin, [1977)).
e a formulacdo inicial do amostrador de Gibbs: (Gelman e King, [1990) e
(Diebolt e Robert, |1994]).

o Amostrador de Gibbs: (Geman e Geman, 1984).

1.1.2 Revolucao MCMC: Amostrador de Gibbs e Algoritmo de Me-
tropolis - Hastings

o ‘Gelfand e Smith escrevem um artigo em 1990, (Gelfand e Smith, [1990): Sam-
pling based approaches to calculating marginal densities, que é o genuino ponto
de partida para um uso intensivo de métodos MCMC pela comunidade esta-
tistica dominante. Ele provocou novo interesse em métodos Bayesianos, com-
putagao estatistica, algoritmos e processos estocéasticos através do uso de algo-
ritmos computacionais como o amostrador de Gibbs e o algoritmo Metropolis-
Hastings’.

o ‘Casella e George (1992) escreveram uma introdugao elementar ao amostrador
de Gibbs que disseminou a técnica para uma comunidade mais ampla, expli-
cando em termos simples por que o algoritmo é vélido’, ver (Casella e George,
1992).

Amostrador de Gibbs e Algoritmo de Metropolis - Hastings

e« Em junho de 1989, em uma oficina Bayesiana em Sherbrooke, Quebec, Smith
revelou pela primeira vez as caracteristicas genéricas do método amostrador de
Gibbs: desenvolvimento de amostragem de Gibbs, MCMC, etc.

o A explosao havia comecado e, apenas dois anos depois, uma conferéncia do
MCMC na Ohio State University, organizada por Gelfand, Goel e Smith, con-
sistia em trés dias inteiros de conversas. Muitas das palestras se tornaram
papéis influentes; incluindo (Albert e Chib, [1993), (Gelman e Rubin, (1992),
(Geyer, 1992)), (Gilks, |1992), (Liu, Wong e Kong, 1994)) e (Tierney, 1994)).



e Aproximadamente um ano depois, em maio de 1992, houve uma reunido da
Royal Statistical Society sobre “O amostrador de Gibbs e outros métodos de
Monte Carlo da cadeia de Markov”, onde quatro trabalhos foram apresentados
seguidos de muita discussdo. Os artigos aparecem na primeira edi¢do do Jornal
da Royal Statistical Society, Série B, em 1993.



Capitulo 2
Simulacao

Simulacao de uma varidvel aleatéria consiste em gerar ou amostrar, via algum algo-
ritmo computacional, uma sequencia de observacoes desta varidvel. Nesta apostila
vamos descrever alguns métodos de simulagao mais complexos, usando os métodos
MCMC, das ideias presentes nos seguintes algoritmos de simulagdo mais simples que
vamos a apresentar neste capitulo.

Em geral, os métodos de simulagao partem da simulagao da distribui¢ao uniforme
ou, equivalentemente, como a simulagdo de numeros pseudo-aleatorios. Subsequen-
temente usamos transformagoes da uniforme para amostrar de outras varidveis.

2.1 Numeros Pseudo Aleatorios.

Uma das abordagens mais comuns para gerar niimeros pseudo-aleatérios comecga com
um valor inicial zg, chamado de semente, e entdo recursivamente calcula valores
Sucessivos T, Tn+1, fazendo,

Tpt+1 = a - Ty modulo m,

onde a e m sdo inteiros positivos fixos, a notacdo acima indica que a - z, é dividido
por m e o resto tem o valor de z,1. Assim, cada z, pode ser qualquer dos seguintes

valores 0,1,...,m—1 e a quantidade z,,/m - chamada de um nimero pseudo-aleatdrio
- é tomada como uma aproximacdo do valor de uma varidvel aleatéria uniforme
U(0,1)"

Para um computador de 32 bits as escolhas de m = 231 — 1 e a = 7° = 16,807
resultam em propriedades desejaveis:

1. Para qualquer semente inicial, a sequéncia resultante tem a “aparéncia” de
ser uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e com distribuigao

Uniforme(0, 1).

2. Para qualquer semente inicial, o nimero de varidveis que podem ser geradas
antes da finalizagdo é grande.

3. Os valores podem ser calculados eficientemente em um computador.



2.1.1 Numeros Pseudo Aleatérios para calculo de integrais

Como foi visto anteriormente, uma das primeiras aplicagoes de niimeros aleatérios foi
no calculo de integrais, vejamos um exemplo de como é desenvolvido isto. Em geral
consideramos ¢g(z) uma fungdo e suponha que nés queremos calcular sua integral 6,
onde

0 = /01 g(z)dz.

Para calcular o valor de 6, note que se U ~ U(0, 1), entdo podemos expressar 6
como:

0 =E[g(U)]
Se Uy, ..., Uy sdo variaveis aleatérias uniformes, U(0, 1), independentes, logo as
variaveis aleatérias g(Ui), ..., g(Uy) também sdo independentes, identicamente dis-

tribuidas e com média 6.
Pela lei forte de grandes nidmeros com probabilidade um vale o seguinte resultado:

k
> 9(Us) = E[g(U)], quando k — oo.

1
k i=1

Observe que se nos quiséssemos computar essa integral com outros limites,

o= | ’ g(z)dz,

entdo, fazendo a substituicdo y = (x — a)/(b — a), dy = dz/(b — a), temos que
1
0= [ gla+b—aly)(b—ayiy

= /01 h(y)dy,

onde h(y) = (b —a)g(a+ [b— aly).
Finalmente, no caso 0 = [;° g(x)dz, basta fazer y = 1/(z + 1).

Exemplo 1 (cdlculo de 7). Podemos aproximar o valor de m observando que se
(X,Y) ~U[-1,1] x [-1,1], i.e. uniforme num quadrado de lado 2 (drea=4), e seja
C1 o circulo de raio um, entdo:

area do circulo C1 «

P((X,Y)eCh) = =7

area do quadrado 4’
defina:
1 (z,y) € Cy,
IC1 (l',y) = { ( )
0 (l‘,y) ¢ Cl-
Entao:

Ele, (X.Y) = P((X,Y) € C) = T,

10



e aplicando Monte Carlo obtemos a aproximagcao:

1
T4 X (kZICI(Xi,Yi)> :

i=1
Usando R ,

k<-10000 # 10000 observagdes da uniforme
x<-runif (k, min=-1,max=1)
y<-runif (k, min=-1,max=1)
xy<-list(x=x,y=y)
C1<-0 # C1 conta os pontos dentro do circulo
for (i in 1:k) {
if (sqrt ((xy$x[i]) "2+ (xy$y[i])~2)<=1)
{C1=C1+1}
b
Pi<-4*(C1/k)

obtemos como resultado Pi ~ 3.1404

2.2 Teorema da funcao inversa

Teorema 1. Seja U uma varidvel aleatoria U(0,1). Para qualquer fungio de distri-
buicdo continua F, a varidvel aleatéria X definida por X = F~1(U) tem distribuicdo
F.

Observe que F~1(u), a ‘inversa’ de F' ¢ definida pelo valor = tal que F(x) = u.

Demonstragio. Seja Fx a funcao de distribuicdo da v.a. X: Fx(z) = P(X < z),
entao:

O]

Exemplo 2. Se X ¢ uma varidvel aleatdria exponencial com taza 1, entdo sua fungdo
de distribuicao é dada por
Fz)=1—¢".

Se fazemos x = F~Y(u), entdo,

11



u=F(z)=1—-¢"7,

ou
T

l—u=e",
ou, tomando logaritmos,
x = —log(1l — u).

Portanto, podemos gerar um exponencial com o parametro 1 gerando wm niumero
aleatério U e, em sequida, definindo X = F~1(U) = —log(1 — U).

2.3 Aceitagao-Rejeicao, para variaveis discretas

Suponha que tenhamos um método eficiente para simular uma varidvel aleatéria
discreta Y com funcado de massa de probabilidade {g¢;,j > 0}.

Podemos usar a simulagdo da v.a. Y como base para simular a v.a. X funcao
de massa de probabilidade {p;,j7 > 0}; primeiro simulando uma variavel aleatéria
Y, tendo funcdo de massa {¢;}, e entdo aceitando este valor simulado com uma
probabilidade proporcional a py /qy .

Especificamente, seja ¢ uma constante tal que 2—; < cpara todo j, e tal que p; > 0.

Método de rejeicao ou método de aceitagao-rejeigao.

Para simular uma varidvel aleatéria X com funcao de massa p; = P(X = j) consiste
nos seguintes passos,

Passo 1. Simule o valor de Y, tendo fun¢do de massa de probabilidade g;.
Passo 2. Amostre um niimero aleatorio U.
Passo 3. Se U < px/cqy, defina X =Y e pare. Caso contrério, retorne ao passo 1.

Teorema 2. Algoritmo aceitacio-rejeicio gera uma varidvel aleatéria X tal que
P(X =j) =pj,j =0,.... Além disso, o nimero de iteragoes do algoritmo ne-
cessdario para obter X € uma varidvel aleatéria geométrica com média c.

Demonstra¢do. Para comecar, vamos determinar a probabilidade de que uma tinica
iteracao produza o valor aceito j. Primeiro note que

P(Y = j,¢é aceito) = P(Y = j)P(aceitalY = j)

ij
=q;—
J 4

_n
-
A soma sobre j gera a probabilidade de que uma varidvel aleatéria gerada seja aceita:

; 1
P(aceito) = Z bi_ 2,
~ ¢ ¢
j

12



Como cada iteracao resulta independentemente em um valor aceito com probabi-
lidade 1/c, vemos que o niimero de iteragoes necessarias é geométrica com a média
c.

Além disso,

P(X =j) =) P( ser aceito na iteragio n)
n

S —1/e B

n

:p]'
O

Exemplo 3. Vamos simular, usando o método da aceitacao-rejeicao, n = 1000 obser-
vagoes da v.a. X que corresponde ao lancamento de m = 3 moedas com probabilidade
de sair cara p = 0.2. Vamos a usar a simulacio da v.a. Y que corresponde ao lan-
camento de trés moedas ‘honestas’, com probabilidade de sair cara ¢ = 0.5. Ambos
experimentos sio binomiais. b(m,p) e b(m,q).

m=3
q=0.5
p=0.2
dist_X=dbinom(0:3,m,p)# distribuicao da massa de X
dist_Y=dbinom(0:3,m,q)# distribuicao da massa de Y
c<-max(dist_X/dist_Y)
n=1000# 10 observagdes do langamento de uma moeda
x=c()
for (i in 1:n) {
cd=0
while (cd==0) {
y<-rbinom(1l,m,p)
u<-runif (1)
if (u<(dist_X[y+1]/(c*dist_Y[y+1])))
{x[il=y
cd=1}
}
}
hist(x)

obtemos a figura 2.1

13



histograma de X

Frequency
400 600 800
| | ]

200
|

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 2.1: Histograma de n = 1000 observagdes da v.a. X com distribuicao exata
p = (0.512,0.384,0.096, 0.008)
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Capitulo 3

Métodos de Cadeias de Markov
e Monte Carlo

3.1 Meétodos de Monte Carlo

Um problema desafiador comumente encontrado é avaliar integrais da forma,
B, W(X)) = [ h(a)v(dz) = [ h(z)f(@)da. (3.1)

onde X ~ v tem densidade f(x). Por exemplo:

1. Calcular a probabilidade do evento A: P(X € A) = E, 14(X), onde I4 é a
funcao indicadoras:

Iy(x)=1sex €A, elsg(x)=0sex¢ A.

2. Calcular a distribuicio marginal de fy (y) da distribuicao conjunta f(x y)(z,y),
a representagao como integral deste problema é:

Ey [fyix ()],

onde fx(z) é a distribuicdo marginal de X e fy|x é a densidade condicional de
Y dado X.

3.2 Aproximacao de Monte Carlo

A aprozximacio de Monte Carlo pode ser descrita do seguinte modo, suponha que seja
facil simular uma amostra de tamanho n, denotada por Xi,...,X,, da v.a. X com
densidade f(z). Entao, para uma funcao real h, a média amostral de h(X) é

hy =



pela lei dos grandes ntiimeros ela converge quase certamente para E,[h(X)].
Quando A(X) tem uma varidncia finita, pelo teorema do limite central, o erro
desta aproximacao pode ser caracterizado por:

i — E¢[h(X)]

nVar(h(X)) ~NOD.

O termo de varidncia Var(h(X)) pode ser aproximado pela varidncia da amostra:

3.3 Monte Carlo via amostragem de importancia

Quando é dificil extrair amostras de f(x) diretamente, pode-se recorrer a amostragem
por importancia, que é desenvolvida com base na seguinte identidade,

_ / h(a)f(2)de = / h@) LD g ) = B [0(X) F(X) /(X))

CC

onde a densidade g(x) é positiva para cada = em que f(x) é positivo. Esta identidade
sugere que amostras de fungoes de densidade diferentes de f(x) também podem ser
usadas para aproximar. A teoria padrdo de Monte Carlo é aplicada aqui pois:

Ef[h(X)] = Eg[h(X) f(X)/g(X)] = Eg[A(X)],

onde h(z) = h(z) f(z)/g(x)-
O estimador de E¢[h(X)] se torna:

- 1 & 1 &
h=— = — ) wih(z;),
L5 K= £ S i
=1 =1
onde z1,...,z, sdo amostras da densidade g(x). Para cada i = 1,...,m, x; entra

com um peso w; = f(x;)/g(x;). Por esse motivo, esse método é chamado de método
de amostragem por importancia.

Teorema 3. A escolha de g que minimiza a variancia do estimador por amostragem
por importincia de E¢[h(X)] €

()| f ()
J1h(@)|f (z)da

Observe que a constante normalizadora é, praticamente, a propria quantia a estimar:
E¢[[n(X)]]-

Exercicio 1. Mostre o teorema anterior, ver (Christian Robert, |2010).

9" (z) =
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Exemplo 4. Considere X ~ exp(2). Observe que EX = 1/2 e VarX = EX? —
(EX)?2=1/4, logo EX?=1/4+1/4=1/2

1. Ache EX? usando a aprozimacio Monte Carlo com m = 100,1000. Encontre
a variancia do estimador em ambos casos.

m=100

#m=1000

x<-rexp(m,rate = 2)
EX2=(1/m)*sum(x)

EX2

Var=(1/(m-1) ) *sum((x~2-EX2) ~2)
Var

sd=sqrt (Var)

sd

Obtemos:

n E(X?) Var(X)
100  0.5390 0.7282
1000 0.5052 1.4605

2. Ache EX? usando a aproximacio Monte Carlo e amostragem por importincia
com g(x) = e *, o > 0 a densidade da exponencial m = 10,100. Encontre a

variancia do estimador em ambos casos.

Observe que w(x) = % = Qgiiz =2e "

m=100

#m=1000

y<-rexp(m,rate = 1) # y tem densidade exp(1)
# peso w(u)=2exp(-u)

w<-function(u)

{v<-2xexp(-u)

return(v)}

EisX2=(1/m)*sum(y*w(y))

EisX2

var=(1/(m-1) ) *sum({(y"2-EisX2) *w(y)}~2)
var

sd=sqrt (var)

sd

Obtemos:

n E(X?) Var(X)
100  0.4609 0.4796
1000 0.5082 0.4250
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3.4 Monte Carlo Markov Chain, MCMC

3.4.1 Cadeia de Markov

Definicao 1. Uma cadeia de Markov é uma sequéncia de varidveis aleatorias {X; :
i=0,1,2,...} com a ‘propriedade de Markov’ que diz que dado o estado presente, os
estados futuro e passado sao independentes, ou seja, para todos os conjuntos ‘men-
surdveis’ A,

P(Xt+1 € A‘XQ = XQ,-.-- ,Xt = .’L't) = P(Xt+1 S A|Xt = I’t) (32)
vale para os tempost =10,1,...

Escrevemos P;(dx) para a distribuigdo marginal de X; no tempo ¢. Comegando
com a distribuigdo Py(dz), chamada de distribuicao inicial, a cadeia de Markov X
evolui de acordo com:

Piva(dy) = [ Pudo) P, dy)

A distribuicao Pi(z,dy) é a distribui¢io de probabilidade para X1 dado X; = x,
chamado de distribui¢do do kernel de transicdo no tempo t. Na prética, esta é a
fungao de densidade condicional de X;y; dado X; = x.

3.4.2 Cadeia de Markov, Condicao de equilibrio

Uma classe importante de cadeias de Markov comumente usadas no MCMC ¢ a classe
de cadeias de Markov homogéneas no tempo onde

Py(z,dy) = P(x,dy) vale para t = 1,2, ...

Neste caso, Piy1(dy) = [ Py(dx)P(x,dy) e Pi(dx) é determinado unicamente pela
distribuigao inicial Py(dx) e o nucleo de transigdo P(x,dy).

Por esta razao, escrevemos P"(z,-) para a distribui¢do condicional de X, dado
Xto = X.

A ideia béasica do MCMC é criar cadeias de Markov para aproximar E;(h(X)) é
construir um ntcleo de transi¢do P(z, dy) com 7(dx) como sua distribuigdo invariante,
isto é, P(z,dy) e w(dx) satisfaz a condi¢ao de equilibrio:

m(dy) = /W(dl’)P(l’, dy).

Quando a distribuicao alvo tem a densidade f(z) e o kernel de transicao P(x,dy)
tem a densidade condicional p(y|x), esta condi¢ao de equilibrio pode ser escrita como

1) = [ pole)f @)

Esta condi¢ao de equilibrio pode ser vista como obtida exigindo Pyi(dz) =
Py(dx) = m(dx).
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Ele diz que se X; é amostrada do alvo 7(x) entdo X; 1 também é amostrada, possi-
velmente dependente de Xy, de 7(z).

Além disso, para quase qualquer Py(dz) sob condigbes moderadas, P;(dx) converge
para m(dz).

Se para m-quase todo x, lim; oo P(X: € A|Xo = x) = w(A) vale para todos os con-
juntos mensurdveis A, w(dx) é chamado de distribuicio de equilibrio da cadeia de
Markowv.

3.4.3 Cadeia de Markov, Convergéncia

Exceto em casos raros em que é satisfatério ter uma amostra pequena da distribuicio
alvo f(z), a maioria das aplicagbes o MCMC fornece aproximagoes as integrais de
fungoes respeito a densidade f(x), que podem ser representadas da forma

By(h) = [ ha)f(a)do.
Assumindo E¢(|h]) < oo, isso deve ser aproximado por

n

Z h(xi+m)7

i=1

1
hm,n -
n

onde X; denota uma cadeia de Markov simulada e m é um inteiro nao negativo
denotando o comprimento do que é chamado de periodo de burn-in.

3.4.4 Cadeia de Markov, Notacao e Defini¢oes

Os conceitos mais importantes sao a irredutibilidade e a aperiodicidade.

o Uma cadeia de Markov com distribuicao invariante m(dz) é irredutivel se para
qualquer estado inicial, a cadeia tiver probabilidade positiva de atingir qualquer
conjunto ao qual 7(dx) atribua probabilidade positiva.

o Uma cadeia ¢é periddica se houver partes do espaco de estados que s6 pode ser
visitado em certos periodos regularmente espagados; caso contrario, a cadeia é
aperiddica.

OBS: Se uma cadeia tem uma distribuicio invariante apropriada m(dz) e é irredutivel
e aperiddica, entdo 7(dz) é a dnica distribui¢do invariante e é também a distribuicao
de equilibrio da cadeia.

3.4.5 Cadeia de Markov, Recorréncia

Definicao 2. Seja X,, uma cadeia w-irredutivel com distribui¢io invariante m(-) e
usando a notagdo {A,, i.0.} que significa que a sequéncia ocorre infinitamente muitas
vezes, isto €, Y, Ia, = oo (com probabilidade um).
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1. A cadeia € recorrente se, para todo B com w(B) > 0,

P(X,, € B i.0|Xo=z)> 0 para todo x

P(X, € B i.0|Xo=x)=1 para ™ — quase todo x.
2. A cadeia é Harris recorrente se
P(X,, € B i.0|Xo=1z) =1 para todo x.

3.4.6 Cadeia de Markov, Ergodicidade

Definicao 3. A distincia de variacio total entre duas medidas em é definida pela
norma de variacdo total de uma medida com sinal \:

Al = sup A(A) — inf A(A).
A A

O tempo de chegada no subconjunto B ¢ a varidvel aleatoria
HB:inf{tZOIXtEB}
onde o infimo do conjunto vazio é considerado como sendo co.

Definigao 4. Ergodicidade.

a) Diz-se que uma cadeia de Markov é ergddica se for Harris recorrente positiva e
aperiédica.

b) Seja Hp o tempo de chegada para o conjunto B. Uma cadeia ergddica com
distribuicao invariante w(x) € dita ergédica de grau 2 se

/EM@%wm<w
B

vale para todos os B com w(B) > 0.

¢) Uma cadeia ergédica com distribui¢do invariante w(x) € dita geometricamente
ergddica se existir uma fungdo real nao-negativa estendida M com E(|M(X)]) <
oo e uma constante positiva v < 1 tal que

1P (x, ) — 7l < M(z)r",
para todo x.

d) Diz-se que a cadeia em (c) é uniformemente ergddica se existir uma constante
M e uma constante positiva r < 1 tal que

1P (z, ) — x| < M.
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3.4.7 Cadeia de Markov, Convergéncia

Teorema 4. Suponha que P(x,dy) seja m-irredutivel e w-invariante. Entdo, P(x,dy)
é recorrente positivo e m(dx) é a unica distribui¢ao invariante de P(x,dy).
Se P(x,dy) também é aperiddica, entdo para m-quase todo x,

1P (z,-) = =] =0,

com || - || denotando a distancia total da variagao.
Se P(x,dy) é Harris recorrente, entao a convergéncia ocorre para todo x.

Observe que vale a reciproca: ||P"(x,-)—7| — 0 implica a ergodicidade da cadeia.

3.4.8 Cadeia de Markov, Convergéncia das medias

Teorema 5. Suponha que X,, seja ergdodico com distribuicio de equilibrio f(x) e su-
ponha que h(z) tenha valor real e E(|h(X)]) < oo. Entdo, para qualquer distribuigdo
inicial, hy, — Ef(h(X)) quase certamente.

Teorema 6. Suponha que X, seja ergddico de grau 2 com com distribuicdo de equili-
brio f(x) e suponha que h(zx) seja de valor real e limitado. Entdo, existe um nimero
real oy, tal que a distribuicdo de

Vi(hn = Ep(h(X)),

converge fracamente para uma distribuicdo normal com média 0 e variancia o,% para
qualquer distribuicdao inicial.

Teorema 7. Suponha que X, é uniformemente ergddico com distribuicio de equili-
brio f(z) e suponha que h(z) tenha valor real e Ef(h*(X)) < co. Entio existe um
numero real oy, tal que a distribuicao de

Vn(hn = Ef(h(X)))

converge fracamente para uma distribuicéo normal com média 0 e variancia 0,21 para
qualquer distribuicdo inicial.

3.5 Aplicacao 1: O estimador de maxima verosimilhanca
aproximado por Monte Carlo (MCEMYV)

Suponha que tenhamos uma familia de fungoes nao negativas {hg, 6 € O} que sejam
integraveis,

c(0) = /hg(u)du < 00, (3.3)

¢(#) é chamada constante normalizadora, e hg sdo as densidades nao normalizadas.
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Para cada 6 € © defina a densidade fy como:

ho(u)
c(0)

Observe que a equagao (3.3) implica que [ fo(u)du =1 logo fy definida por (3.4)
é uma densidade. Suponha que ndo sabemos como calcular esta constante para todo

0, exceto para um valor .
Considere {hg(u) = e7%,0 € © = R*}. Nesse caso temos que

_ /h(;(u)du — /w e~ Pudu = 1/0.

Considere 1) = 1 logo ¢(¢) = 1.
Fixando um parametro v, e para uma observacao x considere £ a log-verosimilhanca
de fy (racao da log-verosimilhanga):

fo =

(3.4)

ho(z) c(6)
£(0) = log — log
O =18 @ ~ % ew)
he(x) he(X)
= log —logE (3.5)
hu(@) P Ry (X))
e ho(X) _ [ ho(w) ho(w) hu(a) , _ c(6)
Ey—2 = Guf u)du = ) ) g = £71.
o)~ @ R ew) ™ )
Observe que no caso de uma amostra £ = (x1, ..., %y ), temos
o ho(x:) c(0)
£0)=> lo —nlog —=.
0) = 218 by ~ " )
Simulando uma amostra y1, ..., ¥y, de tamanho n de X ~ f; podemos escrever
ho(x) c(0) 1 . ZJJ
lo - —
] R T
Pela lei dos grandes niimeros para n suficientemente grande podemos escrever
he(X)
E,o~E

Definimos a log-verosimilhanca empirica ¢, como

ho(x)
hy ()

No caso de observar uma amostra z = (x, ...

—1ogE, 4. (3.6)
, T ), temos

5 o~ he(z;
0n(0) = log hw((x’)) —nlogE, 4.
i=1 i
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Seja 0,, o valor que maximiza a eq. 1) entao vale que lim,, 0, = 0, onde 6 é
o méaximo da eq. (3.5). Para a prova ver (Geyer, 1994): “On the Convergence of
Monte Carlo Mazimum Likelihood Calculations” 56 (1), pp. 261-274.

Exemplo 5 ( MCEMV). A distribuicao normal pode ser escrita como:

o~ (1/2)(@—p0)?
fx)="" 2 ER,

C

com ¢ = \/2m. Suponha que sabemos que 1 = 0 entdo ¢, = /2. Vamos usar este pa-
rametro 1 = 0 para aproximar via Monte Carlo a log-verosimilhanga €pre(p) do pro-
blema.Para isso precisamos simular valores de X ~ N(u1,1) para achar £31¢().Suponha
que vamos mazimizar {yrc(p;) no conjunto u; = (i—200)/100 € [—2,2],i = 0,...,400.
Este parametro ¢ nosso candidato para MCEMYV.

Monte Carlo MC Simule uma amostra de tamanho N = 500 de observagées x1, ..., TN
da N(p1,1) e use elas para achar €yro (). Usando esta fungio ache o MCEMYV.

h_m <- function(x, m)
{
return((exp(-0.5%(x-m)~2) ))
}
mu<-seq(-2,2, by=0.01)
x_obs <- rnorm(100, 1, 1) #mu=1
X_sim <- rnorm(1000, 0, 1) #mu=0

logverMC <-function(u,x,y)

{ for (i in 1:length(x)) {
A<-log(h_m(x[il,u)/h_m(x[i],0))}
A<--sum(A)
for (i in 1:length(y)) {
B<-(h_m(y[il,u)/h_m(y[i]l,0))}
B<-(length(y))*log(mean(B))
return (A+B)

}

C<-cO)

for (i in 1:length(mu)) {
C[il<-logverMC(mu[i],x_obs,x_sim)

}

mu_est<-mu[which.max(C)]

mu_est

[1] 1.18

plot(mu, C, ylab = "MC-Logverossimilhanga",
xlab = expression("mu"), main = "MCEMV")

Cadeia de Markov Monte Carlo MCMC Vamos a usar wma cadeia de Markov
que tem distribuicdo invariante uma distribuicdo normal, assim simulando esta
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MCEMV

MC-Logverossimilhanca
-2000

-4000
|

mu

Figura 3.1: MC-logverosimilhancga

cadeia por um tempo suficientemente longo obteriamos uma amostra da distri-
buicao normal e com ela aproximamos arc(-).

Sabe-se que uma serie temporal x; = pxy_1+N(0,02), do tipo AR(1), é ergodica
e tem como distribuicio estacionaria uma normal ™ ~ N (0, %) se |p| < 1.
Fazendo 0® =3/4 e p=1/2 temos que = ~ N(0,1). Este processo de Markov
tem como distribuicao estacionaria uma distribuicao normal (N(0,1)). Vamos
a usar este fato para criar a cadeia de Markov que precisamos. Para isso
considere a cadeta de Markov definida por:

Trog = 0
¢ 1
Tyl = §l't + N(O, 3/4).
a) Simule a cadeia até o instante t = 1000, e considerando as observagoes

T501, - --,X1000 € Mostre que o q-q plot desta amostra esta prorimo da dis-
tributcao Normal com parametro py = 0.

x_s<-rep(0,1000)
x_s[1]<-0 #Valor inicial
for(i in 2:1000){
x_s[il<-(1/2)*x_s[i-1]+rnorm(1,0,3/4)

}
x_sim <- x_s[501:1000]
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qgnorm(x_sim); qgline(x_sim, col = 2, xlab="quantis teoricos",
ylab="quantis observados")

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
0

Theoretical Quantiles

Figura 3.2: Q-Qplot Normal da amostra

b) Use estas N = 500 observagées para achar yc(-). Usando esta fungao
ache o MCEMYV. Usando o codiga da parte anterior

C<-c()

for (i in 1:length(mu)) {
C[i]l<-logverMC(mu[i],x_obs,x_sim)

}

mu_est<-mul[which.max(C)]

plot(mu, C, ylab = "MCMC-Logverossimilhanga",

xlab = expression("mu"), main = "MCEMV")
mu_est
[1] 1.65

3.6 Aplicacao 2: Aproximacao Bayesiana Computacio-
nal (ABC)

Exemplo 6 ( Aproximacao Bayesiana Computacional ABC). Usando as n =
100 observagoes da v.a. X ~ N(1,1) e a prior 6 ~ Unifl0,2] queremos aproximar a
posterior f(x|0). Observe que nao tem uma expressio fechada para esta fungao.
Para isso vamos a usar a Aproximagio Bayesiana Computacional ABC, na versdo
mats simples este algoritmo consiste em:

1. Fixamos € = 0.1.
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Figura 3.3: MCMC-logverosimilhanca

Amostramos 6y de 6 ~ Unif]0, 2].
Na iteragdo t amostramos um candidato 6* de 6 ~ Unif|0, 2].

(¥) Simulamos &1, ...,%100 da distribuigio N(0,1)

SAER IS

Verificamos se a distancia entre as estatisticas sumarias S(xy,...,Z500) = Te
S(x1,...,2500) = T € menor que €:

d(S,8) =15 -S| <€
se isso acontecer fazemos 0,41y = 0%, caso contrario voltamos ao passo (2).

Use este algoritmo com cada um dos métodos: Monte Carlo MC, Cadeia de Markov
Monte Carlo MCMC, s6 que desta vez vai a usar estes métodos de simulacdo aplicados
ao item (4), com N(0,1). small

####ABC MC

x_obs<-rnorm(100,1,1)

T=100 # thetas simulados da posterior
#theta_prior~Unif(0,2)
theta_post<-c()

theta_post[1]1<-0
epsilon<-0.1
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for (i in 2:T) {
id<-TRUE
while(id)
{theta_prior<-runif (1, min=0, max=2)
¥x_sim<-rnorm(100,theta_prior,1)
if (abs (mean(x_obs)-mean(x_sim))<epsilon)
{theta_post[i]<- theta_prior
id<-FALSE
3
}
boxplot (theta_post, type = ’1’, main = ’Distribuig8o Posteriori’, ylab = ’Amostra de t
theta_max<-mean(theta_post)
theta_max
> theta_max
[1] 0.9365159

Distribuicdo Postetriori

1.2

m

Amostra de teta

00 02 04 06 08

Figura 3.4: Boxplot da Posteriori usando MC para simular, § = 1.

x_obs<-rnorm(100,1,1)

T=100 # thetas simulados da posterior
#theta_prior~Unif (0,2)
theta_post<-c()

theta_post[1]<-0

epsilon<-1

for (i in 2:T) {
id<-TRUE
while(id)
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{theta_prior<-runif (1, min=0, max=2)

x_s<-rep(0,100)

x_s[1]<-rnorm(1,0,3/4) #Valor inicial

for(j in 2:length(x_s)){
x_s[jl1<-(1/2)*x_s[j-1]+rnorm(1,0,3/4)

}

x_sim <- x_s

if (abs(mean(x_obs)-mean(x_sim))<epsilon)

{theta_post[i]<-theta_prior

id<-FALSE}
¥
}
boxplot(theta_post, type = ’1’, main = ’Distribuig8o Posteriori’, ylab = ’Amostra de teta’)
theta_max<-mean(theta_post)
theta_max

[1] 1.101261

Distribui¢ao Posteriori

1.2

m

Amostra de teta

0.0 02 04 08 08

Figura 3.5: Boxplot da Posteriori usando MCMC para simular, 6 = 1.
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Capitulo 4

Amostrador de Gibbs

Neste capitulo descrevemos um dos mais famosos algoritmos de simulacdo e o mais
usado pela estatistica Bayesiana. Vamos descrever ele da seguinte forma. Suponha
que queremos amostrar da densidade f(x),z € R?. Para generalizar o algoritmo su-
ponha que particionamos o vetor  em K blocos e vamos a escrever = (x1,...,2k),
onde K < d e dim(z1) + --- 4+ dim(zx) = d com dim(z) representando o dimensao
de xy, este vector tem densidade condicional f; dada por:

fk(a:k\xl,. oy k-1, T+41y - - .,.CL‘K) k= 1,.. . ,K

Sob condigoes simples, este conjunto completo de condicionais { fi. } ke, por sua vez,
determina a distribui¢do alvo f(x); isto de acordo com o teorema de Hammersley-
Clifford, ver (Besag, [1974) e (Gelman e Speed, (1993):

Teorema 8 (Hammersley-Clifford). Se f(xz) > 0 para todo x, entio a distribuicao
conjunta f(x) € determinada unicamente pelas condicionais completas. Mais preci-
samente,

K
Fin @ |05 -5 T s Y -+ Yi)
f(x):f(y)nfk( k| '1’ ’ _k Y 'k+1’ ’ 'K)7
i1 J\ Yk 1 g1 - -0 Vg1 Yjpgas -+ Uik
para cada permutacio j = (ji) em {1,...,n} e todo y.

Algoritmicamente, o amostrador de Gibbs é um esquema de amostragem iterativo.
Comecando com um ponto arbitrario z(©) tal que f (m(o)) > 0, cada iteracdo do
amostrador de Gibbs percorre o conjunto completo de condicionais para gerar um
nimero aleatério de cada fy(zk|x1,...,2x) definindo z1,..., 251, Tky1, ..., Tx €m
seus valores gerados mais recentemente.

O amostrador de Gibbs

Tome (0 = (xSO), - ,xgg)) com f(x(O)) >0 e iterar para t = 1,2, ..
(1) Gere o ~ fi(afef ™, 2l
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(k) Gere 'xgct) ~ fk’(xk”xgt)a .- 7x£t_)17 xgi-—ll)> . ,l’gé_l))-

(K) Gere Jig? ~ fK(xK|x§t), e $§?_1).
Sob condi¢oes moderadas de regularidade, a distribuicao f()(z) de ) = (xgt), ol x&?)

converge para f(x).

4.0.1 Exemplo: A distribui¢do normal multivariada N,(u,>)

A distribui¢do normal p-dimensional, denotada por Ny (p, ¥) com o pardmetro consis-
tindo de um vetor de medias p € RP e uma matriz de covariancia p X p positivamente
definida ¥ € M,x,,0 conjunto de todas as matrizes positivas p x p definidas. A
densidade de N,(u,X) é dada por:

1

_l(x_ /g*l(x_
(27r)"/2\2|e 5(x—p) 1 e RP.

fu,E) (l’) =

Seja X ~ Np(p,X), entdo Y = AX, onde A € Myx,, é uma g-normal com vetor
médio Au e matriz de covariancia AXA’. Isso significa que o cdlculo para distribuicoes
marginais é simples. Tomando A como matrizes de permutacdo e X é particionado
em dois blocos X e X3, escrevemos

X1\ N 1 Y11 212
Xo PA\\p2) "\ B21 X2/ )"
Quando condicionado em X7, X5 também é normal

Xo| X1 ~ Ngim(xay(p2 + L21571 (X1 — 1), 822 — 821571 512).

Exemplo 7 (A distribui¢gdo normal trivariada). A Normal trivariada com media
i = (i, iz, 13)’ € covaridneia;

1 p p?
X=1p 1 p
P op 1
O amostrador de Gibbs de trés etapas com a particio de X = (X1, X2, X3) em X1, Xo

e X3 é entao implementado como seque. O amostrador de Gibbs para N3(0,X):
Defina wm valor inicial z9) € R e itere para t =1,2,. ..

(1) Gera ol ~ N(un + pal ™ — 2), 1 - 2.
(2) Gera xgt) ~ N <,u2 + ﬁ(azy) — 1+ xgtfl) — 113), %).

(3) Gera 2§ ~ N(ps + p(y) — p2), 1 p?).
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rho<-0

#rho<-0.99
mul<-10
mu2<-10
mu3<-10

T<-1000 # numero de simulacoes

x<-matrix(data = NA, nrow =T, ncol=3)
x[1,]<-c(1,1,1)

for (t in 2:T) {

x[t,1]<-rnorm(1,mul + rho*(x[t-1,2]-mu2),1-(rho"2))

x[t,2]<-rnorm(1,mu2 + (rho/(1+rho))*(x[t,1]-mul+x[t-1,3]-mu3)

,(1-tho"2)/(1+rho"2) )
x[t,3]<-rnorm(1,mu3 + rhox(x[t,2]-mu2),1-(rho"2))

}

par (mfrow=c(3,1))

plot(1:T,x[,1], type = ’1°)

abline(h=10, col="red")

plot(1:T,x[,2], type = ’1’)

abline(h=10, col="red")

plot(1:T,x[,3], type = ’1’)

abline(h=10, col="red")

A Figura [£] mostra gréficos de trajetéria de duas cadeias de Markov geradas
por este amostrador de Gibbs para as distribui¢bes normais trivariadas com p =
(10,10,10) e p =0 e 0,99.

12

o 1]
2 8B
L1l

12

|

o 2]

28

i, 3]
12
Litlg

a 200 400 600 800 1000

Figura 4.1: Cadeias para (X7, X9, z3) com p =0
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Figura 4.2: Cadeias para (X, X2, z3) com p = 0.99

Mostra que o desempenho do amostrador de Gibbs depende da estrutura de de-
pendéncia entre Xi,...,Xg. No caso de p = 0, o amostrador produz amostras
iid da distribui¢ao alvo. No caso de p = 0,99, a sequéncia de Gibbs é altamente
correlacionada.

4.1 Aumento de dados,‘data augmentation’ (DA)

Uma das aplicagbes do algoritmo DA é no contexto da andlise bayesiana de dados
incompletos. Denote por X5 os dados observados e por X5 os dados faltantes.
Escreva Xcom = (Xobs, Xmis) 0s dados completos com densidade g(Xopbs, Xmis|f) com
o parametro § € © C R O objetivo é fazer inferéncia bayesiana com uma distribui-
¢ao prior p(f) para o pardmetro 0. Seja f(zops|f) 0 modelo de dados observado, ou
seja,

f(xobsw) = g(mob57 xmis‘g)dxmis-

Para inferéncia Bayesiana sobre usando métodos MCMC, é necessirio amostrar a
partir de
P(0]Zobs) X f(zobs|0)p(0),

ou mais geralmente, a distribuicdo conjunta de 6 e xy;s,

p(07 mmis‘mobs) X g(xob57 xmis|0)p(0)‘

Seja h(xmis|0, Tobs) a distribuig¢ao condicional de x5 dada com 6 e xops. Suponha
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que tanto h(zmis|f, Tobs) como p(0|Tobs, Tmis) X g(Tobs, Tmis|0)p(0) sejam faceis de
simular.

O amostrador Gibbs de duas etapas baseado nessas duas condicionais é conhecido
como o algoritmo DA e pode ser resumido da seguinte forma:
O Algoritmo DA: Um Amostrador Gibbs de Duas Etapas Tome (9) € © e repita para
t=1,2,...

Passo I Gere xffjs ~ Funis(Zmis| 07D, Zobs).

Passo P Gere 0() ~ p(mxobs7$$)is)'

Como um amostrador Gibbs de dois passos, o DA cria duas cadeias de Markov
intercaladas (marginais) {#() :t=1,2,...} e {mgﬁs t=1,2,...}.
O DA fornece o caso mais simples do amostrador de Gibbs.

4.1.1 Amostrador de Fatias, ‘slice sampler’

Exemplo 8. Uma alternativa ao método de aceitagdo e rejei¢do que pode ser visto
como um amostrador do tipo DA.

Seja f(x) uma fungio de densidade de probabilidade em R®. Considere a distri-
buigdo uniforme na regido {(z,u) : 0 < u < f(z)} C R™. As condicionais completas
consistem em:

UN{X =z} ~ Unif (0, f(z)).

XU =un~ Unif ({z: f(x) > u}).

Isso leva a um amostrador de Gibbs de duas etapas e estd relacionado ao amostrador
de fatia. como exemplo considere simular de X ~ exp(2) para isso na sequnda etapa
do amostrador precisamos encontrar a inversa da densidade f(z) = 2¢=%* da v.a. X,
isto €, f~1(u) = =1 In(%), logo a regiGo A = {z: f(z) > u} é equivalente a:

A={z:z< f ()} = {:c cx < —;ln(;)}.
T=100
f<-function(u)# densidade da X~exp(2)
{2*%exp(-2*u) >
f_inv<-function(u)
{-(1/2)*1og(u/2, base = exp(1))}

U<-cQ)

X<-cQO

X[1]<-1

for (t in 2:T) {

U[t]l<-runif(1, min = 0, max = £(X[t-1]))
X[t]<-runif (1, min = 0, max = f_inv(U[t]))

}
hist(X, main=NULL, ylab = ’frequencia’)
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plot(X, U, type=’p’, cex = .5)
lines(x<-seq(0.01,10, by=0.01), f(x),type = ’1’)
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Figura 4.3: Histograma das T = 100 simulagoes da v.a X ~ exp(2) usando o amostrador de
fatias
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Figura 4.4: Pontos (X, U;) amostrados e a densidade da v.a. X.
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Capitulo 5

O algoritmo de
Metropolis-Hastings

Considere a distribui¢cdo m com densidade f(x) no espago amostral X.

A idéia bésica de criar uma cadeia de Markov com um nicleo ou kernel de tran-
si¢ao P(z,dy) é ter m como sua distribuigdo invariante, de modo que:

m(dy) :/Xﬂ(dx)P(a:,dy).

A indeterminagao do nticleo de transi¢ao P(z,dy) permite uma flexibilidade atraente,
mas nao ajuda muito na construgao de P(z,dy) para um w(dx) dado.

Para criar nucleos de transi¢do uteis, uma estratégia comumente usada é impor
a condicao de reversibilidade. Diz-seque uma cadeia de Markov com o nucleo de
transicdo P(z,dy) e distribuicdo invariante m é reversivel se satisfizer a condicao de
equilibrio detalhado

/A/B”(dx)P(‘T’dy) = /B/AW(dQ)P(?J,dx),VA,B.

Em termos de f(z) e p(z,y), a densidade de 7(z) e P(z,dy) dado x, a condigao
de equilibrio detalhado pode ser escrita como

f(@)p(z,y) = f(y)p(y, ).

5.1 Amostrador Metropolis

Seja x = X (t) o estado da cadeia de Markov no tempo ¢. Para construir nicleos
de transicao satisfatérios, (Metropolis, [1949)) consideram uma abordagem em duas
etapas:

(i) especificando uma proposta de distribuigdo, simétrica, com densidade ¢(y|x),
ou seja, q(ylz) = q(zly) e
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(ii) ajustando desenhos a partir de q(y|z) via aceitacao-rejeicdo de tal maneira que
a cadeia de Markov resultante seja reversivel.

O Amostrador Metropolis
1. Amostre y de q(y|x¢).

2. Calcular a taxa de aceitacao

a(rt,y) = min {17 ;((jt)) } ’

e defina ;11 = y com a probabilidade a(z,y) e z(;4.1) = 7¢ com a probabilidade
restante 1 — a(xzy, y).

5.2 O Amostrador Metropolis-Hastings

O Amostrador Metropolis-Hastings

(Hastings, [1970) generaliza o amostrador Metropolis, permitindo que as distri-
buicGes de propostas sejam assimétricas.
Um algoritmo comumente usado, conhecido como algoritmo M-H, é obtido no amos-
trador Metropolis, permitindo que ¢(y|z) na Etapa 1 seja assimétrica e modificando
a Ktapa 2 para que a condic¢ao de equilibrio detalhado seja valida:

1. Amostre y de q(y|x¢).

2. Calcular a taxa de aceitacao

f(y)a(zey) }
fled)q(ylee) )

e defina ;11 = y com a probabilidade a(z,y) e z(;4.1) = 7¢ com a probabilidade
restante 1 — a(xzy, y).

a(mt,y) = min {]—7

A taxa de aceitagao a(x¢, y) na Etapa 2 do M-H nao é determinada exclusivamente
pela condigdo de reversibilidade.Existem alternativas, por exemplo, considere o caso
do espago de estados finito X € {k: k=1,..., K}. Escreva:

« q¢ij = q(jli),
e Ty = f(l)v
e pij =p(i,7),

 «y; para a probabilidade/razao de aceitacao a ser encontrada para todos i,j €
X.

37



Em seguida, para todos os estados i # j:

Dij = qij G5,

com pii =1 =354 Dij-
Como a p;; nao impoe nenhum problema com a condicdo de reversibilidade, a
solucao para o problema de encontrar c;; ¢ obtida a partir do sistema de equacoes:

TidijQij = T5q5i i,
Sujeito a: 0 < a5 < 1.
Ou seja, para cada par de i e j (i # j):
Cij

1 Tiqij

Oéij =

com constantes positivas simétricas ¢;; < 1 + W?—ZZ?_,
772
Observe que m;g;; = 0 implica a;; = 0.
Daqui resulta que, para a distribuigao fixa da proposta ¢(y|z), a cadeia de Markov
resultante com a taxa de mistura mais rapida é a que possui o maior ay; (e «j;)

possivel:

Tiqij
oy = L 5¢ Tiqi —
W5 = N\ migs )
Tidii  caso contrario.
545

ou equivalentemente,
TiGij }

a;; = min{ 1l
) { 77r]qﬂ
Essa probabilidade de aceitagao, conhecida como Metropolis (M)-razao, é a usada no
algoritmo M-H.
Outra solugao especifica bem conhecida (Barker, [1965) é dada por
B_ __ T%i
Y T+ T
(Peskum, [1973)) fornece um argumento para a otimizagdo da equagdo anterior em
termos de variagdo minima das aproximacoes MCMC as integrais.
No caso geral, a razdo M-H «(x,y) é escolhida para que o niicleo de transicao
resultante obedeca & condicao de reversibilidade
f@)q(ylz)alz, y) = fy)a(zly)aly, ©),

assumindo que «a(y, x) é mensuravel em relagao a distribui¢ao da proposta Q(dy|z) =

q(ylz)v(dy).
O ntcleo M-H pode ser escrito como, para todos os A,

Pl A) = [ QUiylate,y) + T e 4 | Qylo)(1 - ala.y)

_ /A Q(dylx)al(z,y) + Ix € A[l — Q(dylx)a(z,y)],
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’ P, dy) = Q(dy|z)a(z, y) + 6. (dy)r(z).

onde 0, (dy) representa a medida de probabilidade com massa unitaria em x e r(z) =
1 — [x Q(dy|z)a(x,y), a probabilidade de rejei¢do (média) no estado .

5.3 Reversibilidade

A condicao de reversibilidade pode ser verificada pelas operacoes algébricas padrao,
para qualquer A, B,

[ [ wanp@n = [ [ r@aloae v + [ @ @)

= [ [ 1w + [ @)
= [ [ 1wala@.aaedn + [ rw)swvid)
=ALM@WWM)

Assim, sob a suposi¢do de que o nicleo de transicao P(x,dy) determinado por
q(y|x) e a(x,y) é irredutivel e aperiédico, 7(dx) é a distribuigao de equilibrio tnica.
A eficiéncia do algoritmo M-H depende em grande parte da distribui¢do da proposta.

Exemplo 9. Vamos a considerar o famoso exemplo do modelo de Ising, considere
n = 10 particulas com spin +1, o espag¢d amostral para elas é:

Q={r=(r1,...,r0) € {-1,1}'%}.
A estas particulas estd associada uma distribuicdo de probalilidade:

P(R=r)= e_TZH(r)

onde T é a temperatura, (definimos f = 1/T) e o potencial H é definida por:

Zrl +J Z Ty,

7]7ZN]

i~ j significa que i,j sdo vizinhos. Finalmente, Z = Z(T,J) é uma constante nor-
malizadora. O seguinte codigo em R implementa o algoritmo de Metropolis-Hastings
para esta distribuicio, J =1, T =10 e t = 100 amostras.

n<-10 #nimero de sitios
rO<-rep(1l,n)# configuracao original
t<-100 #simulacoes

### potencial H a temperatura T
T=10

H<-function(r,J)
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{Hij<-0

for (i in 1:n-1) {
Hij<-(J3/2)* (Hij+r[i]*r[i+1])
}

Hi<-sum(r)
return(-Hij-Hi)

}

deltaH<-function(rl,r2,T,J)

{

beta<-1/T
return(betax(H(r1,J)-H(r2,J)))

}

ising<-matrix(data=NA, nrow=n, ncol=t)
id=2

ising[,1]<-r0

J<-1

while (id<=t) {
i<-sample(1l:n, size=1)
rMH<-c ()
rMH<-ising[,id-1]
rMH[i]<-ising[i,id-1]*sample(c(-1,1) ,prob=0.5)
pMH<-min(1,exp(deltaH(rMH,ising[,id-1],T,J)))
if (runif (1) <pMH)
{ising[,id]<-rMH
id<-id+1}
else
ising[,id]<-ising[,id-1]

Os ultimos 5 estados observador

> isingl[, (t-4) :t]
[,11 [,2] [,3] [,4] [,5]
[1,] 1 1 1 -1 -1
[2,] 1 -1 -1 -1 1
[3,] 1 T -1 -1 -1
(4,] 1 1 1 1 1
,J] -1 -1 -1 -1 -1
(6,1 1 1 1 1 1
7,1 1 1 1 1 1
g,] -1 -1 -1 -1 -1
9,] -1 -1 -1 -1 -1
[10,] 1 1 1 1 1

definindo a magnetizacio como a media dos spins de uma comfiguracao, magnet=
1/103>; i obtemos uma trajetoria das magnetizacoes simuladas:

magnet<c()
magnet [1:t]<-apply(ising[,1:t]/n, 2, sum)
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plot(1l:t,magnet, type=’1’)
abline(h=mean(magnet[1:t]),col="red’)

magnet
0.4 0.6 0.8 1.0
I

0.2
1

-0.2
1

0 20 40 60 80 100

Figura 5.1: Magnetizacao das t = 100 configuragdes, a linha vermelha é a media de todas
as magnetizacoes

5.4 Amostrador Independente

Para o amostrador independente, temos ¢(y|z) = ¢(y); isto é, o estado candidato y é
desenhado independentemente do estado atual da cadeia de Markov. A relagdo M-H
se torna a razdo de importincia,

r(z,y) = fy)a(z)

onde x = x;.

O amostrador independente pode ser visto como uma generalizacdo do algoritmo de
aceitagao-rejeicao.

E f4cil ver que a cadeia de independéncia é irredutivel e aperiédica se o suporte de
q(x) contiver o suporte de f(z), ou seja,

{r:zeX, f(z) >0} C{z:2z e X, q(z) > 0}.

Uma consideracdo importante ao especificar ¢(x) é que g(x) deve-se parecer com f(x),
ver (Mengersen e Tweedie, |1996) e também (Christian Robert, [2010]).

Teorema 9. A cadeia de independéncia € uniformemente ergédica se existe uma
constante M, tal que

f(z) < Mq(x) @€ {z: f(z)> 0},
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Problemas com este algoritmo incluem o problema da armadilha local e a incapa-
cidade de amostrar de distribui¢cbes com integrais intrataveis.
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5.5 Aumento de dados, (DA)

Vamos a descrever o algoritmo DA que aparece no contexto da analise Bayesiana de
dados incompletos. Denote por X5 0os dados observados e por X,,;s os dados faltan-
tes. Escreva Xcom = (Xobs, Xmis) 0s dados completos com densidade g(Xobs, Xmis|€)
com o parametro § € © C R%. O objetivo é fazer inferéncia Bayesiana com uma dis-
tribuicdo prior p(f) para o parametro 6. Seja f(zobs|0) 0 modelo de dados observado,
ou seja,

f(wobsw) = g(xobsa -xmis‘g)dxmis-

Para inferéncia Bayesiana sobre # usando métodos MCMC, é necessario amostrar a
partir de

p(e‘xobs) X f(xobs‘e)p(g)v

ou mais geralmente, a distribuicdo conjunta de 6 e xy;s,

p(@, xmis|xobs) X g(xobSa mmis|9)p(a)-

Seja h(xmis|d, Tops) a distribuigao condicional de xy,is dada com 6 e xops. Suponha
que tanto h(zmis|f, Tobs) como p(0|Tobs, Tmis) X g(Tobs, Tmis|0)p(0) sejam faceis de
simular.

O amostrador Gibbs de duas etapas baseado nessas duas condicionais é conhecido
como o algoritmo DA e pode ser resumido da seguinte forma.

O Algoritmo DA: Um Amostrador Gibbs de Duas Etapas
Fixe um © € @ ¢ repita parat =1,2,---:

(t)

Passo I Amostre 2, 1. ~ fuis(Zmis|0¢ ™, Zobs)-

Passo P Amostre 0() ~ p(0|x0bs,m(t)

mis) .

Como um amostrador Gibbs de dois passos, o DA cria duas cadeias de Markov
intercaladas (marginais) {#®) :t=1,2,...} e {xgs t=1,2,... }.
O DA fornece o caso mais simples do amostrador de Gibbs.

Exemplo 10 (Amostrador de Fatias (slice sampler)). Uma alternativa ao método de
acettacao e rejeicao

Seja f(x) uma funcio de densidade de probabilidade em RY. Considere a distri-
buigio uniforme na regido {(z,u) : 0 < u < f(x)} C R*™. As condicionais completas
consistem em:

URX = a} ~ Unif (0, f(2)),
X|\U =u~ Unif ({z: f(z) > u}).

Isso leva a um sampler de Gibbs de duas etapas e estd relacionado ao sampler de
fatia
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Exemplo 11 (Normal multivariada com dados incompletos). Considere uma amos-
tra de tamanho n, Y1,...,Y,, da distribuicio normal multivariada p-dimensional
Np(p,x) com vetor médio desconhecido € RP*P (definida positiva) e matriz de
covariancia % . Cada marginal Y; € totalmente observado ou ausente para cada
i = 1,...,n. Denotemos Y,ps as marginais observadas e Y;s as ausentes de Y;.
Escrevemos a distribui¢io condicional de Yiis dada Yops € (11, X) como

Vi misl (Vo 1 5) ~ N (1lohy + S5 030550, ) ™ (Vs — 151),

mis mis,obsl obs,obs mis
() (@) () —1y:(9)
Emis,mis - Emis,obs[zobs,obs] Zobs,mis' (51)

Suponha que, para a andlise Bayesiana, usamos a distribuicao prior p(p,>) o< |X| —
(¢q+1)/2, onde q € um nimero inteiro conhecido.
Com q = p, a priori se torna a priori de Jeffrey para X.

SejaY =n"'Y " Vi eseja S =", (V; = Y)(Y; = Y). A distribuigio posterior
dos dados completos p(u, X|Y1,...,Yy) pode ser caracterizada por

1 -1
E’Yl,...,Yn ~ Wexp{§ﬁu§0(z S),} (52)
isto €, a distribuicdo inversa de Wishart e
w2, Y1, .., Y ~ Ny(Y, 5 /n). (5.3)

Assim, o algoritmo DA possui os sequintes passos I e P:

Passo I Parai=1,...,n, amostre Y; ms, .

Passo P Primeiro amostramos ¥ de dado Y1,...,Y, e, em sequida, amostra-
mos [ de dado Y1,...,Y, e 2.

Observamos que o Passo P pode ser dividido em duas sub-etapas, resultando em
um amostrador de Gibbs em trés etapas:

Etapa 1. E o mesmo que a etapa I do DA.
Etapa 2. Retire p de sua distribuicao condicional dada Y1,...,Y, e X.

Etapa 3. Retire ¥ de sua distribuicao condicional dada Y1,...,Y, e p.

Comparado ao algoritmo DA, um amostrador de Gibbs em duas etapas, esse amos-

trador de Gibbs em trés etapas induz mais dependéncia entre a sequéncia {(u(t), X (t)) :
t=1,2,...} e, portanto, converge mais lentamente que o DA correspondente.
Em outras palavras, o DA pode ser visto como obtido mo amostrador de Gibbs em
trés etapas, transformando p e % em um unico bloco. Essa técnica de agrupamento €
chamada de "bloqueio "por (Liu e Rubin, |1994)). Deve-se notar também que DA’s mais
eficientes para dados mormais multivariados incompletos podem ser implementados
imputando menos dados/informagées ausentes. No caso em que o cdlculo da distri-
buicao posterior p(0| X ps) € de interesse, o DA pode ser visto como um algoritmo de
amostragem MCMC usando varidveis auziliares (aleatorias), conforme ilustrado no
Ezxzemplo.
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Exemplo 12 (Reparametrizagdo, modelo simples de efeitos aleatérios). Considere
uma abordagem Bayesiana para o modelo linear mais simples de efeitos aleatorios
com efeito fizo e efeito aleatorio Z

Z10 ~ N(8,v),

Y|(Z,0) ~ (0 + Z,1), (5.4)

com o0s dados observados Y € R, v > 0 conhecido, e prior § ~ Unif(R), isto €, prior
plana na reta R, para o efeito fizo 0. O modelo de dados completos para'Y e Z possui

a distribuicdo conjunta;
N2<<9>’<1+v v))
0 v v
N2<<Y)’<l+v v))
0 v v

Neste caso, a distribuicdo posterior alvo de 6 dado Y tem uma solucdo de forma
fechada, N(Y,1+ v), porque o modelo de dados observados € Y0 ~ N (0,1 + v).

A ideia bdsica de centralizacao hierdrquica equivale a comparar duas implementagcioes
diferentes do algoritmo DA com Z wvisto como dados ausentes e 8 como parimetro.

levando a posterior de (0, 2)

Uma implemntacdo deste algoritmo consiste nas duas etapas a sequir:

Passo 1. Amostre Z a partir de sua distribuicao condicional N (v(0—Y)/(14+v),v/(1+
v)), dados Y e 6.

Passo P Amostre 6 de sua distribuicao condicional N(Y + Z,1), dados Y e Z.

y<-3 # observacao

v<-4

T<-1000

ztheta<-matrix(data=NA, nrow=2,ncol = T)

zthetal[,1]=c(1,1)

for (t in 2:T) {
ztheta[l,t]<-rnorm(1,v*(zthetal[2,t-1]1-y)/(1+v),v/(1+v))
ztheta[2,t]<-rnorm(1,y+zthetall,t],1)

}

par (mfrow=c(2,1))

plot(1:T,zthetall,], type = ’1’, ylab = ’Z’)

abline (h=mean(zthetal[1,1:T]), col="red")

plot(1:T,ztheta[2,], type = ’1’ , ylab = ’theta’)

abline(h=mean(zthetal[2,1:T]), col="red")
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Figura 5.2: DA, modelo simples de efeitos aleatdrios com v = 4 e autocorrelacao r =
v/(14+v)=0.8.

A outra implementagdo do algoritmo € baseada ma versdo reparametrizada
Z10 ~ N(0,v) e

YW(Z’G)A“(Z;lx

que possui o mesmo modelo de dados observados. O DA correspondente possui as
duas etapas a sequir:

Passo 1. Amostre Z a partir de sua distribuicao condicional N ([vY +6]/(14v),v/(1+
v)), dados Y e 0.

Passo P Amostre 6 de sua distribuicao condicional N(Z,v), dadosY e Z.

y<-3 # observacao

v<-4

T<-1000

ztheta<-matrix(data=NA, nrow=2,ncol = T)
zthetal[,1]=c(1,1)
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for (t in 2:T) {
ztheta[1l,t]<-rnorm(1, ((vxy)+zthetal[2,t-1])/(1+v) ,v/(1+v))
ztheta[2,t]<-rnorm(1,zthetall,t],v)
}
par (mfrow=c(2,1))
plot(1:T,zthetall,], type = ’1’, ylab = ’Z’,xlim = c(0,1000))
abline (h=mean(zthetal[1,1:T]), col="red")
plot(1:T,zthetal[2,], type = ’1’ , ylab = ’theta’, xlim = c(0,1000))
abline(h=mean(zthetal[2,1:T]), col="red")
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Figura 5.3: DA, modelo simples de efeitos aleatérios com v = 4 e autocorrelagido r

1/(1+v) =0.2.

Cada uma das duas implementacoes de DA induz uma série AR em 6. O primeiro tem
o coeficiente de autocorrelagcio r = v/(1 + v); enquanto o segundo tem o coeficiente
de autocorrelagio r = 1/(1 + v). Assim, a tazxa de convergéncia depende do valor
de v, comparado com a variacdo residual unitdria de Y condicionada em Z. Para
grandes valores de v, (> 1), o sequndo esquema é mais eficiente que o primeiro. Para
pequenos valores de v(<K 1), o seqgundo esquema é muito lento e o primeiro é bastante

eficiente.
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Capitulo 6

Extencoes do Amostrador de
Metropolis Hastings

6.1 O Amostrador Metropolis-Hastings

(Hastings, 1970) generaliza o amostrador Metropolis, permitindo que as distribuigdes
de propostas sejam assimétricas. Um algoritmo comumente usado, conhecido como
algoritmo M-H, é obtido no amostrador Metropolis, permitindo que ¢(y|z) na Etapa 1
seja assimétrica e modificando a Etapa 2 para que a condicao de equilibrio detalhado
seja valida:

1. Amostre y de q(y|x¢).

2. Calcular a taxa de aceitacio

fW)a(zly) )
fla)alylz) ™

e defina ;11 = y com a probabilidade a(z,y) e z(4.1) = x¢ com a probabilidade
restante 1 — a(zy, y).

Oé('rh y) = min{L

6.1.1 O algoritmo Hit-and-Run

O algoritmo Hit-and-Run, ((Boneh e Golan, 1979) e (Smith, [1980)), podem ser ob-
tidos separando o processo de criagdo de um salto proposto no MH em dois subpro-
Cessos:

(i) Gere uma dire¢ao d a partir de uma distribui¢do na superficie da esfera unitaria

0.

(ii) Gere uma distancia sinalizada X\ ao longo da direcao d no espaco restrito X, 4 =

{A:AeR,z+ \d € X},
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onde x = X (¢). Ou seja, o salto proposto é y = X(t) + Ad € X. Na estrutura MH,
esse algoritmo pode ser resumido da seguinte forma:

Amostre Xy da distribuicao inicial fo(X) com f(Xp) > 0 e itere para t = 0,1,2,...
Algoritmo Hit-and-Run

1. Amostre d ~ g(d)(d € Q) e A ~ [(\|d,x) sobre X, 4 e calcule a probabilidade
de aceitagdo MH a(z,y), onde x = X (¢).
2. Gere U a partir de Unif(0,1) e defina
(D) {x +Ad se U < a(z,y);

T, caso contrario.

6.2 O algoritmo de Langevin(Metropolis-adjusted Lan-
gevin algorithm, (MALA))

O algoritmo de Langevin estd baseado no processo de difusdo de Langevin, que é
definido pela equacao diferencial estocéastica

dXy = dB; + Vlog f(Xt)dt,

onde B; é o movimento browniano padrao. Esse processo tem f como a distribui-
¢ao estaciondria. A implementacdo do algoritmo de difusdo envolve uma etapa de
discretizagdo que substitui a eq estocastica por uma transicdo de estilo de passeio
aleatério:

2D = 50 4 %m log f(z®) + ey,

onde ¢; ~ Ny4(0, 1) e o é o tamanho do passo da discretizacao.
No entanto, (Roberts e Tweedie, [1996]) mostra que o processo discretizado pode ser
transiente e ndo tem mais f como a distribuicdo estaciondria. Para corrigir esse
comportamento negativo, (Besag, [1994) sugere moderar a etapa de discretizacio
aplicando a regra MH de aceitacdo-rejeicao; isto é, tratar a discretizacdo como uma
proposta convencional e aceitd-la de acordo com a regra MH.

Algoritmo de Langevin

1. Propor um novo estado

1
z* =20 + 502V log f(:v(t)) + o,
onde o é o parametro especificado pelo usuério.

2. Calcule a razao MH:

(@) exp(=[a) — a* — v log f(a")||*/20%)
F(@® exp(—||a* — 2® — GV log f(2*)|2/202)

T =
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3. Defina 2(+Y = z* com probabilidade min(1,7) e defina z(+1) = 2 com a
probabilidade restante.

6.3 O algoritmo MH de miltiplas tentativas, (MTM)

Conforme implicito no algoritmo de Langevin, o uso das informacées de gradiente
para a distribuicdo de destino pode ser usado para acelerar a convergéncia da si-
mulagdo de MH. No entanto, informagoes de gradiente nao estdo disponiveis para
a maioria das distribui¢oes de destino. Uma maneira de aproximar o gradiente da
distribuicao alvo é usar amostras de Monte Carlo. Liu et al. (2000) propoem o uso
do algoritmo Metropolis (MTM) de multiplas tentativas, que modifica o MH padrao
substituindo a proposta Unica y por um conjunto de propostas k iid yi,...,yr de
q(y|z) e selecionando um bom candidato ( amostragem por importancia) para o qual
saltar, de acordo com a regra MH.

Suponha que ¢(y|z) > 0 se e somente se g(x|y) > 0. Seja A(z,y) uma fungdo simé-
trica nao negativa em x e y. Suponha que A(z,y) > 0 sempre que ¢(y|z) > 0. Defina
w(z,y) = f(@)q(y|lr)A(z,y). Seja = X

O algoritmo MH de miltiplas tentativas MTM

1. Amostre k iid candidatos yi,...,yr de ¢(y|zx) e calcule w; = w(y;,x) para
i=1,... k.

2. Selecione y = y; de {y1,...,yx} com probabilidade proporcional a w;, i =
1,...,k, amostre x7,...,x;_, de q(-|y), defina =} = z e calcule w} = w(z},y
parai=1,...,k.

3. Aceite y com probabilidade

wy + -+ Wy
wi + -+ wy

}

Ay, = min{1,

e rejeite-o (ou defina X (t+1) — x) com probabilidade 1 — ay,.
Quando ¢(z]y) é simétrico, por exemplo, pode-se escolher
Az, y) = 1/q(ylx)

e depois w(z,y) = f(z).

Exercicio 2. Use os algoritmos MALA e MTM para simular uma amostra de tama-
nho N = 100 da v.a. exponencial com taza A = 2.
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Capitulo 7

Métodos MCMC da variavel

auxiliar

As amostras de f(x) podem entao ser obtidas a partir das realizagoes (1, u1), ..., (zN, un),
de (X, U) por marginalizagdo ou condicionamento.

Os métodos MCMC da variavel auxiliar Aumento da distribuicdo da pro-
posta O método de aumento da distribuicdo da proposta pode ser implementado da
seguinte maneira:

1. Especifique uma distribuicao proposta T'(z', u|x) e sua versao reversivel T'(x, u|z’),
de modo que [T(2/,u|z)du =T (2'|x) e [T (z,ulx)du = T(x|z').

2. Amostre a candidata 2’ da proposta T'(z',u|z) e aceite-a com probabilidade
min{1, r(z,2’',u)}, onde

f@)T (2, ulz’)

f@)T (@ ulz)

Repita esta etapa para gerar realizagoes x1, ..., xnN, que serd distribuido apro-
ximadamente como f(z) para N grande.

r(z, o u) =

A validade desse método pode ser mostrada da seguinte maneira. Seja
K(2'|r) = /s(m,x’,u)du—kf(z:x/)[l — //s(m,x*,u)dudm*,

o kernel de transi¢ao integrado de = para 2/, onde s(x,2’,u) = T'(2/, u|z)r(z, 2’ u) e
Iy ¢ a fungao do indicadora.
Entao

£(a) [ s’ u)du = [ min{f)T (@ ul!), f@T(a ul) o
que é simétrico sobre z e z'.

Isso implica que f(2')K(2'|z) = f(x)K(x|z'); isto é, a condigdo de equilibrio deta-
lhada é satisfeita para a transicao x — 2.
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7.1 Recozimento simulado (Simulated Annealing)

Suponha que se pretenda encontrar o minimo global de uma fungéo objetivo H(z),
que também é chamada funcdo de energia.

Ao aumentar para o sistema uma variavel auxiliar, a temperatura T', minimizar H(x),
é equivalente a amostragem da distribui¢do de Boltzmann f(x,T) o exp(—H (x)/T)
com um valor muito pequeno de T' (perto de 0).

Quando T esta préximo de 0, a maior parte da massa da distribuicao f(x,7T") concentra-
se nos minimizadores globais de H(x).

Nesse sentido, dizemos que a amostragem é mais basico que otimizacao. Para amos-
trar com sucesso de f(x,T) com um valor muito pequeno de T', (Kirkpatrick, Gelatt
e Vecchi, 1983) sugeriram a simulagdo a partir de uma sequéncia de distribui¢oes de
Boltzmann, f(z,T}),..., f(z,T)), de maneira seqiiencial, em que as temperaturas
formam uma escada decrescente T3 > 15 > --- > T, com T, ~ 0 e T} sendo razoa-
velmente grande, de modo que a maioria dos movimentos de MH subindo nesse nivel
possa ser aceita.

A simulacdo em niveis de alta temperatura visa fornecer uma boa amostra inicial,
esperangosamente um ponto na bacia de atragdo do minimo global de H(x), para a
simulacdo em niveis de baixa temperatura.

7.2 Revenimento simulado (Simulated Tempering)

Suponha que queremos amostrar da distribui¢do f(z) x exp(H(z)), v € X. O
temperamento simulado (Marinari e Parisi, [1992) aumenta a distribui¢do alvo para
f(z,T) x exp(—H(x)/T) incluindo uma varidvel auxiliar T, chamada temperatura,
que tem valores num conjunto finito pré especificado pelo usuario.

A témpera simulada é obtida a partir do recozimento simulado, tratando a tem-
peratura T' como uma varidvel aleatéria auxiliar a ser simulada em conjunto com
x:

o A témpera simulada atualiza (x,7T") usando o amostrador de Gibbs; isto é,
atualizar x e T iterativamente.

e A temperatura mais baixa é definida como 1, pois o objetivo é amostrar a partir

de f(z).

Suponha que T use valores 177 > Ty > --- > T,,, onde T,, = 1 é chamada de

temperatura alvo. Seja f(z,T;) = exp(—H(z)/T;)/Z; a distribui¢do experimental
definida no nivel de temperatura T;, onde Z; é a constante normalizadora da distri-
buicao.
Se g;; denota a probabilidade proposta de transi¢cao do nivel T; para T;. Normal-
mente, define-se g; j+1 = ¢ii—1 = ¢i; = 1/3paral <i <m, qi12 =1/3, ¢mm—1 =1/3,
@11 =2/3 € ¢mm = 2/3. Comegando com ig = 1 e uma amostra inicial xg € X,

Revenimento Simulado
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1. Amostre um nimero aleatério U ~ Unif]0, 1] e determine o valor de j de acordo
com a matriz de transicdo da proposta (q(,-j)).

2. Se j =iy, seja ig11 = i e x441 amostrado de um kernel MH K;, (x,y) que admite
f(z,T;,) como a distribuigdo invariante.

3. Se j # iy, x4+1 = 71 € aceite a proposta com probabilidade

A

7 1 1 g
min{l, =L exp(—H(z)(= — —)) 2%
(1,7 el H(@) (g - )%

onde Z; denota uma estimativa de Z;.
Se for aceito, defina ¢;11 = j. Caso contrario, defina ¢;11 = i;.

7.3 Amostrador de Fatias (slice sampler)

Uma alternativa ao método de aceitagdo e rejeicdo. Seja f(x) uma funcao de densi-
dade de probabilidade em R?. Considere a distribuicio uniforme na regiao {(z,u) :
0<u< f(z)} € R As condicionais completas consistem em:

UI{X = 2} ~ Unif (0, f(2)),

X|U = u ~ Unif ({x: f(x) > u}).

Isso leva a um sampler de Gibbs de duas etapas e esta relacionado ao sampler de
fatia

7.4 Algoritmo de Mgller

Modelos espaciais, por exemplo, o modelo autologistico, o modelo de Potts e o modelo
autonormal (Besag, [1974)), tém sido utilizados na modelagem de muitos problemas
cientificos. Exemplos incluem andlise de imagens (Hurn, Husby e Rue, 2003)), mapea-
mento de doengas (Green e Richardson, 2002), anélise genética geografica (Francois,
Ancelet e Guillot, |2006]), entre outros. Um grande problema com esses modelos é que
a constante de normalizacdo é intratavel. O problema pode ser descrito da seguinte
maneira. Suponha que tenhamos um conjunto de dados X gerado a partir de um
modelo estatistico com a fungdo de probabilidade

1
f(x]0) = 70 exp{—U(z,0)},
onde 0 é o pardmetro e Z(f) é a constante de normalizacdo que depende de 6 e

nao estd disponivel na forma fechada. Seja f(#) denotado a densidade prior de #. A
distribuigéo posterior de 6 dado x é entdao dada por

f(10) = Zég)eXp{—U(wﬁ)}f(@),
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O algoritmo MH néao pode ser aplicado diretamente para simular f(x|6), porque a
probabilidade de aceitagdo envolveria uma computagio razao intratavel Z(0)/Z(6'),
em que 0 indica o valor proposto.

Um passo significativo feito por (Mgller et al., 2006) propde aumentar a distribui-
¢do f(0|x) por uma varidvel auxiliar, de modo que a razao constante de normalizacdo
Z(0)/Z(¢") possa ser cancelada. O algoritmo Mgller pode ser descrito da seguinte
maneira.

Seja y a varidvel auxiliar, que compartilha o mesmo espago de estado com z.

Seja f(0,y|z) = f(x|0)f(0)f(y|0,z), denotar a distribui¢do conjunta de € e y con-
dicional em z, onde f(y|f,z) é a distribuicio da varidvel auxiliar y. Para simu-
lar essa funcao usando o algoritmo MH, pode-se usar a distribui¢do da proposta
q(¢',4'10,y) = q(0'|0,y)q(y'|0"), que corresponde & mudanga usual no vetor de para-
metros 6 — ', seguida por uma etapa de amostragem ezata y' de q(-|0"). Se q(y'|6")
for definido como f(y'|6), a razao MH poderd ser escrita como

f (|0 f(0)f (16", 2)a(0]6",y') f (y]6)
f(@|0)£0)f (|0, 2)a(0'10,y) f(y'10') ~
onde a constante normalizadora desconhecida Z(#) pode ser cancelada. Para facilitar

a computacao, (Mgller et al.,[2006) sugerem ainda definir as distribui¢oes da proposta
q(0'10,y) = q(0'10) e q(0]0",y') = q(6]0") e as distribuicoes auxiliares

Flo,z) = fylo) fW10,2) = F/'10),

onde  denota uma estimativa de 0, por exemplo, que pode ser obtida por pseudo-
verosimilhanca.
Algoritmo Mogller

r(0,y,0' y'|z) =

1. Gere ¢ a partir da distribui¢ao da proposta q(6’|6;).
2. Gere uma amostra exata y’ da distribuicao f(y|6’).

3. Aceite (¢',y’) com probabilidade min(1,r), onde

. FE@OVFO) (W 10)a(0:10) f (w160
£(2160) £ (00) £ (y16)a(6100) 1 (/10")

Se for aceito, defina (0441, y14+1) = (6', ).
Caso contrario, defina (0441, yi+1) = (01, yt)-

7.5 O algoritmo de troca (Exchange Algorithm), (Mur-
ray, Ghahramani e MacKay, 2012)

Oobjetivo de amostrar da distribuigdo posterior f(f|z) quando pode ter o problema
de ter de avaliar a constante normalizadora. O algoritmo de troca é motivado pelo
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algoritmo de témpera paralela (Geyer, [1991; Hukushima e Nemoto, [1996) e pode ser
descrito da seguinte forma. Considere a distribui¢do aumentada

m
Frs- - ym, Olz) = w(0) f(210) T f(y;105),
j=1
onde 0; sao fixos, € y1,. .., ym sdo variaveis auxiliares independentes com o mesmo

espago de estado que x e a distribui¢ao conjunta []72; f(y;|0;).

Suponha que uma mudanga para € seja proposta com probabilidade ¢(6;|0). Para
garantir que y; = x, trocamos as configuracoes de x e y;. A relagdo MH resultante
para a mudanca é

8

f(@]0:) f(yil0) T, f(v5105)q(016;)

([0) f (il0:) T1,: f(y;105)q(0:]0)
F(x0:) f(y:]0)q(6]6:)

(0).f(x10) f(y:]0:)q(0:]6)

T(ea eiv yl’x) -

=)

Algoritmo de troca

1. Propor ' ~ ¢(¢'|0, z).

2. Gere uma varidvel auxiliar y ~ f(y|#’) usando um amostrador exato.
3. Aceite 6’ com probabilidade min{1,r(0,6’, y|z)}, em que

m(0')f (10" f (y]6)q(610")
m(0)f(]0)f (y|0")q(6"|0)

(0,0, ylz) =

Como uma mudanca de troca entre (0,z) e (6',y) estd envolvida, o algoritmo é
chamado de algoritmo de troca. Geralmente, melhora o desempenho do algoritmo
Mogller, pois elimina a necessidade de estimar o pardmetro antes do inicio da amos-
tragem.

(Murray, Ghahramani e MacKay, 2012) relatam que o algoritmo de troca tende a
ter uma maior probabilidade de aceitacdo para as amostras exatas que o algoritmo
Mgller.

O algoritmo de troca também pode ser visto como um algoritmo MCMC de variavel
auxiliar, com a distribuicdo da proposta sendo aumentada, para a qual a distribuicao
da proposta pode ser escrita como

T — (0',y) = q@'10) f(yl6"), TO — (0,y)) = q(0]6")f(yl).

Isso simplesmente valida o algoritmo, seguindo os argumentos para as cadeias de
Markov varidveis auxiliares feitas anteriormente.
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7.6 O amostrador MH duplo

Embora o algoritmo do Mgller e o algoritmo de troca funcionem para o modelo Ising,
eles ndo podem ser aplicados a muitos outros modelos para os quais a amostragem
exata nao estd disponivel.

Além disso, mesmo para o modelo de Ising, a amostragem exata pode ser muito
cara quando a temperatura estd proxima ou abaixo do ponto critico.

Para superar essa dificuldade, (Faming Liang, 2010) propde o algoritmo MH du-
plo, que evita a exigéncia de amostragem exata, sendo as varidveis auxiliares geradas
usando kernels MH e, portanto, pode ser aplicado a muitos modelos estatisticos para
0s quais a amostragem exata nao esta disponivel ou esta disponivel ou é muito caro.

Suponha que queremos simular uma amostra y de f(y|6’). Se a amostra é gerada
através de m atualizacbes MH comecando com o estado atual z, a probabilidade de
transicao, pim (y|z), é

Pg(,m)(y|:c) = Kgl($ — xl) - Kg/(xm_l — y),
onde K(-,-) é o kernel de transicio MH. Entéo:

P(,(,m)(m|y) _ Ko (y = xm-1) - KO (21 = x)
P (ylx) Koz — 1) Ko (rm-1 = y)
_ f(@]0") f(yl0') Ko/ (y = 1) -+ Ko (21 — )
fWle") f(x|0") Ko(x — 1) - Kot (2m-1 — ¥)
_ f(=|0)
— fle)

onde a ultima igualdade segue do equilibrio detalhado:

f@l0) Ko (x — 21) - Ko (wm-1 = y) = fyl0") Ko (y = 2m-1) -+ Kor(x1 = 2).

Voltando ao problema de simular a partir da distribuicdo posterior. A relacao
MH pode ser reexpressa como

©(6)q(010') f (y10) PS™ (]y)
7 (0)q(6/10) f (x10) Py (y|)

(0,0 ylz) =

E facil ver que, se escolher ¢(6’|#) como um nicleo de transicio MH que satisfaca
a condigao de equilibrio detalhada, entao 7(6)q(0]6") = 7(0)q(#'|0) e a atualizagio
do Ezchange é reduzida a uma atualizagdo MH simples para a qual f(x|) funciona
como a distribuigdo alvo e Pe(m) (y|z) funciona como a distribui¢ido da proposta.

1. Simule uma nova amostra 6’ de 7(#) usando o algoritmo MH comegando com
0s.
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. Gere uma variavel auxiliar y ~ pim (y|z) e aceite-a com probabilidade
min{l, T(Qtv 07 y‘x)}a

em que:

FIOOPY (xly)  f(yl6:) f(x]0)

F@l0) P (ylz)  F@lon) (o)

7“(91‘/3 97 y|IE) =

. Defina ;1 = 0’ se a varidvel auxiliar for aceita na etapa (2) e defina 61 = 6,
caso contrario.
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Capitulo 8

Métodos MCMC baseados na
populacao

Matematicamente, o MCMC' de base populacional pode ser descrito da seguinte ma-
neira. Para simular a partir de uma distribuicdo alvo f(x), simula-se um sistema
aumentado com a distribuicdo invariante

N
flar, o xn) =[] filw),
i=1
onde (z1,...,xy) € XN, N é chamado de tamanho da populagio, f(x) = fi(x)
para pelo menos um i € {1,2,..., N} e aqueles diferentes de f(z) sdo chamados de
distribuigoes de teste em termos de amostragem de importéancia.

8.1 Amostragem de diregcao adaptativa (ADS)

A amostragem por diregio adaptativa (ADS) (Gilks, Roberts e George, |1994) é um
método MCMC de base populacional, no qual cada distribuigdo f;(z) é idéntica
a distribuicdo alvo e, a cada iteracdo, uma amostra é selecionada aleatoriamente
populacdo atual e tem uma atualizacio ao longo de uma linha que passa por outra
amostra selecionada aleatoriamente do restante conjunto da populacao atual. Uma
forma importante do ADS é o algoritmo de sinuca.

A cada iteragdo, o algoritmo de sinuca construe uma populacio de amostras.

Seja z® = (:cgt), .. ,w%)) denota a populacao obtida na iteracao ¢, onde xgt)
chamado de individuo da populacdo.

é

8.1.1 O algoritmo de sinuca
1. Selecione um individuo, :L‘gt), aleatoriamente na populacio atual z(*). O :zgt) é
chamado de ponto corrente.
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(t)

2. Selecione outro individuo, xq’, no conjunto restante da populagao atual (ou

seja, {xl(»t) ;1 # ¢}) e forme uma diregio: e; = 2 — 2.

(t)

O individuo x4’ é chamado de ponto de ancoragem.

3. Defina y. = x((lt) + rie4, onde r; é um escalar amostrado da densidade

Flr) oc [P (@) + rey),

onde d é a dimensdo de x, e o fator |r|?!

jacobiana (Roberts e Gilks, 1994).

¢é derivado de um transformacao

4. Forme a nova populacio z(!t1) substituindo xg) por y. e deixando todos os

outros individuos inalterados (isto ¢, defina :Ul(»tH) = l’l(t) para i # c).

Para mostrar que o amostrador é adequado, precisamos mostrar que no equilibrio
a nova amostra y. é independente do xl() para i = a e é distribuida como f(x).
Esse fato decorre diretamente do lema a seguir, uma versao generalizada do Lema de

(Roberts e Gilks, [1994)),

Lema 1. Suponha que x ~ w(z) ey seja qualquer ponto fizo em um espago d— dimensional.
Seja e =x —y.

Se r é extraido da distribui¢io f(r) o< |r|? 17 (y + re), entio 2’ =y + re seque a
distribuicao m(x).
Se y € gerado a partir de uma distribuicao independente de x, entdo x’ é independente
de y.

Demonstra¢ao. Assumimos que y é a origem e, em seguida, e = z. Se r é amostrado
de f(r) o< |r|%'7(rx), entdo para qualquer funcio mensuravel h(z),

|| (ra)
[ || A=t (r' ) dr’

E{h(z')} = E[E{h(z')|2}] = / / h(rz) n(z)drde

Seja g(x) = [|r'|"'n(r'z)dr’. Entdo g(z) tem a propriedade de que g(sz) =
|s|=%g(z). Seja z = rz, entdo

E{h(z")} = //h(z)w(z)|r|_17r(r_1z)/g(r_lz)drdz
:/h(z)ﬂ(z)/g(z)/|r|_d_17r(r_1z)drdz
_ / h(2)m(2)dz = Ea{h(2)}.

Assim, a amostra 2’ segue a distribuigdo 7 (z). O
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8.1.2 Gradiente conjugado Monte Carlo CGMC

Seja z(t) = (a:gt), e ,ZL'%)) denotar a populacado atual de amostras. Uma iteragdo do
amostrador CGMC consiste nas seguintes etapas.
Gradiente Conjugado Monte Carlo

(t)

1. Selecione um individuo, ¢ , aleatoriamente na populagdo atual z(*).

2. Selecione outro individuo, digamos x((l), aleatoriamente, do conjunto restante

da populagéo (ou seja, {l’z(t) 21 #£ c}).
(t)

Comecando com x4 ’, realize uma pesquisa deterministica, usando o método de
b )
gradiente conjugado ou o método de descida mais profunda, para encontrar um

modo local de f(z). Denote o modo local por zgt), chamado ponto de ancoragem.

3. Defina y((;t) = z((lt) + rie¢, onde e; = $£t) — zt(lt) e r; ¢ um escalar amostrado da
densidade
fr) « \r|d_1f(z[(f) + rey),

|9=1 ¢ derivado da transformacao jacobiana.

4. Forme a nova populacdo z(*1) substituindo l’((;t) por ygt) e deixando outros
(t+1) () ;
=z, parai#c).

)

onde d é a dimensao de z, e o fator |r

individuos inalterados (isto é, defina x

8.1.3 Algoritmo da amostra Metropolis-Hastings SMH

Na amostragem de direcdo adaptativa e no gradiente conjugado Monte Carlo, ao atu-
alizar a populacao, primeiro se seleciona um individuo da populacao e depois atualiza
o individuo selecionado usando o procedimento padrao de Metropolis-Hastings.

Se o estado candidato é de alta qualidade em relacdo a toda a populagao, certa-
mente queremos manté-lo na populagao.

No entanto, a aceitacdo do estado candidato depende da qualidade do individuo
selecionado para atualizacdo. Para melhorar a taxa de aceitagdo de candidatos de
alta qualidade e para melhorar o conjunto {xl(t) :1=1,...,n} como uma amostra do
tamanho n de f(z), (Lewandowski e Liu, 2008) propuseram o algoritmo de amostra-
gem Metropolis-Hastings SMH
Algoritmo MH de amostra, SMH

1. Amostre um candidato xét) de uma distribuicao de proposta g(x) em X e calcule

a probabilidade de aceitagao:

n g

ald = e
o g(")
=0 @)

(t)y ~
. g(@,”)
— ming<p<p — -

Fz)
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2. Amostre U ~ U(0,1) e defina

St+1 = {l’gt—i_l), ceey :L‘g—‘rl)}
t)

Sy, se U > aé

- {J:gt),...,x(t)l,x(()t),mgl,...,xg)}, se U < a[()t),

71—

onde i é escolhido de (1,...,n) com os pesos de probabilidade
<g<x§“> g(:n,(f)))
F@) )

Assim, 2 e 2() diferem em um elemento no méximo.

E facil perceber que, no caso de N = 1, o SMH se reduz ao MH tradicional com
propostas de independéncia.

O mérito do SMH é que, para aceitar um estado candidato, ele o compara com
toda a populacdo, em vez de um tUnico individuo selecionado aleatoriamente da po-
pulacao atual.

(Lewandowski e Liu, 2008) mostram que o SMH convergird para a distribuigao
alvo [T, f(=z;) para {z1,...,z,} e pode ser mais eficiente que o MH tradicional e a
amostragem de dire¢do adaptativa.

8.1.4 Témpera Paralela

O algoritmo de témpera paralela (Geyer, 1991)) é também conhecido como intercambio
Monte Carlo. Na témpera paralela, cada cadeia é equipada com uma distribuigao
invariante ligada por uma varidvel auxiliar, a chamada temperatura inversa.

Seja f(z) xx exp(—H(x)), v € X a distribuicdo de interesse, onde H(x) é chamado
funcao de energia em termos de fisica.

Na estatistica bayesiana, H(x) corresponde & distribui¢do log-posterior negativa dos
parametros.

A témpera paralela simula em paralelo uma sequéncia de distribui¢oes

filx) xexp(—H(z)/T;), i=1,...,n

onde T; é a temperatura associada a distribuicdo f;(z). As temperaturas formam
uma escada Ty > Ty > -+ > T,,_1 > T, = 1, entéo f,(z) = f(x) corresponde &
distribuicao de destino.

A idéia subjacente a esse algoritmo pode ser explicada da seguinte maneira: O au-
mento da temperatura achata o cenario energético da distribuicao e, assim, facilita a
passagem de MH do espago amostral, as amostras de alta densidade geradas nos niveis
de alta temperatura podem ser transmitidas ao nivel de temperatura alvo através de
as operagoes de cAmbio (descritas abaixo), e isso, por sua vez, melhora a convergéncia
da cadeia alvo de Markov.
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Seja z® = (xgt), el X](\?)) denotar a populagao atual de amostras.
Uma iteracdo da témpera paralela consiste nas seguintes etapas.

(t) (t+1)

1. Etapa MH paralela: atualize cada x;” para x; usando o algoritmo MH.

2. Etapa de troca de estado: tente trocar xgtﬂ) com seus vizinhos: Defina j =i—1
ou i+ 1 de acordo com as probabilidades ¢ (7, j), onde ge(i,i+1) = ge(i,i—1) =
0,5 para 1 < i < N e ¢(1,2) = qo(N,N — 1) = 1, e aceite a troca com
probabilidade

min {1,exp ({H(%(Hl)) _ H(x§t+1))} li{ _ ;1) } .

Na pratica, para ter uma taxa de aceitacdo razoavel da troca proposta, as tem-
peraturas precisam ser escolhidas com cuidado.
Quanto a témpera simulada, recomendamos o seguinte método para definir a escala
de temperatura de maneira seqiiencial:
Comeca com a temperatura mais alta 17 e define a proxima temperatura mais baixa,

de modo que
Var;(H(z))6? = O(1),

onde 6 = 1/T;y1 — 1/T;, e a varidncia Var;(-) é obtida em relacao a f;(x) e pode ser
estimada através de uma execucdo preliminar.

A condigdo requer essencialmente que as distribui¢bes nos niveis de temperatura
vizinhos tenham uma sobreposi¢ao consideravel.

8.2 Monte Carlo evolucionario (MCE)

O algoritmo genético (Holland, [1992)) foi aplicado com sucesso a muitos problemas
de otimizagdo, como o problema do vendedor ambulante, dobragem de proteinas e
aprendizado de maquina entre outros. Motivados pelo algoritmo genético, (Liang e
Wong, [2000) propdem o algoritmo evolutivo de Monte Carlo (EMC), que incorpora
as caracteristicas mais atraentes do algoritmo genético na estrutura da cadeia de
Markov Monte Carlo.
O MCEF funciona de maneira semelhante a témpera paralela: uma populacio de ca-
deias de Markov é simulada em paralelo com cada corrente com uma temperatura
diferente.
A diferenca entre os dois algoritmos é que o MCE inclui um operador genético, a
saber, o operador crossover em sua simulacdo. Os resultados numéricos indicam que
o operador de crossover melhora a convergéncia da simulagdo e que a EMC pode
superar a témpera paralela em quase todos os cenarios.

O operador de crossover pode ser usado na MCE. Suponha que a distribuicao alvo
seja,

f(2) o exp{—H(x)},0 € X CRY,
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onde a dimenséo d > 1 e H(x) é chamada de fung¢do de ajuste nos algoritmos genéticos.
Seja {x = {x1,...,zn} denota uma populacdo de tamanho N com z; da distribuicao
com densidade

fi(x) o< exp{—H (z)/Ti}.

Nos algoritmos genéticos, x; é chamado de cromossomo ou individuo, cada elemento
de x; é chamado de gene e uma realizagao do elemento é chamada de gendtipo.
Como na témpera paralela, as temperaturas formam uma escada decrescente 177 >
Ty >--->Tn =1, com fy(x) a distribuigao alvo.

Monte Carlo evolucionario no espago com cédigo binario

Algoritmo MCFE quando x; é codificado por um vetor binario.
Seja = {z1,...,zN} denota a populacdo atual, onde z; = (Bi1,...,[iq) é um vetor
bindrio d-dimensional e f;; € {0,1}. Os operadores usados no algoritmo genético
MCE sao:

1. Mutagao,
2. Cruzamento,

3. Troca.

8.2.1 Mutagao

Na mutacdo, um cromossomo, xy, ¢ primeiro aleatoriamente selecionado da populacao
atual z, depois é alterado para um novo cromossomo yy, revertendo o valor (0 <> 1)
de alguns genétipos que também sao selecionados aleatoriamente.

Uma nova populagao é formada como y = {z1,...,%k_1, Yk, Tht1,---, TN} € é
aceita com probabilidade min(1,r,,) de acordo com a regra Metropolis, Onde

p = AWTEY) {_H(yk) - H(:vk)} T(aly)
f(@)T(y|z) T, T(y|z)
e T(+]-) denota a probabilidade de transicao entre populagdes. Se a proposta for
aceita, substitua a populacdo atual z por y; caso contrario, mantenha z como a po-
pulacao atual.

Além das mutagoes de 1 e 2 pontos, também ¢é possivel usar a mutacao uniforme
na qual cada genétipo de z; é mutado com uma probabilidade diferente de zero.
Todos esses operadores sao simétricos, ou seja, T'(z|y) = T(y|z).

8.2.2 Crossover

Um par de cromossomos, x; € ; (i = j), é selecionado da populacao atual z de
acordo com algum procedimento de selecao, por exemplo, uma selecao de roleta ou
uma selecao aleatéria. Sem perda de generalidade, assumimos que H(x;) > H(x;).
Dois descendentes sdo gerados de acordo com algum operador de cruzamento, os
descendentes com um valor menor de ajuste sao denotados por y; e o outro por y;.
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Uma nova populagao é formada como y = {x1, Zi—1, Yi, Tit1, Tj—1,Yj> Tj4+1, TN }-
De acordo com a regra do algoritmo Metropolis, a nova populagido é aceita com
probabilidade min(1, r.),

L T(ylz) = P(zy, zj|7) P(yi, ys| i, 75),
2. P(x;,x5]z) é a probabilidade de selecao de (x;,x;) da populacdo z,
3. P(yi,yj|xi, x;) denota a probabilidade geradora de (y;,y;) a partir dos cromos-
somos parentais (z;, ;).
(Liang e Wong, 2000) recomendaram o seguinte procedimento para a selegao de
Cromossomos parentais:

1. Selecione o primeiro cromossomo x; de acordo com um procedimento de roleta
com probabilidade

exp(—H (z;)/T)
>N exp(—H (2:)/Ty)’
onde T é chamado de temperatura de selecdo e nao é necessariamente o mesmo
que Tj.
Intuitivamente, se T for baixo, um cromossomo de alta qualidade provavel-
mente serd selecionado na populacgdo atual para acasalar-se com outros.

p(xi) =

2. Selecione o segundo cromossomo x; aleatoriamente do restante da populagao.

Entao, a probabilidade de selecdo de (z;,z;) é

onde Z(x) = YN, exp(—H (z;)/Ts).

A probabilidade P((yi,y;)|y) pode ser calculada similarmente.

Existem muitos operadores de crossover possiveis que podem deixar a distribuicao
conjunta invaridavel. O operador de cruzamento de 1 ponto é talvez o mais simples.

Dados os dois cromossomos parentais, z; € xj, o operador de crossover de 1 ponto
prossegue da seguinte maneira.

Primeiro, um ponto de cruzamento inteiro k é desenhado aleatoriamente do con-
junto {1,2,...,d}; em seguida, x; e x; sdo construidos trocando os gendtipos a direita
do ponto de cruzamento entre os dois cromossomos parentais:

(i1 Tia) (i, Tjk Tj ki1, Tjd)

(xj,h xj,d) (%’,1, Tjky Lik+15 wi,d)
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Se houver k (k > 1) pontos de cruzamento, ele é chamado de cruzamento de
k-pontos.

8.2.3 Troca

Esta operacdo é a mesma usada na témpera paralela. Dada a populacao atual z e a
escada de temperatura t, (z,t) = (z1,T1,...,zN,TN), tenta-se fazer uma troca entre
x; e xj sem alterar os t’s.

A nova populagao é aceita com probabilidade min(1,r.),

r, = ffizl))jj:((j/”zl)) = exp {(H(:L‘Z) — H(z;)) (1111 - %)}

Normalmente, a troca é realizada apenas em niveis de temperatura vizinhos.

8.2.4 Algoritmo

Com base nos operadores descritos acima, o algoritmo pode ser resumido da seguinte
forma.

Dada uma populagdo inicial z = {z1,...,xy} e uma escada de temperatura ¢ =
{T1,T5,...,Tn}, o MCE itera entre as duas etapas:

1. Aplique o operador de mutagdo ou crossover a populacdo com probabilidade
qm € 1 — g, respectivamente.
O ¢m é chamado de taxa de mutagao.

2. Tente trocar ; com x; por N pares (4, j), com i sendo amostrado uniformemente
em {1,...,N} ej=1i£1 com probabilidade g, (i, ), onde ge(,i+ 1) = qe (3,7 —
1) =0,5€¢q(1,2) =q(N,N—-1) =1.
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Capitulo 9

Ponderacao Dinamica

O algoritmo Metropolis-Hastings possui um requisito rigoroso para a condicdo de
equilibrio detalhada. Para atravessar uma barreira de energia, o tempo de espera es-
perado é aproximadamente exponencial a diferenca de energia. Portanto, o algoritmo
sofre de um dilema de tempo de espera: esperar para sempre em um minimo pro-
fundo de energia local ou ter uma distribui¢do de equilibrio incorreta, em simulagoes
de um sistema complexo para o qual o cendrio energético é robusto.

(Wong e Liang, 1997)) propuseram uma saida do dilema do tempo de espera, que
pode ser descrito de maneira vaga da seguinte forma: Se necessario, o sistema pode
fazer uma transicdo contra uma barreira de probabilidade ingreme sem um tempo de
espera proporcionalmente longo. Para explicar o viés introduzido por meio disso, um
peso de importancia é calculado e registrado junto com os valores amostrados. Essa
regra de transicdo ndo satisfaz mais a condi¢ao detalhada de equilibrio, mas satisfaz
o que é chamado de invaridncia em relagdo aos pesos de importancia (IWIW).

No equilibrio, as aproximagoes de Monte Carlo as integrais sdo obtidas pela média
ponderada pela importancia dos valores amostrados, e nao pela média simples, como
no algoritmo Metropolis-Hastings.

9.1 O principio da invariancia IWIW

Na ponderacdo dindmica, o estado da cadeia de Markov é aumentado por um peso
de importancia para (x,w), onde o peso w carrega as informacoes das amostras an-
teriores e pode ajudar o sistema a escapar das armadilhas locais.

Seja (zt,wy) o estado atual da cadeia de Markov, uma transi¢do dindmica de ponde-
racdo envolve as seguintes etapas:

1. Amostre y de uma funcao de proposta T'(z¢,y).

2. Calcule a taxa dinidmica:

N )T (2 y)
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3. Seja f; um numero nao negativo, que pode ser definido como uma funcao de
(Q?t, wt).
Com probabilidade a = rq/(0; + rq), defina 2411 = y e wiy; = rgq/a; caso
contrario, defina x441 = x4 e w1 = w /(1 — a).

Essa transi¢ao é chamada de movimento do tipo R em (Wong e Liang, [1997)).
Nao satisfaz a condicao de balanco detalhado, mas é invariante em relacao ao peso da
importdancia (IWIW); isto é, se

/wtg(xt,wt)dwt x f(x),

¢é valida, apds de um passo de transicao,

/wt+1g($t+1awt+1)dwt+1 o f(wer1),

também vale, onde g(z,w) denota a densidade conjunta de (z,w).

Exemplo 13. Considere a funcio U(z) = (z — b)2, vamos a usar o algoritmo DW
para simular valores que figuem perto do minimo b. para isso consideramos uma
densidade proporcional ¢ f(x) = exp(—U(x)).

b=2
U<-function(u,b)
(u-b)"2
f<-function(u)
{
exp(-U(u,b))
}
x <- seq(0,4,0.1)
plot(x,f(x),type = ’17)

No algoritmo DW anterior vamos a considerar @ = 0.01 e 8§ = 1 como a proposta
X1~ N(Xy,7),7=0.2 e (wg, Xo) = (c=1,0).
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1.0

0.8

f(x)

0.4

0.0
|

Figura 9.1: A fun¢do f(x) com b = 2.

c<-1
T<-100
wx<-matrix(data = NA,nrow=2,ncol=T)
thetat<-0.01
tau<-0.2
wx[,1]1<-c(c,0)
for (t in 2:T) {
x<-rnorm(1,wx[2,t-1],tau)
rd<-wx[1,t-1]*((f(x)*dnorm(x,wx[2,t-1],tau))
/(£ (wx[2,t-1]) *dnorm(wx[2,t-1] ,x,tau)))
a<-(rd/(thetat+rd))
if (runif (1)<a)
{
wx[,t]l<-c(rd/a,x)
}
else
{
wx[,t]<-c(uwx[1,t-11/(1-a),wx[2,t-1])
}
}
x<-1:T
par (mfrow=c(2,1))
plot(x,wx[1,x], xlab = ’t’,
ylab = ’Pesos w_t’,type="1’
,main =bquote(paste("theta=",.(deparse(thetat)))))
plot(x,wx[2,x],xlab = ’t’,ylab = ’> x_t’,type=’1’)
abline(h=2, col="red")
par (mfrow=c(1,1))
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#hist (wx[2,x],xlab = ’Xt’,

main =bquote(paste("Histograma de Xt com theta=",.(deparse(thetat)))))
boxplot (wx[2,x],xlab = ’Xt’,

main =bquote(paste("Boxplot de Xt com theta=",.(deparse(thetat)))))

Obtemos (wy, X¢) para 6 =1,

theta=1

Pesos w_t
0 12000
JNNNNEND

0 20 40 60 80 100

X

o\ y
|

0 20 40 60 80 100

Figura 9.2: As trajetérias com 0 = 1

o resultado para X;

Boxplot de Xt com theta= 1

Xt

Figura 9.3: Boxplot para X; com 6 =1
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Compare com (wy, X¢) para = 0,01, e o resultado para X,

theta=0.01

Pesos w_t
0 1500
L1l

0 20 40 60 80 100

|

X

0 20 40 60 80 100

Figura 9.4: As trajetérias com 6 = 0,01

Boxplot de Xt com theta= 0.01

—_—
|

Xt

Figura 9.5: Boxplot para X; com 6 = 0,01

A propriedade IWIW pode ser mostrada da seguinte maneira. Seja x = x4,
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w=w, ¥ =x441 ¢ w = wy1. Entao,

o
/ w'g(x, w)dw'
0
ra(z, ', w)

= / /00[0,5 +rg(x, 2’ w)|g(z, w)T (z, ") R P

w(fy + rd ¥, zw)] , 0,
/ / gz, w)T (2, 2) Ot a2 w)]dwdz

_// wg(x,w) ( }f(? x)d dw+// wg(z', w)T (2, z)dwdz

x f() /X T(«,z)de + f(2') = 2f ().

dwdz

Portanto, dada uma sequéncia de amostras de ponderagao dinamica (1, w1), (z2, wa), . ..

a média ponderada de uma funcao h(x):

f="> wih(x;)/> wi,
i=1 i=1

convergird para Erh(z), a expectativa de h(z) em relacdo a distribuicdo de destino
f(a).

O mérito da ponderacao dinamica é o seguinte: Se uma tentativa for rejeitada, a
ponderacao dindmica serd auto-ajustada para um valor maior dividindo a probabili-
dade de rejeicao dessa tentativa, tornando uma probabilidade total menor de rejeicao
na proxima tentativa.

O uso de pesos de importancia fornece um meio de ponderagdo dindmica para fazer
transi¢oes que nao sdo permitidas pela regra MH padrao e, portanto, pode atravessar
o cenario energético do sistema mais livremente. Mas essa vantagem tem um preco:
os pesos de importancia tém uma expectativa infinita, e a estimativa é de alta va-
riabilidade e converge para os valores reais muito lentamente, aparentemente a uma
taxa de log(n) (Liu, Liang e Wong, 2001]).

Em resumo, o tempo de espera infinito no processo MH padrao agora se manifesta
como uma quantidade infinita de peso no processo de ponderacao dindmica.

Para obter uma estimativa estdvel de y = E¢h(x), as operagoes de estratificacdo e
ajuste dos pesos de importancia geralmente sdo realizadas antes do calculo da esti-
mativa ponderada de pu.

Primeiro, as amostras sao estratificadas de acordo com o valor da fun¢ao h(x). Os
estratos sdo aproximadamente do mesmo tamanho e dentro de cada estrato a variacao
de h(z) é pequena. Os pesos mais altos de k% (geralmente k = 1) de cada estrato
s@o entao truncados para o percentil (100 — k)% dos pesos dentro desse estrato.
Essas operacoes induzem um viés desprezivel na estimativa ponderada, mas podem
reduzir substancialmente sua variagao. Observe que os pesos aparados dependem da
funcao de interesse.

A transicdo usual de MH pode ser considerada como um tipo especial de transicao
de IWIW:
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Se aplicarmos uma transicdo de MH para x e deixar w inalterado, o resultado sera
satisfatorio para IWIW. Isso pode ser demonstrado do seguinte modo:

/w’g(x',w’)dw’ = /wg(a:,w)K(w — o' dwdz

x /f(a:)K(m — 2')dx = /f(a:’)K(x’ — z)dx
= /@)

9

onde K (- — -) denota um ntcleo de transicdo MH com f(x) como sua distribuigao
invariante.
Portanto, as distribuicbes ponderadas corretamente permanecerdo quando as transi-
¢oes dinamicas de ponderacao e as transicoes MH forem alternadas na mesma exe-
cucao da cadeia de Markov.
Essa observacao leva diretamente ao algoritmo de ponderacdo dindmica de témpera
(Liang e Wong, (1999).

9.2 Algoritmo de ponderacao dinamica de témpera

O revenido simulado (Marinari e Parisi, |1992)) geralmente sofre com dificuldades na
transicao entre diferentes niveis de temperatura.
Para aliviar essa dificuldade, é preciso empregar muitos niveis de temperatura no
sistema aumentado, que afetam adversamente a eficiéncia do algoritmo.
Alternativamente, essa dificuldade pode ser aliviada pela regra de ponderacido dina-
mica, conforme prescrita por (Liang e Wong, |1999).
O algoritmo de ponderacdo dindmica de témpera (TDW) (Liang e Wong, 1999) é
essencialmente o mesmo que o algoritmo de témpera simulado, exceto que um peso
dindmico estd agora associado a configuracgdo (x,7) e a regra de ponderagao dindmica
¢é usada para guiar o transicoes entre niveis de temperatura adjacentes.

Seja fi(z) a distribuigdo do teste no nivel i,i =1,..., N. Seja 0 < o < 1 especi-
ficado antecipadamente e seja (zy, i, w;) o estado atual da cadeia de Markov. Uma
iteracao do algoritmo T'DW consiste nas seguintes etapas:

Algoritmo de ponderagdo dindmica de témpera
1. Amostre U da distribui¢ao uniforme U|0, 1].

2. Se U < «, defina 4441 = iy € w1 = wy e simule z441 de f;,(z) por meio de uma
ou varias atualizacbes de MH.

3. Se U > «, defina x;,1 = x; e proponha uma transi¢ao de nivel, ¢; — 7', usando
uma proposta da fungdo de transigao q(it, ). Realize uma transi¢ao dindmica
de ponderagao para a atualizagao (ig, wy):

e Calcule a taxa de ponderagdao dindmica
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Yo filwy)q(iy, @)

onde ¢; denota a constante pseudo-normalizante de f;(x).

rq =

o Aceite a transicdo com probabilidade a = ry/(0; + r4), onde 6; pode ser
escolhido como uma fungao de (it,w:). Se for aceito, defina iz = i’ e
w1 = T4/a; caso contrario, defina i;41 =iy € wiyy = wi/(1 — a).

Exemplo 14. Vamos a considerar a fungio U(z) = (z — b)? do exemplo anterior,
com b = 2 e trés niveis i € {1,2,3}com temperaturas Ty = 10,5 e 1. As transicoes
entre estas temperaturas sao propostas pela cadeia {i,} pela matriz q:

05 05 O
q= 1/3 1/3 1/3
0 05 05
##H#
b<-2
U<-function(u,b)
(u-b) "2

### i= 1,2,3 niveis

#Ti temperaturas

T1<-10

T2<-5

T3<-1

## fi~e”(-U/Ti) para cada nivel
fi<-function(u,i)

{
f1<-if (i==1){exp(-U(u,b)/T1) }else 1
£2<-if (i==2){exp(-U(u,b)/T2) }else 1
£3<-if (i==3){exp(-U(u,b)/T3) }else 1
return(f1*f2*£3)

}

integrandol<-function(u){fi(u,1)}
integrando2<-function(u){fi(u,2)}
integrando3<-function(u){fi(u,3)}
c<=c()

cl<-integrate(integrandol, -Inf, Inf)
c[1]<-c1$value
c2<-integrate(integrando2, -Inf, Inf)
c[2]<-c2$value
c3<-integrate(integrando3, -Inf, Inf)
c[3]<-c3$value

#grafico

require(ggplot2)

x <- seq(-10,10,0.1)

y1l <= fi(x,1)
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y2 <- fi(x,2)
y3<- £i(x,3)
df <- data.frame(x,yl,y2,y3)
ggplot(df, aes(x)) +
geom_line(aes(y=yl), colour="red") +
geom_line(aes(y=y2), colour="green") +
geom_line(aes(y=y3), colour="blue")+
theme_bw() +
theme (axis.line = element_line(colour = "black"),
panel.grid.major = element_blank(),
panel.grid.minor = element_blank(),
panel.border = element_blank(),
panel.background = element_blank())
#dev.off ()
cste<-1
T<-1000
wxi<-matrix(data = NA,nrow=3,ncol=T)
#thetat<-0.01
thetat=1
alpha<-0.5
tau<-0.2
wxi[,1]<-c(cste,0,1)
g<-matrix(c(0.5,0.5,0,1/3,1/3,1/3,0,0.5,0.5) ,nrow=3, byrow = TRUE)
for (t in 2:T) {
u<-runif (1)
if (u<alpha){
wxi[3,t]<-wxi[3,t-1]
wxi[1,t]<-wxil[3,t-1]
id=1
mh_ite=5
while(id<=mh_ite)
{x<-rnorm(1,wxi[2,t-1],tau)
rd<-((fi(x,wxi[3,t])*dnorm(x,wxi[2,t-1],tau))
/(£fi(wxil[2,t-1],wxi[3,t])*dnorm(wxi[2,t-1],x,tau)))
if (runif (1)<rd)
{wxi[2,t]<-x}
else{wxi[2,t]<-wxi[2,t-1]}
id<-id+1
}
}
else
{ wxil2,t]<-wxil[2,t-1]
i<-sample(1:3,size=1,prob = q[wxi[3,t-1],])
rd<-wxi[1,t-11*(c[wxi[3,t-1]1]1*fi(wxil[2,t],1)
*q[i,wxil[3,t-111)/(c[i]*fi(wxil[2,t],wxi[3,t-1])
*q[wxi[3,t-11,1])
a<-rd/(thetat+rd)
if (runif (1)<a)
{wxi[3,t]<-1i
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wxi[1,t]l<-rd/a}
else
{wxil[3,t]<-wxil[3,t-1]
wxil[1l,t]<-wxil1l,t-1]1/(1-a)}

}

x<-1:T

par (mfrow=c(2,1))

plot(x,wxi[1l,x], xlab = ’t’,ylab = ’Pesos w_t’,
type=’1’,main =bquote(paste("theta=",.(deparse(thetat)))))
plot(x,wxi[2,x],xlab = ’t’,ylab = ’ x_t’,type=’1")
abline(h=2, col="red")

par (mfrow=c(1,1))

#hist (wx[2,x],xlab = ’Xt’, main = bquote(paste(

"Histograma de Xt com theta=", .(deparse(thetat)))))
boxplot (wxi[2,x],xlab = ’Xt’, main = bquote(paste(
"Boxplot de Xt com theta=", .(deparse(thetat)))))
theta=1
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Figura 9.6: Trajetéria da cadeia (we, x¢) com 6 =1
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Boxplot de Xt com theta= 1
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Figura 9.7: Boxplot de z; com 6 =1

theta=0.01

2000
L1
=

0

Pesosw t

\
:

0 200 400 600 800 1000

Figura 9.8: Trajetéria da cadeia (wy, x¢) com 6 = 0.01
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Boxplot de Xt com theta= 0.01
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Figura 9.9: Boxplot de z; com 6 = 0.01

9.2.1 Exemplo: Simulagao do Modelo de Ising em temperatura sub-
critica.

Exemplo 15. Considere um modelo Ising 2D com a densidade de Boltzmann

fz) = Z(lK)eXp KZxe] ,
inj

onde os spins x; = £1, i ~ j indicam os vizinhos mais prézimos na rede, Z(K)
€ a funcdo de particao e K € a temperatura inversa.

Quando a temperatura estd no ponto critico ou abairo dele (K = 0,4407), o modelo possui
dois estados magnetizados opostos, separados por uma barreira de energia muito ingreme.
Devido a sua simetria, o modelo de Ising € mais passivel de andlise teorica. No entanto, para
um algoritmo de amostragem que nao depende da simetria do modelo, como témpera simulada,
paralela e ponderagcdo dindmica, isso € muito dificil, especialmente quando o tamanho do
modelo é grande.

Na literatura, o modelo de Ising hd muito tempo serve como exemplo de referéncia para testar
a eficiéncia de novos algoritmos de Monte Carlo.

(Liang e Wong, 1999) realizaram simulagoes TDW nas redes de tamanho 322,
642 e 1282 usando niveis de temperatura 6, 11 e 21 (com os valores de K igual-
mente espacados entre 0,4 e 0,5), respectivamente. No mesmo nivel de temperatura,
o amostrador Gibbs (Geman e Geman, 1984) é usado para gerar novas configuragoes;
enquanto isso, 0s pesos foram mantidos inalterados. A regra de ponderagdo dindmica
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€ usada apenas para controlar transicoes entre niveis. Apds cada varredura das atu-
alizagoes de Gibbs, propoe-se aleatoriamente mudar para um nivel de temperatura
adjacente com igual probabilidade. O pardmetro 0; ¢é definido como 1 se w; < 105 e
0 caso contrdrio. Cinco execugoes independentes foram realizadas para o modelo.
Em cada execugdo, a simulagdo continua até que 10.000 configuragoes sejam obtidas
no nivel final de temperatura.

Para o modelo de tamanho 1282, o numero médio de varreduras em cada execucdo é
776 547.

Para o modelo de Ising, uma quantidade de interesse € a magnetizacio espontinea,
definida por M =Y, x;/d?, em que d é o tamanho linear da rede.

A figura representa a magnetizacio espontinea obtida no nivel K = 0,5 em uma
execucdo para a rede 1282. Claramente, o algoritmo TDW consequiu atravessar a
barreira muito ingreme que separa os dois estados fundamentais e o sistema é capaz
de atravessar livremente entre os dois pocos de energia.

1.0

0.5
1

MO
0.0
1

o | . e =t I E =2

T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000
time

Figura 9.10: Magnetizacdo espontinea contra iteragées para uma rede de tama-
nho1282 no nivel K = 0,5 (Liang e Wong, 1999).

A figura representa a expectativa de |M|, a magnetizacio espontinea absoluta,e
para as redes de tamanho K = 822, 642 e 1282. A curva suave € o resultado da
rede infinita (Onsager, |1949). O walor esperado de |M| foi calculado pelo método
de truncamento estratificado: Para cada execugdo, as 500 amostras iniciais foram
descartadas, e as amostras restantes foram estratificadas em 10 estratos, de acordo
com o valor de | M| com os percentis (j x10) como limites dos estratos, j = 1,2,...,9,
e 0s pesos mais altos de 1% de cada estrato foram truncados para o percentil 99%
dos pesos desse estrato.
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Figura 9.11: Expectativa de |M| contra a temperatura inversa K. Os pontos sdo médias
acima de 5 corridas independentes. A curva suave é da rede infinita (Liang e Wong, [1999).

9.2.2 Ponderacao dindmica na otimizacao

Exemplo 16. Usamos o problema do vendedor ambulante (TSP) (Reinelt,|1994)) para
tlustrar o uso da ponderacdo dindmica na otimizacdo. Seja n o numero de cidades
em uma drea e di; denote a distancia entre a cidade @ e a cidade j. O TSP deve
encontrar uma permutacdo x das cidades para que o tamanho do passeio

n—1

H(x) =Y du(i) (i) + da(n).e1):
i

¢ minimizado. Sabe-se que o TSP é um problema completo NP. Para aplicar a
ponderagio dindmica ao TSP, (Wong e Liang, |1997) primeiro criaram uma ordem
de construgdo sequencial das cidades.

Seja V' o conjunto de cidades, seja A o conjunto de cidades que foram ordenadas e
A¢ =V N A o conjunto de cidades ainda ndo ordenadas. Em segquida, as cidades
podem ser ordenadas da sequinte maneira:

e Selecione aleatoriamente uma cidade de V.
e Repita as etapas (1) e (2) até que A€ esteja vazia:

1. defina k = arg max;c oc minje 4 d;j;;
2. defina A =AU{k} e A° = A° ~ {k}.
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Este procedimento garante que cada vez que a cidade adicionada em A seja a que
tenha a separacao mdxima do conjunto de cidades jd ordenadas.

Uma sequéncia de TSPs de complexidade crescente foi considerada.
No nivel mais baizo, o TSP inclui apenas as primeiras mq (por exemplo, 10 ou 15)
citdades na ordem de construcdao. No proximo nivel mais baizo, eles adicionaram um
bloco das préximas m (por exemplo, m = 5) cidades para obter um TSP um pouco
mator. O tamanho do bloco m depende do numero de niveis que se deseja empregar.
Assim, uma escada de complexidade composta por TSPs pode ser construida em sub-
conjuntos cada vez maiores das cidades. Normalmente, sdo usados de 15 a 25 niveis
e, geralmente, o tamanho s do TSP no nivel mais alto de compleridade ainda € muito
menor que o tamanho n do TSP original.
(Wong e Liang, |1997) sugerem escolher s entre 0,2n a 0,4n, pois esse problema de
s-cidade pode ser uma boa aproximagdo ao problema de n-cidade, no sentido de que
um bom passeio para o primeiro pode ser um esboco de boas excursoes completas para
o ultimo.

Dada a complexidade das cidades, a pesquisa minima de passeios consiste em
duas etapas. Primeiro, os passeios pela cidade sdo amostrados usando ponderacdo
dinamica da distribuicio Boltzmann

(@) oc exp(—H (),

onde H(x) é o hamiltoniano anterior.

Para cada passeio pela cidade gerado por ponderacdo dinamica, o algoritmo branch
and bound € usado para inserir as cidades restantes, uma a uma de acordo com a
ordem de construcdo, pesquisando uma série de pequenos espagos de caminho (15
cidades).

Na etapa de ponderacdo dindamica, para adicionar uma cidade a um passeio, os 15
(digamos) vizinhos mais préximos do passeio sio considerados e um novo sub-passeio
por essas 16 cidades é amostrado.

Para adicionar um bloco de m cidades ao passeio, as cidades sdo adicionadas uma
a uma, conforme descrito, e uma decisio de aceitagio/rejeicio € tomada depois que
todas as m cidades sdo adicionadas com o peso da importaincia sendo atualizado de
acordo.

A exclusdo de cidades de um passeio seque um procedimento semelhante.
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Capitulo 10

Aproximacao Estocastica Monte
Carlo

Considere amostragem de uma distribui¢do com a fun¢do densidade/massa

f(z) = Z(lﬂexp{mx)/f},x e,

onde 7 é chamado de temperatura e H(z) a funcao de energia em termos de fisica.
Algoritmos MCMC convencionais, como o algoritmo Metropolis-Hastings, amostram
cada configuragdo x € § com uma probabilidade proporcional ao seu peso Boltzmann

wy(x) = exp(—H(z)/7).
Na fisica estatistica, esse tipo de simulagao é chamado de simulacdo de conjunto/ensemble
canénico (CE), que produz a distribuigao de probabilidade em forma de sino da ener-
gia U = H(x):

Peg(u) = g(u) exp(u/7),

1
Z(7)
onde g(u) é chamado de densidade de estados (ou densidade espectral). As atuali-
zagoes locais tém probabilidade exp(A u/7) para o sistema atravessar uma barreira

energética de A u. Portanto, em baixas temperaturas, o amostrador tende a ficar
preso em um dos minimos de energia locais, tornando a simulagao ineficaz.

10.1 Monte Carlo multicanonico

O Monte Carlo multicanénico (Berg e Neuhaus, 1992) procura coletar amostras em
um conjunto onde a cada configuracdo com energia u = H(x) é atribuida um peso

L s,
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onde S(u) = log(g(u)) é chamado de entropia microcanénica. Uma simulagdo com
esta fungdo de peso produzird uma distribui¢do uniforme de energia:

P, (u) x g(u)wp(u) = constante,

e leva a uma caminhada aleatoria livre no espaco de energia.

Isso permite que o amostrador escape de quaisquer barreiras de energia e explore
quaisquer regides do espa¢o da amostra, mesmo para aqueles com pequenos g(u)’s.
As amostras geradas formarao um histograma plano no espago de energia, portanto,
o algoritmo é chamado de algoritmo Monte Carlo de histograma plano (Liang, [2006).

O procedimento inicializa a estimativa de g(u) através de uma simulacao de Monte
Carlo com uma distribuigao alvo temperada fr(z) < exp(—H(x)/T).

Por simplicidade, suponha que a funcao de energia U tenha valores em um con-
junto finito {u1, ..., um}.

Seja x1,...,xy a amostra MCMC extraida de fr(z) e seja Np(i) = t{z; : H(z;) =
u;} o numero de amostras com energia u;. Como,

1
. ~ No—wi/T ;7 _
Nrp(i)/N 7Z<T)g(u2)e i=1,....,m

entdao a densidade espectral pode ser estimada por

Nr(i)et /T 1
= 1= cea, M.
Yt Ne(iew /T 70

Na pratica, a temperatura T' deve ser suficientemente alta para que cada valor
da energia possa ser visitado com uma frequéncia razoavelmente grande. Dada a
estimativa inicial da densidade espectral, o algoritmo multicandénico itera entre as
duas etapas a seguir:

g(u;)

1. Execute um amostrador MCMC ( o algoritmo MH), suficientemente longo de
acordo com a funcdo de ponderacao atual

onde ¢ indexa os estdgios da simulacdo.

2. Atualize a estimativa da densidade espectral por:

log(Ge+1(w;)) = ¢ +log(ge(w;)) + log(7(i) — a),i = 1,...,m,

onde a constante ¢ é introduzida para garantir que log(g:+1) ¢ uma estimativa do
log(g), e 71(i) é a frequéncia de amostragem relativa da energia u; no estégio
t, e a1,...,qm, sS40 pequenas constantes positivas que servem como ’valores
anteriores’ para suavizar a estimativa g.
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Como o numero de iteragoes realizadas na etapa 1 é suficientemente grande, é
razoavel supor que a simulagdo tenha atingido o equilibrio e, portanto,

= =1,...,m.
gt(ui), ’
Substituindo isto acima, entdao log(git+1(ui)) = ¢ + log(g(w;)),i = 1,...,m o
que implica a validade do algoritmo para estimar g(u) (até uma constante multi-

canonica).
Por outro lado a independéncia de §;+1(u) em relagdo & estimativa anterior §i(u)
implica que a estimativa da densidade espectral s6 pode alcancar precisao limitada,
que é determinada pelo comprimento da simulacao realizada na Etapa 1.
Apébs certo estagio, aumentar o numero de estigios ndo melhorard a precisao da
estimativa da densidade espectral.

Dado um conjunto de amostras multicanonicas CL‘,EI), e ,:c,ENt) gerado no estagio
t, a quantidade E;p(z) (a expectativa de p(z) em relagdo a distribuicdo alvo f(x))
pode ser estimada usando a técnica de reponderag¢do por

N . .
S ge(H (@) play”)
N .
S u(H (i)
que ¢é consistente como o estimador de amostragem de importancia convencional. De

um modo mais geral, Ef(x) pode ser estimado, com base nas amostras geradas em
multiplos estagios, por

EY p(a) =

t
m _ (k)
k=to+1
onde ty indica o nimero de estigios de queima e A;’s estdo sujeitos a restricao
Z’,;:to 11 Ak = 1 e pode ser escolhido para minimizar a variacao total do estimador.

10.2 O algoritmo Wang-Landau, (WL)

Assim como o Monte Carlo multicanénico, o algoritmo de Wang-Landau, (Wang e
Landau, [2001), procura coletar amostras em um conjunto onde cada configuracao
com energia u recebe um peso

onde g(u) é a densidade espectral. A diferenga entre os dois algoritmos esté nos pro-
cedimentos de aprendizado para a densidade espectral. O algoritmo Wang-Landau
pode ser considerado uma implementacio inovadora do Monte Carlo multicanénico,
mas vai além disso. No Monte Carlo multicanénico, o amostrador tende a ser blo-
queado pela borda da area ja visitada e leva muito tempo para atravessar uma area
devido as caracteristicas gerais da caminhada aleatoria. O algoritmo WL consegue
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remover esses problemas penalizando oportunamente a mudanga e a permanéncia na
energia que foi visitada muitas vezes.

Suponha que o espago de amostra X seja finito e a fungao de energia H(x) assuma
valores em um conjunto finito {u1, ..., u,}. A simulagao do algoritmo Wang-Landau
consiste em varias etapas.

No primeiro estégio, ele comega com uma configuragao inicial de g(uy),..., §(um),
digamos g(u1) =,...,= §(um) = 1 e uma amostra aleatéria xy extraida de X e itera
entre as seguintes etapas,

Algoritmo Wang-Landau

1. Simule uma amostra x com uma tnica atualizacdo do Metropolis que admita a
distribuicao invariante:

f(x) < 1/g(H (z)).
2. Defina
(i) = glug)61 =0,
para i = 1,...,m, onde § é um fator de modificagdo maior que 1 e I(-) é a

funcao indicadora.

O algoritmo intera até que um histograma plano seja produzido no espaco de ener-
gia. Um histograma é geralmente considerado plano se a frequéncia de amostragem
de cada interface do usuério nao for inferior a 80% da frequéncia média de amos-
tragem. Quando essa condigdo é satisfeita, as estimativas §(u;) e a amostra atual z
sdo transferidas para o estagio seguinte como valores iniciais, o fator de modificacdo
¢é reduzido para um valor menor de acordo com um esquema especificado, digamos,
8 < /3, e o coletor de amostras é retomado.

A proxima etapa da simulacdo é iniciada, continuando até que o novo histograma
esteja nivelado novamente. O processo é repetido até que § esteja muito proximo de
1, digamos, log(§) < 1078.

(Liang, 2005)) generalizou o algoritmo Wang-Landau para sistemas continuos. A

generalizacao é principalmente em trés aspectos, a saber, o espaco amostral, a funcao
de trabalho e o esquema de atualizacao de estimativas.
Suponha que o espaco amostral X' seja continuo e tenha sido particionado de acordo
com uma parametrizagdo escolhida de x, digamos, a fungio energética H(x), em m
sub-regides disjuntas: Ey = {z : H(z) < w1}, B2 = {z : 1 < H(z) < ua}, ...,
En-1={x:un-o < Hx) <up-1} e Eyn ={x: Hx) > up_1}, em que oo <
up < ug < -+ < Upm—1 < 00 sdo especificados pelo usudrio. Seja ¥ (z) uma fungdo
nao negativa definida no espago de amostra com 0 < [ ¥(x)dz < oo, que também é
chamada de funcao de trabalho do algoritmo Wang-Landau generalizado. Na prética,
geralmente se define 9(x) = exp(—H (z) /7). Seja g = (¢1),..., (™) o peso associado
as sub-regiodes.

Uma iteracao do algoritmo generalizado de Wang-Landau consiste nas seguintes
etapas,

Algoritmo generalizado de Wang-Landau
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1. Simule uma amostra x por um numero, denotado por k, de etapas MH que
admite

fla) x 3 S5 1t < B,
=1

como a distribui¢do invariante.

2. Seja §gF) « k) +5pF= @) §(J () para k = J(z),...,m, onde J(z) é o indice da
sub-regido a qual x pertence e p > 0 é um pardmetro que controla a frequéncia
de amostragem para cada uma das sub-regioes.

A medida que o nimero de estagios se torna grande, ver (Liang, 2005)
W g =c [ Pa)de,
By
39 ~ g = c/ Y(x)de +pgVi=2,...,m
E;

onde ¢ é uma constante desconhecida; e a frequéncia de visitas a cada sub-regiao
serd aproximadamente proporcional a [ 1(x)dz/ g parai=1,...,m.

A generalizacdo da densidade espectral para a integral [ B Y(x)dx é de grande
interesse para estatisticos, o que leva a uma ampla gama de aplicagdes do algoritmo
em estatistica, como a selecao de modelos e alguns outros problemas computacionais
bayesianos, como discutido em (Liang, [2005]).

Exemplo 17 ( pacote PAWL do R). library(PAWL)

### Exemplo com tres estados

# distribution alvo:

targetpdf <- c(0.5, 0.4, 0.1)

# log probabilidade do alvo:

parameters <- list(logpi = log(targetpdf))

logdensity <- function(x, parameters){
parameters$logpi [x]

}

# proposta

transitionmatrix <- t(matrix(c(0.5, 0.5, 0.0

0.3, 0.5, 0.2

0.0, 0.6, 0.4

B

B

s ), ncol = 3))
proposalparam <- list(transitionmatrix =
transitionmatrix, card = 3)
# function that generates proposal:
rproposal <- function(states, proposalparam){

for (index in 1:length(states)){

states[index] <- sample(x = 1:proposalparam$card,
size = 1, prob =

proposalparam$transitionmatrix[states[index],])

}
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return(list(states = states))

}

# funcao para calcular a densidade da proposta
dproposal <- function(states, ys, proposalparam)<{
for (index in 1:(length(states))){
states[index] <- log(transitionmatrix[states([index], ys[index]])
}
return(states)

}

proposalinstance <- proposal(rproposal = rproposal,
dproposal = dproposal,
proposalparam = proposalparam)

# funcao para os pontos iniciais do MCMC :

rinit <- function(size) return(rep(l, size))

# define the target

discretetarget <- target(name = "discrete toy example",

dimension = 1, type = "discrete",
rinit = rinit,
logdensity = logdensity,
parameters = parameters)

# especificar parametros do Metropolis-Hastings:

mhparameters <- tuningparameters(nchains = 1,

niterations = 10000, storeall = TRUE)

# Rprof (tmp <- tempfile())

amhresults <- adaptiveMH(discretetarget,

mhparameters, proposalinstance)

# Rprof ()

# print (summaryRprof (tmp))

# unlink(tmp)

chains <- ConvertResults(amhresults)

cat("AMH: probabilidades alvo:", targetpdf, "\n")
amhcount <- tabulate(chains$X1, nbins = 3)
cat("AMH: frequencias obtidas:", amhcount / sum(amhcount), "\n")

# particionamos para que 1 e 2 estejam no bloco 1, e estado 3 no bloco 2
getPos <- function(points, logdensity) 2 - (points <= 2)
# mais parametros:
positionbinning <- binning(position = getPos,
name = "position",
bins = c(1, 2),
desiredfreq = c(0.8, 0.2),
useLearningRate = FALSE)
pawlresults <- pawl(discretetarget,
binning = positionbinning, AP = mhparameters, proposalinstance)
pawlchains <- ConvertResults(pawlresults)
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cat("PAWL: freq. desejadas:", positionbinning@desiredfreq, "\n")
pawlcount <- tabulate(getPos(pawlchains$X1, pawlchains$logdens), nbins = 2)
cat ("PAWL: freq obtidas:", pawlcount / sum(pawlcount), "\n")

# graficando log theta:

plot(pawlresults$logthetal,1],type="1")
plot(pawlresults$logthetal,2],type="1")

counts <- tabulate(pawlchains$Xl, nbins = 3)

counts <- counts[1:2]

counts <- counts / sum(counts)

cat ("PAWL: proporcoes no bloco 1:", counts, "\n")

cat ("PAWL: comparar a:", targetpdf([1:2] / sum(targetpdf([1:2]), "\n")
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Figura 10.1: Cadeia log 6
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pawlresults$logtheta[, 2]
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Figura 10.2: Cadeia log 62

10.3 Aproximacao Estocastica Monte Carlo SAMC

Considere o problema de amostragem da distribuicaof(z) = exp(—H(z)/7)/Z(T).
Suponha que, como no algoritmo generalizado de Wang-Landau (Liang, 2005), o
espaco amostral X tenha sido particionado de acordo com uma fungdo A(x) em m
sub-regides, By = {z : Mz) < w1}, By = {zx : u1 < AN(z) < wa},...,Epo1 = {z:
Um—2 < AN2) < um—1}, B = {2 : A(z) > um—1}, onde —00 < up < -+ < Upp—q < 00.
Aqui () pode ser qualquer fungdo de z, como um componente de x, a fungdo de
energia H(x), etc. Seja ¢(z) uma fungdo ndo negativa com 0 < [, ¢¥(z)dr < oo,
chamada de fungdo de trabalho do SAMC. Na prética se define ¢(x) = exp(—H (z)/1).
Seja ¢g; = fEizb(x)da: para i = 1,....m e g = (g1,...,9m). A sub-regido E; é
chamada de sub-regido vazia se g; = 0. Uma especificacdo inadequada dos pontos
de corte u;’s pode resultar em algumas sub-regides vazias. Tecnicamente, o SAMC
permite a existéncia de sub-regides vazias em simulacoes. Para apresentar claramente
a ideia, assumimos temporariamente que todas as sub-regides nao sdo vazias; isto é,
assumindo g; > 0 para todos i = 1,...,m. O SAMC procura coletar amostras da
distribuicao

fq(x) o Z Wﬂg@)l(fv € E;),
i=1 ¢

onde 7;’s sdo valores de frequéncia pré-especificados, de modo que m; > 0 para todos
E fécil ver, se g1,...,9m, a amostragem de fq(x) resultard em uma caminhada
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Figura 10.3: Cadeia dos estados z; = 1,2,3

aleatoria no espaco das sub-regides, com cada sub-regido sendo visitada com uma
frequéncia proporcional a ;. A distribui¢do m = (my,...,my) é denominada distri-
buicao de amostragem desejada das sub-regioes. Como g é desconhecido, (Liang, Liu
e Carroll, 2007) estimam-o sob a estrutura do algoritmo de aproximagcéao estocéastica

(Robbins e Monro, 1951)), o que garante consisténcia na estimativa de g. Seja 9,@ a

estimativa de log(g;/m;) obtida na iteragao t, e seja 6; = (aﬁ”, e Ht(m)). Como m é
finito, a particao E1, ..., Ep éfixoe 0 < [, ¢(z) < oo, deve existir um nimero € > 0
tal que
€< mjnlog(gz) < maxlog(&) < -,
7 3 ? s €

o que implica que 0; pode ser restrito a obtenc¢ao de valores em um conjunto compacto.
A partir de agora, este conjunto compacto serd indicado por ©. Na pratica, © pode
ser definido para um conjunto enorme, digamos, © = [-1019 101%™ Por uma
questdo pratica, isso é equivalente ao conjunto © = R™. Caso contrario, se se assumir
© = R, uma versao variavel do truncamento desse algoritmo podera ser considerada,
como em Liang (2009e).

Seja {7V} a sequéncia do fator de ganho, que satisfaz a condi¢ao (Al):

(A1) A sequéncia {7:} é positiva e ndo aumenta, e satisfaz as condigoes:
(i) limysoolyy b — vl < o0

(ii) 228217 = o0
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Histogram of pawlresults$allchains[, 1, 1]
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(iii) >°524 14 < oo para alguns 7 € (1,2].

Na prética,

para alguns valores pré-especificados t9 > 1 e 1/2 < £ < 1. Um grande valor de t
permitird que o amostrador alcance todas as sub-regides muito rapidamente, mesmo
para um sistema grande. Seja J(x) o indice da sub-regido & qual a amostra z pertence.

O SAMC comega com uma amostra aleatoria zo gerada no espaco X e uma
estimativa inicial 6y = (9(()1), . ,Hém)) = (0,...,0) e depois itera entre as etapas a
seguir:

O algoritmo SAMC

(a) Amostragem Simule uma amostra ;41 por uma tnica atualizacio MH que
admita a seguinte distribui¢do como distribuicao invariante:

for () o 30— @)1 e By,
11exp9 )

(a.1) Gere y no espago amostral X de acordo com uma distribuigao q(z¢,y).

(a.2) Calcule a racao

o en=o p(y)g(y, x)

r=e D)z )
¢(xt)q(xtv y)
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(a.3) Aceite a proposta com probabilidade min(1, 7). Se for aceito, defina x4 =
y; caso contrario, defina z;41 = xy.

(b) Atualizagao dos pesos Parai=1,...,m faga
91521/2 = 9151) + Yt (I{mtJrlGEi} - Wi) :

Se 0iy1/2 € O, defina 041 = 0;41/9; caso contrério, defina 0,41 = 0;11/5 +
c*, onde ¢* = (c*,...,c*) pode ser qualquer vetor constante que satisfaca a

condigdo 0y 1/p +c* € O.
Exemplo 18 ( pacote SAMC do R). Vamos a amostrar da distribuicao multimodal:

f(z) o< exp{H (z)},
onde x = (z1,72) € [1.1,1.1)%
H(z) = —{z1 sin(2022) + 2 sin(20z1) }? cosh{sin(10z1 )z }
— {1 cos(10z2) — x5 sin(10x1)}? cosh{cos(20x2) s }.

library (SAMCpack)

##passo 1: Defina log-densidade negativa

func_r = function(x){
x1 = x[1]; x2 = x[2];
vall = (-(x1*sin(20*x2)+x2*sin(20*x1))"2)*cosh(sin(10*x1)*x1);
val2 = (-(x1l*cos(10*x2)-x2*sin(10*x1)) " 2)*cosh(cos(20*x2) *x2) ;
return(vall+val2);

## paso 2 : Defina os parametros do algorimo

myoption =list()

myoption$partition = c(-Inf,seq(from=-8,to=0,length.out=41))

myoption$tau= 1.0

myoption$domain= c(-1.1,1.1)

myoption$vecpi= as.vector(rep(1/41,41))

myoption$niter= 200000

myoption$stepsize= c(0.25, 10)

## Step 3 : rode o codigo

res = SAMC(2,func_r,options=myoption)

## Step 4 : Visualize

select = seq(from=101,to=myoption$niter,by=100)

# 100 burn-in, 1/100 thinning

par (mfrow=c(1,2))

plot(res$samples[select,1], res$samples[select,2],

xlab=’x’,ylab="y’ ,main=’Amostras’)

barplot(as.vector(res$frequency/sum(res$frequency)),
main="Frequencia das visitas por particao da energia",
names.arg=myoption$partition[-1], xlab="energia")
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Capitulo 11

Hamiltonian Monte Carlo HMC

Os métodos de amostragem Hamiltoniano Monte Carlo (HMC) (Duane et al.,|1987)e
(Neal, 2011)) fornecem um poderoso algoritmo de amostragem de Monte Carlo em
cadeia de Markov (MCMC).
Os métodos definem uma fun¢do hamiltoniana em termos da distribuicao alvo a partir
da qual desejamos amostras - a energia potencial - e um termo de energia cinética
parametrizado por um conjunto de variaveis auxiliares de momento.
Com base em atualizagoes simples para as variaveis de momento, simula-se a partir
de um sistema dindmico hamiltoniano que permite propostas de estados distantes.
A distribuicdo de destino é invaridvel sob essa dindmica; na pratica, é necessaria
uma discretizacao do sistema de tempo continuo, necessitando de uma corregdo de
Metropolis-Hastings (MH), embora ainda com alta probabilidade de aceitagdo. Com
base nas propriedades atraentes do HMC em termos de exploragao rapida do espaco
de estados, os métodos do HMC cresceram em popularidade recentemente.
Suponha que desejemos amostrar a partir da distribuigao posterior de 6 dado
um conjunto de observagoes independentes x € X:

p(0lx) oc exp(=U(8)),

onde a fungao potencial de energia U é dada por

U(#) =— Y logp(x|f) — log(6).
TEX

O Monte Carlo Hamiltoniano (Hibrido) (HMC) fornece um método para
propor amostras de § em uma estrutura Metropolis-Hastings (MH) que explora com
eficiéncia o espago de estados em comparaciao com o padrio de caminhos aleatérios.
Essas propostas sdo geradas a partir de um sistema hamiltoniano baseado na in-
troducdo de um conjunto de varidveis de momento auxiliares, r. Ou seja, para
amostrar a partir de p(0|X), o HMC considera gerar amostras a partir da distribui¢ao
conjunta de (0, ) definida por

(0, 1) x exp <—U(9) - ;TTM_lr) .
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Se simplesmente descartarmos as r amostras resultantes, as amostras 6 terdo
distribuigdo marginal p(f|X’). Aqui, M é uma matriz de massa e, juntamente com r,
define um termo de energia cinética. M geralmente é definido como a matriz de
identidade I, mas pode ser usado para pré-condicionar o amostrador quando tivermos
mais informacoes sobre a distribuicdo de destino. A funcdo Hamiltoniana é definida
por

1
meyﬂmm+§ﬁM4n

H mede a energia total de um sistema fisico com varidveis de posi¢ao 8 e varidveis
de momento r.
Para propor amostras, o HMC simula a dindmica hamiltoniana

df = M~ rdt
dr = 7U(6)dt.

Para se ter uma idéia concreta, uma analogia comum em 2D é a seguinte (Neal,
2011). Imagine um disco de héquei deslizando sobre uma superficie de gelo sem atrito
de altura varidvel. O termo energia potencial € baseado na altura da superficie na
posicao atual do disco, 0, enquanto a energia cinética é baseada no momento do disco,
r e sua massa, M. Se a superficie for plana (YU (0) = 0,V8), o disco se move a uma
velocidade constante.

Para declives positivos (yU(0) > 0), a energia cinética diminui d medida que a ener-
gia potencial aumenta até que a energia cinética seja 0 (r =0).

O disco desliza de volta descendo a colina, aumentando sua energia cinética e dimi-
nuindo a energia potencial.

Lembre-se de que no HMC, as varidveis de posicao sdo de interesse direto, enquanto
as varidveis de momento sdo construgoes artificiais (varidveis auxiliares).

Em qualquer intervalo de tempo s, a dindmica hamiltoniana define uma dinamica
do estado no tempo t para o estado no tempo t + s.

E importante ressaltar que esse mapeamento ¢ reversivel, o que é importante para
mostrar que a dindmica deixa 7 invariavel.

Da mesma forma, a dindmica preserva a energia total, H, portanto, as propostas sao
sempre aceitas.

Na pratica, porém, nés normalmente ndo pode simular exatamente do sistema conti-
nuo anterior e, em vez disso, considerar um sistema discretizado.

Uma abordagem comum ¢é o método leapfrog, descrito no algoritmo. Devido as
imprecisoes introduzidas através da discretizacdo, uma etapa de MH deve ser im-
plementada (ou seja, a taxa de aceitacdo nao é mais 1). No entanto, as taxas de
aceitacao ainda tendem a ser altas, mesmo para propostas que podem estar muito
longe de seu tultimo estado.

Algoritmo 1: Monte Carlo Hamiltoniano

Inicio: Posicdo inicial ) e tamanho dos passos €.
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Passo general: Parat=1,2,... faca,

1. Reamostrar o momento 7:

e 7® ~ N(0,M)
2. Simule a discretizagao da dindmica hamiltoniana:

o g4 To — %VU(@())

w

. parai=1,...m fazer:
e 0, 0,1+ €M_17‘Z'_1
o Ty Ti—1 — EVU(QZ)
4. vy =1 — SVU(Orn)
5. (0,7) = (B m)

M-H: e wu ~ Uniforme|0, 1]

° p = eH(évf')fH(e(t)vT(t))

e Se u < min(1, p), entdo AU+ = 4.

#minimizacao hmc
U<-function(u)
{a<-2
U<-(u-a)~2
return(U)}
grad_U<-function(u)
{a<-2

gU<-2%(u-a)

}
f<-function(u)
{
exp(-U(u))
}
x <- seq(0,4,0.1)
plot(x,f(x),type = ’17)

##parametros iniciais

# epsilon= passo

# current_qg= posisison incial
# L=numero de passos

HMC<-function(U, grad_U, epsilon, L, current_q)
{
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Figura 11.1: A funcéo f(z) = e V@

q <-current_q
p <- rnorm(length(q),0,1)
current_p <- p
p <- p - epsilon*grad_U(q) / 2
for (i in 1:L)
{
q <- q + epsilon * p
if (i!=L) p <- p - epsilon * grad_U(q)

}
P <- p - epsilon * grad_U(q) / 2
P <~ -p

current_U<-U(current_q)
current_K <-sum(current_p~2) / 2
proposed_U<- U(q)
proposed_K<-sum(p~2) / 2
if (runif(1) < exp(current_U-proposed_U+current_K-proposed_K))
{
return (q)
}
else
{
return (current_q) # reject
}
}
##parametros iniciais
# epsilon= passo
# current_qg= posisison incial
# L=numero de passos
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epsilon<-0.25

current_q<-0

L<-25

result<-c()

cq<-current_q

m<-1000

for (iter in 1:m) {
result[iter]<-HMC(U, grad_U, epsilon, L, cq)
cq<-result[iter]

}

result

par (mfrow=c(1,1))

boxplot (result)

plot(l:m,result,type = ’1’)

As trajetorias simuladas,

result

! I I | ] |
0 200 400 600 800 1000

1:m

Figura 11.2: Trajetorias da cadeia HMC.
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Figura 11.3: Boxplot dos resultados HMC.
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