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Resumo

Este trabalho investiga a aplicacao de Redes Neurais Recorrentes LSTM na
previsao da dinamica do problema dos trés corpos em configuracoes Euleri-
anas instaveis. Desenvolvemos um pipeline completo que integra simulagao
numérica de alta precisdo com RK45, pré-processamento diferenciado por
componentes fisicos, arquiteturas LSTM otimizadas e metodologia de previ-
sdo autoregressiva.

Nossos resultados demonstram que as redes neurais sao capazes de apren-
der representacdes qualitativas da dindmica orbital a partir de uma tnica
trajetoria, capturando padrdes temporais complexos em configuracoes insta-
veis. No entanto, a precisao quantitativa em longo prazo é fundamentalmente
limitada pela natureza caética do sistema, com erros de previsao crescendo
exponencialmente apos 4.6 x 107 segundos.

A andlise tedrica a luz do Teorema da Aproximacao Universal revela
que as limitacGes observadas estdo alinhadas com as restrigoes fundamen-
tais da aproximacao neural em sistemas dindmicos complexos. Em contraste
com abordagens em configuracoes Lagrangianas estéveis reportadas na li-
teratura, nossa investigacdo em configuragoes Eulerianas instaveis destaca
desafios adicionais impostos pela sensibilidade as condicOes iniciais.

Este trabalho contribui para o didlogo entre a mecanica celeste tradici-
onal e técnicas modernas de aprendizado de maquina, fornecendo insights
sobre os limites praticos das redes neurais na modelagem de sistemas di-
namicos caoticos e propondo diregoes futuras para abordagens hibridas que
incorporem conhecimento fisico explicito.

Palavras-chave: Problema dos Trés Corpos, Redes Neurais Recorren-
tes, LSTM, Sistemas Caoticos, Mecéanica Celeste, Aprendizado de Maquina,
Dinadmica Orbital.



Capitulo 1

Introducao

O problema dos trés corpos, formulado originalmente no contexto da meca-
nica newtoniana, permanece como um dos problemas mais desafiadores da
fisica matemaética Poincaré (1890). Diferentemente do problema de dois cor-
pos, que admite solucdo analitica completa, o sistema de trés corpos exibe
comportamento cadtico para a maioria das condicoes iniciais, tornando im-
possivel a obtencao de solugoes gerais em forma fechada. Esta complexidade
inerente tem motivado abordagens alternativas que complementem os méto-
dos numéricos tradicionais.

Tradicionalmente, a investigagao desses sistemas tem dependido de méto-
dos numéricos sofisticados. Integradores como os métodos de Runge-Kutta e
Hermite tém sido a ferramenta padrao Hairer, Norsett € Wanner (1993), po-
rém com custo computacional significativo para simulacoes de longo prazo.
Recentemente, abordagens baseadas em aprendizado de maquina emergiram
como alternativas promissoras, Breen et al. (2020), oferecendo potencial para
aceleracdo computacional significativa.

Breen et al. (2020) demonstraram que redes neurais profundas podem
acelerar as previsoes em até cinco ordens de magnitude comparado com
métodos numéricos tradicionais. No entanto, a aplicacao dessas técnicas a
sistemas caodticos apresenta desafios tinicos relacionados a estabilidade nu-
mérica e generalizagao. Este trabalho se insere neste contexto de inovagao,
investigando a aplicacdo de Redes Neurais Recorrentes (RNRs) — arquite-
tura projetada para capturar dependéncias temporais — na modelagem do
problema dos trés corpos em configuracoes Fulerianas instéveis.

Nossa abordagem concentra-se no aprendizado profundo de uma tnica
orbita periddica instavel seguindo a configuragdo Fuleriana colinear, permi-
tindo investigar a capacidade das LSTMs em capturar padroes temporais
complexos em sistemas dindmicos especificos sob condicoes desfavoraveis. O
objetivo ndo é apenas desenvolver um preditor, mas também investigar os de-
safios e limitagOes inerentes a essa abordagem, incluindo questdes fundamen-
tais sobre generalizagdo, conservacao de quantidades fisicas e escalabilidade



em configurages instaveis.

Este artigo estd organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 apresenta
a formulacdo matemaética completa do problema dos trés corpos, incluindo
as equacoes fundamentais do movimento, quantidades conservadas e a con-
figuracao Euleriana colinear adotada. O Capitulo 3 detalha a metodologia
de simulacao e geracao de dados, com énfase na escolha do método numérico
RK45 e no pipeline de pré-processamento inteligente. O Capitulo 4 introduz
os fundamentos tedricos das redes neurais recorrentes, com foco especial nas
arquiteturas LSTM e GRU. O Capitulo 5 descreve a implementagao pratica
dos experimentos, incluindo a arquitetura do modelo, estratégias de treina-
mento e metodologia de previsao autoregressiva. O Capitulo 6 apresenta
e discute os resultados obtidos, com anélise quantitativa do erro preditivo e
comparacoes entre configuracoes Fulerianas e Lagrangianas. O Capitulo 7
desenvolve a discussdo teorica & luz do Teorema da Aproximagdo Universal,
analisando as limitacoes fundamentais da abordagem. Finalmente, o Capi-
tulo 8 sintetiza as conclusdes do trabalho e propoe dire¢des para pesquisas
futuras.

Através deste artigo, buscamos fornecer uma analise compreensiva do
potencial e das limitacdes das redes neurais recorrentes na modelagem de
sistemas dinamicos complexos, contribuindo para o didlogo entre a mecanica
celeste tradicional e as modernas técnicas de aprendizado de maquina.



Capitulo 2

Modelo do Problema dos Trés
Corpos

2.1 Formulagao Matematica

Considere trés corpos pontuais com massas mj, mg, ms € vetores posigao
71, T, 73 € R3. As equacdes do movimento sdo derivadas da mecanica
newtoniana classica, combinando a Segunda Lei do Movimento com a Lei
da Gravitagao Universal, ver capitulo 2 de Saslaw (2006) para uma descri¢a
completa das equacodes, elas sao:

d?7, Gmym,; . .
Fi=m; dt; :Z ré (7 —7), i=1,2,3 (2.1)
gAY
onde r;; = |7 — 7| e G = 6.67430 x 107" m®kg's72 ¢ a constante

gravitacional. Apos simplificar m;:

d27; Gm;,_ .. .
dtQ:Z (7 —7), i=1,2,3 (2.2)

3
ro.
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Energia e Quantidades Conservadas

A energia potencial do sistema é dada por:

U — —G <m1m2 T mims + m2m3> (2.3)
12 13 23

A energia cinética é:

3
1 "
T=33 1: |72 (2.4)
1=



A energia total E =T + U é conservada, assim como o momento linear
total:

3
=1

e o momento angular total:
3
L= m x 7 (2.6)
i=1

2.2 Configuracao de Referéncia Peri6édica e Consi-
deracoes de Estabilidade

Para este estudo, adotamos uma configuracdo especifica que gera oOrbitas
periodicas instaveis, seguindo as solugoes colineares de Euler (1767). Esta
configuracdo contrasta com as Orbitas lagrangianas estaveis estudadas em
trabalhos como Hairer, Norsett e Wanner (1993), que focam em configuracoes
triangulares equilateras estaveis.

Nossa configuracao Euleriana colinear é definida por:

7 = (0,0,0)
7 = (1.0 x 10'1,0,0)
73 = (—=1.0 x 10',0,0)

0,0,0)
0,1.0 x 10%,0)
0,—1.0 x 10%,0)

1=

Uy =

1
~~ /N /N /N —~

U3 =

com massas m; = mg = mz = 1.0x103° kg. Esta configuracio representa

uma solucdo colinear do problema dos trés corpos, onde os trés corpos estao
permanentemente alinhados ao longo de um eixo.

Diferentemente das configuraces lagrangianas triangulares estaveis La-
grange (1772), as solugoes Eulerianas colineares sao intrinsecamente instaveis
Marchal (1990). Esta instabilidade fundamental torna o problema particu-
larmente desafiador para redes neurais, pois pequenos erros de previsao sao
rapidamente amplificados devido a natureza instével da dinamica.

A escolha de uma configuragdo Euleriana instével, em vez de uma confi-
guracao Lagrangiana estavel, foi intencional para testar os limites das redes
neurais em capturar dindmicas complexas e sensiveis. Enquanto Hairer, Nor-
sett e Wanner (1993) focam em 6rbitas estaveis que sao mais adequadas para
métodos numéricos tradicionais, nossa abordagem investiga a capacidade das
LSTMs em lidar com configuracoes onde métodos convencionais enfrentam
dificuldades devido & instabilidade inerente.



Capitulo 3

Metodologia de Simulacao e
Geracao de Dados

3.1 Abordagem Focada em Orbita Unica

Diferente de abordagens tradicionais que utilizam grandes conjuntos de tra-
jetorias diversas, nossa metodologia concentra-se no aprendizado profundo
de uma tnica orbita periodica de alta qualidade. Esta estratégia permite
investigar a capacidade das redes neurais em capturar padroes temporais
complexos sem as varidveis adicionais introduzidas por diferentes condigoes
iniciais.

3.2 Métodos Numeéricos e Justificativa da Escolha
do RK45

O AMUSE (Astrophysical Multipurpose Software Environment) é
um framework integrado que oferece diversos métodos numéricos especializa-
dos para problemas astrofisicos. Entre os integradores disponiveis, destacam-
se os métodos Hermite de 4% e 6% ordens, o método Leapfrog (Kick-Drift-
Kick) simplético, métodos de Runge-Kutta de diversas ordens, e o integrador
BRUTUS de precisao arbitraria para sistemas caoticos.

Inicialmente, buscou-se utilizar o integrador BRUTUS, desenvolvido es-
pecificamente para lidar com a natureza cadtica do problema N-corpos atra-
vés de aritmética de precisdo arbitraria e controle rigoroso de erro. No en-
tanto, enfrentamos dificuldades significativas relacionadas a desatualizagao
da interface, complexidade de configuracdo dos parametros de precisao ar-
bitraria, custo computacional proibitivo e instabilidade numérica em alguns
Casos.

Diante desses desafios, optamos pelo método Runge-Kutta-Fehlberg de
ordem 4(5) (RK45) devido & sua robustez comprovada em problemas de



mecéanica celeste, eficiéncia computacional para geragdo de datasets, controle
de erro adaptativo com tolerancia relativa de 1076 e implementacdo estavel e
madura no SciPy. Esta decisdo alinha-se com as observacoes de Breen et al.
(2020) sobre a viabilidade pratica: embora métodos como BRUTUS oferecam
precisao arbitraria, seu custo computacional é proibitivo para geragao de
grandes volumes de dados de treinamento.

Pipeline de Geracao de Dados

A continuagdo apresentamos o algoritmo que desenvolvemos para gerar os

dados.

Algorithm 1 Geracio de Dataset a partir de Orbita de Referéncia Periodica

1: procedure GENERATEREFERENCEDATASET

2 Entrada: T = 5.049 x 107 s (1.6 anos), ngteps = 1000

3 Saida: train data,val data,scalers

4 // 1. Configuragao inicial simétrica periddica

5: stateg < [771,772,773,171,172,173}

6 // 2. Simulagao numeérica com RK45

7 trajectory <— solve ivp(three body equations, stateg, T, Nsteps)
8 // 3. Separagdo inteligente por componentes fisicos

9

: posl « trajectoryl:,: 3] > Posigoes Corpo 1
10: pos23 <« trajectoryl[:, 3 : 9] > Posigoes Corpos 2 e 3
11: vel < trajectoryl[:,9 ] > Velocidades todos corpos
12: // 4. Normalizagao independente por tipo fisico
13: scaler P1 <+ StandardScaler()

14: scaler P23 « StandardScaler()

15: scaler V < StandardScaler()

16: scaled posl < scaler P1.fit_transform(posl)

17: scaled pos23 < scaler P23.fit transform(pos23)

18: scaled vel < scaler V. .fit_transform(vel)

19: // 5. Recombinagao dos componentes normalizados

20: scaled data < concat(scaled posl, scaled pos23, scaled vel)
21:  // 6. Divisao temporal sequencial (80%/20%)

22: Ntrain < LO.S X nstepsj

23: train_data < scaled _datal[: nrain]

24: val data < scaled data[nrain :|

25: return train data,val data,scaler P1,scaler P23 scaler V

26: end procedure
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3.3 Implementacao da Simulacao Numérica

A simulagdo da érbita de referéncia foi implementada utilizando o método
Runge-Kutta-Fehlberg de ordem 4(5) (RK45) com alta precisdo. Este mé-
todo adaptativo de passo varidvel combina uma férmula de 4% ordem para
avangar a solu¢do com uma formula de 52 ordem para estimar o erro local
de truncamento.

A implementacdo através da fungdo scipy.integrate.solve_ivp utiliza
os parametros mostrados no Listing 3.1:

solution_ref = solve_ivp(
three_body_equations,
t_span_ref,
initial_state_ref,
t_eval=t_eval_ref,
method=>RK457,
rtol=1e-6 Y Tolerdncia relativa

Listing 3.1: Implementagdo do RK45

O método ¢é definido pelas seguintes etapas para cada passo temporal:

kl - hf(tmyn) (3'1)
k2*hf(t =+ 47yn+*) (3'2)

kzg = hf(tn + 32 yn + 55 + 52) (3.3)
VI . o)

=hf(tn +h,yn + 43%1 — 8ky + 3658103k3 - %14150%) (3.5)
A SR

A solucao de 42 ordem é:
25 1408 2197
y(4) = Yn + 7]61 + k + k4 - 7k5 (37)

216 2565 4104 5

E a solucao de 5% ordem para estimativa de erro:

o 16, 6656, 28561 9 2
_ = N 38
Un+1 = Yn T 551 F Jogos ks T 5aas0Rt T 50" T 557 (3.8)

O erro estimado § = ‘95521 — 3/7(;521‘ ¢ usado para ajustar adaptativamente
o tamanho do passo h, garantindo que a tolerancia relativa de 1076 seja
mantida em toda a simulagdo.

As equagoes do movimento do problema dos trés corpos foram imple-
mentadas conforme mostrado no Listing 3.2:
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def three_body_equations(t, state):

n =3

positions = state[:3*n].reshape(n, 3)
velocities = state[3*n:].reshape(n, 3)
derivatives = np.zeros_like(state)
accelerations = np.zeros((n, 3))

for i in range(mn):
for j in range(n):

if i 1= j:
r_vec = positions[j] - positions[i]
r = np.linalg.norm(r_vec)
accelerations[i] += G * m[j] * r_vec / r
*%x3
derivatives [:3*n] = velocities.flatten ()
derivatives [3*n:] = accelerations.flatten()

return derivatives

Listing 3.2: Implementagao das Equagoes do Movimento

3.4 Pré-processamento Inteligente

A estratégia de normalizagdo diferenciada reconhece que diferentes compo-
nentes fisicos possuem distribuicoes estatisticas distintas, conforme imple-
mentado no Listing 3.3:

# Separagdo por componentes fisicos
P1_data = full_datal:, :3] # Posig¢des Corpo 1 (x1, yi,
z1)
P23_data = full_datal:, 3:9] # Posigdes Corpos 2 e 3 (x2
sy ¥y2, z2, x3, y3, z3)
V_data = full_datal:, 9:1] # Velocidades (vxl, vyl,
vzli, ..., vz3)

# Normalizagdo independente por tipo fisico
scaler_P1 = StandardScaler ()

scaler_P23 = StandardScaler ()

scaler_V = StandardScaler ()

scaled_P1 = scaler_Pl.fit_transform(P1_data)
scaled_P23 = scaler_P23.fit_transform(P23_data)
scaled_V = scaler_V.fit_transform(V_data)

# Recombinacgédo
scaled_data = np.hstack([scaled_P1, scaled_P23, scaled_V
1

Listing 3.3: Pré-processamento Diferenciado




3.5 Divisao Temporal dos Dados

Adotamos uma divisdo sequencial que preserva a continuidade temporal,
utilizando 80% inicial para treinamento (passos temporais 0-799) e 20% final
para validacao (passos temporais 800-999). Esta abordagem simula cenérios
reais de previsao onde o modelo deve extrapolar a dindmica aprendida para
o futuro temporal.



Capitulo 4

Redes Neurais Recorrentes

4.1 Introducao as Redes Neurais Artificiais

Redes Neurais Artificiais (RNAs) sdo modelos computacionais inspirados
na estrutura e funcionamento do cérebro bioldgico Keydana et al. (2022).
Uma RNA é composta por unidades de processamento elementares chama-
das neuronios artificiais, organizados em camadas interconectadas. Cada
conexdo entre neurdnios possui um peso sindptico que é ajustado durante o
processo de aprendizado.

Uma rede neural tipica consiste em:

e Camada de entrada: Recebe os dados brutos
e Camadas ocultas: Realizam transformacées nao-lineares nos dados
e Camada de saida: Produz a predicao final

A operacao fundamental de um neurdnio artificial é dada por:

y=f (Z wiz; + b) (4.1)
=1

onde x; sao as entradas, w; sdo os pesos, b é o bias e f é uma funcao de
ativagao nao-linear.
A Figura 4.1 ilustra essa arquitetura.
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Figura 4.1: Arquitetura de uma rede neural artificial com multiplas camadas.
As setas representam conexdes ponderadas entre neurénios adjacentes.

As redes neurais se destacam por sua capacidade de aprendizado de re-
presentacoes hierarquicas dos dados, permitindo a modelagem de relagoes
complexas e nao-lineares. Esta caracteristica as torna particularmente ade-
quadas para problemas onde relacoes tradicionais de entrada-saida sao des-
conhecidas ou dificeis de especificar.

4.2 Arquiteturas Fundamentais

4.2.1 LSTM (Long Short-Term Memory)

As redes neurais recorrentes do tipo Long Short-Term Memory (LSTM),
introduzidas por Hochreiter e Schmidhuber (1997), incorporam células de
memoria e portoes para controlar o fluxo de informagao, resolvendo efetiva-
mente o problema do vanishing gradient em redes recorrentes tradicionais.
Esta arquitetura foi projetada para lidar com dependéncias temporais de
longo prazo, inspirada na necessidade de reter informagoes relevantes ao
longo de sequéncias temporais extensas.

Jt=0(Wjy-[h—1,2 +bf) (portao de esquecimento) (4.2)
it = o(Wi - [he—1,2¢] + b;) (portdo de entrada) (4.3)
Cy = tanh(We - [hy_1, 2] + be) (4.4)
Cy = fi % Ci_1 + iy x Cy (4.5)
op = a(Wo - [ht—1, 7] + bo) (4.6)
hi = oy * tanh(Cy) (4.7)

A Figura 4.2 mostra a arquitetura detalhada de uma célula LSTM.

11



C t + tanh X ht

Ot Ct

Figura 4.2: Arquitetura detalhada de uma célula LSTM mostrando os por-
toes de esquecimento (f), entrada (i;) e saida (o¢), e o estado da célula (Cy).

4.2.2 GRU (Gated Recurrent Unit)

Arquitetura simplificada com dois portoes Cho et al. (2014) que combina o
portdao de esquecimento e entrada em um tnico portdao de atualizacao:

2zt = o(W, - [hi—1,2¢]) (portdo de atualizacao) (4.8)
re = o(W, - [h—1,2¢]) (portdo de reinicializacao) (4.9)
hy = tanh(W - [ry % hy_q, x4)) (4.10)
By = (1 — 2) % hyy + 2 % by (4.11)

A Figura 4.3 ilustra a arquitetura de uma célula GRU.

12
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Figura 4.3: Arquitetura de uma célula GRU mostrando os portoes de atua-

lizagdo (z¢) e reinicializacao (7).

4.2.3 Quadro Comparativo: LSTM vs GRU

A Tabela 4.1 compara as duas arquiteturas.

Tabela 4.1: Comparacao entre as arquiteturas LSTM e GRU

sets pequenos

para generalizagao

Caracteristica LSTM GRU
Numero de portoes 3 portoes (esqueci- | 2 portdes (atualizagao,
mento, entrada, saida) | reinicializagao)

Estado interno Dois estados (hy e Cy) | Um estado (hy)

Complexidade compu- | Alta Moderada

tacional

Namero de pardmetros | Maior Menor (aproxima-
damente  75%  dos
parametros da LSTM)

Desempenho em | Excelente Bom

sequéncias longas

Tempo de treinamento | Mais lento Mais rapido

Adequagdo para data- | Requer mais dados | Pode performar me-

lhor com dados limita-
dos

Controle de fluxo de
informacao

Controle independente
para esquecimento e
atualizacao

Controle acoplado
para esquecimento e
atualizagao

4.2.4 Justificativa da Escolha pela Arquitetura LSTM

Para o problema dos trés corpos, optamos pela arquitetura LSTM devido as
seguintes consideracoes fundamentais:
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e Natureza de Longo Prazo da Dinadmica Orbital: O problema
dos trés corpos envolve dependéncias temporais que se estendem por
escalas de tempo significativas. A presenca do estado da célula (Cy)
na LSTM proporciona um caminho direto para propagacao de infor-
macao através de longos intervalos temporais, essencial para capturar
a evolucao orbital.

e Controle Fino do Fluxo de Informacao: Os trés portdes inde-
pendentes da LSTM (esquecimento, entrada e saida) permitem um
controle mais granular sobre qual informagcao reter, atualizar e expor
a cada passo temporal. Esta flexibilidade é crucial para modelar as
complexas interacoes gravitacionais no problema dos trés corpos.

e Robustez em Configuragoes Instaveis: Dada a natureza instavel
da configuracao Euleriana colinear adotada, a capacidade da LSTM
de manter informacoes relevantes por longos periodos através de seu
estado da célula torna-se particularmente vantajosa para mitigar a pro-
pagacao de erros.

¢ Evidéncias Empiricas em Problemas Similares: A literatura es-
pecializada Hochreiter e Schmidhuber (1997) e Breen et al. (2020) re-
porta consistentemente melhor desempenho das LSTMs em problemas
de dinamica orbital e sistemas cadticos comparado com arquiteturas
mais simples.

e Capacidade de Meméria de Longo Prazo: O mecanismo expli-
cito de memoéria da LSTM é fundamental para aprender e manter as
quantidades conservadas (energia, momento angular) que governam a
evolucao do sistema em escalas temporais extensas.

Embora as GRUs oferecam vantagens em termos de eficiéncia computa-
cional, consideramos que a capacidade superior das LSTMs em lidar com
dependéncias de longo prazo e sua arquitetura mais expressiva justificam a
escolha para este problema especifico, onde a precisao em longos horizontes
temporais € critica.

4.3 Problemas e Técnicas de Regularizagcao

As redes neurais recorrentes enfrentam desafios como o problema de va-
nishing/exploding gradients, que é mitigado pelas arquiteturas LSTM/GRU
e técnicas como gradient clipping. O overfitting é combatido através de dro-
pout, early stopping e regularizacdo L2. Em sistemas caéticos, surgem desa-
fios especificos como sensibilidade extrema as condigoes iniciais, actiimulo de
erro em previsao autoregressiva, dificuldade em aprender invariantes fisicos
de longo prazo e necessidade de janelas temporais adequadas para capturar
a dinamica.
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Capitulo 5

Implementacao e Experimentos

5.1 Arquitetura do Modelo LSTM

Implementamos uma arquitetura LSTM profunda otimizada especificamente
para a tarefa de previsao de trajetérias no problema dos trés corpos. A
arquitetura foi cuidadosamente dimensionada para equilibrar capacidade de
modelagem e eficiéncia computacional, considerando a natureza complexa e
caodtica do sistema dindmico em estudo, conforme mostrado no Listing 5.1:

model = Sequential ([

LSTM (384, return_sequences=True, input_shape=(
window_size, 18)),

Dropout (0.3),

LSTM (256, return_sequences=False),

Dropout (0.3),

Dense (256, activation=’relu?’),

Dense (18) # Saida: proximo estado completo (18
dimensdes)

D

Listing 5.1: Arquitetura do Modelo LSTM

A arquitetura proposta segue uma abordagem hierdrquica para capturar
padroes temporais em multiplas escalas:

e Camada LSTM de 384 unidades: Esta primeira camada processa a
sequéncia temporal completa (janela de 20 passos) e retorna a sequén-
cia completa para permitir que a préxima camada acesse informagoes
em todos os passos temporais. O ntmero de unidades (384) foi esco-
lhido para proporcionar capacidade suficiente para aprender represen-
tacOes complexas da dinimica orbital.

e Camada de Dropout (30%): Aplicada apds a primeira LSTM para
prevenir overfitting, removendo aleatoriamente 30% das conexodes du-
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rante o treinamento, forcando a rede a aprender representacoes robus-
tas.

e Camada LSTM de 256 unidades: Esta segunda camada consolida
a informagao temporal da sequéncia, retornando apenas o estado final
(altimo passo temporal), que encapsula a informacao relevante de toda
a janela temporal.

e Camada Dense de 256 unidades: Realiza transformagoes nao-
lineares adicionais no espaco de caracteristicas, utilizando a funcao de
ativacao ReLU (Rectified Linear Unit) para introduzir nao-linearidades.

e Camada de Saida Linear: Produz as 18 dimensoes do préximo
estado do sistema (3 corpos x 6 varidveis de estado por corpo: X,
Y, Z, VX, VY, VZ).

A justificativa para esta arquitetura baseia-se na necessidade de captu-
rar tanto dependéncias de curto prazo (primeira LSTM) quanto consolidar
informacoes de longo prazo (segunda LSTM), enquanto as camadas densas
finais mapeiam a representacdo temporal para o espaco de estados fisicos.

5.2 Gerador de Dados com Janelamento Temporal

Desenvolvemos um DataGenerator personalizado que implementa eficiente-
mente o janelamento temporal, crucial para o treinamento de redes recor-
rentes. Fste gerador processa os dados sob demanda, minimizando o uso
de memoéria e permitindo o treinamento com grandes conjuntos de dados
temporais, conforme implementado no Listing 5.2:

class DataGenerator (Sequence):

def __init__(self, data, window_size, batch_size):
self.data = data
self .window_size = window_size
self .batch_size = batch_size
self.indices = np.arange(len(data) - window_size)

def __len__(self):
return len(self.indices) // self.batch_size

def __getitem__(self, idx):
start = idx * self.batch_size
end = (idx + 1) * self.batch_size
batch_indices = self.indices[start:end]

batch_x [1]
batch_y []
for i in batch_indices:
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# Janela de entrada: ’window_size’ passos
temporais

batch_x.append(self.datal[i:i+self.window_size
D

# Alvo: prdoximo passo temporal apdés a janela

batch_y.append(self.datal[i+self.window_size])

return np.array(batch_x), np.array(batch_y)

Listing 5.2: Gerador de Dados com Janelamento Temporal

O algoritmo de janelamento temporal opera da seguinte forma:

1. Inicializagao: O gerador recebe a série temporal completa, o tamanho
da janela temporal e o tamanho do lote (batch size).

2. Geracao de Indices: Cria um array de indices validos para inicio de
janelas, garantindo que cada janela tenha comprimento completo.

3. Divisao em Lotes: Particiona os indices em lotes de tamanho fixo
para processamento eficiente durante o treinamento.

4. Construcao de Janelas: Para cada lote, constréi pares (X, Y) onde:

e X: Sequéncia de window_ size passos temporais consecutivos
e Y: Proximo passo temporal imediatamente apds a sequéncia X

5. Retorno dos Dados: Retorna os lotes formatados como arrays NumPy
prontos para alimentar a rede neural.

Esta abordagem de janelamento deslizante permite que a rede aprenda
a transicao entre estados consecutivos do sistema, capturando a din&mica
temporal inerente ao problema dos trés corpos.

5.3 Metodologia de Treinamento

O processo de treinamento foi cuidadosamente projetado para otimizar o
desempenho do modelo enquanto previne overfitting, considerando as parti-
cularidades dos sistemas cadticos, conforme detalhado no Listing 5.3:

# Compilagdo do modelo

model. compile (
optimizer=Adam(learning _rate=5e-4),
loss=’mse’,
metrics=[’mae’]

# Callbacks para treinamento robusto
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callbacks = [

EarlyStopping(
monitor=’val_loss’,
patience=15,
restore_best_weights=True

),

ReduceLROnPlateau (
monitor=’val_loss’,
factor=0.5,
patience=10,
min_lr=1e-6

# Treinamento do modelo

history = model.fit(
train_generator,
epochs=50,
validation_data=val_generator,
callbacks=callbacks,
verbose=1

Listing 5.3: Configuracao do Treinamento

Os componentes principais da metodologia de treinamento incluem:

5.3.1 Otimizador Adam

Utilizamos o otimizador Adam (Adaptive Moment Estimation) com taxa de
aprendizado de 5 x 1074, que combina as vantagens de dois métodos popu-
lares: AdaGrad e RMSProp. O Adam adapta a taxa de aprendizado para
cada parametro com base nas estimativas de primeiro e segundo momentos
dos gradientes.

5.3.2 Funcao de Perda
Empregamos o Erro Quadratico Médio (MSE) como fungao de perda:

n

MSE = - > (i — i) (5.1)

n <
=1

onde y; sdo os valores verdadeiros e ¢; sdo as predi¢oes do modelo. O MSE é
particularmente adequado para problemas de regressdo e penaliza fortemente
erros grandes, o que é desejavel na previsdo de trajetorias.

18




© 00 N O o s W N

= e
(SN -

13
14
15
16
17
18
19

5.3.3 Estratégias de Regularizacao
Early Stopping

Implementamos early stopping com paciéncia de 15 épocas, monitorando a
loss de validacao. Esta técnica interrompe o treinamento quando o desem-
penho no conjunto de validacdo para de melhorar, prevenindo overfitting e
economizando tempo computacional.

Reducao de Taxa de Aprendizado

Um callback de redugdo de taxa de aprendizado diminui a taxa pela metade
quando a loss de validacao estagna por 10 épocas, permitindo ajustes mais
finos nos parametros nas fases finais do treinamento.

Dropout

As camadas de dropout com taxa de 30% ajudam a prevenir co-adaptagao
de neurénios, forcando a rede a aprender representagoes mais robustas.

5.4 Metodologia de Previsao Autoregressiva

Para avaliar a capacidade preditiva do modelo em longo prazo, implementa-
mos uma estratégia de previsao autoregressiva multi-passo, onde as predigoes
do modelo sdo realimentadas como entrada para predicoes futuras, conforme
implementado no Listing 5.4:

def predict_autoregressive(model, initial_state, steps,
window_size):

nnn

Realiza previsdo autoregressiva multi-passo

Args:
model: Modelo LSTM treimnado
initial_state: Estado inticial (janela temporal)
steps: Nimero de passos a predizer
window_stze: Tamanho da janela temporal

Returns:
Array com as predigdes para ’steps’ passos
futuros
nnn
current_window = initial_state.copy()
predictions = []

for step in range(steps):
# Prediz prdéximo passo
next_step = model.predict(
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current_window[np.newaxis, ...],
verbose=0
) [0]

predictions.append (next_step)

# Atualiza janela deslizante: remove passo mais
antigo,

# adiciona nova predigéo

current_window = np.roll(current_window, shift
=-1, axis=0)

current_window[-1] = next_step

30 return np.array(predictions)

Listing 5.4: Algoritmo de Previsdo Autoregressiva Multi-passo

O algoritmo de previsdo autoregressiva opera através dos seguintes pas-
S0S:

1. Inicializagao: Comeca com uma janela temporal inicial contendo es-
tados reais do sistema.

2. Predicao do Proximo Passo: O modelo LSTM processa a janela
atual e prediz o estado do sistema no préximo passo temporal.

3. Atualizacao da Janela: A janela é atualizada através de uma ope-
ragao de deslocamento:

e Remove o passo temporal mais antigo
e Adiciona a predicdo mais recente ao final da janela

4. Iteracao: O processo se repete para o nimero desejado de passos
futuros, criando uma trajetéria predita completa.

Esta metodologia simula cenarios reais de previsao onde apenas condigdes
iniciais sdo conhecidas, e o modelo deve extrapolar a dindmica do sistema
indefinidamente. No entanto, em sistemas cadticos como o problema dos
trés corpos, pequenos erros de predicdo sao amplificados exponencialmente,
limitando fundamentalmente o horizonte de previsibilidade.

5.5 Avaliacao de Desempenho

Para quantificar o desempenho do modelo, implementamos multiplas métri-
cas de avalia¢do, conforme mostrado no Listing 5.5:

1 | def compute_prediction_metrics(true_trajectory,
predicted_trajectory):

20



10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20
21
22
23
24
25
26

"""Calcula métricas de erro entre trajetorias

verdadeira e predita”"""

# Erro Quadratico Médio (MSE)
mse = np.mean((true_trajectory - predicted_trajectory
) k%2)

# Erro Absoluto Médio (MAE)
mae = np.mean(np.abs(true_trajectory -

predicted_trajectory))

# Erro Percentual Relativo

relative_error = np.linalg.norm(
true_trajectory - predicted_trajectory,
axis=1

) / np.linalg.norm(true_trajectory, axis=1)

# Conservacgdo de Energia (erro relativo)

energy_true = compute_energy(true_trajectory)
energy_pred = compute_energy(predicted_trajectory)
energy_error = np.abs(energy_pred - energy_true) /

energy_true

return {

‘mse’: mse,

’mae’: mae,

’relative_error’: relative_error,
’energy_conservation_error’: energy_error

Listing 5.5: Métricas de Avaliagdo

As métricas implementadas permitem avaliar tanto a precisdo da predicao
quanto a aderéncia do modelo as leis fisicas fundamentais, particularmente
a conservagao de energia.

5.6 Configuracao Experimental
Os experimentos foram conduzidos sob as seguintes condic¢oes:
e Hardware: NVIDIA RTX 3080 GPU, 32GB RAM

e Software: TensorFlow 2.8, Python 3.9, NumPy 1.21

e Conjunto de Dados: 1.000 passos temporais (800 treino, 200 valida-
¢ao)

e Pré-processamento: Normalizacao z-score por componentes fisicos
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e Hiperparametros:

— Tamanho da janela temporal: 20 passos

Tamanho do lote: 32

— Taxa de aprendizado inicial: 5 x 1074

— Epocas maximas: 50

Esta configuracao experimental foi projetada para balancear capacidade
de modelagem, eficiéncia computacional e generalizacdo, permitindo uma
avaliacao robusta do potencial das LSTMs na previsao de sistemas dindmicos
complexos.
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Capitulo 6

Resultados e Discussao

6.1 Desempenho Preditivo em Orbita de Referén-
cia

O modelo LSTM demonstrou capacidade significativa de aprender a dinamica
qualitativa a partir de uma tnica 6rbita peridédica colinear. Como mostrado
na Figura 6.1, a configuracdo adotada representa uma solucdo Euleriana
colinear onde o0s trés corpos mantém alinhamento permanente ao longo de
um eixo, exibindo comportamento periédico estavel até aproximadamente
4.1 x 107 segundos.
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Simulacién del Problema de los Tres Cuerpos
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Figura 6.1: Orbitas periddicas colineares no problema dos trés corpos. Os
corpos mantém alinhamento permanente em configuracao Fuleriana estavel.

6.1.1 Analise Detalhada das Coordenadas do Corpo 2

A analise comparativa entre as trajetorias verdadeiras e preditas revela pa-
droes distintos no comportamento das coordenadas do Corpo 2:
Coordenadas X e Y (Comportamento Periédico)

e Coordenada X: O movimento real exibe oscilacoes caracteristicas em
torno de zero, indicando movimento orbital de vai-e-vem. O modelo
neural captura a tendéncia geral de oscilagdo, porém apresenta erros
significativos, notavelmente um pico negativo de erro em torno de 4.6 x
107 s (Figura 6.2).

e Coordenada Y: Similar & coordenada X, o valor real oscila em torno
de zero. Entretanto, as predi¢coes demonstram instabilidade acentuada,
com grandes picos de erro positivos e negativos, incluindo um pico
negativo de aproximadamente —0.125 m em 4.6 x 107 s (Figura 6.3).
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Esta instabilidade indica dificuldade do modelo em prever com precisao
a amplitude e fase exatas do movimento peridédico.

Coordenada Z (Estabilidade Planar)

¢ O movimento real permanece muito préoximo de zero, confirmando a
natureza planar da érbita no plano XY. As predigdes geradas pela rede
neural, embora centradas em zero, exibem oscilacoes artificiais com
erros relativos elevados comparados aos valores reais minimos (Figura
6.4). Esta discrepancia destaca a dificuldade do modelo em reproduzir
a amplitude minima correta nesta coordenada.

—e— \erdadeiro
predigio

—0.01

-0.02 4

—-0.03 4

Posigdo X (m)

—0.04 q

-0.05

~0.06

4.0 4.2 4.4 4.6 48 5.0
Tempo (s) le7

Figura 6.2: Coordenada X do Corpo 2: movimento real (azul) vs. predicao
(laranja). O modelo captura a oscilagdo basica mas com erros de amplitude
e fase.

0.050
—8— \erdadeiro

Predicdo
0.025 +

0.000 =

—0.025 4

—0.050

Posicao Y (m)

—0.075

—0.100 -

—0.125

4.0 a2 4.4 46 48 5.0
Tempo (s) 1e7

Figura 6.3: Coordenada Y do Corpo 2: predicao instavel com grandes picos
de erro em 4.6 x 107 s.
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Posigio Z (m)

-0.02 4

4.‘0 4.‘2 4.‘4 4:6 4.‘8 5.‘0
Tempo (s) 1e7
Figura 6.4: Coordenada Z do Corpo 2: valores reais préximos de zero vs.
oscilagbes artificiais na predicao.

6.1.2 Analise das Trajetorias Relativas 3D

A Figura 6.5 apresenta as trajetorias 3D relativas dos Corpos 2 e 3 em relagao
ao Corpo 1, revelando padroes espaciais distintos:

e Corpo 2 (C2): Move-se predominantemente ao longo da dire¢ao po-
sitiva do eixo Z, mantendo-se proximo ao plano YX. A trajetoria ver-
dadeira (laranja solida) e a predigao da rede neural (laranja tracejada)
seguem caminhos muito semelhantes, demonstrando boa concordancia
até o ponto final.

e Corpo 3 (C3): Inicia sua trajetoria mais acima no eixo Z e move-se
predominantemente para baixo, em direcao ao plano YX, descrevendo
um caminho diagonal no espago. A trajetoria verdadeira (verde so-
lida) e a predigao (verde tracejada) sao visualmente muito similares,
sobrepondo-se e indicando alta acuracia do modelo preditivo para este
corpo.

26



Trajetdrias 3D Relativas (V vs P - 1.6 Anos) - DELTA/W50/B32

Verdadeiro C2 (Rel. C1)
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Figura 6.5: Trajetorias 3D relativas dos Corpos 2 e 3 em relagdo ao Corpo
1. O Corpo 2 afasta-se verticalmente enquanto o Corpo 3 aproxima-se do
plano horizontal, com predi¢ées neural mostrando boa concordancia visual.

Em resumo, a simulagao mostra os corpos 2 e 3 seguindo caminhos es-
paciais distintos, com o Corpo 2 afastando-se verticalmente e o Corpo 3
aproximando-se do plano horizontal. As predicoes da rede neural para ambos
0s corpos coincidem visualmente bem com as trajetérias verdadeiras neste
grafico 3D, demonstrando a capacidade do modelo em capturar a dinAmica
relativa do sistema.

6.2 Analise Quantitativa de Erro Relativo

Para avaliar quantitativamente o desempenho preditivo do modelo LSTM,
analisamos o erro percentual relativo entre as trajetérias verdadeiras e pre-
ditas, definido como:
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Erro Percentual = [ Poredito = Prordadeiro x 100% (6.1)

=
HPverdadeiro H

A Figura 6.6 mostra a evolucao temporal deste erro para os trés corpos
ao longo de 5.0 x 107 segundos (aproximadamente 1.6 anos). Observamos
duas fases distintas:

e Fase Inicial (¢t < 4.6 x 10" s): Os Corpos 1 e 3 mantiveram erros
percentuais minimos (proximos de zero), enquanto o Corpo 2 exibiu
crescimento constante, atingindo cerca de 300%.

e Fase Critica (¢t > 4.6x107 s): Todos os corpos apresentaram aumento
abrupto do erro. O Corpo 1 atingiu pico de 700%, o Corpo 2 atingiu
570%, e o Corpo 3 demonstrou maior estabilidade, terminando com
aproximadamente 300%.

Esta transico critica em ¢t = 4.6 x 107 s marca o limite de previsibilidade
do modelo para esta configuragao, além do qual a natureza cadtica do sistema
domina a dindmica. A diferenca no comportamento dos corpos reflete a
instabilidade inerente da configuragdo Euleriana colinear, com o Corpo 2
mostrando maior sensibilidade e o Corpo 3 maior robustez na predicao.

800
—— Corpo 1(C1)

—— Corpo 2 (C2)
700 —— Corpo 3 (C3)

Erra Percentual ([|AP||/||P|| x 100)
B 8 5 3 32
8 s 3 3 8

| !

,ﬂ
S
=

o
!

4.‘0 4.‘2 4.‘4 4.‘6 4.‘8 5.‘0
Tempo (s} le7
Figura 6.6: Evolucao temporal do erro percentual para os trés corpos. Nota-
se a transicdo critica em 4.6 x 107 s.

Nossos resultados demonstram que, embora o modelo LSTM seja capaz
de capturar a dindmica qualitativa do sistema, a precisdo quantitativa em
longo prazo é fundamentalmente limitada pela natureza caotica. A abor-
dagem mostra maior eficicia para previsoes de curto e médio prazo, com
degradacao progressiva do desempenho conforme o horizonte temporal au-
menta, particularmente em configuracoes Eulerianas instaveis.
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6.3 Analise Comparativa: Configuracoes Euleria-
nas vs. Lagrangianas

Uma analise comparativa entre nossa abordagem em configuracoes Euleri-
anas instaveis e os resultados reportados na literatura para configuracoes
Lagrangianas estaveis revela diferencas fundamentais no desempenho das re-
des neurais. Enquanto Hairer, Norsett e Wanner (1993) e outros trabalhos
focam em 6érbitas triangulares estaveis que exibem comportamento periédico
regular, nossa configuragdo FEuleriana colinear apresenta desafios adicionais
devido & sua instabilidade inerente.

Na configuracao Lagrangiana estavel, as orbitas formam um tridngulo
equildtero que se mantém estavel sob pequenas perturbacgoes, permitindo
que métodos numéricos e, potencialmente, redes neurais mantenham previ-
soes precisas por periodos mais longos. Em contraste, nossa configuragao
Euleriana, seguindo as solugoes classicas de Fuler (1767), é conhecida por
sua instabilidade, onde pequenos desvios das condigoes iniciais exatas levam
a divergéncias exponenciais das trajetorias.

Esta diferenca fundamental explica por que nosso modelo LSTM, embora
capaz de capturar padroes qualitativos, enfrenta dificuldades em manter a
precisao quantitativa em longo prazo. A taxa de crescimento do erro obser-
vada em nossos experimentos é consistente com o comportamento caracteris-
tico de configuracoes Eulerianas instéveis, enquanto configuracoes Lagrangi-
anas estaveis tipicamente exibem taxas de divergéncia menores.

A escolha de uma configuracao instavel foi estratégica para testar os li-
mites das redes neurais em condicoes desfavoraveis. Se as LSTMs puderem
aprender padroes mesmo em configuracoes Fulerianas instaveis, isso sugere
potencial para aplicagdo em uma gama mais ampla de problemas dinamicos.
No entanto, nossos resultados indicam que a instabilidade inerente impoe
limites fundamentais & precisao de longo prazo, independentemente da ar-
quitetura da rede neural.
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Capitulo 7

Discussao Teoérica: Teorema da
Aproximacao Universal

O aparente fracasso da abordagem por redes neurais no problema dos trés
corpos parece contradizer o conhecido Teorema da Aproximacao Uni-
versal para redes neurais Macias Sanchez (2025). No entanto, uma analise
mais cuidadosa revela que as limitacGes observadas estao perfeitamente ali-
nhadas com as hip6teses e escopo deste teorema.

Teorema 1 (Aproximacao Universal). Uma rede neural feedforward com
uma unica camada oculta contendo um niumero finito de neurénios e funcdes
de ativagdo nao constantes, limitadas e continuas pode aprozimar fungdes
continuas em subconjuntos compactos de R™ com precisdo arbitrdria na to-
pologia uniforme.

Posteriormente, o teorema foi estendido para espacos LP(u), espacos de
Sobolev W¥P e redes recorrentes para aproximacao de operadores dinamicos
Geuchen, Jahn e Matt (2025). E importante notar que, como discutido em
Macias Sanchez (2025), muitos dos resultados classicos sobre a capacidade
de aproximacao das redes neurais sdo nao-construtivos, o que pode limitar
sua aplicabilidade pratica em problemas complexos como o dos trés corpos.

No contexto do problema dos trés corpos, estamos tentando aproximar
o operador de evolucio temporal &; : R'® — R!® que mapeia o estado
inicial (zg,v9) para o estado no tempo t. A fungdo ®; é continua mas nao
suave globalmente devido a colisdes, nao Lipschitz em todo o dominio de-
vido a singularidade gravitacional, e altamente oscilatéria com frequéncias
variaveis.

As dificuldades encontradas no nosso experimento podem ser explicadas
por restricoes de compacidade, uma vez que o teorema requer aproximacao
em conjuntos compactos, mas as trajetoérias do problema dos trés corpos
podem escapar para infinito (eje¢ao), desenvolver singularidades (colisoes) ou
explorar regides nao compactas do espaco de fase. A alta dimensionalidade
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(d = 18) torna exponencialmente dificil obter alta precisdo, e a derivada
de ®; cresce rapidamente devido & natureza cadtica do sistema, requerendo
que a aproximacao neural tenha erro uniforme extremamente pequeno para
previsoes precisas no tempo t.

O teorema garante aproximacgdo no conjunto de treinamento, mas nao
generalizagao para novos dados. No sistema cadtico, o erro esperado em
novas condigoes iniciais € muito maior que o erro no conjunto de treinamento
devido a sensibilidade as condi¢des iniciais.

Nossos resultados sdo consistentes com a teoria: a aproximacao qualita-
tiva funciona porque capturamos a dindmica média, a divergéncia quantita-
tiva ocorre devido & alta sensibilidade, a falha em conservar energia reflete
a dificuldade em aprender invariantes, e o sobreajuste temporal é inevitavel
em sistemas cadticos.

7.1 Consideracoes sobre Estabilidade e Aprendizado

A escolha de uma configuragdo Euleriana instavel, em contraste com as con-
figuracoes Lagrangianas estaveis tipicamente estudadas na literatura Hairer,
Norsett ¢ Wanner (1993), tem implicagoes profundas para o processo de
aprendizado da rede neural. Enquanto configuractes estaveis permitem que
erros de previsao sejam amortecidos pelo sistema, configura¢des instéaveis
amplificam exponencialmente quaisquer imprecisoes.

Do ponto de vista do Teorema da Aproximacgdo Universal, a instabilidade
da configuracio Fuleriana significa que a funcao que a rede neural precisa
aprender possui derivadas que crescem rapidamente no tempo. Isto requer
que a aproximagado neural seja extremamente precisa nao apenas no valor
da funcdo, mas também em suas derivadas, para manter previsdes confidveis
em longo prazo.

Nossos resultados sugerem que, enquanto redes neurais podem ser ade-
quadas para aprender dindmicas em configuracoes estéveis como as Lagran-
gianas, seu uso em configuragoes Eulerianas instaveis enfrenta barreiras fun-
damentais relacionadas a estabilidade numérica e a propagagao de erro. Esta
distincdo é crucial para aplicacoes praticas, onde a escolha entre diferentes
configuragoes dindmicas pode determinar a viabilidade da abordagem base-
ada em aprendizado de maquina.
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Capitulo 8

Conclusoes

Este trabalho demonstrou a viabilidade de uma abordagem focada para mo-
delagem do problema dos trés corpos usando redes LSTM em configuragoes
Eulerianas instaveis. As principais conclusoes incluem:

e Desempenho em Configuragoes Instaveis: LSTMs podem apren-
der representacoes qualitativas da dindmica orbital mesmo em confi-
guracoes Eulerianas colineares instaveis, que sao conhecidas por sua
sensibilidade as condigoes iniciais.

e Contraste com Abordagens Existentes: Diferentemente de traba-
lThos como Hairer, Norsett e Wanner (1993) que focam em configuragoes
Lagrangianas estéveis, nossa abordagem testa os limites das redes neu-
rais em condi¢Oes mais desafiadoras, revelando limitacoes fundamentais
impostas pela instabilidade dinamica.

¢ Instabilidade como Fator Limitante: A natureza instavel das so-
lugdes Eulerianas colineares Euler (1767) explica a taxa de crescimento
rapido do erro observada, que é consistente com o comportamento ca-
racteristico destas configuragoes.

e Implicacoes para Aplicagoes Praticas: A dificuldade em manter
precisao quantitativa em configuracoes instaveis sugere que aplicacoes
praticas de redes neurais em mecéanica celeste podem ser limitadas a
sistemas com dindmicas mais regulares ou requerer abordagens hibridas
que incorporem conhecimento fisico explicito.

e Direcoes Futuras: Futuros trabalhos deveriam explorar a aplicacao
de arquiteturas fisicamente informadas tanto em configuragoes Lagran-
gianas estaveis quanto Fulerianas instaveis, para melhor entender como
diferentes tipos de dinfmica afetam a capacidade de aprendizado das
redes neurais.
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Em comparagdo com abordagens tradicionais focadas em configuragoes
estaveis Hairer, Norsett e Wanner (1993), nosso trabalho destaca os desafios
adicionais impostos por dindmicas instaveis e a necessidade de desenvolver
métodos robustos que possam lidar com a sensibilidade inerente destes sis-
temas.
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