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Modelos log-lineares

@ Modelo simétrico: todas as variaveis sao respostas.

@ O objetivo € modelar a distribuicao conjunta das variaveis em
uma tabela de contingéncia.

@ Modelo log-linear: descreve padrdes de associagao entre
variaveis categoricas. Particularmente Gtil para modelar a relacao
entre duas ou mais respostas

@ Modelagem em termos de médias/frequéncias esperadas.



Tabela r x c.

Frequéncias esperadas sob a hip6tese de independéncia:

@ i = pevf.

@ «; € um efeito da variavel linha;

@ (3; € um efeito da variavel coluna.

@ log i € um modelo linear;

@ Modelo de Poisson com ligacao logaritmica.

@ Modelo multinomial y;; = nmj; m;, ndo tem intercepto pois n € fixo.



Tabela r x c.

@ Modelo de Independéncia
/OgE,":,u,—i—)\f—i—)\}/; i=1,....r,j=1,...,c.

e A\ éoefeito delinhae

o )/ é o efeito de coluna.

e de forma a estabelecer a condicao de identificabilidade do modelo,
0s parametros devem satisfazer a alguma restricao. Por exemplo,

Mﬁ

Cc
Z ou MN=X=0
1 :

NGmero de parametros: r + ¢ — 1



Modelo sob Dependéncia

2 Modelo de Dependéncia (Modelo Saturado)
logEj = p+ N + A + X}
Numero de Parametros:
p(1), A (r = 1), X (e = 1), X7 ((r = 1)(c = 1))

e total =

pois: ZAXV Z)\XY
j=

o Hipotese de Independéncia

Hy : Ajy =0



Observacoes
@ Os modelos sao motivados por aqueles de ANOVA para
respostas continuas.

@ Restricoes sdo impostas para obter identificabilidade dos
modelos.

@ Da mesma forma que em ANOVA, as estimativas dos parametros
dependem das restricoes mas nao as estimativas das frequéncias
esperadas.

@ E também, ndo temos interesse nas estimativas dos parametros
mas somente nas das frequéncias esperadas.

@ No modelo multinomial: 7; = ﬁ
i =l



Modelos log-lineares para 3 variaveis (X,Y,Z)

@ Modelo de Independéncia Matua (X, Y, 2)
I0gEjKk = i+ Af + X + A%

i=1,...r j=1,...c k=1,..1

© Modelo de X independente de Y e Z (X, YZ) (Independéncia
marginal)

logE,-j-k:u+)\f+>\}’+)\i+)\]}.',f



Modelos log-lineares para 3 variaveis(X,Y,Z)

© Modelo de X e Y independente dado Z (XY, YZ) (Independéncia
condicional)

I0gEij = pu+ X + X + Af + N + X
@ Modelo de associagao 2 a 2 (XY, XZ, YZ)
I0gEji = pu+ A + N+ AE+ XY+ MZ + N
© Modelo de terceira ordem - Saturado (XYZ)

I0gEji = p+ N+ N + X, + A+ NE+ N+ A



Exemplo llustrativo - Interpretacao dos modelos
Raca x Ensino x Cidade
@ X Ensino médio: sim/nao
@ Y Raca: branca (b), ndo branca (b)
@ ZCidade: AeB
Caso 1: Independéncia mutua (X, Y, 2)

Modelo: logEj = pn+ Xf + )\/J( + M2

Tabela: Cidade A Tabela: Cidade B
Raca Raca
b b b b
Ens S|2 2 Ens S|2 2
Médio N |2 2 Médio N | 2 2




Exemplo llustrativo

Caso 2: Independéncia Marginal (XY, 2)

Modelo: logEjx = pn+ Xf + )\j}f A2+ )\;y

Tabela: Cidade A Tabela: Cidade B
Raca Raca
b b b b

Ens S |3 1 Ens S| 3 1
Médio N |1 3 Médio N | 1 3




Exemplo llustrativo

Caso 3: Independéncia Condicional (XZ, YZ)

Modelo: logEjk = p+ Af + A + Xf + M+ A

Tabela: Cidade A Tabela: Cidade B
Raga Raca
b b b b

Ens S |3 3 Ens S| 3 1
Médio N |1 1 Médio N | 3 1




Exemplo llustrativo

Caso 4: Dependéncia dois a dois (XY, XZ, YZ)

Modelo: logEjk = p+ N + A + X + A+ NE + A

Tabela: Cidade A Tabela: Cidade B
Raca Raca
b b b b
Ens S|2 2 Ens S|4 0
Médio N |2 2 Médio N | O 4




Observacoes

@ Parametros ndo tem interpretacgao.

© Sempre que efeitos de alta ordem aparecer no modelo, os de
ordem inferior também devem aparecer.

© Reducao de tabelas: se X independente de Y e Z (independéncia
marginal), podemos somar sobre X e obter uma tabela de duas
entradas.

© Teste de M-H é o teste de independéncia condicional.

@ O modelo saturado apresenta tantos parametros quanto forem as
caselas da tabela.



Ajustando Modelos log-lineares

@ Utilizar o método de MV para estimar os parametros dos
modelos.

@ O objetivo principal é encontrar o modelo mais simples
(interpretar a forma de associacao) que ajusta os dados.

Estatisticas:

i i (nl]k Eljk

SIS B

Mw

r ¢

RV=2% %" Zn,]k/og!/k
i=1j=1k=

Obijetivo: Estimar E,-,'k e 0s respectivos, graus de liberdade.



Estimando Modelos log-lineares

@ Lembre que as frequéncias esperadas (médias) sdo as mesmas
para todos os desenhos amostrais.

@ Selecionar um modelo log-linear e estimar os Ej por maxima
verossimilhanca.

@ Selecionar o modelo adequado para os dados e interpretar as
associacoes entre as variaveis.



Estimacao MV para o Modelo de Poisson

Os njs séo V.A’s independentes de Poisson com fréquencias
esperadas (medias) Ej;

¢ e Fik (Ey)"ik

=111 11~

e tomando o logaritmo de L(E) temos

I() = logL()

r
=

C
> [~ Eii + nixlog(Ej)]

1j=1 k=1



Estimacao MV para o Modelo de Poisson

@ log Ejy define o modelo.

@ As frequéncias estimadas para o modelo saturado sao as
frequéncias observadas.

@ Por exemplo, estimar as frequéncias esperadas para:
Modelo Marginal

log(Ejk) = 1+ X+ N + 22+ A
r c | B
(E)=— 23 3 explu+ N + N + A+ A2+ np +
=1 j=1 k=1

=1
r C

2 Nipt A} + 21 ’7+1+)\ + Z Ny, Ak + 21 Z ’7//+/\,/

i= = i=1j=

-



Estimacao MV para o Modelo de Poisson

@ Encontrar o EMV dos pardmetros do modelo e a partir deles Ejy.
@ Para alguns modelos temos que usar métodos iterativos.

@ Uma forma alternativa € usar um método indireto, pois Ej € a
mesma para todos os desenhos amostrais e restricdes do modelo.



Estimando os Ej, utilizando o desenho multinomial

@ Modelo de independéncia muatua (X, Y, 2)

Hy : ik = Tj44T4j+T+4k OU

_ Ei Eyji Bk
Ho : Ejje = Nrrjqq oy ji ok = == ———

~ S n; i
entao, Ejx = 7'++”I+7/2+”++k

@ Modelo de independéncia marginal (X, YZ)
Ho . 7'(',‘jk = 7T,'++7T+jk
Ho : Ej = Db

n; n
entao, E,/k = ik



Estimando modelos log-lineares

© Modelo de independéncia condicional (XZ, YZ)

Ho = mii(k) = (k) it (k)

co o — Tk Tk itk
Ho - (k) = Tk T Tk Tk
E. — E jkEivk e E _ DNk
ik Eitk i Ntk

© Modelo condicionalmente dependente (XY, XZ, YZ)
Ho : logEjjc = ju+ Xf + A+ X; + A7 + X+ N
Ho Tk = T4+ T4k T jk

E. E..E.; ~ Ni Nk N
Eijk — it ;rzk +jk e Eljk e ln+2k +jk



Estimando Modelos log-lineares

@ Os graus de liberdade sao obtidos subtraindo os gls do modelo
saturado com aquele de interesse.

@ O modelo adequado € aquele que satisfaz os seguintes critérios:

e X2 e/ou G? nao significativo (modelo adequado).

@ Modelo com menos parametros entre os que satisfazem a anterior
(parcimdnia).

@ As estimativas foram obtidas a partir do modelo multinomial. No
entanto, elas valem para o produto de multinomiais (marginais
fixas) assim como para o produtos de Poissons.



Graus de liberade

@ Comparar o modelo saturado (r x ¢ x /) com o0 modelo
reduzido(ajustado)

@ Exemplo a seguir com o modelo de Poisson.

@ Tabela: 2x2x2 = 8 caselas
(X,Y,Z)=8—-4=4
(XY,Z)=8-5=3
(XY, XZ)=8—-6=2
(XY, XZ,YZ)=8—-7=1
(XYZ)=8-8=0



Graus de liberdade dos testes

Modelo GL

(X,Y,2) (rcl) -r-c -1 +2
(XY,2) (I-1)(rc-1)
(XZ,Y) (c-1)(rl-1)
(YZ,X) (r-1)(cl-1)
(XY,Y2) c(r-1)(I-1)
(XY, X2) r(c-1)(I-1)
(XZ,YZ) I(r-1)(c-1)
(XY,XZ,YZ) (r-1)(c-1)(I-1)
(XYZ2) 0




Exemplo: Consumo de drogas entre alunos de ensino médio

Exemplo: Pesquisa realizada com alunos do ultimo ano do
ensino médio no estado de Ohio, E.U., (Agresti, 2013, pag. 346)

X: Uso de alcool (sim, nao)
Y: Uso de cigarro (sim, nao)

Z: Uso de maconha (sim, ndo)

Usode Usode Usode maconha

Alcool  cigarro  Sim nao

Sim Sim 911 538
Nao 44 456

Nao Sim 3 43

Nao 2 279




Analise Descritiva: Estratificando pelo Uso de Alcool

Alcool = Sim
Maconha
Sim Nao
Cigarro  Sim | 911 (63%) 538 | 1449
Nao | 44 (9%) 456 | 500
RC = 18
Alcool = Nao
Maconha
Sim Nao | Total
Cigarro Sim 3 (7%) 43 46
Nao 2 (1%) 279 | 281

RC =10



Analise Descritiva: Estratificando pelo Uso de Cigarro

Cigarro = Sim
Maconha
Sim Nao | Total
Alcool Sim | 911 (63%) 538 | 1449
Nao 3 (7%) 43 49
RC = 24
Cigarro = Nao
Maconha
Sim Nao | Total
Alcool Sim | 44 (9%) 456 | 500
Nao 2 (1%) 279 | 281

RC =13



Analise Descritiva: Estratificando pelo Uso de Maconha

Maconha: Sim

Cigarro

Sim Nao | Total
Alcool Sim | 911 (95%) 44 | 955
Nao 3 (60%) 2 5

RC =14
Maconha: Nao

Cigarro
Sim Nao | Total
Alcool Sim | 538 (54%) 456 | 994

Ndo | 43 (13%) 279 | 322

RC =8



Exemplo:Valores Esperados (A: Alcool, C: Cigarro e M: Maconha)

~

Valores ajustados para os modelos log-lineares (E;j)

Usode Usode Uso de Modelos
Alcool  Cigarro  Maconha (A,C,M) (ACM) (AM,CM) (AC,AM,CM) (ACM)
Sim Sim Sim 540 611 909 910 911
Nao 740 838 439 539 538
Nao Sim 282 211 46 45 44
Nao 387 289 555 455 456
Nao Sim Sim 91 19 4.8 3,6 3
Nao 124 27 142 42 43
Nao Sim 47 119 0,24 1,4 2

Néo 65 163 180 280 279




Exemplo: A: Alcool, C: Cigarro e M: Maconha

Testes X2 e G°.

0,4 0,4
0 0

0,54

Modelo  G? X?> GL Valor-p
(A,C,M) 1286 14114 4 < 0,001
(A,CM) 534 505,6 3 < 0,001
(C,AM) 940 8242 3 < 0,001
(MAC) 844 7049 3 < 0,001
(AC,AM) 497 4438 2 < 0,001
(ACCM) 92 80,8 2 < 0,001
(AM,CM) 188 177,6 2 < 0,001

) 1

) 0

O modelo mais simples indica a associagao entre as 3 variaveis (2 a 2)



Exemplo - Interpretacoes

e (AC,M)

Condicional: ACac = S11X19 — 838x183 _ 17,7

C L DA (6114838)(119+163)
Marginal: RCxc = ((211+289)(19+27) =17,7

@ (AM,CM) Independéncia condicional de A e C controlando por M
I0gEij = j+ A+ AC + X+ MM+ ACM
Condicional:

BO A — _909x0,24 _ 439x180
RCpc =1,0 = 46x4,8 — 555x142

DA _ 909x142 _
RCam = 439x4.8 — 61,9

RCcoy = 25, 1



Exemplo - Interpretacoes

Marginal: (Inapropriada)

B~ (909+439)(0,24+180)
RCyc = ((46+555,1;(4,8+14272) =27

RCay = 61,9 RCcuy = 25, 1

@ (AC,AM,CM) Permite todos os pares de associagdo mas mantém
RC iguais (homogéneos) entre duas variaveis em cada nivel da
terceira

BA. . 910x14 _ _ 539x280
RCac = Z5x35 = 79 = “iséxaz

A chance de um estudante que fuma também beber é cerca de 8
vezes a chance daquele que nao fuma. (Isso vale tanto para os
que usam maconha quanto para os que nao usam)

RCay =19,8 RCyc =17,3



Resumo

Estimando RC

Cond Marg
Modelo AC AM CM|AC AM C-M
(A,C,M) 1,0 1,0 1,0 |[1,0 1,0 1,0
(AC,M) 17,7 10 1,0 (17,7 1,0 1,0
(AM,CM) 1,0 61,9 251|270 61,9 251
(AM,CM,AC) | 7,9 19,8 17,3 | 17,7 61,9 251

Observe a importancia em se escolher "o modelo correto/adequado”.



Exemplo 2

Exemplo (Pena de morte nos Estados Unidos (Agresti, 2013))

X:Raga do réu
Y:Raga da vitima

Z:Pena de morte

Modelo G? X2 GL Valor-p

X.Y.2) 402.84 (419.56) 4  0.000 (0.000)
(YZ,X) 385.96 (391.24) 5 0.000 (0.000)
(XZ,Y) 401.30 (410.15) 3 0.000 (0.000)
(XY,2) 2227 (19.70) 3 0.009 (0.000)
(XZ,Y2) 384.43 (386.58) 2 0.000 (0.000)
(XZ,XY) 20.73 (22.14) 2 0.000 (0.000)
(YZXY) 539 (581) 2  0.067(0.055)
(XY, XZ,YZ) 0.38 (0.20) 1 0.540 (0.660)




Exemplo 2
A pena de morte é maior para o réu negro controlando por raga da
vitima

Porque a associacao entre pena de morte e raca do réu muda de
direcdo quando controlamos por raca da vitima?

@ Existe uma associacao muito forte entre raga da vitima e do réu

@ Pena de morte & mais provavel quando a vitima é branca do que
negra

Desta forma, brancos tendem a matar brancos e matando brancos é
mais provavel receber a pena de morte.

Paradoxo de Simpson: Condicional associagao difere da marginal
associacao



Exemplo 2

Conclusao

@ Estes resultados sugerem uma importante associacao entre a
raca do réu e a raga da vitima

@ O modelo mais simples que se ajusta a estes dados é o (YZ,XY).
A pena de morte € independente da raga do réu, dado a raca da
vitima



Consideracoes Finais

@ Os modelos log-lineares sao Uteis para investigar a estrutura de
associagao entre variaveis categoéricas, em especial para trés
variaveis.

e E possivel utiliza-los para situagdes envolvendo mais que trés
variaveis. No entanto, a interpretacao final fica extremamente
complexa.



