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Introducao

@ Inferéncia Estatistica: (Modelo + Método) + Dados
@ Método: Maxima Verossimilhanga

@ Funcao de Verossimilhanga: medida da informagao fornecida
pelos dados para um ou mais parametros de um modelo
probabilistico.

@ |deia: valores do parametro que tornam os dados amostrais mais
provaveis devem ser preferidos aqueles que os fazem menos
provavel.



Funcao de Verossimilhanca

Sir. Ronald Fisher




Funcao de Verossimilhanca para o Exemplo em Ecologia

@ Modelo

X ~ bin(n= 20, )

@ Dados: X = 12 (valor observado)
@ Funcao de Verossimilhanga

Hﬂ-yl _ 1 Vi — WZ, 1}//(1 )20*212:01 Yi — 7TX(1 _7-(-)(20*)()

@ Método: Maxima Verossimilhanca



Propriedades da Funcao de Verossimilhanca

e EMV
@ Consisténcia e Normalidade assintotica

@ Invariancia

@ Estatisticas
o Estatistica de Wald
o Estatistica da Razao de Verossimilhancas
o Estatistica Escore

o Gradiente



Funcao de Verossimilhanca para amostra Binomial

@ Valores observados: y1, yo, ..., Y20
e X =%y ~ Binomial(20, )
o L(r) =72Vl — )02V = 712(1 — 1)8

Exemplo:

7=0,1=(0,1)2(0,9)8 = 4,3x10~3
7=0,5=(0,5)'2(0,5)% = 9,5x10~7

A probabilidade de observar os dados amostrais € maior para = = 0,5
do que paraw =0, 1

Conclusao: 0,5 € mais provavel que 0,1



Funcao de Verossimilhanca para amostra Binomial

@ O estimador de maxima verossimilhanca é 7 = 0,6
@ L(0,6) é o maior valor que L(7) pode assumir.

L(0,6) = 1,43x10°C.



Funcao de Verossimilhanca para amostra Binomial

@ Razao de Verossimilhangas: mede o nivel que a verossimilhanga
fornece para os valores de 7

0 < A(m) <A1
RV: —2log A\(w): util para testar hipoteses e construir IC.

IC(,95%) = (] — 2|og{ o) } < 3,84)

@ Log-Verossimilhanca

log L(m) = (3_yi)logm + (n—>_y;)log(1 — )



Propriedades da L(~)

Q7= argorgl%(1 L(7) = max log L(~)

0<nr<1

@ Teste Wald (assintético)

7 ~ N(r, Var(z)); Var(z) = § (), em que §~'(r) é informagao
de Fisher.

© Teste Escore (assint6tico)
S(r) = LG ~ N(0,3(m))
© TRV (assintético)

RV= —2log(A(r)) = —2log LE”; ~ X2



Estimador de Maxima Verossimilhanca - EMV

X=X
L(m) =7%(1 —m)"=X

I(m) = log L(7) = xlog(w) + (n— x)log(1 — )




§(7) - Informacao de Fisher

§(m) = —E | 52|

a?l(x _
=%+ Ay

3(r) = Eg) 4 E0=x) _ pr | n(1-m)

Var(z) = [*1-1))

n

Neste caso a variancia assintética é exata

Var(7) = Var(%) = Lr(1 - r) = "7




1- Estatistica de Wald

W= \/m ~ N(0,1)
. N
=
W — n — X—Nnm
\/Tl'(‘]*ﬂ') \/nﬂ’“*ﬂ’)
n
No exemplo

W — 12¢—510 :%;sva/or—p:o,sm

Intervalo de 95% de Confianga para :

T
%11,96\”(”7?) — (0,385;0,815)

Obs. Aproximacao normal apresentada anteriormente.




2 - Estatistica Escore

Exemplo: S = % =W

Escore = Wald

Obs.: Nao foi necessario utilizar o EMV na estatistica S.



3 - Estatistica RV

RV = ~2l0g{{Z) = 2(I(7) — I(x)) ~ 4
RV = 2[xlog (§)+(n x)log™=* — xlog(w) — (n — x)log(1 — )]

RV = 2[xlog(3%) + (n — x)log(2%5)]

Exemplo
Ho:ﬂ':%

x=12

n=20

RV = 2[12log(12) + 8log(&)] = 0,805 = valor — p = 0,369
L(m

IC(,95%) = (] — 2|og{ } < 3,84)

L(0.6)



Exemplo

Resumo
Teste Valor-p
Exato 0,5034
MC =~ Boostrap 0,5
Qui — Quadrado = Aprox.Normal 0,371
W=S 0,371
RV 0,369

OBS: Podemos mostrar que, neste caso, Qui-Quadrado =W = S = Ap.
normal.



Funcao de Verossimilhanca Aproximada

@ Modelo
X ~ N(nm,nmn(1 — 7))

e X=12

@ Método: Maxima Verossimilhanga.



Verossimilhanca aproximada

X ~ bin(n,m) pode ser aproximada por

X ~ N(nm,nn(1 — 7)), emaque, oc?=nr(1—m)eu=nr

nﬂ') ]_

- 1 (x— mr)2 ]

W Xp[ 2 ne(1—m)

(x—nm)?

I(m) = logL(r) < —%log(nm(1 — 7)) — m

L(r) oc texp[- 35

Comox—nit=0 temos #=2%
I(7) = —$log(n(1 — #))

IOQ% = /(77) — /(ﬁ') = —%/Ognﬂ'(1 — 7T) % + 2/Ogn7r(1 o 7_‘_)



Quao boa é esta aproximagao?

De forma conservadora x e n — x devem ser > 10

Vermelho: Aproximagao normal e Preto: verdadeira (binomial)
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Intervalo de Confianca da RV

@ Intervalo de (1 — a)100% de confianca

L(m) L) Xfoes 1,96

= < = = = —1,921
L(7"\F) X1:1—a = /OgL 9

—2log ) 5 5

@ Exemplo: x=12 e n=20 e 95% de confianga

—% = —1,921 Usual:

#+1,96\/PUP) — 0,6+ 1,96,/%6x04 . (0,385;0,814)



Intervalo de confianca

@ Verossimilhanca verdadeira
logRV = xlog(Z) + (n — x)log(~; n(1 ”))
logRV = 12l0g(2% ) + 8log(22=™)) = 1,921
(0,383:0,793)

© Verossimilhancga aproximada

logRV = }[~log20x(1 — ) + (;(;“W(fo’;) + log12(0,4)]

(0,386;0,778)



Resumo

Intervalo confianga (Classico/Frequentista)
Intervalo de credibilidade

7 quantidade de interesse

Método Intervalo
Exato (0.361;0.809)
Ap.Normal ~ W ~ S~ Qui (0.385;0.814)
R. Verossimilhanga (0.386;0.78)
MC =~ (0.38;0.78)
Bootstrap (0.40;0.80)

Bayesiano (0.39;0.79)




