Analise de Dados Longitudinais
Modelos Lineares para Dados Longitudinais

Enrico A. Colosimo/UFMG
http://www.est.ufmg.br/ enricoc/


http://www.est.ufmg.br/~enricoc/

Modelos Marginais para Dados Longitudinais

@ Modelar a resposta média E(Yj);i=1,...,N; j=1,...,n
@ Modelar a Estrutura de Variancia-Covaridncia Var(Y;).

© Assumir uma distribuicdo (normal) para a resposta continua
(dispensavel).



Modelos Lineares para Dados Longitudinais

Modelo Linear Geral, p- pardmetros

Y,'j:,31X,'j1+,82X,'j2+"'—|—ﬁpxijp+€,'j; i=1,...,N; j:].,...,n,
em que Xj; = 1. Escrevendo em forma matricial.
Y;
Y;
Yi = : = XiB +¢;
Yi

em que X; tem dimensdo n X p e 5 € um vetor p-variado.




Estrutura de Variancia-Covariancia

Var(Y;) = 02Vo; (supondo homocedasticiadade),

e desta forma V4, de dimens3o n x n, é a matriz de correlacdo de Y;.

Como as unidades formam uma amostra aleatéria da popula¢do temos que
(Y = (V]Y... Vi)



Modelo linear para a Média

E(Yj) = 51X + BaXija + - + BpXijp

@ A média € uma combinacio linear dos pardmetros.

A forma funcional da média deve ser baseada na analise exploratéria
dos dados ou/e em informac3do histdrica.

@ Uma possibilidade é utilizar termos polinomiais e splines para o
comportamento temporal e de covariaveis tempo-dependentes.

Outra possibilidade é tratar o componente temporal como categérico.



Exemplos de Formas para

1- Simetria Composta ou esférica

Vo = [(1 - p)ln + Plnlz]

em que

1,1 =

n

Ou seja, 17, = (1,1,---,1) que & um vetor de n 1’s.



Justificativa
Yij=XiB+ Ui +ej

O intercepto é o (nico termo com variacdo aleatdria.

A diferenca entre os individuos esta explicada pelo intercepto aleatério:

em que U; e ¢j; sdo independentes.



Exemplos

2- Autoregressivo (AR(1)):

1 Vio Viz - Vi,
1 Vo3 - Vo,
Vo = ]
1
ij/ — p|tj7tj/|

ou
- .
Vi = p‘f 7l se for balanceado e equidistante.



Justificativa

€U = p&,'j_1 + Z,J

ZU ~ N(0,0’z(l - p2))7
em que €; e Z; sdo independentes.

Entdo,
Var(ejj) = p*0” + o*(1 — p?) = o?
COV(€U,€U_1) = COV(p€,'J'_1 + Z,J gij—l) = p0'2 e
para lags maiores que 1,

COV(&,'J'7 5ij—k) = pk0'2.



Exemplos

3- Toeplitz: Extensdo do AR(1)

1 p1 p2 - pn
pr 1 pr o pao2

Vo = _ !
P2 p1 - Pn-3

1

De uma forma geral,
Cor(Yij, Yijk) = P

Esta estrutura somente é vélida para desenhos balanceados e equidistantes.



Exemplos
4- Banded:
1 pp O
pr 1 m
Vo = _
0 m

Caso particular do Toeplitz quando fazemos ,

p2=p3=---pp—1=0

= O O O



Exemplos
5- Modelos Hibridos:

Cov(Y;) = 02V + 03 Vs,

Vi é de simetria composta e V, é AR(1).

Se nenhuma forma estruturada for adequada para um particular conjunto
de dados, devemos utilizar a forma n3o-estruturada.

6- N3o Estruturada:

COV( Y,'j, Y,:,'/) = 0jjr

Ou seja, temos n(n + 1)/2 pardmetros ou, sob homocedasticidade,

(n—1)
n n2 +1.



Inferéncia em Modelos Lineares: Estimador de Minimos Quadrados
Generalizados

Se V é conhecido, pode-se encontrar o Estimador de Minimos Quadrados
(generalizados).

BMQG — (X/ Vflx)flxl Vfly
Ideia:
Toda matriz positiva definida pode ser escrita como

V = KK’ K é ndo singular (existe inversa de K)

Redefina 0 modelo como Z = BB + 1, em que:
Z = Kly
B = KX
n = Kle



Var(Z) = Var(K le)
= K War(e)k™V
= K 'KK'(K')™!

= 021/\/,7

Desta forma, retornamos a condicio de Minimos Quadrados Ordinarios.



Equacdes Normais

ee = (z-BB)(z—BB)
= (y—-XB)YV 'y -XB)

N
= > (vi—XiB) Vg (i — XiB)
i—1

Resolver o sistema de equacdes:

Oe'e/op = 2X'V7l(y — Xp)

N
= ZXi/ Vo_l(}’i - XiB) =
i=1

o



Ent3o

)].BI
XK VK IX)IX' K™Y K1y
X'K VK IX)IX/ (KK’
XV1X) Ix'v—1 y

=
|

(B'
(
(
(
= Zx'volx, vao vi)

Var(B) = o*(X'V1X) ™



Resumo: EMQG

Modelo Linear:
Yi=XiB +ei

tal que E(e;) =0, Var(e;) = 02V e Vo é a matriz de correlacdo de Y;.
Restricdo: homocedasticidade (ndo & necessario mas conveniente).
Bumoc = (X'VIX)TIX'V71Y,  ndo depende de o2,

V: verdadeira estrutura de correlacio para Y;

Var(fuqe) = 0*(B'B) ™ = o*(X'V71X) ™!

O EMQG somente é valido se V for conhecida.



|
Modelo Marginal

Pergunta: Em situacdes reais V ndo é conhecido. O que devemos fazer?

Resposta usual: Utilizar o Método de Maxima Verossimilhan¢a (usual ou
restrito) para estimar 3 e também os componentes de variancia.



Estimador de Maxima Verossimilhanca

Encontrar simultaneamente o estimador da média (3) e o estimador para
os componentes de varidncia (02, ).
Seja

Yi ~ Ni(Xi3, 0 Vo(a))

1 1
. 2 H = ) i
f(yllﬁao- ,Oé,X,) (27r)n/2‘\/0|1/2(0'2)n/2 eXP{ 20'2 QI}

em que

Qi = (vi — XiB) Vo ' (yi — XiB3)



Revisdo - Teoria de Verossimilhanca - Uma (nica observacio por
individuo

Considere Y1, Ya,..., Yy respostas iid de uma populagdo f(y; ). Entdo a
func3o de verossimilhanca para 6 é dada por

N

L(8/y) =[] f(vi/9).

i=1
em que 6 é o vetor de pardmetros a ser estimado.

O EMV (Estimador de Maxima Verossimilhanca) é aquele gque maximiza

L(6/y) ou, de forma equivalente, /(8/y) = log(L(6/y)) no espago de
parametros de 6.



Revisdo - Teoria de Verossimilhanca: Funcio Escore

que é p-dimensional.

O EMV ¢ a solucdo do sistema de equacdes determinado pela funcdo
escore:

S() =0.

Propriedade importante: E(S(6)) = 0.



Revisdo - Teoria de Verossimilhanca: Medida de Incerteza

3(6) = Var(S(9))
— E(S(6)?)

(%)

que & uma matriz p X p, chamada de Informacdo de Fisher.

A variancia assintética de 0 é

Var(0) = 3(0) 7!

que é estimada avaliando 6 em 6.



Revisdo - Teoria de Verossimilhanca: Medida de Incerteza

Usualmente é dificil encontrar o valor esperado na distribuicdo de Y. No
entanto, podemos utilizar qualquer estimador consistente de $.

A matriz de informac3o observada

- (5).

é consistente para J(6), sob certas condicBes de regularidade.

Ou seja,

~

Var(0) ~ 1(0)7L.

Obs. O resultado é verdadeiro para qualquer estimador consistente de .



Revisdo - Teoria de Verossimilhanca: Estatisticas

O Wald
@ Razio de Verossimilhanca

© Escore



Estimador de Maxima Verossimilhanca - Dados longitudinais

A funcio de Verossimilhanca:

N

L(ﬂvazvo‘) = Hf(yi|ﬁ70'2,ol,xi)

i=1

e a funcio de log-verossimilhanca:

I

(8,07 0) = — " [log(2n) + log(0?)] — o (| Val) -

1 N
- 202 > i = XiB) Vo My — XiB) }
i=1



Observacoes:
@ O vetor de parametros (3 somente aparece no ultimo termo;
@ Se Vj e o2 forem fixos , o estimador de /3 consiste em minimizar :
N
-1
> i = XiB) Vg (i — XiB)
i=1

cuja solucio é:

Buoc = (X'VIX)TIX' vy

© Sob heterocedasticidade, as varidncias sdo absorvidas em V4. Ou segja,
Var(Y;) = Vo e Vo ndo é mais a matriz de correlagio.



Verossimilhanca Perfilada

Usando verossimilhanca perfilada para obter o EMV de 3,02 e o
1. fixamos inicialmente Vg (por exemplo, Vo = I,), e 02 e obtemos:

Bla) = (X'VIX)IX'Vvly

2. Em seguida substuimos /3 por B(a,az) em

I(3,a,0°) o %N (nlog(a2) + log(|Vol)) —

N
oo D 6= XBVe (= X))
i=1



Verossimilhanca Perfilada

Tomando V; fixo temos:

N A ~
> (vi = XiB) Vg H(yi — XiB3)

§(a) = =

3. Substituindo em I(B,oz,62), obtemos:

PN -N SQR nN
/(,8,(1,0'2) X T <n|og (n/V) +|Og]V0‘> —7
nN

x — (nlog SQR — nlog(nN) + log | Vo) — 5

N
X (nlog SQR + log | Vo))



Verossimilhanca Perfilada
O estimador de « envolve a maximizacio de

(5, ,6°)

o Finalmente apés obtermos Vp, atualizamos 3 e o2 até a convergéncia.

@ A maximizacdo com respeito a « exige o calculo de determinantes e
inversas. Isto indica a necessidade de métodos numéricos.



Estruturacido de V;

© Simétrica Composta e AR(1): 2 componentes de varidncia:

Total de pardmetros = p+1+1
@ Nido Estruturada homocedastica: w componentes de variincia:
Total de pardmetros = w +p+1
© Nao Estruturado heterocedastica :

A _ n(n+1)
Total de parametros = p + =5~



|
Propriedades de BAEMV(ASSINTOTICAS)

(1) BEMV é consistente para f;

Q Bemy € assintéticamente normal (Wald):

VNn(Bemy — B) = N(0,371)

© Estas propriedades valem assintoticamente, mesmo se y; ndo tiver
distribuicdo normal multivariada (para dados completos).

@ Usamos as estatisticas; WALD e da RV.

@ Teste para o2 envolve a fronteira do espaco de parametros. As

estatistica Wald e RV tém uma distribuicdo de referéncia que é uma
combinacio de qui-quadrados.



|
Propriedades de QEMV(ASSINTOTICAS)

O As distribuicdes de referéncia (assintética) normal e qui-quadrado sdo
utilizadas como aproximacdes da t e da F, respectivamente. E possivel
estimar os gl para utilizar a t e a F, especialmente para amostras de
tamanho pequenc.

7 O valor-p obtido através da estatistica de Wald & menor do que o
verdadeiro (e sera tdo menor quanto menor for o tamanho da
amostra).

8 Devemos evitar o uso da estatistica de Wald para testar os
componentes de varidncia (o e 02) pois a taxa de convergéncia para
normal é lenta para amostras pequenas e varidncias préximas de zero.
Desta forma, o recomendado é a estatistica da razdo de
verossimilhanca.



]
Estatistica de Wald e da RV

Ho: Bk =0 versus Hy : Bk #0
o Wald

B

L=
Var(5k)

)

em que Var(B) é elemento da diagonal de Var(ﬁ), correspondente a
Bk. Sob Hpy, Z tem aproximadamente uma distribuicdo normal padréo.

e TRV - -
RV = 2(/Irrest. - /ReSt-)7

Sob Hy, Z tem aproximadamente uma distribuicdo qui-quadrado com
1 gl



Estimac3do Conjunta (53, «)

Q@ EMYV;

@ EMVR (Estimador de Maxima Verossimilhanca Restrita).
EMV (o2 é absorvido em V)

N

N 1 _
log(2m) — —log|Vo| = 3 > (i = XiBY Vi (yi — XiB)
i=1

—nN

I(8,a) =

Propriedades do EMV: j & consistente e assintoticamente Normal (para
dados completos).

Estatisticas: Wald e RV (Inferéncia para f3).



Estimador de Maxima Verossimilhanca Restrita (ou Residual)

Modelo linear-normal transversal EMV (amostra de tamanho N)

~

52 SQR _ (y=XB)'(y - XB)

N N

N
N— o

E[5?] =

e Razdo: EMV n3o leva em consideracdo que 3 é estimado pelos dados;
e Proposta: utilizar EMVR (Estimador Maxima Verossimilhanca
Restrita);

o Ideia: Separar as partes dos dados para estimar o daqueles utilizados
para estimar (5.



Transformar a resposta Y tal que a distribuicdo resultante ndo dependa de

3.

Por exemplo, a distribuicdo dos residuos apds estimarmos 8 por minimos
quadrados.

Ou seja,
Z=AY talque E(Z)=0
Exemplo: Modelo Linear-Normal Transversal

A=1—H=1-XXX)"tX
E(Z)= (I - X(X'X)IXVE(Y)=XB - X(X'X)"IX'XB =0



N

Transformacdo y — (Z, 3)

A funcio de log-verossimilhanca para Z escrita em termos de Y e 3 é:

N
> XV X

N N

. 1 1 N o1

(o) = —5 E log\V0|—§ E (vi—XiB)' Vq I(Yi_Xi/B)_§|0g
im1 1 i—1

i=

Justificativa: Na auséncia de informacdo de 3, nenhuma informac3o sobre
« é perdida se a inferéncia para « for feita por /*(«) ao invés de /(«).



Observacao

O termo adicional da func¢do de log-verossimilhanca restrita:

N
1 o -~
5 log §.1jx,- V1 Xi| = log| Var(B)[/2.

Este termo & o equivalente a fazer a correcdo no denominador de 2.



Processo de Estimacdo: EMVR

© Estimar 3 por:

= (X'Vix)lxv-ly

N -1 /N
= (Z Xi Vo_1Xi> (Z Xi Vo_l)/i) ;
i=1 i=1

@ Encontra, o EMVR para « a partir de /*(«);

© Continuar este processo até a convergéncia.



Processo de Estimacdo: EMVR

O O EMVR é recomendado para o quando comparado ao EMV. No
entanto, a correcio do vicio se torna desprezivel quando Nn é muito
maior que p;

@ No pacote Ime/nlme do R, EMVR & o "default"do ajuste do modelo.

© A estatistica da Razdo de MVR pode ser usado para comparar modelos
de covariancias aninhadas mas n3o pode ser utilizado para comparar
modelos aninhados para a média. Neste caso devemos usar o EMV.



Em resumo.....: Modelos Lineares/Marginais para Dados
Longitudinais

’/i :Xi/8+€i7

@ Modelar a resposta média E(Yj);i=1,...,N; j=1,...,n
@ Modelar a Estrutura de Varidncia-Covariancia Var(Y;).

© Assumir uma distribui¢cdo (normal) para a resposta continua
(necessario para EMV ou EMVR).



Em resumo.....: Inferéncia para Modelos Lineares/Marginais

Suposicdo basica: E(Yj;) corretamente modelada.
Q@ MQG: Var(Y;) conhecida
o
Buoe = (X'V7IX)IX'V7Y,  n3o depende de o2,

fica bem estimada, mesmo se Var(Y;) for mal especificada, e
Var(Bumqc) = o2(X'V~1X) ™

somente valida se Var(Y;) for corretamente especificada.

e sob a suposicdo de normalidade, valem os testes exatos: F, t.

Q@ EMV e EMVR: Y tem distribuicdo normal.

o Estima os componentes de varidncia. Somente valido (eficiente) se
Var(Y;) for corretamente modelada.

e EMVR deve ser preferido para estimar componentes de variancia.

o Estatisticas: Wald e RV.



Exemplo: Niveis de chumbo no sangue (FLW, 2011)

@ Descricio

e Tratamento de Criancas Expostas ao chumbo.

e Estudo clinico aleatorizado para placebo e um tratamento em crianca
com niveis de chumbo no sangue entre 20-44 micrograms/dL.

e Quatro medidas repetidas de niveis de chumbo na linha de base
semana 0, semana 1, semana 4 e semana 6 (desenho balanceado mas
n3o igualmente espacado).

e 100 criancas aleatoriamente alocadas entre tratamento e placebo.

@ Banco de Dados Largo com as seguintes colunas:
e ID,
e Groupo,
o Week0,
o Weekl,
o Week4,
o Week6.



Exemplo: Niveis de chumbo no sangue: Estatisticas Descritivas

Semana Minimo 12 Quartii  Mediana Média 32 Quartil Maximo

0 19.70 22.05 25.60 26.41 29.60 41.10
1 2.80 12.38 20.60 19.09 25.02 40.80
4 3.00 15.25 19.70 19.79 24.60 40.40
6 4.10 18.25 21.25 22.20 25.60 63.90
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Exemplo: Niveis de chumbo no sangue: Médias por Grupo e Tempo
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Estrutura de Correlacido
Saida do R

> round(cor(datawide[,3:6]),3) # matriz de correlagfo dos dados
#deveria ser feito com residuos
dados.Week0 dados.Weekl dados.Week4 dados.Week6

dados.Week0 1.000 0.419 0.468 0.562
dados.Weekl 0.419 1.000 0.845 0.557
dados.Week4 0.468 0.845 1.000 0.583
dados.Week6 0.562 0.557 0.583 1.000

Cuidado: esta estrutura deve ser avaliada nos residuos e ndo nos dados brutos.



Exemplo: Niveis de chumbo em Criancas

e Modelo N&o-Estruturado para a média (intercepto comum):
(R: y ~ factor(tempo)*factor(grupo)).

e Comparando estruturas para Var(Yj).

o Estimativas para média e erro-padrio para os coeficientes dos termos
da interacio.

Coeficiente Independente Simetria Composta AR1 N3o Estruturada

Est. EP Est. EP Est. EP Est. EP
Linha base | —0,268 1,325 | —0,268 1,325 | —0,268 1,318 | —0,268 1,326
la semana 11,406 1,874 | 11,406 1,192 11,406 1,132 11,406 1,192
4a semana 8,824 1,874 8,824 1,192 8,824 1,446 3,824 1,121
6a semana 3,152 1,874 3,152 1,192 3,152 1,612 3,152 1,278




Exemplo: Chumbo em Criancas

©® Modelo Njo-Estruturado para a média.
@ Algumas estruturas para Var(Y;).

© Estimativas dos parametros da média (/3) ndo mudam ao
estruturarmos Var(Y;).

@ O mesmo ndo acontece com as estimativas dos erros-padrdo. Observe
a diferenca, principalmente entre a independente e as demais.



