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Modelos Marginais para Dados Longitudinais

@ Modelar a resposta média E(Y).

© Modelar a Estrutura de Variancia-Covariancia Var(Y;),i=1,...N.

© Assumir uma distribuicdo (normal) para a resposta continua
(dispensavel).



Modelos Lineares para Dados Longitudinais

Dois caminhos:

@ Assumir resposta normal: usar MQG ou MV (usual ou restrita).

© Nao assumir distribuicio para a resposta: usar GEE: "Generalized
Estimation Equations”(Equacdes de Estimagcao Generalizadas).



Modelo Marginal

@ Utilizar o Método de Méaxima Verossimilhanga (usual ou restrito)
para estimar 5 e também os componentes de variancia. Ou seja,
os parametros da média e também da estrutura escolhida de
covariancia .

@ Sem especificar distribuicao para a resposta: Investigar qual é o
impacto ao utilizarmos W ao invés de V. Ideia de GEE. (W deve
ser aquela mais adequada para modelar a estrutura de
covariancia dos dados.)



Estimador de Maxima Verossimilhanca

Encontrar simultaneamente o estimador da média () e o estimador
para os componentes de variancia (o2, a).
Seja

Yi ~ Nn(XiB, o? Vo(a))

1 1
f(y,‘B,O' 7047)(1) - (27r)n/2‘VO’1/2(U2)n/QeXp{ 202 QI}

observe que 3 é estimado a partir de:

Q= (yi— XiB)' Vy ' (vi — XiB)



Flexibilizar Suposicoes - GEE

@ Investigar a possibilidade de néo especificar distribuicao para Y.

@ Investigar qual é o impacto ao utilizarmos erradamente W ao
invés da estrutura correta V.

@ Principio das Equagoes de Estimagao Generalizadas (GEE).



N
EMQG

Supor que ao invés de Var(Y) = V foi utilizada erradamente W. Ou
seja, A
Bw = (X'WIX) T X'W Yy

Pergunta: Qual é o impacto na estimagao de § se utilizarmos W ao
invés de V?

Isto é,

@ Qual é o vicio de By ?

@ Qual é a Var(Bw)?



@ Vicio:
EBw) = (X'W'X)'XWTE(Y)
= X'W'X)'Xw'xs
B
@ Variancia:
Var(Bw) = Var [(X’W*‘X)*W’W”Y]

= (XWX X W Var(Y) [W*1X(X’W*1X)*1]
= (X'W'X)T'XWTvwTI XX W X))



Pergunta: O que acontece ao especificarmos um W errado?

@ A3y é ndo-viciado para qualquer especificacdo de W;

@ Por exemplo, se W = o2l

Var(3) = (X'X)" T X vX (X' X)~!

Observacoes:

@ (3, = (X'X)~'X'Y (Estimador de Minimos Quadrados Ordinarios)
€ nao viciado.

@ No entanto, R
Var(ﬁo/s) = Uz(X/X)_1

é viciada.



Pergunta Quanto Var(3,) é diferente de Var(Buyqg)?
Ou seja, quanto

Var(B)) = (X'X)TX VX (X' X) ™!
é diferente de

Var(Buae) = (X'V1X) ™

Resposta Na maioria da vezes estes estimadores sao bem proximos.



Exemplo (Diggle et al., p. 59):

k = 5 (t=-2,-1,0,1,2)

W = 625
Vo =1[(1—p)ls + p1s15]

e Vi = 02V,p. O Modelo: Y = Bo + Bitj + ¢
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Fazendo as contas:
v (50 0
XX = ( 0 100

, ~( 50(1 +4p) 0
XVX_( 0 100(1 —p) )~
Desta forma,

0.02(1 + 4p)

Var(3)) = o2(X'X) " X VX(X'X) " = o2 < 0 0o 8 ) ) |



Continuando as contas:

Vol =(1=p)""p((1 = p)(1 +4p)) "1s15

e
-ty _ ( 50(1+4p)~ 0
XV X_< 0 100(1—p)_1 ’
Desta forma,
"  oiviiwv1 o 0.02(1+4p) 0
Vaf(ﬁMQG)—O' (XV X) =0 ( 0 001(1*p)

Ou seja , neste caso Var(B,) = Var(BMQG)

Observacdo: Em vérias situagdes a Var(3;) é um estimador razoavel
para Var(Suac)-



Resumo

Assumindo o estimador de Minimos Quadrados Ordinario W = In:

Br=(X'X)"'X'Y
E(B) =8

e sua variancia fica usualmente bem estimada por:

Var(5;) = (X'X)7' X' VX(X'X)~"

Precisamos de um estimador consistente para V!!



Estimador Consistente de V

Vor O 0
. 0 V 0
V= 0
0 0 ‘A/ON NnxNn

Obs. O parametro o2 foi absorvido em V.



-]
Equacoes de Estimacao Generalizadas (GEE)
Proposto por Liang e Zeger (1986) para dados correlacionados.

Requer apenas a especificagao correta da estrutura de média das
variaveis respostas, sem fazer qualquer suposicao distribucional.

Especificamos:
Q E(Y) =XiB=pie

© matriz de correlagédo “de trabalho” das medidas repetidas, R;, em
que:

Var(Y;) = W, = A2RA!?

W é a especificagao mais préxima de V, correta e desconhecida
Var(Y).

GEE gera estimadores consistentes e assintoticamente normais para
3, mesmo com ma especificacao R;.



O Estimador GEE - Motivacao

Uma motivagao para o enfoque GEE vem dos estimadores de MQG
gue minimiza a fungéo objetivo:

N

> (Y= XiB) Vi (Y = XiB).

i=1

O estimador de 3, especifico para o modelo linear, é a solucao de
Z X/ V(Y- X;8) =0,

que produz, resolvendo para g,



O Estimador GEE

O estimador GEE para 3 é dado por:

N
> XIW N (@)(yi — XiB) =0,
i=1

em que « sao 0s componentes de variancia.
Usualmente tomamos:

Wi(a) = A2 Ri(a)A] 2

em que A; € uma matriz diagonal com elementos Var(Yj) e
Ri(a) = Cor(Yj, Yi) (matriz de trabalho) é matriz de correlag&o.



Formas de Correlacao de Trabalho R;

@ independéncia,
= dados longitudinais nao correlacionados.

@ simetria composta,
= mesma correlagdo para todos componentes.

o ARI1,
= valida para medidas igualmente espacadas no tempo;

@ n4o estruturada estima todas as n(n — 1)/2 correlagdes de R.

@ Qutras: banded, toeplitz, etc.



Variancia do Estimador

@ Naive ou “baseada no modelo” - Viciada

N
Var() = (ZMM(@)-%)
i=1

© Robusta ou “empirica”ou Sanduiche

—1

Var(B) = My MM
em que

N
Mo = > XIWi(&) ' X;
i=1
N
My = > XIWi(&) (v — ) (i — ) Wi&) ' X

i=1



Método de Estimacao: GEE - Passos

@ Escolher R(«): matriz de trabalho e usualmente assumimos
A = 021, (homocedasticidade).

© Dado estimativas para « e o, obtemos W e:

B=(X'WTX)'XW )Y

Obs. Inicializar o processo iterativo com R(«) = I,.
© Encontrar os residuos: ej = Yj — Xj;B3. A partir dos residuos é

possivel estimar
2
o 2i2C

nN

e também os outros componentes de variancia ¢. Retornar ao
passo 2 até a convergéncia.



Método de Estimacao: GEE - Passos

Ap6s a convergéncia estimar Var(Y;) e obter Var(3):
Var(B) = (XW'X) ' XW WVar(Y)V I X(X'V-1x)!

o117 o1
— My MM,

Obs. A estimativa de ¢ € baseada nos residuos. Por exemplo, em um
desenho balanceado, a forma nao estruturada é estimada por:

1 N
Kk &N ;—1 ijCik



GEE - Observacoes

o~

@ Este estimador de Var(3) é chamado de estimador sanduiche
(M, € o pdo e M é acarne)

@ Setomarmos V = ly,, temos
Var(B) = (X'X) ™" X" Var(Y)X(X'X)™!
© Setomarmos W = V = Var(Y),

Var(By) = My



GEE - Caracteristicas e Limitacoes

@ Vantagens/Caracteristicas
e 3 é consistente mesmo que Var(Y) for incorretamente
especificada.
o Nao é necessario especificar uma distribuicdo para Y.

-~

e Var(3) é adequadamente estimada pelo estimador sanduiche.

@ Limitagoes
e Desenho desbalanceado € uma restrigao para a estimagéao usando
GEE, especialmente para o estimador sanduiche.
o A robustez do estimador sanduiche é uma propriedade assintética.

o A matriz de trabalho W; deve ser especificada o mais préximo
possivel de Var(V;) para obter eficiéncia/precisao para a estimagao

de 8.



GEE - Caracteristicas e Limitacoes
© Continuagao: Limitagoes

e O estimador GEE, B fica viciado na presenca de dados perdidos se
a matriz de trabalho nao for corretamente especificada e o
mecanismo de perda nao for MCAR.

e Na maioria dos softwares o2 é tomado como sendo invariante no
tempo. Ou seja, 02 = 02 = - -+ , 02 = o°. Este fato é restritivo para
analisar respostas continuas.

© O GEE apresenta, em geral, resultados semelhantes aos EMV e
aos estimadores no modelo de efeitos aleatérios. A interpretacao
dos parametros é a mesma para todos os enfoques sob 0 modelo
linear. O GEE é mais utliizado para modelos nao-lineares, por sua
interpretacao populacional.



Exemplo: Chumbo em Criancas - GEE

@ Modelo Nao-Estruturado para a média (intercepto comum):
(R:y factor(tempo)*factor(grupo)).

@ Comparando estruturas para Var(W;), obtemos o mesmo ajuste
para as quatro estruturas.

@ Estimativas para média e erro-padrao para os coeficientes que
comparam 0s grupos nos quatro tempos.

Coeficiente | GEE: Independente = GEE: Simetria Composta  GLS: Nao Estruturada

Est. EP Est. EP Est. EP
Linhabase | —0,268 0,994 | —0,268 0,994 | —0,268 1,004
lasemana | 11,406 1,109 | 11,406 1,109 | 11,406 1,120
4a semana 8,824 1,141 8,824 1,141 8,824 1,152
6a semana 3,152 1,244 3,152 1,244 3,152 1,257




Criancas - Transmissao Vertical - GEE

@ Modelo quadratico para a média com termos de interagao.

@ Algumas formas para a Var(W;): exponencial, simetria composta.

@ Modelo para média com 9 termos (interceptos diferentes)

@ Resultados para os quatro termos da interagao.

Coeficiente Independente Simetria Composta  GLS: Estrut. Expon.
Est. EP Est. EP

Idade:grupo —-0,164 0,059 | —0,142 0,057 | —0,160 0,057

Idade2:grupo 0,020 0,011 0,018 0,008 0,017 0,008

Idade:sexo 0,046 0,050 0,100 0,047 0,166 0,052

Idade2:sexo —0,014 0,009 | —0,015 0,007 | —0,020 0,008




Modelos Marginais: GEE/EMVR

@ Caracteristicas:

o GEE e EMVR sao similares (mesma eficiéncia) com dados
completos.

@ A Unica condigao para GEE produzir inferéncias validas € a
estrutura da média estar corretamente especificada.

e Especificando corretamente a estrutura de variancia-covariancia
ganha-se em eficiéncia no processo inferencial.

o Na presenca de dados faltantes (MAR e NMAR), o GEE néo
produz inferéncias validas. Por outro lado, o EMVR produz
inferéncias validas nesta condicao (somente MAR)se a distribuicao
normal for corretamente especificada para a resposta.



Modelos Marginais: GEE/EMVR

2 Limitacdes:

e Dados longitudinais desbalanceados. Somente a estrutura de
variancia-covariancia

Cor(Yj, Yy) = pli~!

€ possivel ser especificada sob desbalanceamento. Disponivel no
pacote gls do R, além da simetria composta e independente.

o Falta de flexibilidade do GEE no R na especificacao da estrutura de
variancia da resposta.



