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Resumo

A modelagem de varidveis continuas pertencentes a um intervalo do tipo (0,1) é necesséria
em diversas aplicagOes, e permite o tratamento de dados como proporgoes, taxas e fragoes. O
desenvolvimento de modelos de regressao que se adequem a estas caracteristicas, tem sido o
foco principal de muitos trabalhos publicados nas ultimas décadas. No contexto da modelagem
conjunta para dados longitudinais e de sobrevivéncia, poucos trabalhos atentam para o uso de
distribui¢oes adequadas para a componente longitudinal, sendo comumente empregado o uso de
transformagoes dos dados. Neste trabalho, propomos uma extensao deste tipo de modelagem
conjunta, através do uso de modelos de regressao beta com efeitos mistos para explicar as
medidas longitudinais associadas. Partimos de uma motivacao proveniente de um estudo sobre
qualidade de vida e tempo de sobrevivéncia, realizado em dois hospitais ptublicos brasileiros
especializados no tratamento do cancer: o Instituto do Cancer Dr. Octévio Frias de Oliveira
(ICESP) e a Fundacao Pio XII (Hospital do Céancer de Barretos). Utilizamos este conjunto de
dados para ajustar os parametros do modelo proposto, obtendo, entre outros resultados, uma
medida de associacdo estimada entre as duas respostas observadas, considerada atualmente
como um fator essencial na indicacao de cirurgias ou procedimentos médicos.

1 Introducao

Os estudos longitudinais consistem na observagao repetida de uma variavel, feita em diferen-
tes instantes de tempo para cada individuo da amostra. Nas pesquisas da area médica este tipo
de coleta de dados permite observar, além da resposta longitudinal e de covaridveis relevantes
ao estudo, o tempo até a ocorréncia de um evento de interesse para a investigacao, como por
exemplo o Obito de um paciente durante o periodo de um tratamento.

Uma forma de analisar dados com estas caracteristicas é considerar separadamente a varidavel
longitudinal e o tempo até a ocorréncia do evento. Apesar da atrativa facilidade de execucgao
desta abordagem, através do uso de modelos bem consolidados na literatura para cada uma das
variaveis, em muitas situagoes é natural que exista algum tipo de associagao entre estas duas res-
postas, o que conduz ao desenvolvimento de modelos que expliquem de forma apropriada esta
relagao. Nesta direcdo, existe na literatura uma grande diversidade de trabalhos envolvendo
modelos conjuntos para varidveis longitudinais e tempo até a ocorréncia de um evento (no-
meadamente o tempo de sobrevivéncia). Utilizaremos, de maneira abreviada, a nomenclatura
modelos conjuntos para nos referir a modelos especificados dentro deste contexto.



No presente trabalho, o interesse principal reside na analise do tempo de sobrevivéncia. Uma
abordagem possivel neste caso é utilizar os dados longitudinais como covaridveis que variam ao
longo do tempo, associando a elas um erro de medida. A extensao do modelo de Cox para
variaveis dependentes do tempo, utilizada inicialmente para incorporar a relagao entre os dados
longitudinais e o tempo de sobrevivéncia, apresenta fortes restrigoes que, em algumas aplicagoes,
sdo dificeis de serem satisfeitas. E o que acontece com as imposicoes feitas sobre as covaridveis,
que devem ser externas e nao relacionadas ao mecanismo de falha. A inclusdo covariaveis
internas no modelo de Cox ndo é recomendada. Segundo Prentice (1982) esta pratica pode
gerar viés, uma vez que a observacgao é obtida com algum grau de incerteza.

O uso inadequado da extensdo do modelo de Cox para varidaveis dependentes do tempo
motivou o surgimento de novas metodologias na modelagem conjunta, que visam diminuir o
viés causado ao nao se levar em conta os erros de medicao associados as varidveis longitudinais.
Basicamente, um modelo conjunto é construido através de uma componente longitudinal, uma
componente para a varidvel tempo de sobrevivéncia, e uma estrutura de ligacao que relaciona as
duas varidveis. A especificacdo mais usual para explicar o processo longitudinal tem sido feita
através de modelos lineares com efeitos mistos. Esta formulacao é detalhadamente abordada
em Rizopoulos (2012).

Nos ultimos anos algumas extensoes foram propostas a fim de se obter uma modelagem
mais flexivel para os perfis longitudinais. Ding & Wang (2008) propde o uso de B-splines para
modelar a trajetéria média da componente longitudinal dos modelos conjuntos. Mais recente-
mente, Huong et al. (2017) considera P-splines com base polinomial truncada para parametrizar
o processo longitudinal nao linear. Vale ressaltar que, apesar da flexibilidade destas propostas,
o aumento da dimensao dos efeitos aleatérios causados pelo processo de suavizagao traz bas-
tante dificuldade de implementacao computacional. Além disso, estas extensoes se baseiam na
normalidade das medidas longitudinais, nao considerando seus devidos intervalos de variacao.

Neste trabalho desenvolvemos uma extensao para os modelos conjuntos, com medidas lon-
gitudinais pertencentes ao intervalo (0,1), considerando para esta componente o modelo de
regressao beta com efeitos mistos. Organizamos este artigo da seguinte maneira: na Secao 1
apresentamos a especificacdo do modelo conjunto, através da formulacao dos submodelos lon-
gitudinal e de sobrevivéncia; na Secao 2 encontram-se aspectos relacionados ao processo de
estimacao dos parametros; na Secao 3 consideramos uma aplicacao, utilizando dados de quali-
dade de vida e tempo de sobrevivéncia e na Secao 4 uma discussao a respeito dos resultados
obtidos e seu seguimento é apresentada.

2 Especificacao do modelo

Para a especificacao do modelo conjunto, consideremos algumas notagoes. Sejam T;" o
verdadeiro tempo de ocorréncia do evento para um individuo ¢ da amostra e T; o tempo de
ocorréncia observado. Ao longo do processo de observagao alguns individuos sdo censurados.
Desta forma, denotando por C; o tempo de censura associado ao i-ésimo elemento amostral,
define-se T; como sendo min{T*,C;} e ¢; = I(T; < C;) como um indicador do evento.

Defina y;(t) como o valor observado no instante ¢, referente ao i-ésimo individuo. A coleta
destas informagoes resulta em um conjunto de medidas Yi(t) = {yi(ti;),0 < t;; < T3, =
1,---,n;}. Associada a cada individuo da amostra estd a trajetéria das varidveis longitudinais,
que é um processo especificado como M;(t) = {m;(t),t > 0}, em que m;(t) corresponde ao
verdadeiro valor da medicao longitudinal no instante ¢ > 0. Note que M;(t) é um processo
latente e portanto nao observado. Desta forma para cada individuo ¢ da amostra, a histéria das
variaveis longitudinais );(t) é composta por elementos de M;(t) contaminados por um erro de
medida.



2.1 Submodelo de sobrevivéncia

Para medir o efeito da covariavel longitudinal no tempo até a ocorréncia do evento, é ne-
cessario estimar m;(t), reconstruindo o processo latente M;(t) para cada individuo. A carac-
terizagao da relagao entre o processo longitudinal M;(t) e o tempo até a ocorréncia do evento
é feita através de um modelo de riscos relativos com varidveis dependentes do tempo, sendo
especificado da seguinte maneira,

P(t <TF < t+dt|TF > t, My(t), w;)

i = 1
hilt) = Jim, it
= ho(t)exp (v w; + amy(t)),  t>0. (1)

em que ho(t) denota a fungao de risco basal, w; é o vetor de covaridveis do i-ésimo individuo,
relacionadas ao processo de sobrevivéncia, v é o vetor de coeficientes de regressao associados
a w; e a é um parametro desconhecido que quantifica o impacto do processo longitudinal na
observacao do evento.

Neste trabalho, adotamos uma modelagem semiparamétrica para o risco (1). Para tanto
consideramos que o risco basal hg(t) é uma fungao constante por parte, ou seja, ho(t) é da
forma

K
ho(t) = ) &I(tr-1 < & < t). (2)

k=1

2.2 Submodelo de longitudinal

A distribuicéo beta é muito flexivel para modelagem de proporcoes, taxas e outras variveis
que estejam definidas em intervalos do tipo (0,1). Sua densidade, que pode ter formas bastante
diferentes de acordo com a combinagao dos valores dos parametros que indexam a distribuicao,
¢é dada por

p(yip.q) = Wypl(l -y 0<y<1, (3)

em que p,q > 0 e I'(+) denota a fungdo gama. Além disso, o valor esperado e a variancia de y
sao dados respectivamente por

_» _ Pq
E(Y)_p+q’ ) (P+q@)?+@+qg+1) @

Com o objetivo de definir um modelo de regressao para varidveis aleatérias com distribuicao
beta, Ferrari & Cribari-Neto (2004) reparametrizam a densidade (3) como segue. Seja u =
EY)e ¢ = p—+gq, temos que V(Y) = V(u)/(1 + ¢), em que V() = p(l — p). Assim, os
novos parametros obtidos p e ¢ sdo, respectivamente, a média da varidavel aleatéria beta e um
parametro inversamente proporcional & variancia de y, ou seja, um parametro de precisdo. A
funcao densidade reparametrizada em funcao de u e ¢ é dada por,

oy I'(¢) o—101 _ y(1—m)e—1
p(ys s @) = T —9)” (1-y) . 0<y<, (5)
comO0<p<leg>0.
Sejam vy, ..., Yy, varidveis aleatérias independentes, em que y; = (yi1, . - . 7ymi)T é o vetor
com as n; medidas repetidas do i-ésimo individuo. Suponha que, condicional ao vetor de efeitos
aleatérios b; = (bjo, bﬂ)T, as varidveis y;; sao independentes para j = 1,...,n;, e tém funcao de

densidade dada por (5), com média p;; e parameto de precisao ¢. Assuma ainda que o vetor



de efeitos aleatérios segue distribuicao normal, com média zero e covaridncia D. Desta forma,
temos a seguinte especificacao

Yij|bio, i1 ~ Be(pij, @)
b, ~ N(O, D). (6)

Algumas suposicoes podem ser feitas a respeito da estrutura da matriz D, a depender da
forma como se associam os elementos do vetor de efeitos aleatérios. Assumiremos que D é da
forma o?I, em que 02 > 0 e I denota a matriz identidade. O modelo de regressio ¢ definido
através da seguinte relacao,

e — Th.
9(1ij) = nij = T8 + 2;b; (7)
em que x;; ¢ o vetor de varidveis explicativas associadas aos efeitos fixos, B ¢ o vetor de
coeficientes de regressao e z;; ¢ o vetor de varidveis explicativas associadas aos efeitos aleatérios.
A funcao g(-) : (0,1) — R é a funcao de ligagao, a qual assumimos ser estritamente mondtona
e duas vezes diferencidvel. Algumas fungées podem ser atribuidas a g(-), como por exemplo as

especificacoes logito, probito, complemento log-log e log-log, cuja forma funcional se encontra
na Tabela 1.

Tabela 1: Funcoes de ligacoes e suas formas funcionais.

Ligagdo ~ Forma Funcional g(p) p

Logito  log(/(1 — p)) exp(n)/(1 + exp(n)
Probito & (p) d(n)

C. log-log  log(—log(1 — u)) 1 — exp(—exp(n))
Log-log  —log(—log(u)) exp(—exp(—n))

2.3 Funcao de verossimilhanca

Para definir a fungéo de verossimilhanga conjunta do modelo algumas suposicoes devem ser
consideradas. Assume-se que o vetor de efeitos aleatdrios b; é subjacente aos processos longitu-
dinal e de sobrevivéncia, e que, condicional a b; estes processos sao independentes. Assim, sob
estas hipdteses, denotando o vetor de parametros por 8 = (6, Gy,b)—r, temos que a distribuicao
marginal de y; é dada por

p(Ti, 8, yi|bi, 0) = p(T5, 0i]bs, 0:)p(yi|bi, Oy p) (8)

E portanto, temos que a distribuicdo marginal de (73, d;,y;) é da forma

p(T3.05,00) = [ p(Ti6lb1.00) T p(0118. 0100 D) )
j=1

A funcao log-verossimilhanga de 0 é da forma
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em que g, é a dimensdao do vetor de efeitos aleatério b e p;; é obtido pela relacao (7). A
avaliacao da contribuicao de cada individuo ¢ da amostra na fungao de verossimilhanca depende
da resolucao das seguintes integrais com respeito aos efeitos aleatorios:

I = / [ho(t) exp (v "w; + am;(t))]* exp < /0 ) —ho(s) exp (v w; +04mi(3))d3>

r I'(¢) pijo—1 (1—pi;)—1
ij 1— Hij
Ussma =m0y
. —1p.
< 20 B/2 det(D) V2 exp <blﬂzbl>dbi (11)

Por causa de dificuldades enfrentadas no desenvolvimento da integracao, ou pela nao existéncia
de solucao analitica, é necesséria a implementacao de técnicas de andlise numérica nestes casos.

3 Aplicacao: Dados ICESP

Com o objetivo de avaliar o tempo de sobrevivéncia e a qualidade de vida de pacientes com
neoplasia maligna que deram entrada em unidade de terapia intensiva, um estudo de coorte
prospectivo, apresentado em Normilio-Silva et al. (2016), foi realizado em dois hospitais piblicos
brasileiros cuja especialidade é o tratamento do cancer: o Instituto do Cancer Dr. Octavio Frias
de Oliveira (ICESP) e a Fundacao Pio XII (Hospital do Cancer de Barretos), ambos situados
estado de Sao Paulo. Um total de 803 individuos maiores de 18 anos de idade, com malignidades
comprovada e admitidos em UTIs dos hospitais participantes, foram incluidos no estudo. As
varidveis resposta coletadas foram o indice de utilidade da qualidade de vida, e o tempo de
sobrevivéncia dos pacientes.

A primeira variavel foi obtida através da aplicacido do questionéario EQ-5D-3L, cujo resultado
foi convertido em um indice de utilidade, que assume valores no intervalo (0,1). A medicao da
qualidade de vida foi feita antes da entrada na UTI, e acompanhada ao longo dos seguintes
dias apds a internacao: 15, 90, 180, 365 e 540. O tempo de sobrevivéncia foi definido como o
tempo até a ocorréncia do 6bito, tendo sua origem a partir da data da internagao na UTI. O
tempo méaximo de estudo é 720 dias. Com relacao as covaridveis, foram coletadas informacoes
socio-demogréficas dos pacientes , informacoes de aspecto clinico ,a coexisténcia de doencas ,e
uma covaridvel que especifica o centro de coleta dos dados (ICESP ou Hospital do Cancer de
Barretos).

Na Figura 1 apresentamos os perfis do indice de utilidade da qualidade de vida considerando
a amostra completa, juntamente com o seu perfil médio. Notam-se padroes de comportamento
variados de acordo com cada paciente, e uma tendéncia média de crescimento ao longo do tempo.
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Figura 1: Perfis do indice de utilidade da qualidade de vida e perfil médio, considerando a amostra
completa.

Esta trajetéria da qualidade de vida nos dias subsequentes a alta da UTI é esperada, uma
vez que pacientes debilitados sao submetidos a cuidados intensivos para a melhora de sua satde.
Além disso, as ocorréncias de 6bitos ao longo do tempo faz com que permanecam na amostra
individuos que apresentam uma melhor reacao aos tratamentos, e que portanto tendem a ter uma
sobrevida e um indice de utilidade maior. Na Figura 2 apresentamos a curva de sobrevivéncia
obtida via estimador de Kaplan-Meier.
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Figura 2: Curva de sobrevivéncia obtida através do estimador de Kaplan-Meier, considerando a
amostra completa.

Para captar a relagao entre as duas respostas de interesse, utilzamos a andlise conjunta,
através da seguinte formulagdo. Denotemos por y; = (yi1,- - - ,ymi)T as n; medidas do indice
de utilidade da qualidade de vida, associadas ao i-ésimo individuo da amostra. Sejam T; o
tempo de ocorréncia de 6bito e J; o indicador de censura, para o i-ésimo paciente observado.
Consideramos como submodelo longitudinal a especificacao dada em (6), em que a estrutura de
regressao (7) é definida por

g(p) = Bo + Bt + bo, (12)

e a fungao de ligacao utilizada é a logito. O submodelo de sobrevivéncia é especificado de acordo
com a formulacao (1) da maneira que segue,

hi(t) = ho(t) exp (am;(t)), t>0, (13)

com funcao de risco basal constante por partes. A avaliagdo do logaritmo da fungéo veros-
similhanca depende da resolucdo da integral (11), cuja solugdo numérica é feita utilizando a
quadratura de Gauss-Hermite. O ajuste do modelo foi feito através de métodos de maxizacao
da verossimilhanca. As estimativas dos parametros foram obtidas utilizando a funcao optim,
disponivel no pacote stats do R, e estao dispostas na Tabela 2. O modelo conjunto encontra
uma forte associacdo entre o indice de utilidade de qualidade de vida e o risco de morte: uma
diminuigao de 0.1 no indice de utilidade de qualidade de vida corresponde a um aumento de
exp () = 1, 28 vezes no risco de morte.



Tabela 2: Estimativas dos parametros do modelo conjunto, utilizando os dados do ICESP.

Parametros Estimativas

Bo 0.4407

B4 0.0002
log ¢ -1.1711
log D -1.2599

o -2.4795
log & -2.9603
log &, -3.3639
log &3 -4.5189
log &4 -5.0206
log &5 -5.5994
log & -5.2213

4 Discussao

Atualmente, na area da satude, hd uma necessidade cada vez maior de se estabelecer nao
apenas as estimativas de prognodstico ou sobrevida, mas principalmente a relacao entre tais
quantidades. O uso da modelagem conjunta neste caso permite captar o grau de associagao das
respostas de interesse, considerando a inclusao de caracteristicas intrinsecas de cada individuo.
Este aspecto do modelo contribui de maneira notéavel da tomada de decisoes médicas, auxiliando
na indicacao individualizada de tratamentos.

A especificagdo mais usual para explicar o processo longitudinal tem sido feita através de
modelos lineares com efeitos mistos, considerando medidas longitudinais com distribuigao nor-
mal. Neste trabalho propomos o uso de modelos de regressao beta com efeitos mistos para
modelar varidveis longitudinais pertencentes ao intervalo (0,1).

O seu desenvolvimento até a realizagao deste Simpdsio, terd seguimento no calculo da matriz
de variancia-covariancia assintética através do método Bootstrap, na insercao de um coeficiente
angular aleatorio no modelo de regressao beta misto, e na comparacao dos resultados obtidos
por meio de andlises conjuntas, ou separadas, utilizadas neste tipo de dados.
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