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Modelo Linear Generalizado

Familia Exponencial
@ Seja Y a variavel de resposta.

@ A distribuigdo de Y é membro da familia exponencial se sua
densidade for da forma

¥ —b(6)
fr(y16,0) =exp{ ——=—=+c(y,9) ¢,
(v/6,0) DR
onde 0 é chamado parametro natural e ¢ € o parametro de

escala.

@ As fungdes a, b e ¢ determinam uma distribuicdo em particular
na familia, tais como binomial, normal, Poisson, etc.
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@ Para a familia exponencial é possivel mostrar que

_ iy 90(8)

M—E[Y]—b(e)—w

° d?b(8)
Var(Y) = b'(6)a(9) = e O

o Distribuicao Bernoulli:
fr(ylp) =p"(1-p)'"7, y=0,1,

onde y =0 (y = 1) é “falha”(“sucesso”).
@ Entdo, temos

ivlp) =exp {y1og (12 ) ~ [~ log(1 ~p)l |
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@ Dessa forma vemos

9:Iog< P

a), b(0) =log(1+exp(0)), a(¢) =1, ec(y,d) =0.

@ Nesse é caso verificar que

B0 =220 —p o b= 2O

—Txp(e) :p(1—p)-
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o Distribuicao Binomial:

fo(ylp) = (;)pm o),y =01,

temos que

_ Py _ n
vle) =erp {yioa (12) - [-mioa(1 ~ o] +1oa 1) }
@ Portanto, temos
0 = log (%), b(0) = nlog(1+exp(B)), a(¢) =1, e c(y,9) = log (;)

e E simples verificar que

exp(0)
1+exp(6)

exp()

b'(8)= —np e b (8)= m

=np(1—p).
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o Distribuicao Poisson

fy(y|A) = ty!exp(—k) = exp {ylogk—k—i— (— Iogy!)}

fory=20,1,2,....
@ Logo,

6 =logA, b(8) =LA =exp(0), a(0) =1, ec(y,d) = —logy!.

@ Novamente podemos verificar que b'(0) = exp(6) =L e
b'(8) = exp(8) = A.
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@ Distribuicao Normal

) = oxp{ - 4}

@ Assim, 8 =pu, b(8) = %2 = 9—22, 0 =02, a(¢) =0? e
o(y,0) = — £ — Llog(2n0?).

@ Além disso, temos E(Y)=b/(8) =0=pue
Var(Y) = b"(8)a(¢) = a(¢) = 6°.

Marcos Oliveira Prates



Modelos Lineares Generalizados

@ Seja X1, Xo, ..., Xx um conjunto de covariaveis.

@ A média da variavel de resposta,
u=E[Y]

é relacionada com Xj, Xz, ..., Xk através de uma funcao de
ligacéo g.
@ Arelagao entre u e ) € definida por

9(u) = g(E[Y]) =n = Bo+ B1 X1 + P Xz + - - - + P Xk-

@ As fungdes de ligagbes tradicionalmente usadas, sao as fungdes
canonicas, ou seja, 6 = 1.
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Modelos Lineares Generalizados para fungdes de ligacao

canonica

@ Modelo Linear Generalizado Normal
Sob a funcéo de ligagao candnica, temos que

0=g(u) =n="PBo+PB1 X1 +PaXo+ -+ PrXk-

@ Lembre-se que o modelo de regressao multipla (MRM) pode ser
escrito como

Y =Bo+PB1Xi +PaXo+ -+ Br Xk + €, €~ N(0,67).

@ Portanto, o MRM com erro normal é um modelo linear
generalizado normal com fungao de ligagao candnica.
@ Nesse caso vemos que a funcao de ligacao é

g(E[Y]) =9g(u) =u=n,
chamado de ligagao identidade.
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@ Modelo Linear Generalizado Binario
Suponha que uma resposta binaria Y dado
X=(1,X,Xz,...,Xx) segue uma distribuigdo de Bernoulli(p).
Sob a fungao de ligagao canbnica, temos

0=log (2_) =n=Xp,

onde B = (Bo,B1,---,Bk)-
@ Isso quer dizer,
exp(X’
p(x) = - ZOXB)
1+exp(X'B)
chamado de modelo de regressao logistica.
@ Sob esse modelo, a ligagao é da forma
_ _ P
g(E[Y]) = g(p) = log (—1 _p),
chamada de ligacao logit.
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@ Modelo Linear Generalizado Poisson
Sob a distribuigcdo de Poisson, temos que

= logA
e sob a ligagao canbnica, devemos ter

logh =n = X'B.
@ Assim, fazemos
g([Y]) = g(A) =log2,
e temos
g(A) =logh=n.
@ Esse g é chamado de ligagao /og.
@ Portanto, sob a ligagao candnica, o modelo de generalizado de
Poisson é da forma:

f(y/X.B) = eXp(yymexp{ exp(X'B)}.
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@ Resumo
e A fungao de ligagao identitidade é a fungao de ligagao candnica
para o modelo Normal.
e A funcao de ligacao logit é a fungao de ligacdo canobnica para o
modelo binario.
e A funcgao de ligacao log é a fungao de ligagao candnica para o
modelo Poisson.
@ Modelo Linear Generalizado Binomial
Para regressao generalizada binomial, sob a funcao de ligacao
candnica, temos

p /
I3,/ =" p
@ Nesse caso, escolhemos

g(E[Y]) = 9(np) = log (nfipnp) = log (%) =.

Portanto, o modelo generalizado binomial € umas simples
extensao do modelo generalizado binario.
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Modelo Generalizado Binario sob diferentes ligacoes

@ Assuma que
yi ~ binomial(nj, p;)
parai=1,2,...,n, onde n; € conhecido e p; depende do vetor de
covariavel X; = (1, Xj1, Xz, . . ., Xik)'.
@ O modelo generalizado binomial geral assume que
F~'(pi) = XiB,
onde B = (Bo,B1,B2,---,Bk) é o vetor de coeficientes, F~' é o
inverso de uma fungao acumulada (cdf) F.
@ Isso implica que
pi = F(XB).
@ Na regressao binomial generalizada, F~' & comumente
chamada de funcao de ligacéao.
@ Note que quando n; = 1, a regressao binomial reduz a regressao
binaria.

Marcos Oliveira Prates



Funcoes de Ligacao

@ Vamos apresentar quatro fungdes de ligacdo comuns, chamadas,
probit, logit, log-log complementar (C log-log) e ligacao-t.

@ Como é bem conhecido, as funcdes ligacao probit e logit sdo as
fungdes de ligagao simétricas mais utilizadas em diversas areas
de aplicacao para modelar dados de resposta binarios ou
binomiais.

@ Aligagdo C log-log € uma das fungdes de ligagbes assimétricas
mais populares.
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Funcoes de Ligacao

@ A familia de ligagao-t é uma classe de ligagdes simétricas,
incluindo a ligagao probit como caso especial, e a ligagao logit
também pode ser aproximada por um membro da dessa familia
(v~ 7). Além disso, a ligagao-t pode gerar fungdes de ligagao de
calda pesada com os graus de liberdade sdo pequenos.

@ As cdf usadas para as ligagdes probit, logit, C log-log e ligagao-t
sdo a distribuicao normal padrao, a distribuicao logistic, a
distribuicao de valor extremo padrao, e a distribuicao t,
respectivamente.
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Table 1: Resumo das Quatro Ligacoes

Tipo de Forma da Ligagao Distribuigao
Ligagéo F (o) Fungdo F(n;)  Média Variancia
. pi i 2
logit log <1fp,-> e 0 L
probit o (pr) d(ny) 0 1
Cloglog  log(—log(1—pi)) 1—e " —0.577 1n2
t Fo ' (p) Fiy (M) 0 e (v>2)

Na Tabela 1, @~ é o inverso da cdf da normal padréo ¢, F (1) e
Ftv’1 () sdo respectivamente a cdf e cdf inversa da distribuicao t com
Vv graus de liberdade, e n; = X].
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@ Notas
Lembre-se que 6; = log (

2 e g(ETYI) = g(nip).
@ Quando n; = 1, temos g(E[Y;]) = g(pi)- Logo, sob a ligagdo
probit, podemos tomar

g(pi) = (pi) =i
Nesse caso,
d(n;)

0 =109 (g

Logo, a ligagao probit NAO é a funcdo de ligagdo candnica.

)757]/'-

@ Da mesma forma, a ligacdo C log-log e ligacdo-t ndo sao
fungdes de ligagao candnicas.
@ SOMENTE a ligagao logit é candnica.
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@ A probabilidade p; = F(X/B) como fungao de X é mostrada
para cada uma das fungoes de ligacao na Figura GLM 1. A
probabilidade p; = F(X/B) também é plotada para duas fungdes
de ligacdo-t na Figura GLM 2.

@ Através das Figuras GLM 1 e GLM 2, podemos ver a diferencas
entre as funcoes de ligacdo assimétrica e simétricas olhando
para a taxa com que a probabilidade p; se aproxima de 1 ou 0.

— A taxa com que a probabilidade p; aproxima de 1 é a mesma com
que a taxa de aproxima 0 para as ligagoes simétricas logit, probit
ets.

— A probabilidade aproxima de 1 em uma taxa muito maior do que
se aproxima de 0 para a ligagao assimétrica C log-log.

— As curvas na Figura GLM 2 sao simétricas em torno de 0.5. A
taxa com que a probabilidade se aproxima de 1 ou 0 para t3 &
mais rapida do que para t;.
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plogis(y)

Figura: GLM 1: Grafico de probabilidade onde a linha sélida, pontilhada,
trastejada (traco curto) e trastejada (trago longo) correspondem as ligagdes
probit, logit, C log-log e t3, respectivamente.
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pilx, df=3)
\\

Figura: GLM 2: Grafico de probabilidade para a ligagao-t, onde a linha sélida
representa t3 e a linha pontilhada corresponde a t;.
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Utilizacao na Pratica

@ Modelos de Regressao Logistica
O modelo de regressao logistica é talvez o modelo mais popular
para respostas categéricas em estudos biomédicos. Também
tem sido amplamente utilizado em ciéncias sociais e marketing.

@ Recentemente, regressao logistica se transformou numa
ferramente popular em aplicagao de negécios. Algumas
aplicacdes de credit-scoring utilizam regressao logistica para
modelar a probabilidade de um cliente ser merecedor de crédito.
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Modelo Logistica

@ Nesse caso assumimos que
yi ~bin(n;, p;)

parai=1,2,...,n, onde n; é conhecido e 1; depende do vetor de
covariaveis X; = (1, Xj1, Xi2, - - ., Xix)'-
@ O modelo de regressao logistica assume que

. pi
logit(p;) = log (1 — p,-> = XiB,
onde B = (Bo,P1,---,Pk) € o vetor de coeficientes

@ Logo
- exp(XiB) 1
Pi= +exp(X!B)  1+exp(—X/B)’
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Interpretagcao dos Parametros do Modelo

@ Inclinacoes
O logit de p; é log odds, ou seja,

pi ):Io ( exp(X;B)/[1 +exp(X;B)]
1—p; 1—exp(XiB)/[1+exp(X;B)]

e os coeficientes s&o as razdes de log-odds, quer dizer, §; é o
aumento aditivo no log-odds resultante do acréscimo de uma
unidade em Xx;.

@ Especificamente, quando outro x;j:’s, j* # j, sdo mantidos fixos,

logit(p;) = log ( ) — X,

logit(pi)] ., | —logit(pi)

ij i
=(Bo+PB1xit + -+ Bj—1xij—1 + Bi(xj + 1)+ Bjr1Xij1 + - -+ PikXik)
— (Bo+B1xit 4+ 4 Bjaxij—1 + By + By X + - + Biexi)

:B/

paraj=1,2,...,k.



@ Intercepto
Comumente, o intercepto o ndo é de muito interesse.

@ Porém, se centramos as covariaveis Xj em torno de 0, i.e.,
substituimos X; por (X; — X;), onde X; = 1 Y7, X;, entéo,

_exp(Bo+PBi (X —X1) + -+ B (Xk — X))
p(X1,...,Xk)— 1+eXp(BO+B1(X1_)_(1)++B1(Xk_)_(k))7

e, portanto, o é o logit na média, i.e.,

oo

Xiyoo X)) = ———.
p(% K 1+ ebo

@ Note que assim como na regressao linear tradicional, centrar
também ajuda a reduzir a correlagao entre o intercepto e as
inclinacdes acelerando a convergéncia do estimador de Gibbs
em inferéncia Bayesiana.
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Funcao de Verossimilhanca

@ Dado: {(y;,X;), i=1,2,...,n}, onde X; = (1, Xi1, Xiz, ..., X))
@ Parametros: = (Bo,B1,---,B«)"-

@ Modelo de Regressao Logistica Binaria
Seja y; uma resposta binaria tomando valores 0 ou 1, a funcao
de verossimilhanga é dada por

1 - X
L(B) = pr —p) :Hm

e a fungao do log-verossimilhanga é

n

I(B) =1ogL(B) = Y- { yXiB —log[t +exp(X;B)] }.

i=1
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@ Modelo de Regressao Logistica Binomial
Seja y; uma resposta binaria tomando valores 0,1,...,n;, a
funcao de verossimilhanga é dada por

e a funcéo do log-verossimilhanca é

I(B) =log L(B) = Xn‘, {yfxf-B — njlog[1 + exp(X;B)] +log <;’> }

i=1 i
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@ Modelo de Regressao Poisson
Seja y; uma resposta binaria tomando valores 0,1, ..., a fungéo
de verossimilhanga é dada por

Toexp(yiXiP
L(B) = [T 222X exp—explp).

i=1 i
e a funcéo do log-verossimilhanca é

n

I(B) =logL(B) = Y., { yXiB— exp(XB) —log(yi") }.

i=1
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Estimador de Maximo Verossimilhanga

@ Para MGL, ndo temos uma forma analitica para o EMV [Ai
disponivel. O algoritmo de Ne\ivton-Raphson (NR) é comumente
utilizado para calcular o EMV [ de B.

@ Algoritmo de NR Geral
Seja /() o log da verossimilhanga. Em cada passo do algoritmo
de Newton-Raphson, a estimativa [3(’) é atualizada por

B(t+1) _ B(t) + [_///(B(t))} —1 //(B(t))’
onde /'(B) é o vetor de derivadas de primeira ordem

I'(B) = (01(B)/0PBo,01(B)/0Br....,01(B)/Bx)’,

também conhecido como vetor de score,
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Estimador de Maximo Verossimilhanga

o e /"(B") é a matriz de segundas derivadas (também chamada
de matriz Hessian).

o Ou seja, /”(B(®) é uma matriz de (k +1) x (k+ 1) elementos
com o elemento (j,;*)" igual a

0%I1(B)
BB

@ O processo é repetido até que convergéncia seja alcancada
Blt+1) ~ B0,
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@ O método de Newton-Raphson tenta resolver a equagao escore
'(B)=0

utilizando uma aproximagao da fungao escore na vizinhanga de
B(t). Isso é feito, através de uma expansao de Taylor de primeira

ordem,
I'(B) ~ I(BY)+1"(BD)(B - BY).
O lado direito é zero em
B= B0+ [~ (p®)] " r(p0).

o Estimando a Matriz de Variancia
Apds convergéncia, o inverso da matriz Hessian é uma
estimativa para a matriz de covariancia,

—~ A A~ 11
Var(B) = [-I'(B)] .
0 inverso da matriz de “informacéo observada”.
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Aplicando NR para regressao Binomial Logistica

@ Para o modelo logit, a verossimilhanga €
n n
I(B) =logL(B) = Y yiXiB— ) nilog[t +exp(XiB)].
i=1 i=1

@ A primeira derivada de X/ com respeito a f3; € x; (Xjp = 1
corresponde ao intercepto), portanto, temos que

n

u 1
3[3/ ’;y,x,, Z <1+exp(X§[3)>eXp( B)x = Y (vi—mi)xi,

i=1 i=1

onde u; = E[y]] = nip; = nilexp(XiB)/(1+ exp(XB))].
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@ As segundas derivadas sao

d d exp(X/B)
— —;n,x,, 3 ( T+ exp(XB) Z nipi(1 — pi) XX -

Agora conseguimos expressas um passo do NR utilizando
notacdo matricial semelhante a modelos de regressao linear.

Seja
Yi X; My
Y2 X/ Uz
y=| ", x=| 2|, eu=1|"
Yn Xln Hn
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@ VejaqueYepusdonx1,Xénx(k+1),eque os elementos de
u sdo fungdes ndo lineares de um valor dado para 3. Também,
defina

W = Diag(nipi(1 — pi)),

onde W é n x n. Entdo, podemos mostrar quer
I'(B) =X'(Y — ),
I"(B) = — X' WX.
@ Para cada passo do Newton-Raphson, usamos [3('), a estimativa

corrente para [3, para calcular ,u(t) e W A nova estimativa de B
€ entdo
B = B0+ (x'w ”x) X' (Y — ).
@ O processo é repetido até atingir convergéncia, i.e., até [3(”1) é
suficientemente perto de B(f).

@ Apbs convergéncia, (X' WX)~' é a matriz de covariancia
estimada por § = f3.
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Aplicando NR para regressao de Poisson

@ Para a regressao de Poisson, o log da verossimilhancga é

I(B) = log L(B Zy,XB Z[exp (XiB) —logyi'].

@ Seja
W = Diag(exp(XiB)),

novamente n x n. E possivel mostrar que

I'(B) =X(Y — ),
I"(B) = — X' WX,

onde u = (u1,uz,....un) e i =exp(XiB) fori=1,2,....n

@ O passo de Newton-Raphson para a regressao de Poisson é
exatamente o mesmo a regressao binomial.

@ Novamente, ap6s convergir, (X' WX)~" é a matriz de variancia
estimada para B R

@ O desvio padrdo de B; é a raiz quadrada de (j+ 1)™ elemento
diagonal de (X' WX) ™.



Um pouco sobre a Estatistica de Teste para testar Hy: ;=0

@ Diferentemente da regressao linear, a estatistica de teste para
Hol B]' =0¢é

2 [31- 2assimptoticamente 2
= () e
se(p))
i.e., a distribuicdo qui-quadrado com um grau de liberdade. A
estatistica, X,2 € chamada de estatistica qui-quadrado de Wald.
O teste correspondente é conhecido como Wald Test.
@ Intervalo de confianca para um f3;

Utilizando a estatistica de Wald, um intervalo de confianca
100(1 — &)% para fB; é dado por

B+ 21_oj25e(B)),

onde z;_q/ € 0 (1 —a/2)" quartil da distribuigdo normal padrao
N(0,1).
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Algoritmo Score de Fisher

@ Fisher scoring (FS) é idéntico ao Newton-Raphson (NR), exceto
que no FD a matriz Hessian /() é substituida pelo seu valor
esperado, E[/"(B)].

@ Isso quer dizer que utilizamos a informagao de Fisher ou
informacao “esperada”’ao invés da informagao “observada”.

@ Ambos NR e FS convergem para o mesmo valor de [3, o valor no
qual /'(B) = 0. Apds convergir, ambos oferecem
assimptoticamente estimativas equivalentes de Var().

@ Em problemas comuns, utilizar FS ao invés de NR é
simplesmente por conveniéncia com implicagoes estatisticas
minimas.
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Algoritmo Score de Fisher

@ FS Algorithm
Para uma iteracao do Fisher scoring, dado o estado corrente

estimado de B(’), a estimativa atualizada é entao

B =B+ [ £ (BO))] F(BY).

@ O processo é repetido até convergéncia, i.e., até (1) ser
suficientemente perto de 3 (),

@ Apds convergéncia, [— (/”([AS))} é a estimativa da matriz de

covariancia de f.
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Valores Ajustados para Regressao Logistica

@ Suponha y; ~ bin(n;, p;). Entdo, um fungédo importante nao linear
na regressao logistica binomial é
exp(X;B)

pi = pi(B) = HT[J(X’B)

onde X; = (Xjo, X1, ..., Xk)' € Xio = 1 corresponde ao intercepto.
@ Podemos verificar que

Jpi

—— =pi(1—

aB/ p/( ) if
e portanto

oD;

aig = p/( ,D,)X
onde X; = (1, X1, ..., Xi)'.

@ O valor ajustado é R
R exp(X’
5 _ee(Xp)

1+exp(Xf)
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@ Uma estimativa da variancia da probabilidade ajustada é
Var(py) = [pi(1 — pi)PX/(X WX) ~'X;,
onde W = Diag(nipi(1 —p;)).
@ Um intervalo de confianga de 95% € dado por

]
1+ exp{—[X/p +1.965e(XB)])}’

onde se(X/B) = \/X/(X'WX)~1X;, W = Diag(nd;,(1 —p;)), e B é
o EMV de B.
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Residuos de Pearson e Estatistica Qui-Quadrado de

Pearson

@ Os residuos de Pearson sao definidos como

= yi— E[Y]

Var(E[Y])

—YZMBi__ para regressao binomial
nipi(1 *Pi)

exp(X;P)

para regressao de Poisson,

onde B é 0 EMV de B.
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@ A estatistica Qui-Quadrado de Pearson é

n

X2=3r

i=1
que possui distribuicao assimptoticamente x2_, .

@ Quando o indice binomial n; é grande ou exp(X/B) é grande, o
residuo de Pearson r; possui uma distribuicao aproximadamente
normal

@ Quando o modelo é verdadeiro, a estatistica tem valor esperado
aproximadamente zero mas uma variabilidade menor que uma
variavel normal padréo.

@ Se o numero de parametros do modelo é pequeno comparado ao
tamanho da amostra n, os residuos de Pearson sao tradados
como desvios de uma normal padrdo, com valores absolutos
maiores que 2 indicando uma possivel falta de ajuste “lack of fit”.
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Deviance

@ Outra Expressao para o Log da Funcao de Verossimilhanca
Para um modelo GLM, seja

p=(u1,piz, ... 1n)'
o vetor de resposta das médias tal que
ui=E[Y]], i=1,2,...,n.

@ Note que no GLM, nds temos y; = b'(8;). Entdo podemos
expressar a fungéo do log da verossimilhanca em termos do
vetor de pardmetros da média u ao invés de 6 = (04,...,0,)".

@ Denotamos entdo

I, 0:Y) = Y i 0:y) = Y i,
i= i=

onde Y = (y1,¥2,...,¥n) €l = I(u;,®; y;) € o log da fungéo de
verossimilhanga para a i-ésima observagao.
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@ Para y; ~ bin(y;, p;), temos y; = njp; e

Pi n;
li=yilo ( )— —n;log(1—p;)] +lo < >
i =Yilog 1—p, [ i g( pl)] g Vi

Hi

1 1

) — [=nilog(n; — ui)] — nilog nj + log <;I> .

1

=y;ilog (
@ Para y; ~ Poisson(A;), temos y; = A; e

li = yilogAi — ki + (—logyi!) = yiloguj — ui + (—log y;!).
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Deviance and Deviance Escalada

@ Deviance Escalada
A deviance € definida por

D*(Y, ) = 2[/(Y,6;Y) — (@1, 9:; Y)],

onde ii = ({4, fip, - . ., l1n)" s&@0 os valores ajustados para o vetor
U, que sdo comumente os EMV'’s de .

@ Deviance
Note que de forma geral o GLM é dado por

a(9)

@ A deviance escalada € definida por

fo(v16,0) = exp{ye‘b(‘” n c(y,q»)}.

D*(Y,q)
y
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D(Y, i) =



@ Assim, o deviance € uma medida de de capacidade de ajuste
“goodness-of-fit”, que compara os valores ajustados (preditos)
[i’s com os valores observados y;’s.

@ Além disso, como
n
I, 0:Y) =Y (i, 0; i),
i=1

podemos reescrever D(Y, i) como

D(Ya‘a) = b ((:”LI) = Zdh
i=1

onde
d; = 2[I(yi, &; yi) — 102, 0; yi)] / 9.

fori=1,2,...,n.
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Modelos de Regressao Binomial e Poisson

@ Para ambos os modelos, ¢ = 1, o que implica a deviance
escalada e a deviance sdo a mesma.

@ Binomial
Yi

ni—VYyi

— [yilog ( A A,) — [=nilog(n; — f1;)] — nilog nj +log (D]}

ni — Ui i

) —[=nilog(n — y)] - mlog i+ log @)

i

o =2{ yilog (

=2{ yilog(yi/fu) + (i — yi)logl(m — i)/ (s — )]}

Assume-se 0log0 = 0. Entao, quando n; = 1, o que corresponde
a regressao de modelo binaria, e temos

d; :—2[y,-|ogﬁu+(1 — yi)log(1 —ﬁi)}
=—2[Yi|09f?i+(1 —yi)log(1 _ﬁi)}'
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@ Poisson
ol 22[}//'09}’:'—}//-1-(—'09}’/!)—[Yi|09ﬁi—,f1i+(—|09}’i!)]}
=2 [y,- log(yi/fi) — (vi —fli)] :
@ Para regressao binomial,

. . exp(X'f3

Hi = nipj = L'B/)A,
1+ exp(X;B)

e para regressao de Poisson,

fii = A = exp(X;Pp),

onde B € 0 EMV de B.
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@ Assimptético
Para regressao binomial e Poisson,

assimptoticamente o
~Y

D(Ymi'\l) Xn—k—1

quando o modelo ajusta.
@ Entao,
E(D(Y.7)/(n—k—1)| ~1,

0 que implica que na média, o deviance por grau de liberdade é
aproximadamente 1.
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Residuos Deviance

@ Seja
1 sew>0
sign(w) =<0 sew=0
—1 sew<O.

@ o residuo de deviance é definido por
dev; = sign(y; — i)\/di, i=1,2,...,n.

@ Assim como os residuos de Pearson, os residuos de deviance
sao distribuidos aproximadamente pela distribuicdo normal mas
(quando o modelo vale) possui uma variabilidade um pouco
menor que variaveis de normal padrdao
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Superdispercao

@ Para um modelo especificado corretamente, a estatistica
qui-quadrado de Pearson e o deviance divididos pelos graus de
liberade, deve ser aproximadamente iguais a um.

@ Quando os seus valores observados sao muito maiores do que
um, a suposicao de variabilidade binomial (Poisson) pode nao
ser valida e os dados sao ditos possuir superdispergao.

@ Subdispercao, quando o resultado da razao é menor do que um.
Ocorre muito menos na pratica.

@ Quando ajustando o modelo, existem varios problemas que
podem fazer a estatistica de goodness-of-fit a exceder os seus
graus de liberdade. Entre esses, problemas tipo outliers nos
dados, utilizar a funcao de ligacao incorreta, omitir termos
importantes no modelo, e a necessidade de transformar
preditores. Esses problemas podem ser eliminados utilizando
uma variancia apropriada no modelo.
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Possiveis Razdes para Falta de Ajuste

@ Mesmo que os testes X2 ou G? revelem uma falta de ajuste,
possiveis razdes incluem:
(a) Covariaveis omitidas;
(b) Superdispercgao;
(c) Erro na escolha da fungao de ligacao;
(d) Um ou mais outliers que destoam do modelo;
@ Diagnosticos podem nos ajudar a identificar (c) ou (d). Mas se
nao possuimos mas covariaveis para examinar é dificil distinguir
(a) de (b).
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Ajustando Superdispercao

@ Superdispercao quer dizer que os dados mostram evidéncia de
que a variancia das respostas y; € maior do que deveria sob o
modelo escolhido. (Subdispercao é também teoricamente
possivel, mas rara na pratica.)

@ Superdispercao pode ser acomodada em 2 maneiras distintas.
Uma maneira é especificar um modelo paramétrico mais rico,
onde a distribuicdo da variavel resposta é assuma ser alguma
coisa mais dispersa que a usual.

@ Os exemplos mais comuns s3o:

e mudar o modelo binomial para 0 modelo beta-binomial;
e mudar o modelo Poisson para o modelo binomial negativo;
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@ Outra maneira possivel é especificar a fungao da média e da
variancia.

@ A fungdo da média determina como y; = E[y;] é relacionado com
as covariaveis. A fungao da variancia determina a relagao entre a
variancia da variavel resposta e sua média.

@ Para o modelo binomial, a fungéo de variancia é u;(n; — ;) /n;.
Mas para acomodar superdispergdo, vamos incluir um novo fator
¢ chamado de parametro de escala tal que

Var(y;) = oui(ni — i)/ nj
para o modelo binomial e
V(i) = Ouj

para o modelo Poisson.
@ No caso ¢ > 1 representa superdispergéo e ¢ < 1 indica
subdispercao.
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Testando Modelos Aninhados

@ Suponha que gostariamos de comparar o ajuste de dois modelos
aninhados, ou seja, um modelo é um caso especial do outro.
Quer dizer, queremos testar:

Hp : modelo simples é verdadeiro
H,; : modelo mais complicado é verdadeiro

@ O teste de razdo de verossimilhanca, denotado por G?, é

@ = 2oy

onde L(H;) denota a fungao de verossimilhanga maximizada sob
Hj para j=0,1.
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@ Alternativamente, podemos encontrar Dy, a deviance do modelo
nulo, e Dy, a deviance do modelo alternativo. Entao pode se
mostrar que a estatistica de teste G? derivada pelo teste da
razao de verossimilhanga é igual a

G? = Dy — D.

quando ¢ = 1 sob GLM.
@ Os graus de liberdade para esse teste séo

df = dfy — dfy,

a diferenga entra o numero de parametros entre os dois modelos.

@ Note que dfy = n—ky—1 e dff =n—k;—1, onde kg e ki
denotam os nimeros de covariaveis sob os modelos Hy e Hi,
respectivamente.

@ Sob Hy, G? possui distribuicdo assimptética x2;.
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