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Minimos Quadrados Generalizado

@ Suponha o modelo geral
Y = XB +¢, Var(e) = 6V

onde V é uma matriz n x n positiva definida (p.d.).

@ Quando V =1 voltamos ao modelo linear tradicional.

@ Como V é p.d. existe uma matriz K, tal que KK' =V e
r(K) =n.

@ DefnaZz=K'Y,B=K 'Xen=K e

@ Como r(X) = r < p < n pela propriedade de posto temos que
r(B)=r.
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@ Além disso temos

EM)=EK 'e)=K 'E(g)=0

Var(n) = Var(K'e) =K "Var(e)K'™'
= o’K 'VK ' = 6K 'KK'K'™"
= &
@ Portanto considere o modelo linear Z = BB +m, Var(n) = 62l
obtemos a férmula de regressao linear tradicional.
@ Logo SSE= (Z—Bp)'(Z—Bp) e podemos minimiza-lo com
respeito a f.
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@ Propriedades do Residuo
@ Logo

— (B'B) B'Z

= (XK 'K 'X) XK 'K'Y
= [X(KK)'X]"X'(KK)"'Y
= (Xv'x)xv'ly

BGLS

@ Quando r(X) = p temos

Bars = (X'VIX)IX'VTY
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@ Assim 3 é o melhor estimador ndo viesado para o modelo
Y =XB +¢, Var(e) = 6°V
@ Nesse caso podemos calcular o estimador de 6%, g como

1

6%, = E(Z —BBas) (Z—BBars)
- ﬁ(Y_XBGLS)/(KK/)q(Y_XBGLS)/
= ﬁ(Y—XBGLS)/Vq (Y —XBas)
= %SSEGLS
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Exemplo AR(1)

@ Um exemplo de modelo linear que utiliza minimos quadrados
generalizados € o modelo tradicional AR(1).

@ Seja 0 modelo
Y=XB+e, €~ N(0,V)

onde
1 p pn—1
vl P pr2
R

com |p| < 1 conhecido.
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@ Dessa forma podemos encontrar K tal que KK’ =V e o modelo é
agora similar
Z=BB+n, Var(n) =l

@ Assim podemos ajustar o modelo linear em Z que é equivalente
ao ajuste do modelo de minimos quadrados generalizados.

@ Portanto, modelos AR(1) com p conhecidos pode ser ajustado
como um modelo de minimos quadrados generalizados.

Marcos Oliveira Prates



Regressao Linear Ponderada

@ Quando
o7 0 0
0 o2 0
VGZ - .2 )
0 0 o2

e supondo que 67 = 62/w;, onde w; é conhecido, entéo o
método de minimos quadrados generalizados se reduz ao
método de minimos quadrados ponderados
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@ Nesse caso, seja

4] 0 0
0 Wo 0
W= .
0 0 e Whp
logo, V= W~".
@ Com alguma algebra temos

VW0 0 NZRZ
K —w'/2— 0 \/.W2 0 z— \/W.2Y2
0 0 e /Wy /Wn Yn
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@ Portanto, a soma dos residuos dos quadrados é

n
nm=eV'e=Y w(Yi—X)*

i=1

onde X/ é a i-ésima linha da matriz X.
@ Os residos dos minimos quadrados ponderados séo dados por

ewi = VWi (Vi —Y))

parai=1,2,...,n.
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@ No modelo de regressao simples temos
E(Yi) =PBo+B1Xi

parai=1,2,...,n. Seja

7w227:n1 w;Y; Y Z/ 1WI l'.
i1 Wi Yl wi
Ent&o, . .
CXLawi(Yi = Yw)(Xi— Xw)
by = - < 2 )
Zi:1 Wi(Xi - Xw)
e

bo=Yy—bX
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@ Escolhas de w;
(iy Se Var(Y;) = X;6> (X; > 0), entdo w; =< 1/X;; e
(i) Se Var(Y;) = X202 (X? > 0), entdo w; < 1/X2.

@ Suponha que os dados sao coletados da seguinte forma:

Resposta Y;
Tamanho da amostra n;
Variéncia amostral s?
W, o< n; se Var(Y;) =o°/n;
Escolhas de w; w; < n;/s? seVar(Y;)=0c2/n;
w;<1/s? seVar(Y;)=0c2/m
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@ Suponha que os dados sao dividos em a grupos:
{(Y5,X;), i=1,2,...,n;,j=1,2,...,a}. Ajustamos o modelo

E(Yj) = X;B,
onde Xj; = (1, Xj1, ..., Xjk). Assuma que Var(Yj) = 67. Seja s7
a variancia amostral de { Y, i =1,2,...,n;}. Entdo uma

possivel escolha para w; é

2
W,'I'CX nj/s/-.
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Selecao de Modelo

@ Existem duas razdes porque as vezes nao nos satisfazemos com
o estimador de minimos quadrados

@ Preciséo da Predicdo: Os estimadores de minimos quadrados
normalmente sédo nao viciados mas possuem grande
variabilidade.

@ Interpretagdo: Com um grande nimero de preditores,
gostariamos de escolher um subconjunto que exiba os fatores
prinicipais. Para entender o problema de forma geral estamos
dispostos a sacrificar pequenos detalhes.
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Selecao de Modelo

@ Iremos discutir 4 métodos
@ Melhor subconjunto
@ Forward Selection
© Bacward Selection
© Stepwise Selection
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Melhor Subconjunto

@ O método de melhor subcojunto baseia-se em minimizar o SSE,

ou equivalentemente maximizar o R? = 1 — S5

@ Para isso faz-se uma busca exaustiva entre as (¥), onde p é o
numero total de preditores e k € o nimero de preditores no
modelo

@ O método de subconjunto nao pode ser usado para determinar
k, pois 0 SSE (R?) sempre diminui (aumenta) com o acréscimos
de preditores.
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Elements of Statistical Learning (2nd Ed.) @Hastie, Tibshirani & Friedman 2009 Chap 3
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FIGURE 3.5. All possible subset models for the
prostate cancer example. At each subset size is shown
the residual sum-of-squares for each model of that size.
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@ Dessa forma fixando-se k pode-se determinar o “melhor” modelo
sob o critério SSE (R?)

@ Uma opgao é utilizar o principio da parsimonia para determinar k
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Akaike Information Criterion

@ A “Akaike information criterion” (AIC) é uma medida de qualidade
ajuste para modelos estatisticos

@ O AIC é baseado no conceito de entropia, que tenta medir a
perda de informacao dado um modelo para descrever a
realidade.

© Pode se dizer que o AIC é uma troca entre o viés e a
variabilidade do modelo construido, ou de forma mais geral, uma
troca entre a complexidade e a precisao do modelo.

AIC = 2k —2In(L)

onde L é a fungao de verossimilhanga e k é o nimero de
parametros no modelo.

© Portanto, o AIC penaliza pela complexidade do modelo (k) e
mede a precisao através da funcgao de verossimilhancga (L).
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Forward Selection

@ Determine todos os fatores que serdo usados, 0 modelo
completo;

© A primeira variavel que entra no modelo é aquela no qual o AIC
foi minimizado. Adiciona a variavel caso o AIC seja inferior ao
AIC do modelo com somente o intercepto;

© Encontre os AIC referentes a adigdo de uma varidvel no presente
modelo;

© Se tiver algum fator que diminua o AlC, o inclua e retorne para 3.
Caso contrario pare.

Marcos Oliveira Prates



Backward Selection

@ Determine o modelo completo;

© Encontre o AIC referentes a remogéo de uma variavel por vez no
presente modelo;

© Retire do modelo o fator no qual a remogao diminua mais o AIC e
retorne para 2. Caso contrario pare.
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Stepwise Selection

@ O método stepwise é uma mistura entre os métodos forward e o
backward.

@ Basicamente o método permite que se adicione e/ou retire
fatores passo a passo.

Defina 0 modelo completo;
Determine se a remog¢ao de algum fator reduz o AIC

Encontre o AIC para a remocao das variaveis presentes e o AlC
para a adigao das variaveis que ja foram removidos;

© 0060

Inclua ou retire o fator que reduz o AIC e volte para 3. Caso
contrario pare.
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@ Esses modelos sado gulosos e podem parecer sub-6timos se
comparado ao melhor subcojunto.

@ Porém existem razbes para escolher esses métodos

@ N&o é preciso determinar k;

@ E computacionalmente eficiente se comparado ao método do
subcojunto;

@ Estatisticamente os métodos gulosos fazem uma busca mais
restrita nos modelos; incluindo um viés maior mas reduzindo a
variabilidade;
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Regressao Nao-Linear

@ Nem sempre a suposicao da relagdo de linearidade entre a
resposta e os coeficientes é adequada

@ Nesse caso, podemos propor uam fungao f(f3,X) néo linear em
@ Exemplos de regressdes néo lineares sao modelo TRI de 3
parametros e modelos fisicos

@ A classe de regressao ndo linear tem regressao linear como caso
especial quando f(f3,X) = XB mas oferece uma maior
flexibilidade nos modelos
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Regressao Nao-Linear

@ Modelos nao lineares podem ser escolhidos de diversas formas:

o (B, X) = Prexp(—P2X)
o f(B1,X) = XP

° f(B7X) = 1+e[£321+[33x

@ Dessa forma, um modelo nao linear pode ser respresentado por
Y =f(B,X)+¢, &~ N(0,6°)

@ Esses modelos tendem a produzir um bom ajuste com um menor
numero de parametros do que modelos lineares
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Regressao Nao-Linear

@ Temos portanto que Y ~ N(f(B,X),0?) e portanto

— X[y — (B X))
L — (2162 7n/zex 21_1 [yl y N
(B) = (2n0%) " exp s
@ Dessa forma para maximizar a verossimilhanga basta minimizar

n
SSE(B) = }_[yvi— (B, X))]?
i=1
@ Diferenciando SSE(f3) com respeito a 3 temos

af(ﬁvxl')
op

ISSEB) iy v
T—*;[YI f(B, Xi)]
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@ Em geral as esquagdes obtidas diferenciado SSE(f3) sdo ndo
lineares
@ Isso nos deixa com as seguintes opgoes

e utilizar métodos numéricos para resolver as equagoes

e “linearizar” f(P,X) através de uma expanséo de Taylor de primeira
ordem e iterar

e utilizar algoritmos EM

@ Vamos focar nossas estimativas baseando na linearizagéo
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@ Usando expanséo de Taylor ao redor de 3° temos que

B30 =160+ (V5| (68

@ Podemos reescrever f(J3,X) aproximadamente como

f(B,X) = f(B%, X) + Z|go. AB°

@ Portanto
Y =~ (B2, X) +2Z|po. AR +€
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@ Assim temos que

Y —f(B%,X) ~ Z|go. AR +£

@ Portanto podemos estimar

A —1
AB® = (Z|pZlpe) Zpe(Y — 1(B°.X))
@ Logo

BUH = B + (Z/|pZ]e) 2| (Y — 1(B¥,X))
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@ Assim itermaos até B**' convergir
@ Possiveis critérios de parada
o ||BFHT —pF|l<e
° Bk+1/Bk*1 <e
o L(BT)—L(B ) <e
@ os pacotes car, nlsmsn, nlme, gin, nrwir, nimrt, ... séo alguns
exemplos de pacotes no R para ajuste néo lineares.
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