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Este livro esta dividido da seguinte maneira:

e Partes I e II: Aprendizado supervisionado (regressao e classificagao, respectivamente).

e Parte III: Aprendizado nao supervisionado (métodos de redugao de dimensionalidade
e andlise de agrupamento)

e Parte IV: Sistemas de recomendacao

e Parte V: Apéndice
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Parte 1
Regressao






Capitulo 1
Introducao

Métodos de regressao surgiram ha mais de dois séculos com Legendre (1805) e Gauss
(1809), que exploraram o método dos minimos quadrados com o objetivo de prever érbitas
ao redor do Sol. Hoje em dia, o problema de estimagao de uma fungao de regressao possui
papel central em estatistica.

Apesar de as primeiras técnicas para solucionar tal problema datarem de ao menos
200 anos, os avangos computacionais recentes permitiram que novas metodologias fossem
exploradas. Em particular, com a capacidade cada vez maior de armazenamento de dados,
métodos que fazem menos suposic¢oes sobre o verdadeiro estado da natureza ganham cada
vez mais espago. Com isso, varios desafios surgiram: por exemplo, métodos tradicionais
nao sao capazes de lidar de forma satisfatéria com bancos de dados em que ha mais
covariaveis que observacoes, uma situa¢do muito comum nos dias de hoje. Similarmente,
sao frequentes as aplicagoes em que cada observagao consiste em uma imagem ou um
documento de texto, objetos complexos que levam a analises que requerem metodologias
mais elaboradas. Aqui apresentamos diversos avangos recentes na area de regressao sob
uma Otica preditivista, assim como uma revisao de modelos tradicionais sob esta mesma,
Otica.

De modo geral, o objetivo de um modelo de regressao é determinar a relagdao entre
uma variavel aleatéria Y € R e um vetor x = (z1,...,24) € R%. Mais especificamente,
busca-se estimar a fungao de regressao

r(x) :=E[Y|X = x]

A

como forma de descrever tal relagdo. Note que Y é uma varidavel quantitativa em um
problema de regressao (Parte I do livro); quando Y é qualitativa temos um problema de
classificacao, veja a Parte II deste livro.

A variavel Y frequentemente recebe o nome de varidvel resposta, variavel dependente
ou rotulo (label em inglés). J4 x = (z1,...,24) sdo em geral chamadas de variaveis
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explicativas, variaveis independentes, caracteristicas (features em inglés), preditores ou
covariaveis.

O objetivo da Parte I deste livro é descrever algumas técnicas para estimar (ou treinar,
como dito na literatura de aprendizado de maquina) r(x).

Atencgao: Vamos assumir em todo o livro, a menos que seja dito o contrario, que a
estimagao serd feita com base em uma amostra i.i.d. (X1,Y7),...,(X,,Y,) ~ (X,Y).

Observacao 1.1 Denotamos por z; ; o valor da j-ésima covariavel na i-ésima amostra,
ou seja, X; = (Ti1,...,Ti4), i =1,...,n; veja a notacao utilizada na Tabela 1.1.
(|

Tabela 1.1: Notacao utilizada no livro para as variaveis envolvidas em um problema de
regressao

Resposta Covariaveis

Y1 X11 de (: Xl)

Y, X1 oo Xpa (= X5)

1.1 Predigao versus Inferéncia: Porque Estimar r(x)?

A seguir veremos alguns exemplos reais nos quais a estimagao de r(x) possui papel
central.

Exemplo 1.1 [Esperanca de vida e PIB per Capita] A Figura 1.1 mostra o PIB per
Capita e Esperanca de vida em 211 paises em 2012'. Uma possivel pergunta de interesse
é como podemos usar estes dados para estabelecer uma relagao entre essas duas variaveis.
Tal relacao pode ser utilizada para estimar a esperanca de vida de paises cujo PIB per
Capita é conhecido, mas a esperanga nao o é. Para tanto, pode-se estimar E[Y|x], em
que Y é a esperanca de vida em um dado pais, e x é seu PIB per Capita. Uma estimativa
de E[Y'|x] também pode ser utilizada para testar a hipotese de que néo ha relagao entre
essas duas variaveis.

! Dados obtidos em http://data.worldbank.org/.
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Figura 1.1: PIB per Capita e Esperanca de vida de 211 paises.
O

Exemplo 1.2 [Distancia de uma galaxia até a Terra] Em cosmologia, uma variavel
de extrema importancia é o desvio para o vermelho (redshift, em inglés) de uma galaxia,
que quantifica o quao longe tal objeto encontra-se da Terra. A espectroscopia permite
que o desvio para o vermelho seja determinado com grande acurécia, contudo ela é
extremamente cara e demanda muito tempo para ser feita. Assim, um grande interesse
na atualidade é como estimar tal quantidade usando-se apenas imagens das galédxias ao
invés da espectroscopia. Para tanto, pode-se usar uma amostra (X1, Y1),...,(X,,Y,), em
que X; é a imagem da i-ésima galaxia e Y; seu respectivo desvio para o vermelho obtido
via espectroscopia, para estimar a fun¢do de regressdo r(x) para predizer as respostas
em imagens de novas galaxias cuja distancia até a Terra é desconhecida. Veja o Apéndice
A.1 para uma breve exposi¢cao sobre imagens.
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Figura 1.2: Acima: representacao grafica do universo e sua expansao. Embaixo: imagem
de uma galaxia (crédito das imagens: ESA /Hubble)

O

Exemplo 1.3 [Isomap face data] Neste conjunto de dados, proveniente de Tenenbaum
et al. (2000), o objetivo é estimar a diregdo em que uma pessoa esté olhando (a resposta
y) com base em uma imagem desta pessoa (covariaveis x). Uma forma de se fazer isso
¢ estimando a fungao de regressao r(x) com base em uma amostra. Uma vez ajustada,
r(x) pode ser utilizada para predizer a dire¢cao em novas imagens X.
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Figura 1.3: Isomap face data: cada amostra consiste na imagem de um individuo (x)
juntamente com qual dire¢ao ele esta olhando (y). Nosso objetivo é estimar r(x) para
predizer a diregdo em novas imagens X.

O

Exemplo 1.4 [Predicdo do ano de langamento de musicas] Os dados do Year-
PredictionMSD? contém informacdes sobre diversas covaridveis sobre certas misicas do
banco Million Song Dataset (e.g., informagoes sobre timbre, o “quao energéticas" sao
cada uma das musicas, o “quao dangaveis" elas sao etc), assim como o ano de langamento
de cada uma delas. Com esse banco de dados, ¢ possivel utilizar uma estimativa de r(x)
(em que x sdo as covaridveis medidas, e Y é o ano de langamento de uma dada misica)
para (i) predizer o ano de langamento de miusicas com base apenas nas covariaveis e (ii)
entender que covaridveis estao relacionadas ao ano de lancamento, e como se da esta
relacdo (por exemplo, nos anos 70 as musicas eram mais “dangaveis"?).

O

Grosso modo, os objetivos destes exemplos podem ser divididos em duas classes:

e Objetivo inferencial: Quais preditores sdo importantes? Qual a relacdo entre cada
preditor e a variavel resposta? Qual o efeito que mudar o valor de um dos preditores
tem na varidvel resposta?

e Objetivo preditivo: Como podemos criar uma fungao
g:RT —R

que tenha bom poder preditivo? Isto é, como criar g tal que, dadas novas observagoes
iid. (Xpg1, Ynt1), -y (Xntms Yntm), tenhamos

9(Xnt1) X Ynits 5 9(Xntm) = Yntm?

2 https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/YearPredictionMsD.


https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/YearPredictionMSD
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Note que enquanto que em alguns dos problemas o objetivo é claramente inferencial
ou preditivo, em outros temos uma mistura de ambos. Por exemplo, no Exemplo 1.3
temos um problema claramente preditivo: a relagdo entre cada pixel da imagem e a
resposta em geral nao é de interesse imediato. J4 no Exemplo 1.4 temos um objetivo
misto: desejamos criar uma fungao para descobrir o ano de langamento de musicas com
base em suas covariaveis e ao mesmo tempo também queremos entender como o perfil de
misicas mudou ao longo dos anos.

1.2 As Duas Culturas

Breiman (2001) argumenta que existem duas culturas no uso de modelos estatisticos
(em especial modelos de regressao). Grosso modo, a primeira cultura, chamada de data
modeling culture por Breiman, é a que domina a comunidade estatistica. Em geral, nela
se assume que o modelo utilizado para r(x) — por exemplo, r(x) = [y + Zle Bix;
— & correto. Isso ocorre pois o principal objetivo estd na interpretacao dos parametros
envolvidos no modelo (neste caso, 3;’s); em particular hé interesse em testes de hipoteses
e intervalos de confianga para eles. Sob esta abordagem, testar se as suposigoes do modelo
(por exemplo, normalidade dos erros, linearidade, homoscedasticidade etc) sao validas é
de fundamental importéncia. Ainda que predi¢cao muitas vezes faca parte dos objetivos,
o foco em geral esté na inferéncia.

A segunda cultura, chamada de algorithmic modeling culture por Breiman, é a que
domina a comunidade de aprendizado de maquina (machine learning). Neste meio, o
principal objetivo é a predicao de novas observacoes. Nao se assume que o modelo uti-
lizado para os dados é correto; o modelo é utilizado apenas para criar bons algoritmos
para prever bem novas observagoes. Muitas vezes nao ha nenhum modelo probabilistico
explicito por tras dos algoritmos utilizados.

Observagao 1.2 Ainda que nao seja tradicional na literatura de estatistica, nem todo
método inferencial assume que o modelo utilizado é correto (veja a Segao 6.1 para algumas
abordagens). Assim, mesmo na comunidade de machine learning, os modelos ajustados
muitas vezes sao utilizados para se fazer inferéncia, ainda que sob uma perspectiva dife-
rente daquela usada na comunidade estatistica.

a

O foco deste livro esta na segunda abordagem. Buscaremos estimar r(x) sem assumir
que nossos modelos englobam a verdadeira fun¢ao de regressao.

Apesar desta divisao de culturas, Breiman foi um estatistico que fez um grande tra-
balho para unir a area de estatistica com aprendizado de maquina. Acreditamos que tal
unido é mutuamente benéfica. Assim, esse livro segue esta ideologia.
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1.3 A Funcgao de Risco

O primeiro passo para construir boas fungoes de predigao é criar um critério para
medir a performance de uma dada funcéo de predicao ¢ : RY — R. Aqui, isso sera feito
através de seu risco quadratico, embora essa nao seja a tinica opgao:

Rprea(g9) = E[(Y — 9(X))?] ,

em que (X,Y’) é uma nova observagao que nao foi usada para estimar g. Quanto menor
o risco, melhor é a fungao de predigao g.

Observagao 1.3 A funcio L(g; (X,Y)) = (Y — g(X))? é chamada de funcdio de perda
quadrdtica. Outras fungoes de perda podem ser utilizadas, como por exemplo a funcdao de
perda absoluta; L(g; (X,Y)) = |Y — g(X)|. Em geral, o risco ¢ definido como a esperanca
de uma fungao de perda.

O

Quando medimos a performance de um estimador com base em seu risco quadratico,
criar uma boa funcio de predicdo g : R — R equivale a encontrar um bom estimador
para a funcao de regressao r(x). Isto é, responder a pergunta do porqué estimar a fungao
de regressao €, nesse sentido, o melhor caminho para se criar uma fungao para predizer
novas observacgoes Y com base em covaridveis observadas x. Isto é mostrado no seguinte
teorema:

Teorema 1.1 Suponha que definimos o risco de uma funcéio de predicao g : R4 — R via
perda quadrdtica: Ryrea(9) = E [(Y — g(X))?], em que (X,Y) € uma nova observagio que
nao foi usada para estimar g. Suponhamos também que medimos o risco de um estimador
da fungdo de regressio via perda quadrdtica: Ryeq(g9) = E [(9(X) — r(X))?]. Entdo

Rpred(g) = RTeg(g) + ]E[V[Y|XH
Demonstracao.

E[(Y - g(X))?] =

Assim, visto que o termo E[V[Y|X]]? ndo depende de g(x), estimar bem a funcio de
regressao r(x) é fundamental para se criar uma boa funcao de predigao sob a dtica do

3 Para uma interpretacio deste termo, veja a Secdo 1.4.2.
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risco quadréatico, ja que a melhor fungao de predi¢ao para’Y € a fungao de regressao r(x):

arg mgin Rpred(g) = arg m’}fl Ryeg(g) = r(x).

Observagao 1.4 A fung¢ao g no Teorema 1.1 pode ser entendida tanto como sendo fixa
(neste caso R(g) é chamado de erro condicional) quanto como sendo aleatoria (funcao
dos dados). Neste tltimo caso, a esperanga é tomada com rela¢ao a observagao (X,Y) e a
amostra (X1,Y7),...,(X,,Y,), e o erro é chamado de erro esperado (ou risco esperado).
Em outras palavras, o erro esperado é a esperanga do erro condicional sob todos os
possiveis conjuntos de treinamento. Assim, ele pode ser entendido como uma garantia
sobre o processo de criagao de g ao invés de uma garantia sobre a particular funcao
g criada para um dado problema. Por exemplo, se o erro esperado de uma regressao
linear vale £ em um dado problema, isso implica que em média uma regressao linear
para dados que seguem a mesma distribuigao desse conjunto e com o mesmo tamanho
amostral possui erro condicional . Dependendo do contexto, utilizaremos uma ou outra
definigao.

g

Daqui em diante, denotaremos por R o risco preditivo Ry.cq.

Observagao 1.5 Em um contexto de predigao, a definigao de risco (considerando g fixo,
veja observagao anterior) possui grande apelo frequentista. Digamos que observamos um
novo conjunto, (X, 41, Yn41)s---s (Xntm, Yntm), iid & amostra observada. Entao, pela
lei dos grandes niimeros, sabemos que, se m é grande,

= Vi = 9(Xi))? = Rlg) = E[(V = g(X)].

Em outras palavras, se R(g) possui valor baizo, entao

g(xn—i-l) ~ Yn+1y- - - 7g<xn+m) ~ Yn+m>

e portanto teremos boas predicoes em novas observagoes. Note que essa conclusao vale
qualquer que seja a fungao de perda L utilizada para definir o risco, uma vez que

1 m
- D L9, (Xnti Yara)) = R(g) := E[L(g; (X, Y))].
i=1
' 0
O objetivo de métodos de regressao sob a oOtica preditivista é fornecer, em diversos
contextos, métodos que costumam produzir bons estimadores de r(x), isto é, estimadores
que possuam risco baixo.
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1.4 Selecao de Modelos: Super e Sub-Ajuste

Em problemas reais, ¢ comum ajustar varios modelos para a fungao de regressao r(x)
e buscar qual deles possui maior poder preditivo, isto é, qual possui menor risco. Isto é
exemplificado no exemplo a seguir.

Exemplo 1.5 [Esperancga de vida e PIB per Capita] Revisitamos aqui o Exemplo
1.1. A Figura 1.4 mostra o ajuste de trés modelos distintos para r(x):

P
r(z) = Bo + Zﬁil‘i, para p € {1,4,50}.
i=1

Em outras palavras, ajustamos trés regressoes polinomiais: uma linear, uma de 4° e uma
de 50° grau. Os ajustes foram feitos (i.e., os coeficientes f3; foram estimados) por meio
do Método dos Minimos Quadrados (veja Capitulo 2 para uma revisao). Observa-se que,
enquanto que o modelo linear é simplista demais para os dados, o modelo com p = 50
polinémios é extremamente complexo, e parece fornecer uma funcao g que nao produzira
boas predigbes em novas amostras. O modelo com p = 4 parece ser o mais razoavel
neste caso. Dizemos que o modelo com p = 1 sofre de sub-ajuste, ou underfitting (nao
é suficiente para explicar os dados bem), enquanto que o modelo com p = 50 sofre de
super-ajuste, ou overfitting (ele se ajusta demais a esta amostra especifica, de modo que
possui poder de generalizagao baixo). O objetivo desta segao ¢ descrever um método para
escolher o modelo com p = 4 graus automaticamente.
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Figura 1.4: Comparagao dos modelos r(z) = By + > b, Biz’, para p € {1,4,50} nos
dados de esperanga de vida (Y") versus PIB per Capita (X)

O

O objetivo de um método de selecao de modelos é selecionar g que nao sofra nem de
sub nem de super-ajuste e, assim, que possua bom poder preditivo. De forma mais geral,
gostariamos de escolher uma fungao g dentro de uma classe de candidatos G que possua
bom poder preditivo. Assim, é necessério ter um critério para medir a qualidade de cada
g € G. Como discutido na se¢ao anterior, faremos isso através do risco quadratico. Como
R(g) é desconhecido, é necessério estiméa-lo, o que pode ser feito conforme descrito na
proxima secao.

1.4.1 Data Splitting e Validacao Cruzada

O risco observado (também chamado de erro quadréatico médio no conjunto de treina-
mento), definido por

n

EQM(g) :==n"" ) (V; — g(X,))” (1.1)

i=1

é um estimador muito otimista do real risco; ele leva ao super-ajuste, um ajuste perfeito
dos dados. Isto ocorre pois g foi escolhida de modo a ajustar bem (X1, Y7),...,(X,, Y,).
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Uma maneira de solucionar este problema é dividir o conjunto de dados em duas
partes, treinamento e valida¢ao:

Treinamento (e.g., 70%) Validagao (e.g., 30%)
(X17Y1)7 (X27 Y2)7 R (st ng)) (Xs—‘rlv Yrs—i-l)v LR (Xna Yn)

Usamos o conjunto de treinamento para estimar g (e.g., estimar os coeficientes da
regressao linear), mas usamos o conjunto de validagao apenas para estimar R(g) via

R(g) ~ ~ ! - Y (Y- g(Xi))* = R(g).
i=s+1

isto é, avaliamos o erro quadratico médio no conjunto de validacao.

Observacao 1.6 Uma boa pratica para escolher quais amostras serao utilizadas para
compor o conjunto de treinamento e quais serao utilizadas para compor o conjunto de
validacao é fazé-lo aleatoriamente. Isto é, usar um gerador de nimeros aleatérios para
escolher quais amostras serdo usadas para o treinamento, e quais serao usadas para a
validacao. Este procedimento evita problemas como o de o banco estar previamente or-
denado segundo uma covariavel (por exemplo, quem coletou o banco pode ter organizado
este em ordem crescente da variavel resposta).

O

Como o conjunto de validagdo nao foi usado para estimar os parametros de g, o esti-
mador acima é consistente pela lei dos grandes ntmeros.

Observagao 1.7 Para uma funcao de perda L qualquer, o risco pode ser aproximado

por
n

O

Observagao 1.8 O procedimento acima descrito é chamado de data splitting. O termo
validacao cruzada em geral é usado para designar uma variacao deste estimador que faz
uso de toda a amostra. Por exemplo, na leave-one-out cross validation (Stone, 1974), o
estimador usado é dado por

n

R(g) = n Z(Yz - g9-i(Xy))?,

=1

em que g_; é ajustado utilizando-se todas as observagoes exceto a i-ésima delas, i.e.,
utilizando-se
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(Xh Y1)7 R (Xi—lv }/i—l)7 (Xi-l—la }/H—l)v sy (Xn7Yn)

Alternativamente, pode-se usar o k-fold cross validation; veja, por exemplo, Wasserman
(2006).
|

Observagao 1.9 Segue da lei dos grandes ntumeros que a estimagao do risco baseada
na divisdo treinamento versus validagao fornece um estimador consistente para o erro
condicional. Por outro lado, o leave-one-out cross wvalidation é aproximadamente nao-
viesado para o erro esperado (o risco descrito na Observagao 1.4). De fato, se R(g) é o
erro esperado do método de construcao de g, entao

1 n—+1 1 n—+1
T Z(Yi —g-i(Xy)?| = ) ZE [(Y; — 9-4(X3))?]
. e
=i > R(g) = R(g),

em que a segunda igualdade segue do fato que g_; tem a mesma distribuigao de g. Assim,
o estimador leave-one-out calculado em um conjunto com n+ 1 observacoes é nao viesado
para o erro esperado do estimador obtido com n amostras.

g

Desta maneira, uma forma de selecionar um modelo g dentro de uma classe de modelos
G consiste em usar validagao cruzada para estimar R(g) para cada g € G, e entao escolher
g com o menor risco estimado.

Observagao 1.10 Do mesmo modo que o EQM no conjunto de treinamento é muito
otimista pois cada g € G é escolhida de modo a minimizé-lo, o EQM no conjunto de
validagao avaliado mo g com menor EQM no conjunto de valida¢do também é otimista.
Uma forma de contornar isso, é dividir o conjunto original em trés partes: treinamento,
validagao e teste. Os conjuntos de treinamento e validagdo sao usados como descrito
anteriormente, e o de teste é usado para estimar o erro do melhor estimador da regressao
encontrado segundo o conjunto de validacao.

a

Observagao 1.11 Utilizando o conjunto de teste, podemos também fazer um intervalo
de confianca para o risco. Assuma que (X1,Y1),...,(X,,Y,) sdo elementos do conjunto
de teste, nao utilizados nem para o treinamento, nem para a validagao do modelo. Um
estimador nao viesado para o risco de g (que foi estimada com base nos conjuntos de
treinamento e validac¢ao) é dado por
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Como se trata de uma média de variaveis i.i.d., sabemos pelo Teorema do Limite Central

que
~ 1
R(g) =~ Normal (R(g), ;V [Wﬂ) :
Como Wh,..., W s@o i.i.d.’s, podemos estimar V[I¥/;] com
S A
5= 7

em que W =137 | Wj. Assim, um IC aproximado para R(g) (com confianca 95%) ¢

dado por
~ 1~

Exemplo 1.6 [Esperanca de vida e PIB per Capita] Revisitamos novamente dos

O

Exemplo 1.1 e 1.5. Aqui nosso objetivo é selecionar o melhor estimador dentro da classe

P
G= {g(m) :g(z) = Bo +Zﬁi$i, para p € {1,2,...,50}}
i=1

A Figura 1.5a mostra o erro quadratico médio no conjunto de treinamento para cada
g € G. Observamos que, de fato, tal medida ndo é um bom estimador do erro e em
particular leva ao super-ajuste. Isto é, quanto maior o nimero de parametros, menor o
erro quadratico médio no conjunto de treinamento, mas nao necessariamente melhor é o
modelo. Por outro lado, a Figura 1.5b mostra o risco estimado para cada g € G via EQM
no conjunto de validagao. Como os riscos para p > 11 sao demasiado altos, mostramos
apenas o comportamento para p < 11. O menor risco estimado é obtido tomando-se
p = 8 (i.e., 0 modelo com 9 parametros). Este modelo apresenta bom poder preditivo;
compare as Figuras 1.6a e 1.6b. Assim, o data splitting nos leva & escolha de um modelo
adequado para predizer novas observagoes.
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Figura 1.5: Comparagao dos modelos 7(z) = By + > b, fix’, para p € {1,2,...,50}
nos dados de esperanca de vida (Y') versus PIB per Capita (X ). EQM do conjunto de
treinamento (esquerda) e EQM do conjunto de validacao (direita).
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Figura 1.6: Comparacao dos modelos ajustados segundo melhor EQM do conjunto de
treinamento (esquerda) e segundo EQM do conjunto de validagao (direita).

Retomaremos este exemplo na Segao 4.13.1.
O

Exemplo 1.7 [A especificacdo do modelo estar correta nao garante melhor
poder preditivo.]

Dentro da cultura do data modeling, é comum checar se as suposic¢oes feitas por um
modelo sao corretas. Contudo, a especificagao do modelo estar correta nao garante melhor
poder preditivo. Isto é, um modelo especificado incorretamente pode ter melhor desem-
penho. Nesta secao isso é ilustrado via um exemplo simulado. Os dados sdo gerados de
modo que Y|x ~ N(B'x,1), com 3 = (0,3,2,0.2,0.1,0.1) e x = (1,x,22,...,2°). Isto
é, a regressao real é um polindmio de quinto grau. Ajustamos entdo um polindmio de
quinto grau e um polindémio de segundo grau.

gerar .modelo=function (n, beta)

{
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x=as.matrix (runif (n))

# calcular polinomios: X=(X1,X1"2,...,X1"d), com d=length (beta):

X=t (apply (x, 1, function (xx) xx" (1:1length (beta))))

y=X%x%betatrnorm(n)

return (list (x=x, y=y))
}
ajustar.modelo=function (x,y, d)
{

# ajusta polinomio de grau d

return (lm(y~poly (x,degree = d, raw=TRUE) ))
}
predizer.observacoes=function (ajuste, x)
{

x=as .data. frame (x)

colnames (x)="x"

return (predict (ajuste, newdata=x))

A Figura 1.7 indica que, apesar de o modelo correto ser um polinémio de quinto
grau, um ajuste de segundo grau leva a melhores resultados. Isso ocorre pois o modelo
mais simples possui varidncia muito menor (ainda que ele seja viesado) e, assim, evita o
overfitting.

set .seed (400)
beta=c(3,2,0.2,0.1,0.1)
dados.treinamento=gerar.modelo (10, beta)

plot (dados.treinamento$x, dados.treinamentoS$y, pch=16,xlim=c (0,1),
xlab="x",ylab="y",cex.lab=1.5,ylim=c(-1.2,5))
grid.x=seq(0,1,length.out = 1000)
lines (grid.x,poly(grid.x,degree = length (beta), raw=TRUE) $x%beta,
1lwd=3)

modelo.5=ajustar.modelo (dados.treinamento$x, dados.treinamentosy,
d=5)

predito.modelo.5=predizer.observacoes (modelo.5,grid.x)

lines (grid.x, predito.modelo.5, lwd=3, col=2)
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modelo.2=ajustar.modelo (dados.treinamento$x,dados.treinamentosy,
d=2)

predito.modelo.2=predizer.observacoes (modelo.2,grid.x)

lines (grid.x,predito.modelo.2, lwd=3, col=4)

legend("topleft",c("Real", "Grau 5", "Grau 2"),col=c(1,2,4),1lwd=3,
cex=1.3,bty = "n")

Figura 1.7: Apesar de o modelo correto ser um polinémio de quinto grau, um ajuste de
segundo grau leva a melhores resultados.

A seguir replicamos o experimento acima para 1000 conjuntos de treinamento diferen-
tes.

B=1000 # numero de vezes para repetir experimento
beta=e¢(3,2,0.2,0.1,0.1)

simular.risco=function ()

{
dados.treinamento=gerar.modelo (10, beta) # para ajustar modelo
dados.teste=gerar.modelo (1le5, beta) # para avaliar risco

modelo.5=ajustar.modelo (dados.treinamento$x,
dados.treinamentosdy,
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d=5)
predito.modelo.5=predizer.observacoes (modelo.5,dados.testes$x)
risco.modelo.5=mean ( (predito.modelo.5-dados.testely) "2)

modelo.2=ajustar.modelo (dados.treinamento$x,
dados.treinamentoSy,
d=2)
predito.modelo.2=predizer.observacoes (modelo.2,dados.testes$x)
risco.modelo.2=mean ( (predito.modelo.2-dados.testesSy) "2)

return (c(risco.modelo.2,risco.modelo.5))

# repetir experimento B vezes, calculando o risco em cada um deles
riscos=replicate (B, simular.risco ())

O erro esperado do modelo com 2 graus de fato é menor que o erro esperado do modelo
especificado corretamente (i.e., com 5 graus):

# risco esperado 2 graus vs 5 graus:
apply (riscos, 1, mean)

#4# [1] 1.700045 22354.077400

Além disso, para a grande maioria dos conjuntos de treinamento, o risco condicional
do modelo mais simples é menor:

# para qual proporcao de conjutos de dados o modelo com
# 2 graus eh melhor que o modelo com 5 graus?
mean (riscos[1l, ]<=riscos[2,])

## [1] 0.978

1.4.1.1 Penalizagao: uma alternativa

Uma forma alternativa de se estimar o risco de um certo modelo g é utilizando uma
medida de penalizacdo ou complexidade. Quanto mais parametros no modelo, mais o erro
quadratico médio observado, EQM (g) (Eq. 1.1), subestima R(g), isto é, maior a diferenca
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entre EFQM (g) e R(g). A ideia por tras de métodos de penalizagao é criar uma medida
de complexidade para g, P(g), que é utilizada para corrigir essa diferenga. Por exemplo,
P(g) pode ser o ntimero de pardmetros que ha no modelo. Podemos entdo compensar o
quao subestimado R(g) é adicionando estas duas quantidades:

R(g) ~ EQM((g) + P(g)-

Existem diversas func¢oes de penalizacao, com diferentes motivagoes tedricas. Dois exem-
plos populares sao:

e P(g) =2/n*px52 (conhecido como AIC)
e P(g) =log(n)/n xp* 52 (conhecido como BIC)

Aqui, p é o ntimero de parametros de g e 62 é uma estimativa de V[Y|x].

Note que, se g tem muitos parametros, EQM (g) ¢ em geral muito baixo (super-ajuste),
mas em compensagao P(g) é alto. Analogamente, se g tem poucos parametros, EQM (g)
é em geral muito alto (sub-ajuste), mas em compensagao P(g) é baixo. Assim, espera-se
que EQM (g) + P(g) seja uma boa estimativa para R(g).

A Figura 1.8 ilustra o uso do AIC para selegao de modelos no Exemplo 1.6. Note como
o comportamento deste grafico é similar ao da Figura 1.5b. Em particular, os melhores
valores encontrados para p em ambos sao muito proximos.
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Figura 1.8: Comparagao dos modelos 7(x) = By + >.r_, Biz®, para p € {1,2,...,50} nos

=1

dados de esperancga de vida (Y') versus PIB per Capita (X) via penalizagao AIC.
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1.4.2 Balancgo entre Viés e Varidncia

Um grande apelo para o uso do risco quadratico é sua grande interpretabilidade: o
risco quadratico (condicional no novo x observado) pode ser decomposto como

E[(Y - g(X))*| X = x] = V[Y|X = x] + (r(x) — E[g(x)])* + V[g(x)].

Note que estamos trabalhando com o erro esperado (veja a Observagao 1.4), em que
a aleatoriedade estd tanto em Y quanto na amostra de treinamento e, por esta razao,
estamos usando a notagao g para denotar o estimador de g.

Assim, o risco pode ser decomposto em trés termos:

e V[Y|X = x] é a variancia intrinseca da variavel resposta, que nao depende da fungao
g escolhida e, assim, ndo pode ser reduzida

e (r(x) —E[§(x)])? é o quadrado do viés do estimador §
e V[g(x)] é sua variancia; ambos podem ser reduzidos se escolhemos g adequado.

Grosso modo, modelos com muitos pardmetros possuem viés relativamente baixo, mas
variancia alta, j& que é necessario estimar todos eles. J&4 modelos com poucos parametros
possuem varidncia baixa, mas viés muito alto, j4 que sdao demasiado simplistas para
descrever o modelo gerador dos dados. Assim, com a finalidade de obter um bom poder
preditivo deve-se escolher um nimero de pardmetros nem tao alto, nem tao baixo. A
Figura 1.9 mostra qualitativamente o balango (também chamado de tradeoff) entre viés
e variancia.

Tal tradeoff € justamente o que ocorre no Exemplo 1.5: enquanto que p = 50 induz
um modelo com viés relativamente baixo mas variancia alta (ha muitos parametros para
serem estimados), p = 1 leva a um viés extremamente alto, mas varidncia muito baixa.
Ao se selecionar o melhor modelo usando, por exemplo, data splitting (veja Figura 1.5Db)
estamos justamente buscando a melhor combinagao viés-varidncia possivel de modo a
obter um modelo com um risco baixo.
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Figura 1.9: O balango entre viés e varincia.

Note que, enquanto que em inferéncia paramétrica tradicionalmente buscam-se esti-
madores nao viesados para os pardmetros de interesse, em regressao moderna é comum
abrir mao de se ter um estimador viesado para, em troca, conseguir-se uma variancia
menor e, assim, um risco menor. Talvez essa seja uma das grandes mudangas de pa-
radigma do ponto de vista metodolégico em regressao moderna quando comparada a
analises tradicionais.

1.5 Tuning Parameters

A funcao do parametro p no Exemplo 1.6, o grau do polinémio utilizado, é controlar o
balango entre viés e variancia. O valor 6timo de p depende de n e de r(x). O parametro
p € dito um tuning parameter (i.e., um parametro de sintonizagao).

Vérios dos métodos de regressao possuem um ou mais tuning parameters. Como feito
no Exemplo 1.6, neste livro sempre iremos escolhé-los via validagdo cruzada ou data
splitting, ainda que esta nao seja a tnica maneira de fazer esta selegdo (veja por exemplo
Wasserman 2006).
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1.6 Resumo

Neste capitulo vimos que ha ao menos dois motivos para se fazer uma analise de
regressao: o motivo inferencial, no qual estamos interessados em tirar conclusoes sobre a
populagao a qual os dados pertencem, e o motivo preditivista, no qual estamos interessados
em ter boas predigoes.

Vimos também que existem duas culturas em anélise de dados: data modeling culture
e algorithmic modeling culture. Enquanto que na primeira had uma preocupacao em se
testar suposicoes dos modelos utilizados, na segunda o foco estd em se obter modelos
com bom poder preditivo.

Mostramos também que nosso objetivo nesta Parte I deste livro é mostrar diversos
métodos que permitam estimar fungdes g(x) com risco R(g) = E [(Y — g(X))?] baixo.
Vimos que encontrar g com risco baixo equivale a encontrar uma boa estimativa da
funcao de regressao. Vimos também que o risco pode ser decomposto em viés e variancia.
Modelos complexos possuem variancia alta, mas viés baixo, enquanto que modelos simples
possuem varidncia baixa, mas viés alto. Nosso objetivo é encontrar a complexidade que
equilibre este balango, de modo a termos um risco baixo.

Finalmente, estudamos dois métodos para estimar o risco de uma dada fungéo g: a
validagao cruzada/data splitting e a penaliza¢ao. Estes métodos podem ser usados para
fazer selecao de modelos e, assim, equilibrar o balango entre viés e variancia.



Capitulo 2
Métodos Paramétricos

Métodos paramétricos assumem que a fungao de regressao pode ser parametrizada com
um ndmero finito de pardmetros. Neste capitulo iremos nos restringir apenas a modelos
de regressao linear. Assumimos que a maior parte do conteiido apresentado aqui é uma
revisao de conceitos ja conhecidos, mas sob uma perspectiva possivelmente diferente.

A regressao linear assume que

r(x) = B'x = fozo + 121 + ... + Baza, (2.1)

em que adotamos a convencao xg = 1, e onde 3 = (b, ..., S4). Note que z; nao precisa
necessariamente ser a i-ésima variavel original; podemos criar novas covariaveis que sao
fungoes das originais (ex: z2, z;z; etc; veja também a Segao 4.1 e Exemplo 1.5).

2.1 O Método dos Minimos Quadrados

Uma forma de estimar os coeficientes 3 da regressao linear é utilizando o métodos dos
minimos quadrados, que propoe o estimador dado por

B = arg mgn Z(Y; — 50 — 51331'71 — ... — dei,d)Q- (22)
=1

A solucao para tal problema é dada por
B = (507 Bl: ce 75(1) = (XtX)_IXtY7 (23)

em que

25
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Xl,O e Xl,d
X = Do
Xno--Xna
eY = (Y1,...,Y,) (aqui usamos a convengao de que um vetor, quando usando como

matrix, é um vetor coluna.)
Assim, a fungao de regressao é estimada por

9(x) = B'x.

Boa parte da literatura estatistica é voltada para a justificativa do método dos minimos
quadrados sob um ponto de vista de estimadores de maxima verossimilhanca, assim como
para testes de aderéncia e métodos para a construcao de intervalos de confianga para os
parametros ;. Indicamos para o leitor interessado nestes aspectos o livro de Neter et al.
(1996).

Assumir que a verdadeira regressao é, de fato, linear, em geral é uma suposi¢ao muito
forte. Existe, contudo, uma literatura substancial que tenta justificar o método dos mi-
nimos quadrados mesmo quando r(x) nao satisfaz essa suposi¢ao. Na se¢do que segue
mostramos uma dessas ideias.

2.1.1 Minimos Quadrados quando a Suposicao de Linearidade Falha

A suposigao de que r(x) é linear muitas vezes nao é valida. Contudo, mesmo quando
esta suposicao falha, frequentemente existe um vetor S, tal que gg (x) = Blx tem
bom poder preditivo. Neste caso, o método dos minimos quadrados tende a produzir
estimadores com baixo risco. Isto ocorre pois B converge para o melhor preditor linear,

8. = argmin R(ge) = arg min E[(¥ — A'X)?] (2.4)

em que (X,Y) é uma nova observac¢ao, mesmo quando a verdadeira regressao r(x) nao
¢ linear. Além disso, o risco associado a 3 converge para o risco associado a B,'. Isto é
mostrado no teorema a seguir.

Teorema 2.1 Seja B, o melhor preditor linear (Equagao 2.4), e B o estimador de mi-
nimos quadrados (Equagao 2.3). Assuma que X = E[XX!] estd bem definido. Entao

~ P P
B PR B, e R(g[;) PR R(gg,)

1 B, é chamado de ordculo.
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Demonstra¢ao. Primeiramente, notamos que se minimizamos E [(Y — ,BtX)Q}, obtemos

que
B.=2"a,

em que a = (E[Y Xq), ..., E[Y X4]). Também notamos que podemos recscrever 8 como
p=5""a,

em que & = n~! Yo XXt e a = (dg,...,0q), com a; =n 'Y " VX, . Pela lei

fraca dos grandes ntimeros, temos que

n—>-o0

de modo que, pelo Teorema de Mann-Wald,
5~ P
B——B,
n—r00
e, assim, novamente pelo Teorema de Mann-Wald,

R(g5) ——— Rl(gp,)

n—ao0

O

O teorema anterior mostra, portanto, que B converge para o melhor preditor linear,
B.. Pode-se também derivar a taxa desta convergéncia, isto é, o quao répido ela ocorre;
veja por exemplo Gyorfi and Krzyzak (2002).

2.1.2 Regressao Linear no R

Se dados é um data frame com o banco de dados, o estimador de minimos quadrados
pode ser calculado fazendo

ajuste = lm(nomeResposta ~ nomeExplicatival+nomeExplicativaZ2,
data = dados)

Automaticamente o R inclui um intercepto. Para ajustar a regressao com todas as
covariaveis no banco de dados, é possivel usar o atalho
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ajuste = lm(nomeResposta ~ . , data = dados)

Para predizer novas observagoes, pode-se usar a funcao predict:
valoresPrevistos= predict (ajuste, newdata = novosDados)

Notamos que novosDados deve ser um dataframe com o mesmo formato (incluindo
nomes das variaveis) que dados.

2.2 Resumo

Vimos neste capitulo que uma regressao linear assume que a fungao de regressao pode
ser escrita como uma expansao da forma r(x) = B'x = By + Bix1 + ... + Baxa. O vetor
x pode representar as covariaveis originais ou transformagoes dessas. Vimos o método
dos minimos quadrados, uma forma de se estimar o vetor 3, e mostramos que, mesmo
quando a verdadeira regressdo ndo é linear, esse estimador converge para (3., o melhor
preditor linear de y com base em X.

Infelizmente, quando ha muitas covaridveis, o método dos minimos quadrados nao leva
a bons resultados devido ao super-ajuste e a varidncia extremamente alta (Segao 1.4).
Quando d > n, o estimador nao estd nem bem definido, pois a matriz X*X utilizada para
estimar § (Eq. 2.3) nao é invertivel. No proximo capitulo mostramos algumas abordagens
para contornar esse problema.



Capitulo 3
Métodos Paramétricos em Dimensoes Altas

Quando ha muitas covariaveis (i.e., d é grande), o estimador de minimos quadrados
em geral possui performance ruim devido ao super-ajuste: ha muitos pardmetros a se-
rem estimados e, portanto, a fungdo de regressao estimada em geral possui baixo poder
preditivo. Em outras palavras, a variancia do estimador resultante é alta pois muitos pa-
rametros devem ser estimados®. Neste capitulo investigamos alguns métodos que podem
ser usados para contornar este problema.

3.1 Busca pelo Melhor Subconjunto de Covariaveis

Uma solugao para este problema consiste em retirar algumas das variaveis da regressao
de modo a diminuir a varidncia da funcao de predicao estimada g. Em outras palavras,
esta solugao consiste em aumentar o viés do estimador de r(x) e, em troca, esperar que
isso resulte em uma diminuig¢ao substancial de sua varidncia. Note que um estimador com
base em apenas um subconjunto das variaveis explicativas tem ainda mais motivos para
ter uma performance boa: sdo comuns os problemas em que esperamos que algumas das
covariaveis nao influenciem (ou influenciem pouco) a resposta Y.

Uma maneira de retirar algumas variéveis da regressao de modo fundamentado é buscar
a estimativa dada por

2

d
+)\Z]I(5,-7é0). (3.1)

=1

n d
Br,=argmin Y ye —Bo— Y Btk
AR i=1

A penalizacao Z‘Zzl I(B; # 0) induz modelos com poucas covariaveis, em particular se
A ¢ alto. Por exemplo, quando A — oo, a solugao de 3.1 ¢ B, = 0, ou seja, um vetor de

! Se d > n, o método de minimos quadrados nem pode ser implementado, uma vez que X*X néo ¢ invertivel!

29
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zeros (i.e., a penalizagao alta descarta todas as covariaveis do modelo). No outro extremo,
quando A = 0, temos que B, nada mais ¢ que o estimador de minimos quadrados (i.e.,

sem penalizagdo nenhuma variavel é descartada). Quando A = %02, encontrar a solugao
da Equacao 3.1 nada mais é que uma busca entre os 2¢ modelos na classe

G = {g(z) = Bo,
g(x) = Bo + 31301,
g(x) = Bo + 32962,

g(x) = 30 + B\d$da
g(x) = 30 + 3@1 + 523327
g(x) = Bo + 51961 + 333337

9(x) = Bo + Bia1 + Poa + ... + Bazal,

em que se utiliza o critério AIC para determinar o melhor modelo. Em outras palavras,
quando A = %02, encontrar a solugao da Equagao 3.1 é equivalente a ajustar cada um
dos 2¢ modelos via minimos quadrados e estimar o risco R(g) para cada um deles via
AIC (Secao 1.4.1.1). O modelo escolhido é aquele com menor risco estimado.

De um ponto de vista teorico, estimar 3 com base na Equagao 3.1 resolve o problema,
i.e., conseguimos descartar vérias das varidveis e, assim, obter um estimador com varidncia
(e erro preditivo) menor. Em contrapartida, hd um aumento no viés do estimador, ja que
nem todas as variaveis sao usadas. Como explicado na Segao 1.4.2, quando o aumento no
viés é pequeno se comparado & diminui¢ao na varidncia, o modelo resultante tem poder
preditivo maior.

Contudo, do ponto de vista pratico, resolver a Equacdo 3.1 é computacionalmente
dificil quando ha muitas covariaveis, uma vez que ha 2¢ modelos para serem ajustados.
Veja na Figura 3.1 como o niimero de modelos cresce & medida que d aumenta.

library (ggplot2)

n_modelos <- function (p) {
X <— numeric ()
x[1l:p] <= 1:p
return (sum(sapply (x, choose, n = p))) }

d = seq(l, 20, by = 1)
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modelos <- data.frame(d = d, mod = sapply(d, n_modelos) )

ggplot (modelos, aes(x = d, y = mod)) + geom_line(colour = "blue", size = 1) +

1000000~

750000

500000

Nimero de modelos

250000

10 15 20
d

Figura 3.1: Namero de subconjuntos de d covariaveis como funcao de d.

Um modo de contornar esse problema é usar alguma heuristica para encontrar um
modelo com erro baixo. Isto é, ao invés de resolver a Equacao 3.1, busca-se por uma
aproximacao desta solucao, como descrito na proxima secao.

3.2 Regressao Stepwise

Encontrar o minimo da Equacao 3.1 é computacionalmente dificil, pois envolve uma
busca de um entre 2¢ modelos. Uma série de algoritmos que consistem de heuristicas
para encontrar esta solugao sao os chamados de stepwise regression (James et al., 2013).
Um exemplo de tal heuristica é o forward stepwise, um algoritmo sequencial no qual a
cada passo apenas uma variavel é adicionada:

1. Para j =1,...,d, ajuste a regressao de Y na j-ésima variavel X;. Seja E(gj) o risco
estimado desta funcao (usando AIC ou validacao cruzada). Defina j = argmin; R(g;)

e S ={j}.
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2. Para cada j € S¢ ajuste a regressio de Y = [3;X; + > _oB:Xs + €, e seja
ﬁ(gj) o risco estimado desta funcao (usando AIC ou validacdo cruzada). Defina
j =arg min, e ge }Af(gj) e atualize S «— S U

3. Repita o passo anterior até que todas as variaveis estejam em S ou até que nao seja
possivel mais ajustar a regressao

4. Selecione o modelo com menor risco estimado.

Note que, no forward stepwise, ao invés de buscarmos um entre 2¢ modelos, somente
¢ necessario investigar 1 + d(d + 1)/2 modelos. Uma segunda maneira de encontrar um
estimador linear da regressao com bom risco quando ha muitas covariaveis é o lasso, que
descrevemos a seguir.

3.3 Lasso

O lasso, desenvolvido por Tibshirani (1996), tem como finalidade encontrar um esti-
mador de uma regressao linear que possua risco menor que o dos minimos quadrados.
O lasso possui duas grandes vantagens com relacao a heuristicas stepwise: sua solugao é
mais rapida e possui mais garantias teéricas. Ele também busca soluc¢oes esparsas, isto é,
solugoes em que as estimativas de varios dos coeficientes ; sao zero. Assim como no caso
da busca pelo melhor subconjunto de covariaveis visto acima, isso é feito minimizando-se
o erro quadratico médio adicionado a um fator de penalizagao. Contudo, a penalizagao
utilizada pelo lasso nao é 2?21 I(B; # 0) como na Equacao 3.1.

Note que 2?21 I(B; # 0) é uma medida de esparsidade do vetor 3. A ideia do lasso é
trocar esta medida por 2?21 |B;], que também mede esparsidade: vetores com entradas

proximas a zero possuem um valor de » ., [;| menor que vetores cujas entradas sao
grandes. Compare a segunda e terceira colunas da Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Diferentes medidas de esparsidade/penalizagao. Todas elas conseguem cap-
turar se um vetor tem entradas pequenas.

Penalidade
B ¢_ 1(B; #0) 1Bl XY, 83
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 0 0 0
,—1 0,0) 5 17 79

(1,5,
5

6 )
(17 767_17_47 » Fy Ly by Yy 71271) 13 50 332
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Note também que modelos com coeficientes pequenos também sao pouco complexos,
pois, para qualquer valor das covariaveis, dao predi¢oes parecidas. Assim, Z;l:l |B;] é
uma, outra forma de medir a complexidade de um modelo.

Desta forma, no lasso, buscamos por

2
n d d
Broa=argmin | ve— o= Biweg | +AY_ 18 (3.2)
k=1 j=1

Jj=1

em que L indica o fato de que estamos medindo a esparsidade de um vetor 3 usando
sua norma em Ly, ||B[[7, = E?:l 1851

Cada valor do parametro \ (tuning parameter) leva a um conjunto de coeficientes
estimados B L, . diferentes. Assim como ocorre quando usamos a penalizagao da Equagao
3.1, quando A\ = 0, minimizar a Eq. 3.2 é equivalente a minimizar a Eq. 2.2, i.e., o lasso
torna-se idéntico ao estimador de minimos quadrados, com todos coeficientes diferentes
de zero. Por outro lado, quando A é grande,

n

2
d d d
D lue—=B80=D Bimes | +AD_ 18l = XD _18il,
=1 j=1 j=1

k=1

de modo que o estimador dos coeficientes é tal que 8, = 0,..., 84 = 0. Assim, para A
grande, o estimador dado pelo lasso tem varidncia zero, mas um viés muito alto. Desta
. . L d . . A

maneira, adicionar a penalizacao A =1 |5 também induz estimadores com variancia
menor que aqueles dados pelo método de minimos quadrados.

A escolha de \ é em geral feita pela validagao cruzada. Isto é, estimamos R(gy) para
cada A de interesse?, e entdo selecionamos A que leva ao melhor modelo selecionado; veja
a Figura 3.2.

2 A cada X corresponde um :E'}Ll,w que por sua vez corresponde uma fungio de predigio g(x).
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Figura 3.2: Processo de escolha de A via validagao cruzada. O risco para cada valor de A
é estimado usando-se validacao cruzada.

Duas caracteristicas positivas do lasso sao:

e B extremamente rapido achar ,@ L,.x bara todos os A simultaneamente. Diversos algo-
ritmos foram desenvolvidos nos tltimos anos para fazer tal tarefa, sendo o LARS um
dos primeiros desses. Veja mais detalhes sobre isso em Friedman et al. (2010).

e A solugao induzida por 3.2 possui muitos zeros (i.e., o vetor B Lo € esparso). Assim,

o modelo resultante é de facil interpretagao. Note que o fato de B L.,\ SEr esparso nao
é trivial (ao contrario do que ocorre com a penalizagao Z;l:l I(B; # 0)). Para mais
detalhes sobre esse aspecto veja, e.g., Hastie et al. 2009b.

3.3.1 Garantias Teoricas

Mesmo quando a regressao nao é de fato linear, o estimador dado pelo lasso converge
para o oraculo esparso. Mais especificamente, temos o seguinte teorema:

Theorem 3.1. (Greenshtein and Ritov, 2004) Seja

B. = argminE[(Y — 8X)?] sujeito a |||l < L

o melhor preditor linear esparso. Se (X1,Y1),..., (X, Y,) s@oi.i.d. s e|Y], | X1|,...,|Xpn| <
B para algum B > 0, entao
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B = arg min Y; — B'X,)? sujeito a <L
3 gﬁ;( B'X,)* sy 1811 <

(veja na Eq. 3.5 que este € justamente o estimador do lasso) € tal que, com probabilidade
ao menos 1 — 6,

Rigs) — Rigs.) = % OB g (20,

Note que quanto menor o valor de L no Teorema 3.1, mais proximo o risco do estimador
do lasso fica do risco do oraculo. Ou seja, mais facil é se recuperar o melhor 5. Por outro
lado, quanto menor o valor de L, pior é o oréculo.

3.4 Regressao Ridge

Um alternativa ao lasso (que na realidade é anterior a ele) ¢ a regressao ridge (Hoerl
and Kennard, 1970). A ideia é novamente buscar o modelo que minimize a soma do erro
quadratico médio de g com uma medida de sua esparsidade. Na regressao ridge isto é
feito encontrando-se o estimador dado por

2
n d d
Br, = arg mﬁlnz Yk — Bo — Z Bijxr; | + A Z ﬁ?, (3.3)
k=1 j=1 Jj=1

em que Lo indica o fato de que estamos medindo a esparsidade de um vetor 3 usando sua

2 _ ¢ 2 - . . -
norma em Lo, [|B[|7, = >_;_; B7. Ao contrario do lasso, a regressao ridge possui solucéo
analitica, dada por

ELQ,A = (50,317 e ,Bd) = (X'X 4+ AI) XY, (3.4)

Compare esta solucdo com a Equagao 2.3. Apesar de nao introduzir solu¢bes com
zeros como o lasso, a regressao ridge também diminui a varidncia dos estimadores da
regressao pois encolhe (shrinks) os coeficientes § estimados pela regressao linear. Por
exemplo, no caso em que as covariaveis originais sao ortogonais (i.e., X'X = I), temos
B Lo = B /(14 X), em que B é o estimador de minimos quadrados da Equacédo 2.3. Assim,

v[3)

\4 [B\i,Lz,)\} = m
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Evidentemente, como no lasso, apesar da variancia da ridge regression ser menor, seu
viés é maior. Assim, A deve ser escolhido de modo a controlar o balango viés-variancia.
Novamente, isso pode ser feito via validagao cruzada.

Na Segao 4.6.3, estudamos uma extensdo nao linear da regressao ridge, a kernel ridge
regression. Nela também mostramos como calcular facilmente a solugao para todos os A’s
simultaneamente.

3.5 Formulagao Alternativa

O lasso possui uma formulagao alternativa. Pode-se mostrar que, para cada A > 0,
existe B > 0 a solugao de 3.2 é dada por

n d
arg mﬁin Z(Zl/z — Bo — P11 — ... — Baxq)? sujeito a Z 1Bj] < B. (3.5)
i=1

j=1

Analogamente, as solugoes das Equagoes 3.1 e 3.3 (AIC e Regressao Ridge, respecti-
vamente) podem ser reexpressas como

n d
arg Ingl’l Z(yz — ,60 — ,Bl.Tl — ... Bd$d)2 sujeito a ZH(BJ 75 0) < Bl
i=1 j=1
e
n d
arg mﬁin Z(yl —Bo—Pix1—...— ﬁdazd)2 sujeito a Z(/Bj)z < By,
i=1 j=1

para algum B; e Bs, respectivamente. Isso evidencia mais uma vez que, em todas as
abordagens, a penalizacao favorece coeficientes “pequenos" quando comparados & solugao
de minimos quadrados. Contudo, enquanto que o lasso e a penalizagao por AIC fazem
selecao de varidveis, o mesmo nao ocorre com a regressao ridge.

3.6 Interpretacao Bayesiana

Tanto a regressao ridge quanto o lasso admitem uma interpretacao sob o ponto de
vista Bayesiano: os estimadores de 3 em ambos os procedimentos podem ser escritos
como sendo a moda da distribuicdo a posteriori para § para uma dada distribuigdo a
priori e verossimilhanga. Mais especificamente, se assumimos que
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t 2
Yilxi, B ~ N(B'x;;0°14),
com Yi,...,Y, independentes e o2 conhecido, entdo:

e Se 3~ N(O, cr%[dL a moda da distribuigao a posteriori de 8 dados (x1,41), - - -, (Xn, Yn)
é justamente o estimador de 3 dado pela regressao ridge (Eq. 3.3) com A = 02/ 0‘%

e Se fB1,...,Bq ii.d. ~ Laplace(0,75)3, a moda da distribuigdo a posteriori de 3 dados
(X1,Y1)s- -+ (Xn,Yn) € justamente o estimador de B dado pelo lasso (Eq. 3.2) com
A =o?rg

Note que, sob a abordagem Bayesiana, o tuning parameter X é definido pela distribuigao
a priori. Quanto menor a dispersao da priori, maior o valor de A e, consequentemente,
mais proximo de zero estarao as estimativas a posteriori. Assim, a abordagem Bayesiana
evita o overfitting, por mais que esse nao seja necessariamente seu objetivo primordial. O
interessante é que isso ocorre justamente porque a priori centrada em O reflete a crenca
de que os pardmetros relativos & maioria das covaridveis, em geral, devem ser pequenos.

Isto leva a uma interpretagao filosofica interessante: escolher A por validagao cruzada
equivale a escolher a distribuicdo a priori que leva a um maior poder preditivo. Em
outras palavras, usamos a maquinaria Bayesiana apenas para motivar estimadores com
uma performance (preditiva) melhor que a dos minimos quadrados.

Veja mais sobre a relagao entre estimadores de Bayes e os estimadores descritos neste
capitulo em, por exemplo, Bishop (2006) e Park and Casella (2008).

3.7 Regressao Ridge e Lasso no R

No R, ambos os métodos podem ser implementados via a biblioteca “glmnet". Se x
¢ a matriz com as covariaveis e y é a matriz com os valores da variavel resposta, para
ajustar o lasso basta fazer:

ajuste = glmnet (x, vy, alpha=1l)

validacaoCruzada = cv.glmnet (x, y, alpha=1)
plot (validacaoCruzada)
lambdaOtimo = validacaoCruzada$lambda.min

3 Aqui, Tg € um parametro de precisao.
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coefficients (ajuste,s = lambdaOtimo)
predict (ajuste, newx=xNovo,s = lambdaOtimo)

Note que a validagao cruzada ja é feita automaticamente pela fungdo cv.glmnet.
A regressao ridge pode ser ajustada usando-se essas mesmas fungoes, mas usamos
alpha=0 ao invés de alpha=1.

3.8 Exemplos

Exemplo 3.1 Geramos n = 500 observagoes i.i.d. sequndo

20
Yi=3Xp1 —2Xpo+ Xp3 —3Xpa+ X5+ ZOXk,i + €k,
i—6

com e ~ N(0,0.5%) e Xi; ~ N(0,1), i =1,...,20 independentes.

A Tabela 3.2 mostra os resultados encontrados. Pode-se observar que o método dos
minimos quadrados com todas as varidveis foi rapido de ser ajustado, mas tém poder pre-
ditivo muito baizo (o risco estimado € alto). Por outro lado, todos os métodos de selegao
de varidveis vistos neste texto possuem poder preditivo muito maior para este exemplo. A
heuristica do forward stepwise fornece os mesmos resultados que a da busca pelo minimo
da Equagao 3.1 (critério AIC), com a vantagem de levar um tempo substancialmente
menor. Por outro lado, o lasso forneceu um risco ainda menor em um intervalo de tempo
ainda mais curto; em particular as varidveis selecionadas foram as que realmente in-
fluenciam Y. A regressao ridge foi substancialmente melhor que o método de minimos
quadrados com todas as covaridveis, mas levemente pior que os demais métodos. Contudo,
teve tempo de execucdo menor que o forward stepwise.
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Tabela 3.2: Resultados dos métodos de selegao de variaveis no exemplo da Secao 3.8. *:
Busca pelo melhor subconjunto.

Meétodo | Variaveis Selecionadas Tempo de ajuste Risco Estimado
Minimos Quadrados Todas 0.002 segundos 14.63 (0.02)
Melhor AIC* L1,X2,T3,T4,L5,L10,L12,L13,L19,X20 1 hora e 20 minutos 0.30 (0.02)
Forward Stepwise |z1,x2,%3,%4,T5,T10,T12,%13,T19,L20 0.46 segundos 0.30 (0.02)
Ridge Todas 0.19 segundos 0.33 (0.03)
Lasso T1,%2,T3,T4,Ts 0.08 segundos 0.25 (0.02)

O

Exemplo 3.2 (Cancer de Prostata) Esses dados sao provenientes de um estudo pu-
blicado em Stamey et al. (1989) e foram descritos por James et al. (2013). Nesse trabalho
estudaram a correlagao entre o nivel de antigeno especifico de prdstata (PSA) e algumas
medidas clinicas. Foram observados dados de 97 homens que estavam para fazer prosta-
tectomia radical. O objetivo era prever o logaritmo da PSA (lpsa) com base nas demais
varidvess.

Para a ilustracao das técnicas de minimos quadrados, Ridge e Lasso, utilizamos a
separagao do banco em treinamento e validagio definida por TIBS. Foram considerados
dados de 67 individuos para treinamento e os 30 restantes para validacdo.

library (dplyr)
library (glmnet)
library (plotmo)

set .seed (1)
dados = read.table ("data/prostate.data")

tr = dados$train

dados [, 1:8] apply (dados([,1:8], 2, scale, center = TRUE,
scale = TRUE)

dados dados [, 1:9]

Xtr = as.matrix(dados[tr,1:8])
ytr = dados$lpsaltr]
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# cojunto validacdo
xval = as.matrix(dados['!'tr,1:8])
yval = dados$lpsal!tr]

A sequir iremos ajustar o modelo de minimos quadrados, ridge e lasso.

# Minimos Quadrados
ajuste_mg = 1lm(lpsa ~ ., data = dados|tr,])
predito_mg = predict.lm(ajuste_mqg,
newdata = as.data.frame (dados[!tr,1:8]1))

# Regressdo Ridge

vc_ridge = cv.glmnet (xtr, ytr, alpha = 0)

ajuste_ridge = glmnet (xtr, ytr, alpha = 0)

predito_ridge = predict (ajuste_ridge, s = vc_ridgeS$Slambda.lse,
newx = xval)

# Regressdo LASSO

vc_lasso = cv.glmnet (xtr, ytr, alpha = 1)

ajuste_lasso = glmnet (xtr, ytr, alpha = 1)

predito_lasso = predict (ajuste_lasso, s = vc_lasso$lambda.lse,
newx = xval)

Para a regressao Ridge e Lasso, € interessante utilizar o grdfico dos coeficientes em
fungao de A ou log(\). As Figuras 3.3 e 3.4 ilustram o comportamento dos coeficientes
estimados de acordo com A para as duas técnicas.
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Figura 3.3: Coeficientes da regressao Ridge estimados em fungao de A ou log(A). A reta
vertical indica o valor escolhido via validacao cruzada.
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Figura 3.4: Coeficientes da regressao LASSO estimados em funcao de A ou log(A). A reta
vertical indica o valor escolhido via validacao cruzada.
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A Tabela 3.3 apresenta os coeficientes estimados com a utilizacdo das trés técnicas.
Note a reducio dos coeficientes obtidos por minimos quadrados com estimagdo dos mo-
delos Ridge e LASSO. Ainda, note que excluimos trés varidveis (age, lcp e gleason) com
a utilizagao do modelo LASSO.

Tabela 3.3: Coeficientes estimados para os dados da prostata considerando minimos qua-
drados, ridge e lasso.

Minimos Quadrados Ridge Lasso

(Intercept) 2.465 2.456 2.468
lcavol 0.680 0.245 0.534
lweight 0.263 0.158 0.173
age -0.141 0.014 -
Ibph 0.210 0.108 0.012
svi 0.305 0.163 0.101
lep -0.288 0.082 -
gleason -0.021 0.056 -
pegd5 0.267 0.095 0.006

A Tabela 3.4 apresenta o desempenho preditivo dos modelos obtidos com os dados de
treinamento quando aplicados aos dados de validagdo dos 30 individuos. Assim, notamos
que a regressao LASSO apresentou o melhor desempenho preditivo e o menor erro padrao.
A regressao Ridge apresentou um desempenho intermedidrio entre a performance obtida
com LASSO e minimos quadrados. Jd o desempenho obtido com o modelo de minimos
quadrados apresentou a pior performance preditiva e maior variabilidade.

Tabela 3.4: Desempenho preditivo em relagao ao conjunto de validagao dos modelos de
minimos quadrados, ridge e lasso.

MSE EP
Minimos Quadrados 0.5213 0.1787
Ridge 0.5492 0.2001
Lasso 0.4731 0.1620

O

Exemplo 3.3 (Amazon Fine Food Reviews) Nesse exemplo mostramos como fazer
predigoes de notas dadas em resenhas da Amazon com base no conteido (texto) dela. Para
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isso, selecionaremos um subconjunto do banco de dados Amazon Fine Food Reviews*. Esse
banco conta com aproximadamente meio milhao de resenhas. Para ilustracdo das técnicas
apresentadas anteriormente, separamos 70.000 observagoes para treinamento dos modelos
e 20.000 para validagao.

library (data.table)
library (tm)
library (glmnet)

dados = fread("data/Reviews.csv", header = TRUE)

# seleciona 70.000 observacédes
set.seed (1)

selecao = sample (nrow (dados), 70000)
dados = dados|[selecao, ]

# indica observacdes de treinamento
tr = sample.int (70000, 50000, replace = F)

corp = VCorpus (VectorSource (dadosS$Text) )

dtm = DocumentTermMatrix (corp,

control = list (tolower = TRUE,
stemming = FALSE,
removeNumbers = TRUE,
removePunctuation = TRUE,
removeStripwhitespace = TRUE,
weighting = weightTf,

bounds=1list (global=c (50, Inf))))

dtmMatrix = sparseMatrix (i = dtm$i, j = dtm$]j, x = dtmsv,
dimnames = list (NULL, dtm$dimnames[[2]]),
dims = e(dtm$Snrow, dtmS$Sncol))

dim (dtmMatrix)

4 {https://www.kaggle.com/snap/amazon-fine-food-reviews} .


https://www.kaggle.com/snap/amazon-fine-food-reviews
{https://www.kaggle.com/snap/amazon-fine-food-reviews}.
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## [1] 70000 4537

Assim, consideraremos nesse exemplo um total de 4.537 palavras. E importante notar
que nao € mecessdrio converter a matriz de dados para o formato usual com todos os
elementos preenchidos. Ela pode ser utilizada de forma esparsa (veja a Se¢ao A.3 para
mais detalhes) e, assim, economizar uma relativa quantidade de memoria. Note que, com
a utilizacao do formato esparso, € possivel trabalhar com o conjunto completo de meio
milhdo de resenhas.

A sequir iremos considerar o modelo de minimos quadrados, ridge e lasso.

# Minimos Quadrados

ajuste_mg = glmnet (dtmMatrix[tr,], dados$Score[tr], alpha = 0,
lambda = 0)

predito_mg = predict (ajuste_mqg, newx = dtmMatrix|[-tr,])

4 R1Adoe
# ~1qage

vc_ridge cv.glmnet (dtmMatrix[tr, ], dados$Scoreltr],

alpha = 0)
ajuste_ridge = glmnet (dtmMatrix[tr,], dados$Scoreltr],
alpha = 0)
predito_ridge = predict (ajuste_ridge, s = vc_ridge$lambda.lse,
newx = dtmMatrix[-tr,])
# LASSO
vc_lasso = cv.glmnet (dtmMatrix[tr, ], dados$Scoreltr],
alpha = 1)
ajuste_lasso = glmnet (dtmMatrix|[tr,], dados$Score[tr],
alpha = 1)
predito_lasso = predict (ajuste_lasso, s = vc_lasso$lambda.lse,
newx = dtmMatrix[-tr,])

Comparando o erro quadrdtico médio e o respectivo erro padrdo, notamos que a regres-
sao LASSO apresentou o melhor desempenho preditivo. A regressao Ridge apresentou um
desempenho mais proximo ao desempenho obtido com a regressio LASSO. Jd a regres-
sao com minimos quadrados apresentou um desempenho inferior as duas técnicas citadas
anteriormente.
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Tabela 3.5: Desempenho preditivo em relagao ao conjunto de validagao dos modelos de

minimos quadrados, ridge e lasso.

MSE test EP test
Minimos Quadrados  1.08 0.01
Ridge 1.02 0.01
Lasso 1.01 0.01

Uma forma de visualizar quais palavras apresentam maiores pesos para a previsio €
com a utilizagdo de grdficos de barras. Nesses grdficos consideramos os valores positivos
e negativos dos coeficientes estimados ordenados. Para esse exemplo selecionamos os 20
maiores de cada para a regressio RIDGE e LASSO.

Coeficientes Negativos Coeficientes Positivos

worst - NN ey - —
disappointing - ] activity - I
rip- ] deliciousness - I
inedible - I compares -  IN—
threw - I tastiest- I
ruined - ] worried - IEE——
returns - 1 skeptical - I
disappointment - ] hesitate - I
undrinkable - I stumbled - I
lesson - ] worries - I
disgusting - I sooner - I
inferior - ] scared - [N
o deceptive - ] afghanistan - I
5 horrible - ] beneficial - I
8 false - 1 conventional - I
F terrible - I whim - I
cancelled - ] delish - I
beware - ] melting - I
tasteless - ] performance - I
returning - ] paws - NN
yuck - I keeper - I
moldy - ] settled - I
awful - ] border- I
foul - ] hooked - I
ugh- ] relief- I
cancel - I doctors - I
flavorless - I hesitant - I
dissapointed - ] comforting - NG
chalky - | stews - I
! ! ; y ; ; ; !
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.0 0.1 0.2 0.3

Coeficiente Ridge Coeficiente Ridge

Figura 3.5: Coeficientes com os 20 maiores valores da regressao ridge.



46 3 Métodos Paramétricos em Dimensoes Altas

Coeficientes Negativos Coeficientes Positivos
disappointing - NG lay - I
fp- worried - I
inedible - ] skeptical - I
unhappy - ] tastiest -  INE—
disappointment - ] origin- I
threw - ] compares - [N
ruined - I scared - I
horrible - ] hesitate - I
terrible - I hooked - I
disgusting - 1 delicious - I
inferior - I paws - I
beware - ] activity - [
lesson - I awesome - I
§ returns - ] best- N
&  undrinkable - I pleased - I
g tasteless - ] worries - I
awful - ] pictures - I
tag - ] aka- [N
cancelled - ] fantastic - I
false - ] stumbled - I
yuck - I amazing - I
foul - ] excellent- NI
returning - ] addicted - I
waste - I sets- [N
repeatedly - ] heaven - I
disappointed - ] highly - I
deceptive - I loves - I
return - ] great- [N
china - | , border - IEEEE— .
-0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.0 0.1 0.2 0.3
Coeficiente lasso Coeficiente lasso

Figura 3.6: Coeficientes com os 20 maiores valores da regressao LASSO.

3.9 Resumo

Neste capitulo vimos que, mesmo quando ha muitas covariaveis, muitas vezes é possivel
criar bons estimadores de 7(x) com base em uma regressao linear. A chave para isso é
usar o fato de que, frequentemente, muitas varidveis tem pouca influéncia na resposta.
Assim, adicionando um termo de penaliza¢ao & soma de quadrados (Eq. 3.1), criamos
estimadores dos coeficientes 8 que encorajam esparsidade, isto €, muitos zeros na solugao.
Assim, criamos estimadores com uma varidncia menor. A esperanga é que, se 0 aumento
no viés por retirar essas variaveis nao é muito grande, o risco também diminui e, assim
conseguimos um estimador melhor para r(x) que aquele dado pelo método dos minimos
quadrados.

Vimos trés formas de se fazer a penalizagao:

e Penalidade Lg: ijl]l(ﬁi # 0). Computacionalmente, achar o minimo consome um

tempo computacional extremamente alto pois deve-se buscar o melhor entre os 2¢
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subconjuntos de covaridveis. Assim, é necessario usar uma heuristica como stepwise
para aproximar este valor.

e Penalidade Lq: E?:1 |8;|. Trata-se do lasso. Esta penalizagao é rapida de ser imple-
mentada e induz esparsidade em (3. Frequentemente ela tem uma performance muito
boa.

. d L S
e Penalidade Ly: Y% _, 2. Trata-se da regressao ridge. Esta penalizacio nao induz zeros
=11
em (3, mas reduz a varidncia do estimador da regressao pois “encolhe” o estimador de
minimos quadrados.

Métodos paramétricos muitas vezes impoem muitas limitagoes para r(x): por exemplo,
nem sempre o melhor estimador linear ¢ um bom estimador para 7(x). No proximo
capitulo iremos introduzir métodos nao paramétricos para r(x), que sdo modelos mais
flexiveis que métodos paramétricos.






Capitulo 4
Métodos Nao Paramétricos

Para amostras pequenas, métodos paramétricos costumam levar a bons resultados:
impondo-se um modelo com poucos pardmetros, é possivel criar estimadores com baixa
varidncia mesmo se n é pequeno. Contudo, quando temos n grande, podemos muitas vezes
aumentar o nimero de pardmetros do modelo, de modo que tenhamos um viés muito
menor & custa, claro, de uma varidncia um pouco maior. E exatamente ai que métodos
nao paramétricos ganham importéancia: informalmente, um modelo ndo paramétrico é um
modelo que tem infinitos pardmetros. Neste capitulo exploramos alguns destes modelos.

4.1 Séries Ortogonais

Métodos baseados em séries ortogonais sao bastante antigos (Chentsov, 1962) e
baseiam-se em uma ideia bastante simples: na expansao da func¢ao de regressao em termos
de uma base ortogonal. Para facilitar a discussao, vamos assumir por hora que x € [0, 1]

e f(x) = 1.

O ponto inicial ¢ escolher (;(x));en, uma base ortonormal! para o conjunto de fungoes

1
L*([0,1]) := {f 10,1 — R: / fA(x)dx < oo}.
0
Um exemplo de (1;(x));jen € a base de Fourier:

Po(x) = 1; Poj—1(x) = V2 sin (27jx), j EN; o (x) = V2 cos (2mjx), j €N

Ulsto 6, [ i (b (x) = (i = 5).

49
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o 2] e [ =3 e =5 e =7

1.5
1.0

—~ 05
< 0.0
= 05
-1.0
-1.5

000 025 050 075 1.00
X

Figura 4.1: Alguns elementos da base de Fourier. Os primeiros termos sao mais suaves
que os termos de ordem mais alta. Qualquer funcdo integravel em L? pode ser escrita
como combinacao linear dos elementos da base de Fourier.

A ideia central de métodos baseados em séries é que, se a funcdo de regressao r(x)
pertence a L%([0,1]), entdao r(x) pode ser representada como

r(x) =) Bwi(x),

JEN

em que, devido a ortonormalidade da base (1;(x));en, temos que os coeficientes da
expansao admitem uma forma muito simples:

B = /r(x)wj(x)dx = /E[Y|X]¢j(x)f(x)dx = /E[Y@Z)j(xﬂx]f(x)dx = E[Y¢,(X)].
Um estimador nao viesado para os coeficientes da expansao [3; ¢ dado por
~ 1 <&
pi= > Vi (Xa).
i=1
Assim, o estimador baseado em séries tem a seguinte forma:
J ~
P(x) = Bit(x). (4.1)
§j=0

O parametro J é um tuning parameter que controla o balango viés-varidncia. Valores alto
de J levam a um viés baixo, mas varidncia alta.

Observagao 4.1 Se r(x) pertence a L?([0,1]), sabemos que 3; — 0 quando j — oo,
o que justifica o truncamento da Equacao 4.1.
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O

Note que o numero de paradmetros )ien, € infinito, por isso o método de séries é
) 7)7€N, )
dito ser um método nao paramétrico.
Se d > 1, é mais complexo construir {;(x)}.. Tipicamente, isso é feito usando-se d
’ J j )
produtos tensoriais para cada uma das coordenadas de x. Por exemplo, se d = 2, a base
dada por produtos tensoriais é

{15 (x) = i(z1)j(22) 1 1,5 € N},

em que x = (z1,2), ¢ {ti(x1)}; e {1;(x2)}; sao bases para £2(R). Esta é uma base
para £2(R?) (Wasserman, 2006).

Note que a abordagem de séries ortogonais é essencialmente a mesma que aquela da
regressao linear com um niimero variavel de covariaveis, com a excecao de que o estimador
de cada coeficiente ; é mais rapidamente calculado devido & ortogonalidade das fungoes
de base. Com a finalidade de deixar essa conexao mais clara, considere o seguinte exemplo.
Pela expansao de Taylor, sabemos que qualquer fungao analitica (Krantz and Parks, 2002)

r(x) = Zﬁle

>0

pode ser expressa como

Essa é justamente a familia de modelos usada no Exemplo 1.6. Assim, o modelo ajus-
tado naquele exemplo foi um modelo nao paramétrico, apesar de que os coeficientes da
expansao foram ajustados via regressao linear. O que torna o modelo ndo paramétrico
é justamente o fato de que o namero de coeficientes usados, J (que naquele exemplo é
denotado por p) é um tuning parameter que pode assumir qualquer valor em {0, 1,...}.
Assim, ha um namero infinito de parametros?®. Finalmente, notamos que é possivel tornar
a base de polinémios ortonormal via o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt. A
base resultante ¢ chamada de base de Hermite (Efromovich, 1999).

Para outras abordagens de estimagao com séries ortogonais, veja Efromovich (1999),
Beran (2000) e Wasserman (2006). Em particular, tais referéncias discutem o uso de
outras bases além da base de Fourier, como por exemplo Wavelets. Veja também a Secao
4.12 para um pouco de teoria sobre estimadores baseados em séries.

O método de séries pode ser implementando usando-se uma base polinomial via a
funcao 1m, descrita no Capitulo 2:

ajuste = Im(y ~ poly(as.matrix (covariaveis),degree=5))

A funcdo poly automaticamente calcula todos os polindmios (neste caso com grau
até 5) em RZ.

2 Note que quando escolhemos J = Jo, estamos estimando B; =0,Vj > Jo.
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4.2 Splines

Vamos assumir novamente que d = 1. Assim como métodos baseados em séries ortogo-
nais, em splines aproximamos 7(z) como uma combinagao linear Zle Bifi(x). Contudo,
ao invés de usar uma base ortonormal, utiliza-se uma base para um espago de splines.

Para descrevermos o que é um spline, fixe ¢; < ... < t,. Chamamos tais pontos de
nds. Um spline de k-ésima ordem é uma funcdo polinomial por partes de grau k& que é
continua e tem derivadas de ordem 1,...,k — 1 continuas em seus nés. Como um spline
¢ bem mais suave que uma fungao que é polinomial por partes (mas sem as restri¢oes de
continuidade), ele consegue aproximar de forma mais eficiente fungoes continuas?.

Ha diversas formas de se definir uma base para tal espaco. Uma delas é através das
seguintes fungoes:

@) =1; fa@) = ;.. 5 frpa(z) = 2",
frrirj() =@ =15, j=1,....p
Ou seja, com essa base, I = k+ 1+ p. Ha, contudo, muitas outras formas de definir uma
base para este espacgo. Existem também muitas variacoes de splines, como natural splines
ou smoothing splines (veja, por exemplo, Hastie et al. 2009a e a Secao 4.6.3.1).
Fixados os nos, pode-se entao utilizar o método de minimos quadrados para estimar

os valores dos coeficientes 51, ..., Or.
No R, splines podem ser usados via a biblioteca splines:

fit = Im(y~bs(x , degree=3) , data = dados)
pred = predict (fit, newdata = list (x=x.grid), se = T)

Este codigo ajusta B-splines. Utilizando-se ns, pode-se ajustar natural splines da
mesma maneira. Para smoothing splines, pode-se usar

fit = smooth.spline(x,y, df=3)

4.3 Método dos k Vizinhos Mais Proximos

O método dos k vizinhos mais proximos (em inglés, k-nearest neighbours, KNN) (Be-
nedetti, 1977, Stone, 1977) é um dos mais populares na comunidade de aprendizado de

3 Por exemplo, se r é uma funcdo duas vezes diferenciavel em [0, 1], entéo existe um spline cibico f com nés em

t1 < ... <tp tal que sup,¢o, 11 [7(x) — f(z)| L O (%1 /fol T”(w)%lx) (De Boor, 1978).
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maquina. Ele tem como base estimar a fun¢ao de regressao r(x) para uma dada confi-
guracao das covaridveis x com base nas respostas Y dos k-vizinhos mais préximos a x.
Formalmente, definimos

(x) = % > i (4.2)

1€EN%

em que Ny é o conjunto das k observacoes mais proximas de x, i.e.,
Ny = {ie{l,...,n} 1 d(x;,x) < di}

e d¥ ¢ a distancia do k-ésimo vizinho mais proximo de x a x. Em palavras, a funcio de
regressao avaliada em x é estimada utilizando-se uma média local das respostas dos k
vizinhos mais proximos a X no espago das covariaveis.

O tuning parameter k£ novamente pode ser escolhido via validagao cruzada. Um valor
alto de k leva a um modelo muito simples (uma constante quando k — o0) e, assim
um viés alto, mas uma varidncia baixa. Por sua vez, um valor baixo para k leva a um
estimador com varidncia alta, mas viés baixo. Veja a Figura 4.2 para uma ilustracao.

Figura 4.2: Influéncia na escolha de k£ no estimador dos k vizinhos mais préximos.

O método dos vizinhos mais proximos pode ser implementando usando-se o pacote
FNN. A funcdo knn.reqg faz a predicdo para novas observagdes com covaridveis xNovo
(uma observagao por linha) utilizando um conjunto de treinamento com covariaveis
xTreinamento, respostas yTreinamento e k vizinhos através do seguinte comando:



54 4 Meétodos Nao Paramétricos

library (FNN)

ajuste = knn.reg(train=xTreinamento, test=xNovo,y=yTreinamento,
k=k)

predvVal=ajusteS$Spred

4.4 Nadaraya-Watson

O método de Nadaraya-Watson, criado por Nadaraya (1964) e Watson (1964) é uma
variagao do método dos k-vizinhos mais préoximos bastante difundida na comunidade de
estatistica. Este método baseia-se em estimar a funcao de regressao em um dado ponto
x utilizando-se uma média ponderada das observagoes do conjunto de treinamento:

o) = 3w

em que w;(x) é um peso atribuido a i-ésima observagao, e que mede o quao similar x; é
a X. Mais especificamente, w;(x) tem a forma

_ K(x,x;)
Z?:l K(x, Xj) 7

em que K(x,x;) ¢ um kernel usado para medir a similaridade entre as observagoes.

w; (x)

Algumas escolhas populares para K (x,x;) sao:

o K(x,x;) =1(d(x,%x;) < h) (kernel uniforme)

(V 2ﬂh2)71€l’p{—%} (kernel gaussiano)

(1 —d(x,x;))I(d(x,x;) < h) (kernel triangular)

(1 — d?(x,x;))I(d(x,x;) < h) (kernel de Epanechnikov)

[}
—~ o~ 5\ —~
»
X
Il

[ ]
=
»
X
I

Enquanto que o kernel uniforme atribui o mesmo peso para cada observacao a uma
distancia menor que h de X e peso zero para observacoes a uma distdncia maior que
h (um tuning parameter), os kernels triangulares e de Epanechnikov atribuem pesos
diferentes de acordo com a distdncia até x: observagoes mais préximas recebem peso
maior. O kernel gaussiano, por sua vez, atribui peso positivo para todas as observagoes
do conjunto de treinamento (novamente, observagoes mais proximas recebem peso maior).
Outros exemplos de kernel podem ser encontrados em http://en.wikipedia.org/
wiki/Kernel_ %28statistics%29


http://en.wikipedia.org/wiki/Kernel_%28statistics%29
http://en.wikipedia.org/wiki/Kernel_%28statistics%29
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Note que um valor alto do tuning parameter h leva um estimador da fungao de regressao
com variancia baixa e viés alto, j& que o mesmo peso ¢é atribuido para cada amostra x;
neste caso. Por sua vez, h baixo leva a uma estimador com varidncia alta, mas viés baixo.
Veja a Figura 4.3 para um exemplo com o kernel uniforme.

h=0.05 h=0.2 h=1

Figura 4.3: Influéncia na escolha de h no estimador de Nadaraya-Watson. Aqui o kernel
utilizado foi o kernel uniforme.

Na pratica, muitas vezes é observado que a escolha do kernel nao influencia muito os
resultados; a escolha dos tuning parameters associados a ele sim. Veja um exemplo de
comparacao de dois kernels na Figura 4.4.
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h=0.15 h=0.15

(a) Kernel Uniforme (b) Kernel Gaussiano

Figura 4.4: Influéncia na escolha de h no estimador de Nadaraya-Watson. Aqui o kernel
utilizado foi o kernel uniforme.

Pode-se verificar que o estimador de Nadaraya Watson em um dado x fixo é justamente

sz Y /BO) )

o ponto By que minimiza

isto é,
7(x) := By = arg r%inz wi(x) (Y; — Bo)? (4.3)
0 =1

Assim, tal estimador pode ser entendido como um estimador de minimos quadrados
pondemdo onde consideramos uma funcao de regressao que contém somente o intercepto,
r(x) = ﬁo Note que x esté fixo; para cada x temos um valor de ﬁo diferente, i.e., uma
outra regressao linear. Esta motivagao para o estimador de Nadaraya-Watson leva a uma
extensao de tal método, conhecida como regressao polinomial local, que descrevemos na
Secao 4.5.

Uma forma de se ajustar o estimador de Nadaraya-Watson é usando o pacote locfit.
Pode-se mudar o kernel utilizado via o argumento kern.

ajuste=locfit (nomeResposta ~ nomeExplicatival+nomeExplicativaZz,
alpha=c(0,0.3),deg=0,
data=dados)

valoresPrevistos= predict (ajuste, newdata=novosDados)
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4.5 Regressao Polinomial Local

A regressao polinomial local (Stone, 1977, Cleveland, 1979, Fan, 1993, Fan and Gijbels,
1996) é uma extensao do estimador de Nadaraya-Watson. Suponha por simplicidade que
h& apenas d = 1 covariavel. A ideia chave é que, ao invés de buscar um estimador
baseado no método de minimos quadrados ponderados com apenas um intercepto como
na Equacao 4.3, utilizamos um polinémio de grau p:

D
P(x) = Bo+ Y Bx,
j=1

em que f, ..., [, sao dados por

n p
arg min E wi(x) | Y; — Bo — E B,x]
BOw":ﬁp i=1 j:1

Aqui, novamente, w;(x) = K(x,x%;). Note que, para cada x de interesse, as estimativas
dos coeficientes o, ..., 3, € outra, ou seja este estimador consiste em usar o método de
minimos quadrados localmente. A solucao para tal problema é dada por

(Bo ... By) = (B'2B) ™" B'qy,

em que B é uma matriz n por p + 1 cuja i-ésima linha é dada por (1 x; ... x%), e 2 ¢
uma matriz diagonal n por n cujo i-ésimo elemento da diagonal é w;(x).

A grande vantagem de se utilizar polindmios ao invés de apenas um intercepto é que
isso induz estimadores com vieses menores (em particular, o viés em regides proximas
ao limite do dominio dos dados; veja, por exemplo, Wasserman 2006). Por outro lado,
a varidncia de tais estimadores é maior, de modo que é importante selecionar grau do
polinémio a ser utilizado adequadamente.

Para regressao polinomial local com mais de uma covariavel (i.e., d > 1) remetemos o
leitor a Fan and Gijbels (1996).

Polinémios locais também podem ser ajustados no R usando o pacote locfit, como
o estimador de Nadaraya-Watson (Segao 4.4). Para isso, basta modificar o valor do argu-
mento deg, que representa o grau do polinémio a ser utilizado. Note que 0 corresponde
ao estimador de Nadaraya-Watson.
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4.6 Penalizagao em RKHSs

Métodos de estimagao da funcao de regressao com base em penalizacao em RKHSs
(Reproducing Kernel Hilbert Spaces, Aronszajn 1950) (Kimeldorf and Wahba, 1970, Has-
tie et al., 2009a, Nosedal-Sanchez et al., 2012) sdo uma familia de estimagdo bastante
geral. A fim de motivar esta familia, considere novamente o problema de minimizagao
proposto na regressao ridge (Segao 3.4):

n d
f= argmﬁinz (yx — Bo — Brzga — ... — 5d$k,d)2 + Azﬂf-
k=1 i=0

Denotando a i-ésima variavel de x por ¢;(x) (usando a convengao de que ¢g(z) = z¢ =
1), vemos que tal problema pode ser reformulado como

7(x) = arg ggg‘lz (g — 9(x1))” + Allglf3, (4.4)
k=1

em que

d d
H = {g € L*(X) : existem (¢;)%, com Zcf < 00 tais que g(x) = Zcid)i(x)}

i=0 =0
(4.5)

d
g3 =D Bt
i=0

Note que enquanto o termo Y ,_,; (yx — g(xk))2 mede a bondade de ajuste de g, o
termo ||g||3, mede a suavidade de g: se ||g||3, é baixo, temos g suave, caso contrario g
oscila muito. Em outras palavras, ||g||3, alto implica que uma mudanga pequena em x
acarreta em uma mudanga grande em g(x).

A ideia por tras de métodos de regressdo com base em penalizagdo em Reproducing
Kernel Hilbert Spaces (RKHS) é generalizar esta abordagem. Ao invés de usarmos ape-
nas este espago especifico H, consideraremos espagos mais gerais H em que podemos
resolver a Equacao 4.4 facilmente. Tais espacos sdo justamente os Reproducing Kernel
Hilbert Spaces, que descrevemos a seguir. Isto permite criar uma classe mais ampla de
estimadores que tem possibilidade de ter boa performance em uma grande variedade de
situacoes. Mais especificamente, buscaremos resolver o problema
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. L )\ 2
arggréli[l; (k> 9(xx)) + Allgll5

em que H é um RKHS e L é uma funcao adequada para o problema em questdo. Veremos
que a norma ||g||3 reflete a suavidade das fungoes em H, e que cada espago contém uma
nocao de suavidade diferente. Assim, dado um novo problema, um usuério pode desenhar
sua funcao de perda L e escolher um espago que julgar adequado para criar sua funcao
de predigdo g. Veremos que smoothing splines, support vector regression e kernel ridge
regression sao casos particulares desta abordagem, para escolhas particulares de L e H.

4.6.1 Penalizacao em Reproducing Kernel Hilbert Spaces (RKHS)

Nesta secdo veremos que um RKHS # ¢ essencialmente um subespaco de L?(X) que
contém fungoes suaves. Em particular, a norma ||g||3, ¢ uma medida de suavidade da fun-
¢ao g. Uma quantidade fundamental na definicio de um RKHS é um Kernel de Mercer?,
que definimos no que segue.

Definicao 4.1 Seja K(x,y) uma funcio cujo dominio é X x X° que é:

e Simétrica: K(x,y) = K(y,x) para todo x,y € X
e Positiva Semi-Definida: a matriz [K (x;, Xj)]?jzl € positiva semi-definida para todo
n € N e para todo x1,...,%X, € X.

Dizemos que K é um Kernel de Mercer.

Exemplo 4.1 Alguns kernels de Mercer comuns séo:

o K(x4,%x;) = (1+ (x;,%;))%(kernel polinomial)
d? (x;,%))
o K(x;,x))=e 2% (kernel gaussiano)
Veja mais exemplos em Scholkopf and Smola (2002).
O

No contexto de regressao, K (x,y) representa uma maneira de se medir a similaridade
entre dois vetores de covaridveis x e y.
A seguinte decomposigao de um kernel é essencial para a construgao de RKHSs:

4 Nao confundir com um kernel suavizador como aquele usado no estimador de Nadaraya-Watson.

5 Para métodos de penalizacio em RKHS, o espaco amostral X pode ser um espaco qualquer, i.e., ndo precisa
ser necessariamente R?.
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Teorema 4.1 [Teorema de Mercer| Todo Kernel de Mercer K pode ser decomposto
como
K(x,y) = Z%¢i<x)¢i()’)7
i>0
em que Zizo V2 <00 e do, b1, ... € um conjunto de fungoes.

Um caso particular é o dado no inicio da Se¢ao 4.6: o kernel implicito na regressao
ridge: K(x,y) = (x,y) = Z?:o Z;Y;, 0 produto interno das covariaveis.
Um RKHS é definido da seguinte maneira:

Definigao 4.2 Seja K um kernel, e sejam ¢; e v;, © > 0, como no Teorema 4.1. Consi-
dere o espaco de funcoes

2
Hix =< g€ L*(X): emistem (c;)i>0 com E % < o0 tais que g(x) = E cit;i(x)
- : Yi "
i>1 1>1

Dizemos que Hyx € o Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) associado ao kernel
K, em que a norma de uma fungio g(x) = 3,50 ci¢i(x) € definida por ||gll3,, =

Zizo i /i

A norma ||g||#, captura a suavidade de uma funcao g. Isso ocorre pois (i) a condigao
Yo 72 < oo do Teorema de Mercer implica que v; — 0 e (ii) tipicamente as fungdes
¢;’s ficam menos suaves & medida que i —s co. Assim, ||g[|3,, == >;50 ¢/ € pequeno
quando ¢; é extremamente pequeno para i grande. De fato, para c?/ ~; ser baixo quando
1 é grande, ¢; deve ser extremamente pequeno, pois y; = 0.

Embora a decomposi¢ao do Teorema 4.1 em geral nao é tnica, cada kernel K define
um tnico RKHS:

Teorema 4.2 A um kernel K corresponde um tnico RKHS Hp .

4.6.2 Solugao

O problema de estimagao de uma funcao de regressao via RKHSs consiste em encon-
trar a solugdo para uma generalizagdo da Equagao 4.4. Mais especificamente, buscamos
encontrar

n

arg min L(yk, 9(xx)) + )\HgH%K, (4.6)
gEH K 1
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em que Hy é¢ um RKHS arbitrario e L(y, g(x)) ¢ uma funcao de perda arbitraria, ambos
definidos pelo usuério do método. A é um tuning parameter que determina o balango
entre viés e variancia como no lasso. A grande leva a fungées mais suaves (pois ||g]|7,,. €
menor), enquanto que A pequeno leva a fungoes que se ajustam melhor ao conjunto de
treinamento.

O seguinte teorema, frequentemente atribuido a Kimeldorf and Wahba (1971), é de
fundamental importancia para resolugao do problema de minimizacao da Equagao 4.6:

Teorema 4.3 [Teorema da Representacao] Seja K um kernel de Mercer correspon-
dente ao RKHS H . Considere um conjunto de treinamento (X1,Y1),- .., (Xn,Yn) € uma
fungao de perda arbitrdria L(y, g(x)). Entao a solugao de

n

L M lgl|? 4.
arggrer%n 2 (k> 9(x1)) + Mlgll3g, (4.7)

existe, € unica e tem a forma

x) = Z ap K (xp, %)
k=1

Este resultado converte o problema de busca pelo minimo na classe Hyx em um pro-
blema de otimizagao de um ntmero finito de coeficientes aq,...,a,. Veremos alguns
exemplos de aplicagao nas subsecoes que seguem.

Notamos ainda que, usando o Teorema de Mercer (Teorema 4.1), a formula para a
norma de g do Teorema 4.7 pode ser simplificada. Temos que

ZakK(Xka Zakz%(lﬁz xk sz Z% (Z O‘k(m Xk ) ( )
k=1

>0 >0

Assim, para g(x) = Y ,_; a;K(x;,x), temos

ol = S 0 im0 )T 5~ 5~ )

i>0 i i>0 1<j.k<n

= D o [ D mdil)dixk) | = Y ajanK(x;, %) (4.8)

1<j,k<n 120 1<j,k<n

Tal decomposicao facilita o célculo da solugao apresentada pelo Teorema 4.3. Na
sequéncia, apresentamos alguns exemplos do calculo desta solugcdo em problemas par-
ticulares.
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4.6.3 Exemplo 1: Kernel Ridge Regression

Quando a fun¢do de perda da Equacdo 4.7 é a perda quadratica, L(y;, g(x;)) = (y; —
g(x:))?, o estimador obtido minimizando-se a Equacao 4.6 é chamado de kernel ridge
regression. De fato, se Hx € o espago descrito na Equagao 4.5, o problema da Equagao
4.6 equivale ao problema da regressao ridge. Neste caso, o Teorema da Representagao
mostra que a solugao de

n

. 2 2
L . A
arg min '71(3/] 9(x5))° + Allgll3,

é dada por g(x) = >, _, arK(xy,x), em que @y’s sao obtidos via
n n 2
argalw}%nz (yj - ZakK(xk,xj)> +A Z ajo K (x5, %),
J=1 k=1 1<4,k<n

em que usamos a Equagao 4.8 para reescrever a penalidade ||g||3,, . Matricialmente, este
problema pode ser reescrito como

argmin(y — Ka)'(y — Ka) + A\a'Ka, (4.9)
em que @ = (ag,...,0n), y = (Y1,...,yn) €
<X17X1> <X17X2> <X17XTL>
Xg9,X1) (Xg2,X3) -+ (X2,Xp,
K:<2_1><2.2> <2.>
<Xn,X1> <Xn7X2> Tt <Xnaxn>

A solucgao para a Equacao 4.9 é dada por
a = (K+ M)y, (4.10)
de modo que o estimador dado pela kernel ridge regression é
§(x) = a'k = y' (K + \I) "'k, (4.11)

com k = (K (x1,x),..., K(X,,X)).
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4.6.3.1 Smoothing Splines

Quando x € [0,1], um caso particular da kernel ridge regression ¢ o de smoothing
splines, em que se busca pela fungdo g que minimiza

n

S (k- 9(x1))” + A / 9" ()] [2dx. (4.12)

k=1

Note que fol |lg” (x)]|?dx também é uma forma de se medir o quao suave g é (veja mais
sobre isso na Sec¢ao 4.12); na realidade essa quantidade corresponde & normal em um
RKHS especifico, veja Wahba (1990), Nosedal-Sanchez et al. (2012), Pearce and Wand
(2006)S.

Pode-se mostrar que a solugao para esse problema corresponde a uma expansao de g(x)
em uma base formada por splines naturais cibicos com nés no conjunto de treinamento
(Wahba, 1990). Contudo, ao contrario da metodologia apresentada na Segao 4.2, aqui
os coeficientes da expansdo sao penalizados de modo a se obter solucdes mais suaves. E
justamente por isso que esse método é chamado de smoothing splines.

4.6.3.2 O Truque do Kernel*

O estimador do kernel ridge regression também pode ser motivado sem a evocacao
de Reproducing Kernel Hilbert Spaces. Para tanto, comegamos reescrevendo o estimador
dado pela regressdo ridge. Lembre-se que, como visto na Secdo 3.4, a regressao ridge
busca por

2
n d d
ﬁ:argmﬂinz yi—Bo— Y Bjmiy | +AD 55,
i=1 j=1 j=1

e tem como solugao
B = (Bo,gh e 7Bd) = (X'X + ) 'X'Y.

Com um pouco de algebra, pode-se mostrar que B\ pode ser escrito como X*(XX! +
AI)~1Y, de modo que o estimador da regressao ¢ dado por

P(x) = YHXX! 4 M) 'Xx = YH(K + AI) 'k

6 Tecnicamente, neste contexto é necessario uma versdo um pouco mais geral do Teorema da Representacéo, veja
por exemplo Wahba (1990), Nosedal-Sanchez et al. (2012).
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em que
k = ((x1,%x),..., (xn,x>)t
) <X17X1> <X1¢X2> <X17Xn>
K (x2,x1) (X2,%2) -+ (X2,Xn)
<Xn,X1> <Xn,X2> to <Xn,Xn>

Assim, para calcular 7(x), é suficiente sabermos os produtos internos entre todos os
pares de observagao, i.e., (x;,x;) = 22:1 X kX, k- Este fato é fundamental para o que
sera descrito a seguir.

Suponha, agora, que estejamos interessados em uma transformacdo das covaridveis
originais, da mesma maneira que discutido na Se¢ao 2.1. Por exemplo, suponhamos que
temos duas covariaveis, (z1,22), € que queremos estimar uma regressao que nao ¢ linear
no espaco original, mas sim que tem a forma

T(X) = 511‘1 + ﬁ2$% + ,33%2 + ,34.%% + B5l’1$2 (4.13)

Para isto, podemos usar o estimador da regressao ridge com novas covaridveis w =
(1, \/i’l?l,l'%, \/§x2,$%, \@xlxg). Como mostrado anteriormente, para calcular este esti-
mador, somente é necessario que saibamos os produtos internos das observacoes com
relagdo as movas covaridveis, i.e.,

(Wi, wi) = 1422, 1%211 + xil *xil + 2z 0%x; 0 + x1272*$l2,2 + 2z 1@ 0%x 120 (4.14)
Mais precisamente, o estimador é dado por
P(x) = YHK + AI) 'k (4.15)
em que
k = (K(x1,x),...,K(xp,%))

K(x1,%x1) K(x1,%2) -+ K(x1,%p)
K(x2,%x1) K(x2,%32) -+ K(x2,%Xy)

K(xp,x1) K(xp,%2) -+« K(Xp,Xp)

e K(x;,%x;) = (w;,w;). Note que com x podemos calcular w, por isso usamos a nota-
¢ao K (x;,x;) para representar o produto interno no espaco transformado. O motivo de
usarmos a letra K ficara claro na sequéncia.
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O truque, chamado de truque do kernel, consiste em notar que, para algumas transfor-
magoes w(x), é possivel calcular o produto interno (w;, w;) facilmente, em particular nao
é necessério calcular as novas covariaveis em cada amostra. Isto ocorre na transformagao
da ilustracao: note que o produto interno da Equagao 4.14 pode ser desenvolvido como

K(xi,x5) = (wi, w;) = (1 + @ 153,10 + Tiokw2)” = (1+ (x4, x5))?

Assim, para calcular (w;, w;), precisamos apenas saber calcular (x;,x;), i.e., nao é
necessario que se calcule em nenhum momento w;. Ou seja, é possivel calcular um esti-
mador do tipo da Equacao 4.13 sem nunca calcular z2, 7125 etc! Evidentemente, neste
exemplo isto pode ndo ser muita vantagem, mas imagine se temos d = 10° covariaveis e
estamos interessados em todos os produtos dois a dois. Calcular a transformacao neste
caso nao so seria lento, mas também poderia levar a uma matriz de observagoes que di-
ficilmente conseguiria ser armazenada na memoria de um computador (seria uma matriz
com (10'?)/2 colunas).

Na pratica, para se usar o truque do kernel, comegamos especificando diretamente um
kernel K (x;,x;) que corresponde a um produto interno em um espaco transformado.
Qualquer kernel de Mercer pode ser utilizado, pois o Teorema de Mercer (Teorema 4.1)
garante que tais kernels correspondem a um produto interno no espago (potencialmente
infinito) dado por (\/7,91(x), /7,$2(x),...). Uma vez que o kernel estd escolhido, po-
demos calcular o estimador da regressao ridge para este kernel.

Note que este truque permite que trabalhemos com a regressao ridge em espacos com
infinitas covariaveis, o que nao seria possivel com a formulagao original da regressao ridge.
Isto ocorre justamente porque nunca é necessario calcular essas novas covariaveis, mas
apenas produtos internos neste espaco. Este é o caso, por exemplo, do kernel gaussiano:
a’ transformacao correspondente a ele é de fato infinita.

Para terminar esta segao, veja que o estimador da Equagao 4.15 — ainda que seja
motivado por consideragbes bastante diferentes — é o mesmo que o estimador discutido
anteriormente (Equagao 4.11).

Observagao 4.2 Note que o kernel linear K (x;,%;) = (X;,X;) corresponde & regressao
ridge nas covaridveis originais. Neste caso, usar a Equagao 4.15 ao invés de 3.4 para
resolver o problema nao é uma vantagem: se n > d, ela leva a um tempo computacional
maior para implementagao, uma vez que é necessario inverter uma matriz n X n ao invés
de uma matriz d X d como na formulacdo original. A grande vantagem desta abordagem
é permitir transformagoes nao lineares possivelmente infinitas.

O

7 Na realidade existem infinitas transformacdes que levam ao mesmo produto interno.
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4.6.3.3 Implementacgao eficiente da Kernel Ridge Regression

Note que, para implementar a Kernel Ridge Regression, é necessario calcular
(K+ AI)~!

na Equacao 4.10. Uma implementacao ingénua do kernel ridge regression é computacio-
nalmente lenta, pois é necessario calcular a inversa de K + Al para cada A de interesse.
Uma maneira de torna-la mais rapida é usar a seguinte ideia. Usando a decomposicao
SVD, podemos escrever

K = UDU?,

em que D é diagonal. Ademais, temos que UU? = I. Assim,
(K+ M)t = (UDU'+ AI)"t = (UMD + XU = (U HY D + )~ 'U~ L

Logo, para cada A, precisamos apenas calcular a inversa da matriz diagonal, o que é
extremamente rapido e facil de se fazer.

4.6.4 Exemplo 2: Support Vector Regression Machines

Para criar estimadores da funcao de regressao, Support Vector Regression Machines
(Smola and Vapnik, 1997) utilizam uma func¢ao de perda diferente da quadratica. Mais
especificamente, seja € > 0 um nimero fixo ¢ K um kernel de Mercer. A funcao de
predi¢ao g dada pela Support Vector Regression (SVR) é aquela fungao que minimiza

. 2
arg min ; L(yk, 9(xx)) + Mlgll3,.» (4.16)

em que L(yk, 9(xx)) = (lyx — 9(xx)| — €)+ (Pontil, 2003). Segundo esta fungao de perda,
a distancia entre a predi¢do g(xj) e a observagao yj ser menor que € ¢ suficiente para
que nao haja nenhum custo no erro. Por outro lado, se a distancia é maior que €, a perda
¢ dada por |y, — g(xx)| — €. Por este motivo, esta perda é chamada de e-insensivel.

Pode-se utilizar o Teorema da Representacao (Teorema 4.3) para simplicar o problema
dado pela Equagao 4.16 de forma a torna-lo um problema finito-dimensional. Contudo, ao
contrario do que ocorre com a Kernel Ridge Regression (Segao 4.6.3), a solugao para tal
problema nao é analitica, e portanto requer o uso de métodos numéricos de otimizagao.

Para ajustar a support vector regression machines no R, pode-se utilizar o pacote
el071.
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ajuste = svm(x=covariaveisTreinamento, y=respostaTreinamento,
type="eps-regression",
kernel="radial",
gamma = gamma)

predvVal=predict (ajuste, newdata=novosDados)

O valor de € pode ser definido pelo usuario do método e é em geral escolhido por
validagao cruzada.

4.7 Modelos Aditivos

2

Um problema da maioria dos métodos nao paramétricos é sua dificuldade de inter-
pretabilidade quando comparado com métodos paramétricos. Modelos aditivos (additive
models, Hastie and Tibshirani 1986) sdo uma forma de encontrar um balanco entre in-
terpretabilidade e flexibilidade. Eles consistem em uma generalizacao de uma regressao
linear de modo a permitir uma relacao nao linear entre cada covariavel x; e a resposta y.
A ideia bésica é trocar o termo [z, na equacao da regressao linear (Eq. 2.1) por r;(z;),
em que 7;(z;) sdo fungdes univariadas suaves. Assim, um modelo aditivo pode ser escrito

como
d

r(x) =a+ er(:vj).
j=1
Note que este modelo nao é identificavel, ja que podemos adicionar qualquer constante
« e retirar a mesma constante de qualquer r;, obtendo assim a mesma solu¢ao. Uma
forma de evitar isso é restringir que nossos estimadores sejam tais que & = Y, e forcar
S Ti(Xi;) = 0. Este modelo é chamado de aditivo pois supde-se que a fungao de
regressao pode ser decomposta em termos de uma soma de fungoes suaves. Assim, este
método faz mais suposigoes que, por exemplo, o estimador de Nadaraya-Watson. Sua
grande vantagem é que ele possui interpretacao mais simples que estimadores mais gerais,
como mostramos nos exemplos.
Modelos aditivos em geral sao ajustados utilizando-se o algoritmo backfitting:

1. Inicialize @ =Y, e crie estimativas iniciais 71, . .., 7'y
2. Faca, até obter convergéncia:

Para j=1,...,d

a. Calcule Y; =Y, —a — Zk# Tr(Ti k)

b. Estimar a regressao de (Y;); em (x;;);, ;. Aqui podemos usar qualquer método de
regressao univariada, paramétrico ou nao paramétrico.
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c. Definir 7;(x) = 7j(x) — % > Tl )

A seguir mostramos um exemplo das vantagens deste método.

Exemplo 4.2 Neste exemplo ajustamos um modelo aditivo para dados do Programa das
Nagoes Unidas para o Desenvolvimento sobre o IDH de municipios do Brasil em 1991,
2000 e 2010%. Cada amostra aqui representa dados sobre um municipio em um dado
ano. A varidvel resposta utilizada é o IDH de cada municipio, enquanto que as varidveis
explicativas sao:

e O percentual da populagdo de 11 a 13 anos de idade frequentando os anos finais do
fundamental ou que ja concluiu o fundamental no municipio,

e A renda per capita média do municipio,

e O ano em que os dados foram coletados.

Note que a ultima varidavel mencionada é categdrica, mas mesmo assim é possivel utili-
zar método aditivos para estes casos. Para as varidveis continuas, optou-se por utilizar
smoothing splines com 4 graus de liberdade.

1991 2000 2010

15
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| | |
i
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Variacdo Média na Esperanca de Vida

T T T T T
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Ano Renda Média per Capita (R$) % de individuos de 11 a 13 anos

no ensino fundamental

Figura 4.5: Ajuste dado pelo modelo aditivo para os dados de IDH municipais no Brasil
(Exemplo 4.2)

A Figura 4.5 ilustra as trés funcoes estimadas 7;(x;), juntamente com erros padrao
sobre elas. Note que este modelo é muito mais interpretativo que os estudados ante-
riormente; em particular com esse resultado é possivel identificar ndo linearidades nas

8 nttp://www.atlasbrasil.org.br/.
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relacoes entre as variaveis explicativas e a variavel resposta. Por outro lado, modelo
aditivos sao mais restritivos que os outros métodos estudados neste capitulo, e portanto
podem possuir poder preditivo mais baixo dependendo da natureza de r(x) e do tamanho
amostral.

O

Para implementar modelos aditivos, pode-se usar o pacote gam.

library (gam)
ajuste = gam(nomeResposta ~ s (nomeExplicatival,4) +
s (nomekExplicativa?2 ,4),data=dados)

A funcao s () é parte do pacote gam e é usada para indicar que estamos usando
smoothing splines com 4 graus de liberdade. Predi¢coes podem ser feitas com a funcao
predict.

4.8 Arvores de Regressao

Arvores de regressao consistem em uma metodologia ndo paramétrica que leva a re-
sultados extremamente interpretaveis. Uma arvore é construida por particionamentos
recursivos no espago das covaridveis. Cada particionamento recebe o nome de né e cada
resultado final recebe o nome de folha, veja a Figura 4.6.

A utilizacdo da &arvore para prever uma nova observacao é feita do seguinte modo:
comegando pelo topo, verificamos se a condigao descrita no topo (primeiro no) é satisfeita.
Caso seja, seguimos a esquerda. Caso contrario, seguimos a direita. Assim prosseguimos
até atingir uma folha. No caso ilustrativo da figura 4.6, se a condig¢ao 1 for satisfeita, a
predigao é dada por F1. Caso nao seja satisfeita, seguimos a direita e assim, encontramos
outra condicao. Caso a mesma seja satisfeita, a observacao é prevista como F2 e, caso
contrario, é prevista como F3.
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Figura 4.6: Exemplo de estrutura de uma arvore.

A Figura 4.7 ilustra um exemplo concreto de uma arvore de regressao, construida
com o objetivo de prever o salario de um individuo dadas covaridveis como idade e anos
de estudo. Note como é facil usar tal objeto para entender a relacdo entre as varidveis
explicativas e a varidvel resposta, ao contririo do que ocorre com a maior parte dos
métodos nao paramétricos.

Idade < 18 anos

N

R$500,00 Anos de estudo < 12

/N

R$1.500,00  R$3.000,00

Figura 4.7: Exemplo ficticio de arvore da regressao do salario de um individuo dadas as
covariaveis idade e anos de estudo.

Formalmente, uma &arvore cria uma particao do espago das covaridveis em regioes
distintas e disjuntas: Ri,..., R;. A predicao para a resposta Y de uma observagao com
covariaveis x que estao em Ry é entao dada por:

1

— 4.17
i % € Ryl Y (4.17)
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isto é, para prever o valor da resposta de x, observamos a regiao a qual a observagao x
pertence e, entao, calculamos a média dos valores da variavel resposta das amostras do
conjunto treinamento pertencentes aquela mesma regiao.

A criagao da estrutura de uma arvore de regressao é feita através de duas grandes
etapas: (I) a criagdo de uma arvore completa e complexa e (II) a poda de tal arvore, com
a finalidade de evitar o super ajuste.

No passo I, busca-se criar uma arvore que leve a partigoes “puras", i.e., particoes nas
quais os valores de Y nas observacoes do conjunto de treinamento em cada uma das
folhas sejam homogéneos. Para tanto, avalia-se o quao razoavel uma dada arvore T &
através de seu erro quadratico médio,

P(T) = (yx —Tr)*,

R kER

2 N

em que yr € o valor predito para a resposta de uma observa¢ao pertencente a regiao
R. Infelizmente, encontrar T que minimize P(7T') é computacionalmente inviavel. Assim,
utiliza-se uma heuristica para encontrar uma &arvore com erro quadritico médio baixo.
Esta consiste na criagao de divisdes binarias recursivas, como mostrado na Figura 4.8.
Inicialmente, o algoritmo particiona o espago de covariaveis em duas regioes distintas
(Figura 4.8 (a)). Para escolher tal parti¢do, busca-se, dentre todas as covariaveis x; e
cortes t1, aquela combinagao que leva a uma parti¢ao (R;, R2) com predigoes de menor
erro quadréatico:

Yo wi—Tr)+ D (Wi—Ur)’ (4.18)
:X; ERY :X; ER2

em que yg, ¢ a predi¢do fornecida para a regiao Ry (veja Eq. 4.17). Assim, define-se
R1:{X:J}i* <t’{}eR2:{x:xi* Zf{},

em que x;« e t] é a variavel e o corte escolhido, respectivamente.
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Condigao (i)

Condigao (i) Condigao (ii) Ry
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Figura 4.8: Processo de crescimento de uma arvore de regressao.

Uma vez estabelecidas tais regioes, o né inicial da arvore é entao fixo, e busca-se
particionar Ry ou R em regides menores (Figura 4.8 (b)). Para escolher a nova divisao,
a mesma estratégia é utilizada: busca-se, dentre todas as covariaveis x; e cortes to, aquela
combinagao que leva a uma particdo com menor erro quadréatico. Note que agora também
é necessario escolher qual regido deve ser particionada: Ry ou Rs. Assuma que R; foi a
regiao escolhida, juntamente com a covariavel z;+ e o corte t5. Chamemos a particao de
Ry de {R11,R1,2}, como mostra a Figura 4.8 (b). Assim,

R]ﬂ]_ = {X X < ti7$]* < t;}, R]_72 = {X L < tiw’E]* > t;} (§ R2 = {X L= > tT}

O procedimento continua recursivamente (veja Figuras 4.8 (c) e (d)), até que che-
guemos a uma arvore com poucas observagoes em cada uma das folhas (por exemplo, o
processo para quando todas as folhas tém menos de 5 observagoes).
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A arvore criada utilizando-se este processo produz 6timos resultados para o conjunto
de treinamento, mas é muito provavel que ocorra o superajuste. Isso gera uma perfor-
mance preditiva ruim em novas observagoes. Assim, prossegue-se para o passo (II), que é
chamado de poda. Tal etapa visa tornar a arvore de regressao menor e menos complexa,
de modo a diminuir a varidncia deste estimador. Nessa etapa do processo, cada né é re-
tirado, um por vez, e observa-se como o erro de predi¢ao varia no conjunto de validagao.
Com base nisso, decide-se quais nds permanecerao na arvore.

Para ajustar uma arvore no R, pode-se utilizar o pacote rpart.

library (rpart)
library (rpart.plot)
data ("mtcars")

fit <- rpart (mpg ~ .,method="anova", data=mtcars)

melhorCp=fitScptable [which.min (fitS$Scptablel, "xerror"]), "CP"]

pfit<- prune (fit,
cp=melhorCp)

rpart.plot (pfit, type = 4, extra = 1)

Figura 4.9: Arvore de regressao ja podada.
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A Figura 4.9 ilustra a arvore gerada pelo c6digo acima no R. O tamanho de cada ramo
na arvore gerada é proporcional & diminuicao do erro quadréatico médio que ocorreu
quando a respectiva parti¢do foi criada. Assim, ramos grandes indicam uma importéancia
maior da covaridvel na predicao da variavel resposta.

Notamos também que arvores podem facilmente lidar com covaridveis discretas. Por
exemplo, se X7 representa a cor de uma flor, pode-se utilizar critérios de divisdo como
X, € {verde, vermelho} nos nos da arvore gerada.

4.9 Bagging e Florestas Aleatérias

Infelizmente, apesar de serem extremamente interpretaveis, arvores em geral costumam
ter um poder preditivo muito baixo quando comparados aos demais estimadores. Uma
forma de contornar isso é através da combinacao da predicao fornecida por diversas
arvores para se fazer predicoes.

Para motivar esta abordagem, imagine que, em um contexto de regressao, temos duas
fungoes de predicao Y, g1(x) e ga2(x). O risco destas (condicional em x) é dado por

E[(Y —1(x)%x] e E[(Y —g2(x))*x].

Considere agora o estimador combinado g(x) = (g1(x) + g2(x))/2. Pelo resultado da
Secao 1.4.2, temos que

E[(V - g(x)) x| =
= V[Y|x] + i

E[gy (x)[x] + E[gz(x)|x]>2

(Vi) + 0201 + (BLY1x] ~ !

Assim, se g1 e g2 sao nao correlacionados, nao viesados e tém mesma varidncia,
1
E [(Y —9(x))* x| = V[Y[x] + 5 V(x| SE[(Y = g:(x))°[x] , (4.19)

1 = 1,2. Assim, é melhor se utilizar o estimador combinado g do que usar g; ou g
separadamente. Embora neste exemplo utilizamos apenas dois estimadores da funcao de
regressao, ele continua valendo quando se combina um ntimero B qualquer de estimadores.

Tanto o método de bagging quanto florestas aleatorias utilizam essa ideia para melhorar
predi¢oes dadas por arvores. Ambas as abordagens consistem em criar B arvores distintas
e combinar seus resultados para melhorar o poder preditivo de cada arvore individual.
Para criar as B arvores distintas, o bagging utiliza B amostras bootstrap da amostra
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original”. Para cada uma destas amostras, cria-se entdo uma arvore utilizando as técnicas
descritas na Sec¢ao 4.8. Note, contudo, que assumimos na derivacao da Equagao 4.19 que
os estimadores sdo nao viesados. Assim, para criar arvores proximas de nao-viesadas, nao
podamos as arvores criadas, i.e., utilizamos apenas o passo (I) descrito naquela secao.

Seja gp(x) a fungao de predigao obtida segundo a b-ésima arvore. A fun¢ao de predigao
dada pelo bagging é consiste em

b=1

Apesar do método bagging retornar preditores que nao sao tao faceis de se interpretar
quanto arvores, ele permite a criagao de uma medida de importancia para cada covariavel:
a média de quanto ela foi importante em cada arvore. Por exemplo, pode-se utilizar como
medida de importancia o quanto, em média, cada covariavel contribuiu para a diminuicao
do erro quadratico médio. A Figura 4.10 ilustra a importéancia de cada covariavel segundo
dois critérios para o conjunto CO2 do R. Tal estimador foi ajustado utilizando-se o pacote
randomForest do R.

library (randomForest)

data (C02)

ajuste = randomForest (x=CO2[,! colnames (CO2) %in% c("uptake")],
y=CO2 [, "uptake"],
mt ry=ncol (CO2) -1,
importance = TRUE)

varImpPlot (ajuste)

4.9.1 Florestas Aleatorias

Além da suposicao de que os estimadores sdo nao viesados, na Equacao 4.19 também
assumimos que eles sao nao correlacionados. Em geral, mesmo utilizando amostras boots-
trap para construir cada uma das arvores, as arvores construidas tendem a dar predigoes
muito parecidas. Assim, as fungbes gp resultantes em geral tem correlacdo muito alta.
Florestas tentam diminuir esta correlacdo. A ideia central é modificar o método de criagao
das arvores para que estas se tornem diferentes umas dadas outras. Mais especificamente,
ao invés de escolher qual das d covaridveis seréd utilizada em cada um dos nés da arvore,
em cada passo s6 é permitido que seja escolhida uma dentre as m < d covariaveis. Estas

9 Uma amostra bootstrap é uma amostra com reposicio de mesmo tamanho da amostra original.
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Figura 4.10: Importancia da cada covariavel do conjunto de dados CO2 na predigao da
variavel uptake segundo o bagging.

m covariaveis sao escolhidas aleatoriamente dentre as covariaveis originais e, a cada né
criado, um novo subconjunto de covaridveis é sorteado.

O valor de m pode ser escolhido por validacdo cruzada, mas em geral m ~ v/d leva a
uma boa performance. Note que quando m = d, o método de arvores aleatérias se reduz
ao bagging.

Florestas aleatorias podem ser ajustadas utilizando-se o pacote randomForest:

library (randomForest)

data (C02)

m=sqrt (ncol (C02))

ajuste = randomForest (x=C0O2[,! colnames (C02) %in% c ("uptake")],
y=CO2 [, "uptake"],
mtry=m,

importance = TRUE)
varImpPlot (ajuste)
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4.10 Boosting

Assim como florestas aleatérias e o bagging, o boosting também consiste na agregacao
de diferentes estimadores da fungao de regressao. Contudo, tal combinacao é feita de
forma bastante diferente.

No boosting, o estimador g(x) é construido incrementalmente. Inicialmente, atribuimos
o valor de g(x) = 0. Este estimador possui alto viés, mas baixa varincia (zero). A cada
passo, atualizaremos o valor de g de modo a diminuir o viés e aumentar a varidncia da
nova fungao. Isto é feito adicionando-se a g uma fungao que prevé os residuos Y; — g(x;).
Por exemplo, pode-se utilizar uma arvore de regressao para isso. E importante que esta
tenha profundidade pequena de modo a evitar o superajuste. Além disso, ao invés de
simplesmente adicionar essa fungao por completo, adicionamos ela multiplicada por A,
um fator entre 0 e 1 que tem por finalidade evitar o superajuste. Formalmente, o boosting
consiste no seguinte algoritmo:

1. Definimos g(x) =0er; =y; Vi .
2. Parab=1,...,B:

a. Ajustamos uma arvore com d folhas para (x1,71),. .., (Xn, 7). Seja g°(x) sua res-
pectiva fungao de predigao.
b. Atualizamos g e os residuos: g(x) < g(x) + Ag®(x) e r; < Y; — g(x).

3. Retornamos o modelo final g(x)

Note que os tuning parameters do boosting sao B, d e A. Tipicamente A é pequeno
(e.g., 0.001), B ~ 1000 e d é da ordem de 2 ou 4.

O boosting nao necessariamente é feito com arvores, mas em geral sao utilizados esti-
madores “fracos"(e.g., uma regressao com poucos parametros).

No R, o boosting pode ser implementando com o c6digo a seguir. A Figura 4.11 ilustra
como o risco estimado varia conforme o valor de B (ntmero de iteragoes) utilizado.

library (bst)

ajuste = cv.bst (x=C02[,! colnames (CO2) %in% c("uptake")],
y=CO2 [, "uptake"],
learner="tree",
control.tree = list (maxdepth = 3),
ctrl = bst_control (mstop = 10000, nu = 0.02),
K=2, se=FALSE)
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Figura 4.11: Diminuicao do risco estimado por validacao cruzada para a funcao de re-
gressao segundo o numero de iteracoes do algortimo boosting.

4.11 Redes Neurais Artificiais

Redes neurais artificiais sao um conceito bastante antigo em inteligéncia artificial (Mc-
Culloch and Pitts, 1943, Rosenblatt, 1958). Matematicamente, no contexto de regressao,
trata-se apenas de um estimador nao linear de r(x), que pode ser representado por uma
estrutura como a da Figura 4.13. Os nés do lado esquerdo da figura representam as en-
tradas da rede, i.e., cada uma das covariaveis do banco de dados (neste caso, ha trés
delas). Os nos da segunda camada sao os chamados de nos da camada oculta da rede.
Cada no representa uma transformacdo dos nos das variaveis da camada anterior. Esta
tranformacao é representada com mais detalhes na Figura 4.13: ela consiste em fazer
uma combinagao linear das entradas e entao aplicar uma fungao f (chamada de func¢ao
de ativagao) ja pré-definida ao resultado desta soma. Assim, para o caso da rede da Fi-
gura 4.13, se x = (r1, T2, x3) € o vetor de entrada, entdo a saida de um dado neurénio j
da camada oculta ¢ dada por x; = f(BY+ Z?:l Bglx?), em que z¥ = z; parai = 1,2,3.
O indice superescrito nesta equacao denota a camada da rede. Calculados os valores de
le para todo neurénio j da camada oculta, pode-se entao calcular a saida do modelo.

Esta ¢ dada por 23 := f(8) + 30, Biixl).
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Figura 4.12: Exemplo de rede neural com uma camada oculta
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Figura 4.13: Exemplo do processamento que ocorre dentro de um neurénio situado na
. I+1 . 3
camada [ + 1. A saida 2} é dada por f(B8)+ 3 ;_, Lol

De forma geral, uma rede neural pode ter vérias camadas ocultas. Considere uma
rede com H camadas ocultas, cada uma com nj neurdnios (h = 1,..., H), seja ﬁzl',j o}
peso atribuido & conexao entre a entrada ¢ na camada [ e a saida j na camada [ + 1,
[l =0,...,H. Aqui h = 0 denota a camada de entrada, ¢ H + 1 a camada de saida. O
estimador de uma rede neural artificial para a fun¢ao de regressao tem a forma
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g(x) = =" = f(55 + Z sl (4.20)

em que, paratodol =1,.... Hej=1,...,ny

l
+1 ﬁO]—i—E/sz T

Note que se f(z) = z e ndo ha nenhuma camada oculta, uma rede neural nada mais é
que uma regressao linear.
Uma rede neural pode ser representa via notacao matricial. Para [ =0, ..., H, seja

Boa  Bla - B
H; = : c :
Bovnl+1 B17n1+1 s 7lu7m+1
Entao o estimador da Equagao 4.20 pode ser escrito como a seguinte composicao de
funcoes:

9(x) = f(Hp ... f(H f(Hx))...),

em que X = (1,x) e f(y) = (1, f(y)). De forma mais geral, cada funcao f aplicada em
cada camada pode ser diferente. Além disso, a saida da rede nao precisa ser um nimero
real.

4.11.1 Estimacao: Backpropagation

Para estimar os coeficientes ! na Equagao 4.20, deve-se especificar uma fungio ob-
jetivo a ser minimizada. No caso de regressao linear, este é em geral o erro quadratico

médio:
n

EQM(gs) = > (as(x6) — 1)’
k=1
em que a notagao gg ¢ usada para enfatizar a dependéncia de g em seus parametros 3.
Pode-se também introduzir uma penalizacdo a esse objetivo.

O vetor B que minimiza EQM (gg) nao possui solucao analitica. Contudo, pode-se
utilizar métodos numéricos para aproxima-lo. Um método que tem se destacado no con-
texto de redes neurais é o backpropagation, que nada mais é que um método de gradiente
descendente executado em uma ordem especifica: primeiro atualizam-se os coeficientes
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da ultima camada, depois se atualizam os coeficientes da camada anterior a essa, e assim
por diante (por isso o nome backpropagation).
Mais especificamente: seja

B' = (Bos---Bn,):
Entao, cada passo do backpropagation consistem em fazer, para [l = H,...,0, a seguinte
atualizagao:
OEQM (gp)
l l B _
B; < B; — T? J=1...,m

M%ij\;l(gﬁ) depende apenas dos valores de ﬂ;— para ¢ > [ e é simples de ser
j

calculado. Por exemplo, para f(z) =z e j >0,

O truque é que

OEQM (gp) l - < H_H 2| _
86;1 aﬂH nkz_:l Bt +;5z‘ T —YR)T| =

LS @+ S Bl — s
k=1 =1

Para mais detalhes sobre o backpropagation veja, por exemplo, Rojas (2013).
No R, redes neurais podem ser utilizadas utilizando-se o pacote neuralnet.

library (neuralnet)
fit=neuralnet (as.formula ("y~X1+X2"),data=dados, hidden=c (2, 3),
linear.output=TRUE)

Aqui, hidden indica quantos neurénios ha em cada camada oculta (no exemplo, 2 na
primeira e 3 na segunda); linear.output indica que f(x) = x. Caso deseje-se utilizar
outra fungdo f, pode-se usar o argumento act.fct. Predigdes podem ser feitas via a
funcao compute, que também calcula a saida de cada um dos neurdnios.

4.11.2 Deep Learning

4.12 Um Pouco de Teoria

Quando um método nao paramétrico funciona? Uma maneira de quantificar a qua-
lidade de um método é avaliando sua (taxa de) convergéncia. Em particular, pode-se
verificar sob quais circunstancias um dado estimador converge. Investigaremos dois mé-
todos: os k-vizinhos mais proximos (Segao 4.12.1) e séries ortogonais (Segao 4.12.2). Para
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estudar a taxa de convergéncia de um estimador nao-paramétrico, é necessario supor que
a fungao de regressao r(x) real é suave; caso contrario ela pode ser extremamente dificil
de ser estimada. Existem vérias definigdes de suavidade (Tsybakov, 2009); utilizarmos
uma nocao diferente para cada uma das analises que seguem.

4.12.1 k-vizinhos Mais Proximos
Para analisar o método KNN, iremos assumir que r é L-Lipschitz, isto é, existe L tal
que, para todo x,x’ € R?,
r(x) = r(x)| < L||x — x'[|2.

Iniciamos com o seguinte resultado, que decorre do Lema 6.4 e do Teorema 6.2 de Gyorfi
and Krzyzak (2002).

Lema 4.1 Se X ¢ limitado e d > 3, entao
1 2 1\ 2/
E|l- ;— < - .
L Ix- ) <o (%)
1E€ENK

Essencialmente, o Lemma 4.1 indica como a distdncia média entre duas observagoes
mais proximas é limitada pelo tamanho amostral.

Teorema 4.4 Seja 7(X) o estimador da Equagao 4.2. Sob as suposi¢oes do Lema 4.1 e
se sup, E[Y|x] := 02 < 0o e r é L-Lipschitz, entio tem-se que o risco (inferencial) deste
estimador satisfaz

2/d o2
Bl - )2 < & (5) 4 T

em que K nao depende de k nem n. Assim, se tomamos k =< nQ%d, obtemos
E[(7x(X) = r(X))*] < K'n” 7

Demonstragao. Seja X = (x1,...,Xn, X). Pela decomposicao viés-variancia (Segao 1.4.2),
temos que
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E[(7(x) — r(x))?|%] = (E[F(x)|%] — r(x))* + E[(7k (x) — E[(75(x)|%])*[%]

1€ENK
2
1 2
< < Z r(x;) r(x)) + %
1E€ENK
L ’ 2
o
< (k 2 Hm—x!b) +
'LENx

em que a ultima desigualdade decorre do fato de r ser L-Lipschitz. Assim, pela lei da
esperanga total e do Lema 4.1, segue que

E[(7r(X) — r(X))?] = E[E[(7k(X) — r(X))*|X]]

2
L o2
<E (k 2 X —X|2> + =
ieENx
2/d 2
< C’ <k> + 1
n k

O

Note que o Teorema 4.4 indica que, quando k é grande, o termo associado ao viés
do estimador dado pelo KNN (i.e., C’ (k‘/n)Q/d) ¢ alto, enquanto que o termo associado
a sua variancia (i.e., 0?/k) é baixo. Para se ter um bom equilibrio entre esses termos,
deve-se tomar k = n7+a. Discutiremos essa taxa de convergéncia mais a fundo na Segao
5.1; em particular argumentaremos que o limitante superior mostrado no Teorema 4.4
nao pode ser melhorado, i.e., ndo se pode encontrar um limitante superior menor que o
encontrado.

4.12.2 Séries Ortogonais

Nesta subsecao iremos fornecer taxas de convergéncia para o método de séries orto-
gonais. Nos restringiremos ao caso em que x € [0,1] e tem densidade uniforme neste
intervalo. Para estudar a convergéncia do estimador, novamente iremos também supor
que a funcao de regressao r(x) real é suave. Para esta segdo, utilizaremos o conceito de
derivadas para definir suavidade, uma vez que estas medem mudangas bruscas de 7(x)
como fungao de x. Diremos que 7(x) é suave se r(x) € L?([0,1]) e
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/Ol(Dmr(X))de < K.

Quanto maior m, mais suave r é. Este conceito de suavidade esté ligado a espacgos de
Sobolev, veja Wasserman (2006).

Um resultado fundamental mostra que, se 7(x) é suave, usar apenas os primeiros termos
da expansdo ).y B;¢;(x) ¢ suficiente para aproximar r(x) bem. Isso estd formalmente
descrito no lema a seguir.

Lema 4.2 Se r(x) € L?([0,1]) € tal que fol(Dmr(x))zdx < K3, entao

2

1 J K,
[ [ Sawe-re0) ao= 3 <k
j=0

j2J+1
em que (s sao os coeficientes de expansdo de r(x) na base de Fourier (1;);>0.

Note que quanto maior m (a suavidade de r), menor o erro em se usar J termos para
aproximar 7(x). E exatamente por isso que o método de séries ortogonais funciona bem:
quando r é suave, um truncamento do tipo usado na Equagao 4.1 leva a um viés baixo.

O resultado a seguir combina o viés obtido no Lemma 4.2 com a varidncia do estimador,
de modo a obter a taxa de convergéncia do método de séries ortogonais.

Teorema 4.5 Seja 7;(X) o estimador da Equagdo 4.1 com base na série de Fourier. Se
r(x) € L?([0,1]) € tal que fol(Dmr(x))de < K e V[Y] < o0, tem-se que o risco deste

estimador satisfaz
1 K J
Jam T2

. 1
em que Ko nao depende de J nem n. Assim, se tomamos J = Cn2m+1, obtemos

E[(75(X) - r(X))?] < K,

E[(77(X) — r(X))?] < Kn~z1

Demonstragao. Pela decomposi¢ao viés-variancia (Secao 1.4.2) e pela lei da esperanga
total, temos que

E[(7(X) = r(X))?] = E{E [ (r(X) = EF(X)IX])* X } + B[V (X)X]}  (4.21)

Notando que E[gj] = (;, temos que E[r;(x)] = Z;.]:O Bi1¢;(x) e, assim, o termo de
viés pode ser escrito como
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2
1
. 1
E{E|rX) - EFX)XD X|} = [ X850 | de< ki, (422)
0 \j>J J
em que a tltima desigualdade segue do Lema 4.2.
Para desenvolver o termo da varidncia, note que, para todo x € R,
2 2

J J J J

VD B x) | =B || D] Biwi(x) =Y Biwbi(x) | | =E || D_(B; — B (x)
Jj=0 j=0 j=0 =0

= ST E[(Bi - 9, - 8] wi0(x)

1,§<J

Assim, usando novamente a ortogonalidade da base, o termo de varidncia pode ser
decomposto como

E{E [V[F;(X)]|X]} = / Y E [(@ — B:)(B; — Bj)} Yi(x);(x)dx
0 4 <J
J

J J
=3 EIB - )= VB = Y VIVes (X)) < Ko, (429)

em que K5 é uma constante que nao depende de j e J, e a tltima desigualdade segue do
fato que [4;(X)| < V2 e que V[Y] & finita.
Assim, combinando as Equagoes 4.22 e 4.23 via Eq. 4.21, temos que
~ 9 1 J
B[(7(X) = r(X))] < K + K
O

O teorema anterior mostra que n" I & (um limitante superior para) a taxa de
convergéncia do estimador baseado em séries ortogonais quando assumimos que 7(x)
possui m derivadas integraveis e x € R. Pode-se mostrar que tal limitante nao poderia
ser melhorado (veja a Secdo 5.1). Além disso, quando x € RY, esta taxa é dada por
n~ =210 Pode-se mostrar que esta taxa é 6tima sob estas suposigoes, isto é, nenhum
estimador pode ter taxas melhores que esta. Mais precisamente, n~ =¥ ¢ dito ser a taxa
minimax dentro desta classe (Tsybakov, 2009). Discutiremos isso mais a fundo na Segao
5.1.

10 Para isso, assumimos, por exemplo, que todas as derivadas parciais de ordem m de 7 sdo L-Lipschitz (Gyorfi
and Krzyzak, 2002).
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4.13 Exemplos
4.13.1 Esperanca de Vida e PIB per Capita

Retomamos aqui o exemplo visto nos Exemplos 1.1, 1.5 e 1.6. Os resultados estao na
Tabela 4.1 e na Figura 4.14. Como o conjunto de dados deste exemplo é relativamente
pequeno, ao invés de data splitting utilizamos leave-one-out cross validation para ajustar
os tuning parameters.

Tabela 4.1: Resultados dos métodos nao paramétricos no exemplo da Secao 4.13.1

Meétodo Séries KNN NW Polindmio grau 1 Polinémio grau 2
Risco Estimado | 31.15 31.45 32.25 36.70 39.64
Meétodo B Splines  Natural Splines  Smoothing Splines SVR

Risco Estimado 31.15 30.42 31.25 32.08
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Figura 4.14: Predi¢oes dos modelos ajustados em um conjunto de teste para o exemplo
da Secao 4.13.1.

4.13.2 Exemplo em Duas Dimensoes

Simulamos aqui 600 observagoes de

Y; = X1271 -+ COS(WXZ"Q) + O.IXZ'J * XZ"Q + €,
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com X;1 e X;2~ N(0,1), e ¢; ~ N(0,0.1?). Comparamos os estimadores descritos neste
capitulo, com todos os parametros escolhidos via validacao cruzada. O modelo aditivo foi
composto por smoothing splines com graus de liberdade escolhido via validacao cruzada.
Os resultados obtidos encontram-se na Tabela 4.2, e na Figura 4.15. Para este conjunto
de dados, polinémios locais de grau maior que 1 apresentaram resultados muito superio-
res ao tradicional Nadaraya-Watson. Modelos aditivos também apresentaram resultados
satisfatorios quando comparados aos demais.

Tabela 4.2: Resultados dos métodos nao paramétricos no exemplo da Secao 4.13.2

Método Séries KNN NwW SVR Arvores Florestas
Risco Estimado [0.03 (0.001) 0.08 (0.02) 0.06 (0.01) 0.03 (0.01) 0.39 (0.07) 0.07 (0.02)

Meétodo Polinémio grau 1 Polinémio grau 2  Polindmio grau 3  Modelo Aditivo
Risco Estimado 0.06 (0.01) 0.01 (0.001) 0.03 (0.01) 0.02 (0.001)
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Figura 4.15: Predi¢oes dos modelos ajustados em um conjunto de teste para o exemplo
da Secao 4.13.2.

4.14 Resumo

Neste capitulo estudamos algumas classes de métodos nao paramétricos que tém moti-
vagOes muito distintas. Vimos que a vantagem de tais métodos ¢é sua flexibilidade quando
comparada com estimadores paramétricos: nao é necessario assumir uma forma para-
métrica para r(x) para garantir a consisténcia de um estimador nao paramétrico 7(x);
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necessita-se apenas que 7(x) seja suave (o que pode ser medido de diferentes maneiras).
Esta flexibilidade, contudo, vem com o custo de requerer amostras maiores para se ob-
ter taxas de convergéncias razoaveis: enquanto que métodos paramétricos tipicamente
possuem taxas de convergéncia n~! quando suas suposicoes sao validas, a taxa usual de
métodos nao paramétricos é n~atd (em que «a é a suavidade de ), que é muito mais
lenta. Este problema é ainda mais notério quando o ntmero de covariaveis d é grande,
assunto que seré abordado no préoximo capitulo.



Capitulo 5
Métodos Nao Paramétricos em Dimensoes Altas

Como vimos no capitulo anterior, métodos nao paramétricos, apesar de mais flexiveis,
exigem tamanhos de amostras maiores quando comparados com métodos paramétricos,
caso contrario possuem taxas de convergéncia muito lentas. Neste capitulo estudamos
como tais métodos se comportam em dimensoes altas. Veremos, em particular, que s6
poderemos fazer estimacao nao paramétrica satisfatoriamente se fizermos suposicoes que
simplificam o problema. Em particular, duas suposi¢oes usuais que frequentemente valem
na pratica sao esparsidade e redundancia nas covariaveis.

5.1 Taxas de convergéncia e a maldicao da dimensionalidade

A maldigao da dimensionalidade (Bellman, 1961) é um problema enfrentado por esti-
madores em dimensoes altas. Essencialmente, o problema é que, sem restrigoes adicionais,
uma fungao de regressao fica cada vez mais dificil de se estimar conforme a dimensao do
espaco das covaridveis cresce.

Mais precisamente: considere que temos d covaridveis e um tamanho amostral n. Argu-
mentamos no Capitulo 4 que o risco de um estimador nao-paramétrico = frequentemente
satisfaz

E[(7(X) - r(X)?] < — K

para todo r € S, em que K é uma constante e S é um conjunto de regressoes suaves
(por exemplo, com derivadas parciais de segunda ordem L -Lipschitz; o parametro « esta
ligado & no¢ao de suavidade usada). Assim, vale que

supE [(7(X) — r(X))?] < — (5.1)

res — po/latd)”

91
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Pode-se também mostrar que

K

inf sup E [(F(X) — r(X))?] = nA/(+d)’

T res
ie., ﬁ é a taxa minimax para esse problema. Este resultado, juntamente com a
Equagao 5.1, implica que

1. sup,cgE [(TA*(X) —r(X))?] = W (i.e., a desiguldade na Equac@o 5.1 é na reali-
dade uma igualdade)

2. Se um estimador 7 satisfaz a Equacéo 5.1 ele ¢ 6timo em um sentido minimax, isto
é, o risco mais alto que ele atinge para fungoes na classe S é o menor (pior) risco
que poderia ser obtido por qualquer estimador. Isto é, sup,.cgE [(ﬁ (X) — r(X))Q] <
sup,¢g E [(F(X) — r(X))?] para qualquer estimador 7.

Segue da Equacao 5.1 que, para conseguirmos obter um risco de no maximo 4, preci-
samos de uma amostra de tamanho ao menos

K (a4d)/a
n= — .
)

Este crescimento exponencial indica que, mesmo em dimensoes moderadas, estimar satis-
fatoriamente uma fungao de regressao requer uma amostra grande. Veja a Figura 5.1, que
ilustra como o risco varia como fun¢ao do tamanho amostral n para diferentes dimensoes
d e para o = 4.

Suponha que desejamos estimar a funcao de regressao em um dado ponto x. Em
termos intuitivos, a maldicao da dimensionalidade ocorre pois, quando d é grande, a
probabilidade que exista algum elemento na amostra com covaridveis X; é extremamente
baixa mesmo para tamanhos de amostra moderados. Em outras palavras, a vizinhanca
de x com alta probabilidade € vazia. Logo, podemos aprender muito pouco sobre r(x).
Veja mais detalhes em Wasserman (2006).
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Figura 5.1: A maldigao da dimensionalidade: o risco decresce exponencialmente a medida
que o numero de covariaveis d aumenta. Aqui tomamos « = 4.

Assim, estimar uma funcgao de regressao em problemas com dimensionalidade alta é um
problema notoriamente dificil. O fenémeno da maldi¢do da dimensionalidade indica que,
sem suposicoes extras, é impossivel resolver esse problema satisfatoriamente para tama-
nho de amostras realisticos. Aqui exploraremos duas dessas suposigoes: alta esparsidade
e alta redundancia entre as covariaveis.

5.1.1 Esparsidade

A suposigao de esparsidade diz que a fungao de regressao r(x) depende apenas de
alguns z;’s. Isto &,

r(x) =r((i)ies) ,

em que S C {1,...,d}. Assim, apesar de haver varias covariaveis, na realidade poucas
delas sdo relevantes para o problema. Assim, estimar r(x) pode nao ser tao dificil.
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5.1.2 Redunddcia

A suposicao de redundéancia diz, intuitivamente, que as covaridveis x sdo altamente
redundantes. Um exemplo trivial é o de que z1 = ... = x4, i.e., todas as covaridveis
sao iguais. Mais realisticamente, considere que x; é a altura de um individuo, x5 é seu
peso e x3 é seu indice de massa corporea. Com quaisquer duas dentre essas trés variaveis,
conseguimos recuperar a terceira, de modo que essas variaveis podem trivialmente ser
reduzidas para apenas duas.

Outro caso em que redundéncia costuma ser uma suposi¢ao adequada é o de imagens.
Neste contexto, cada covariavel z; é o pixel de uma figura (veja Segao A.l para uma
explicagao do que sao pixels). Espera-se, em geral, que pixels adjacentes tenham valores
proximos, de modo que ha, assim, muita redundéncia nas covariaveis associadas a uma
imagem.

Existem diversas formas de formalizar a no¢ao de redundéncia; uma muito usada é
a de que X percente a uma subvariedade de R? com dimensionalidade intrinseca baixa
(Aswani et al., 2011).

A seguir veremos alguns métodos nao paramétricos que sao adequados para problemas
com alta dimensionalidade.

5.2 k Vizinhos Mais Préximos e Regressao Linear Local

Tanto o estimador dos k vizinhos mais proximos (Segao 4.3) quanto a regressao linear
local (Segao 4.5 para o caso p = 1) se adaptam automaticamente a dimensionalidade
intrinseca das observacoes quando estas vivem em uma subvariedade de R?. Veja, por
exemplo, Kpotufe (2011) e Bickel and Li (2007). Assim, quando se utiliza um destes
estimadores, nenhuma adaptagao é necesséria para evitar a maldigao da dimensionalidade
quando x;’s sao altamente redundantes. Mais precisamente, a taxa de convergéncia de
ambos os estimadores é m, em que u é a dimensao intrinsica da subvariedade em que
X vive. Essa taxa é muito mais rdpida que a vista anteriormente, m, especialmente
se u < d.

5.3 Support Vector Regression

Support Vector Regression (Segdo 4.6.4) com o kernel Gaussiano também tém bom
desempenho sob a hipotese de redundéncia. Veja, por exemplo, Eberts and Steinwart
(2011) e Steinwart and Christmann (2008).
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5.4 Séries

A abordagem de séries ortogonais abordada na Segao 4.1 também pode ser adaptada
para o cenario de dimensionalidade alta. Nos focamos aqui na abordagem de séries es-
pectrais.

5.4.1 Bases Espectrais

Nesta se¢ao estudamos uma extensao do método de séries ortogonais estudado na Se¢ao
4.1 que é mais adequada para dados com dimensionalidade alta. O estimador também
consiste em uma expansao em termos de uma base ortogonal. Contudo, ao contrario do
que foi estudado na Secéo 4.1, aqui a base utilizada é construida com base nos dados.
Em outras palavras, ao invés de usar, por exemplo, uma base de Fourier, usamos uma
base {1;} ;. construida com base na amostra x1,...,Xy.

Mais especificamente, para se contruir uma base espectral, comecamos definindo um
kernel de Mercer K(x,y) (veja Segdo 4.6.1) Seja P(x) a distribuigdo do vetor de cova-
riaveis X. Considere o seguinte operador (Shi et al., 2009):

K : £2(X P) — £3(X, P) (5.2)
/ K(x,y)9(y)dP(y)

O operador K tem uma quantidade enumeravel de autofuncoes {1; }]‘ cn com respectivos
autovalores \; > Ay > ... >0 (Minh et al., 2006).

As autofuncoes {9, }j ey constituem uma base espectral. Elas formam uma base orto-
normal de £2(X, P) (Minh, 2010).

Ha duas principais razoes pelas quais bases espectrais sao candidatas ideais para apro-
ximar fungoes suaves de x em dimensoes altas:

1. As autofungoes {wj}jEN sao adaptadas & dimensdo intrinseca dos dados. Mais especi-
ficamente, quando o dominio X’ é uma subvariedade de R?, a base se comporta como
uma base de Fourier adaptada & geometria intrinseca do dados, em que os primeiros
termos sdo mais suaves que os termos de ordem mais alta'. Como um exemplo, na
Figura 5.2 mostramos as autofunc¢oes do operador da Equagao 5.2 quando o dominio
dos dados ¢ uma subvariedade (uma espiral) de R?. Compare esta figura com a Figura
4.1; a base se comporta como uma base de Fourier na direcao da espiral. Segue que

! Isto ocorre porque a distancia euclidiana é localmente a mesma que a distancia geodésica; veja, e.g., Shi et al.
2009 para uma derivagao.
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se r(x) é suave com relagao a esse dominio, entao s6 precisamos de algumas poucas
fungoes para aproximé-la bem. Esta adaptagdo leva a taxas de convergéncia que de-
pendem apenas da dimensao intrinseca dos dados, ao invés da potenciamente maior
dimensao ambiente.

2. Ao contrario das bases ortogonais tradicionais, as autofunc¢des sdo ortogonais com
relagio a P(x), a distribuigdo marginal dos dados, e ndo com relacdo a medida de
Lebesgue (Bengio et al., 2004). Isto é,

/ i (305 (x)dP(x) = 81 .
X

Isto leva a estimadores dos coeficientes de expansdo que sao mais rapidamente calcu-
lados. Além disso, ndo ha necessidade de usar predutos tensoriais em dimensoes altas,
que sao extremamente ineficientes para serem calculados.

N \ ﬂ

X X

Figura 5.2: Curvas de nivel das primeiras quatro autofun¢ées do operador do kernel Gaus-
siano quando o dominio das covariaveis x = (x1,x2) é em uma espiral. As autofungoes
formam uma base de Fourier adaptada & geometria dos dados, e sao apropriadas para

aproximar fungdes suaves de x neste dominio. Compare esta figura com a Figura 4.1.
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Como P(x) ¢ desconhecido, ¢ necessario estimar {t;},. Isso pode ser feito primeira-
mente calculando-se a matriz de Gram

K(x1,x1) K(x1,%2) -+ K(x1,%Xp)
. K(x?,xl) K(X?,XQ) K(XQZ,Xn) (5:3)
K(x,,x1) K(xp,%2) -+ K(Xp,Xp,)
Seja B B B
e CCEARRRTICH)

o j-ésimo autovetor da matrix 5.3, e seja [; seu respectivo autovalor, em que ordenamos
os autovetores segundo ordem decrescente de autovalores, e os normalizamos de maneira
que Y p_; 93 (xx) = 1. Um estimador consistente de ¢; é

{ZJ\' \szj (xp) K (x,Xp). (5.4)
li =

Este estimador é a extensao de Nystrom do autovetor Jj para valores fora da amostra x
(Bengio et al., 2004, Drineas and Mahoney, 2005).

5.4.2 O Estimador

Seja K um kernel fixo, e seja {1;};en a base ortonormal relacionado ao operador da
Equagao (5.2). A expansido da fun¢ao de regressao r nessa base ¢ dada por

em que
= [ 6 dP(x) = [ 4, (x)EIZXaP(x) = B[4, (X)]
X

Note que a ortogonalidade da base espectral com relacao a P(x) é a chave para que f3;
seja simplesmente E[Z1);(X)].
Assim, o estimador baseado em séries espectrais (Lee and Izbicki, 2016) é dado por

ZB By(x (5.5)
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em que 9;’s sao estimados como descrito anteriormente e
n
1
- § k% Xk
n
k=1

O corte J pode ser escolhido por validagao cruzada.

5.4.83 Conexao com Meétodos de Redugcao de Dimensionalidade
5.5 Estimacao da Manifold
5.6 Florestas Aleatorias

5.7 SpAM - Modelos Aditivos Esparsos

Os modelos aditivos apresentados na Segao 4.7 sao uma tentativa de diminuir a in-
fluéncia da maldigdo da dimensionalidade, uma vez que eles assumem que 7(x) pode
ser decomposta como uma soma linear de func¢oes suaves de cada uma das covaridveis.
Os modelos aditivos esparsos (SpAM - Sparse Additive Models; Ravikumar et al. 2009)
vao um passo além: eles combinam modelos aditivos com o lasso (Secao 3.3) de modo a
se obter um estimador nao paramétrico que vencga a maldicao da dimensionalidade em
alguns problemas.

Mais especificamente, em um modelo aditivo esparso, busca-se um representagao da
funcao de regressao da forma

d
x) = Big;j(x;),
j=1

em que impoe-se que Z?zl |8 < L. Isto é, como em modelos aditivos, o SpAM assume
que 7(x) pode ser decomposta como uma soma linear de fungoes suaves de cada uma das
covaridveis, g;(x;), mas, ao mesmo tempo, requer que algumas destas funcoes sejam zero.
Modelos aditivos esparsos sao ajustados utilizando-se uma combinacgdo do backfitting
(Segao 4.7) com um método de soluc¢ao do lasso. Assim como no lasso, o valor de L pode
ser escolhido via validagao cruzada. Veja detalhes técnicos em Ravikumar et al. (2009).

No R, o método SpAM pode ser implementado com o pacote SAM. O ajuste e predigoes
podem ser feitos via
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library (SAM)
ajuste = samQL (X=xTreinamento, y=yTreinamento)
predicoes=predict (ajuste, xTest)

Exemplo 5.1 Aqui exemplicamos modelos aditivos esparsos para o problema de predizer
a qualidade de um vinho (medida através de uma nota dada por um ezpert) segundo suas
caracteristica (pH, quantidade de &lcool entre outras, veja mais detalhes em https:
//archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Wine+Quality). As fungdes suaves g,
utilizadas foram splines com 3 fungoes de base.

A Figura 5.3 mostra os resultados de tal ajuste. Assim como o caso de modelos aditivos,
pode-se observar que o SpAM leva a ajustes altamente interpretaveis.


https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Wine+Quality
https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Wine+Quality
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5.8 Rodeo

Lafferty and Wasserman (2008)

5.9 Denovas
5.10 Exemplos

5.10.1 Isomap face data

Trabalhamos aqui com os dados descritos no Exemplo 1.3, que tem por objetivo estimar
a direcao horizontal para a qual um individuo estd olhando com base em sua imagem.
Cada imagem aqui é representada por uma matriz 64 x 64, i.e., ha d = 4096 covariaveis.
Temos n = 698 observagoes. Note que, como n < d, nao é possivel implementar o
método dos minimos quadrados para esses dados. A Tabela 5.1 e a Figura 5.4 mostram os
resultados dos ajustes desses modelos. Neste problema, os métodos paramétricos usados
levam a bons resultados, mas as predicoes obtidas pelos métodos nao paramétricos tem
melhor qualidade. Em particular, o método baseado em séries espectrais foi o que teve
melhor desempenho.

Tabela 5.1: Riscos estimados e erros-padrao de alguns estimadores para o exemplo da
Secao 5.10.1

Meétodo Séries Espectrais KNN NW Lasso Regressao Ridge
Risco Estimado 2.70 (0.70) 10.09 (1.50) 11.91 (1.91) 27.69 (6.43)  56.76 (13.48)
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Predito
Predito

Observado

(b) KNN

Observado

(a) Séries Espectrais

Predito

Predito
Predito

Observado Observado Observado

(c) NW (d) Lasso

(e) Regressao Ridge

Figura 5.4: Predi¢oes dos modelos ajustados em um conjunto de teste para o exemplo da

Secao 5.10.1.

5.11 Resumo

Neste capitulo, vimos que é necessario fazer suposicoes adicionais para que seja pos-
sivel estimar uma funcéo de regressao de modo nao paramétrico quando ha muitas co-
variaveis. As duas suposigoes investigadas foram “irrelevancias de algumas covaridveis"e
“redundéncia das covariaveis". Vimos que varios dos métodos estudados no Capitulo 4
automaticamente se adaptam para essas situagoes, no sentido de que as taxas de conver-
géncia destes modelos sdo muito mais rapidas se essas suposicoes de fato s@o realistas.
Vimos também alguns novos métodos especialmente desenhados para lidar bem com elas.



Capitulo 6
Outros Aspectos de Regressao

6.1 Interpretabilidade

Ainda que o enfoque deste livro seja criar bons algoritmos de predi¢do, métodos que
permitem maior interpretabilidade costumam ser mais utilizados, uma vez que trazem
mais seguranca para os usuarios destes modelos, além de trazer insights adicionais sobre o
problema abordado. Por exemplo, entendendo que variaveis sao importantes para se obter
um bom poder preditivo em um dado problema pode indicar que o classificador obtido
ird ter bom poder de generalizacao para novos dados com caracteristicas possivelmente
diferentes.

Vimos que arvores de predicao, modelos aditivos e modelos lineares esparsos sao relati-
vamente faceis de serem interpretados, enquanto que support vector regression e métodos
baseados no truque do kernel tipicamente sdo mais dificeis. Existem algumas formas de
tentar interpretar modelos de predi¢ao que sdo caixas pretas. Aqui apresentamos o LIME
(Ribeiro et al., 2016).

A ideia chave do LIME é tentar responder & pergunta: por que o algoritmo me forneceu
a predi¢ao g(x*) para a nova amostra x*7 A resposta para tal pergunta vem na forma
de uma lista de quais varidveis foram importantes para explicar essa observacao. Para
tanto, o LIME aproxima a solugdo g(x*) localmente (i.e., em uma vizinhanca de xx)
via uma regressao linear ajustada por lasso. Isso é feito pois, mesmo se g é nao linear,
localmente uma aproximacao linear pode ser razodvel. O procedimento do LIME para
fazer essa aproximacao consiste nos seguintes passos:

o Gerar as covariaveis de novas observacoes X7, . . ., X perturbando xx (e.g., adicionando
ruido em cada dimensao de x*)

e Ajustar o lasso para o conjunto (xi,g(x})),..., (x5, 9(x}%)) O ajuste pode ser feito
dando pesos para cada observa¢ao de acordo com a similaridade: w; = K(x},x*).
O valor da penalizacdo A do lasso é escolhido de forma que se tenha m covariaveis
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escolhidas (m é escolhido pelo usuério e em geral é um ntimero pequeno para facilitar
a interpretagao).

Retorna-se entao quais foram as m varidveis escolhidas.

6.2 Individual Sequence Predictions

(Cesa-Bianchi and Lugosi, 2006) Objetivo: predizer uma sequéncia yi,ya, ..., Yt, - - .
de elementos que pertencem a um conjunto ). As predi¢oes para cada um destes valo-
res serao denotadas por p1,pa,...,D:,.. ., respectivamente. Elas pertencem a um espaco
D. As predigoes serao feitas de maneira sequencial. Para crid-las, contaremos com um
conjunto de experts. Mais precisamente, no tempo ¢, temos acesso a um conjunto de
predicoes fi+¢,..., frt, dadas por k experts. Nosso objetivo é combinar estas predicoes
de como a criar nossa predi¢io para y;, p;. Apds py ser calculado, o valor de ¥, e deve-
remos entao criar nossa predi¢do para y;y1 com base nas novas predigoes dos experts,
fit41s-- s [rt+1. Para avaliar a performance de uma predicao p;, assumiremos que uma
fungao de perda 1(py,y:) esta definida.

Uma quantidade que possui papel fundamental na teoria de Cesa-Bianchi and Lugosi
é o arrependimento com relacdo a um dado expert. Para um expert j, este é definido,
apo6s n observacoes, como sendo

Rjn = Z [P, ye) — 10 St ye)] -

t=1

Isto é R;, avaliar o quao boas nossas predicoes (i.e., p1,...,p,) foram com relacao as
predicoes do expert j (i.e., fj1,..., fjn) para as n primeiras observagoes.

Uma maneira de se construir as predigoes pi,...,p, € através de médias ponderadas
entre as predigoes fornecidas pelos k experts:

k
> et Wi S
k
2;‘:1 Wyt

onde w;; > 0 é o peso dado ao expert j no instante ¢. Note que o denominador em 6.1 é
usado para normalizar os pesos de modo que eles somem um.

ﬁt - ) (61)

e (Peso Polinomial) w;; = (Rﬁ_l)ﬁ__l, onde p deve ser escolhido!. Uma escolha razoavel
motivada por consideragoes teoricas é p =~ 2log, (k).

1 Aqui, (z)+ vale x quando = > 0, e 0 caso contrario.
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e (Peso Exponencial) w;; = exp(nRj:—1), onde n deve ser escolhido. Duas esco-
lhas razoaveis motivada por consideragoes teoricas sao n = /2log, (k)/n e n =

/8log, (k)/n.

Logarithmic Loss
Sequential Probability Assignment
Linear Classification - zero one loss

6.3 Estimacao de Densidades

Apesar do problema de regressao desempenharem papel central nos dias de hoje, outras
tarefas também sdo importantes (inclusive muitas vezes sao utilizadas na construcao de
estimadores de regressao e de classificadores).

6.4 Estimacao de Densidades Condicionais

Nem sempre a fun¢do de regressdo é suficiente para resumir a incerteza sobre Y quando
se conhece x. Uma alternativa ¢ estimar ndo s6 a esperangao condicional E[Y|x], mas
sim toda a densidade condicional f(y|x). Alguns métodos nao paramétricos de estimagao
de tal quantidade em problemas com baixa dimensionalidade podem ser encontrados em
Rosenblatt (1969), Hyndman et al. (1996), Fan et al. (1996), Sugiyama et al. (2010), Hall
et al. (2004). Para métodos que funcionam em alta dimensionalidade, veja Izbicki and
Lee (2016) e Izbicki and Lee (2017).






Parte 11
Classificacao






109






Capitulo 7
Introducao

Neste capitulo, estudamos outro problema central em aprendizado de maquina, o de
classificagao. Trata-se de um problema similar ao de predi¢do em regressao: observamos
uma amostra com observagoes independentes (X1,Y7),...,(X,,Y,) ~ (X,Y), e nosso
objetivo é construir uma fungao g(x) que possa ser usada para fazer bem a predi¢ao de
novas observagoes (X,+1, Ynt1),s -y (Xntm,s Ynim), 1.€., queremos que

g(xn+1) N Yn+1y- - 7g(xn+m) ~ Yn4+m-

A diferenga de um problema de classificagdo para um problema de regressao é que no
primeiro a variavel resposta Y nao é uma varidvel quantitativa, mas sim uma variavel
qualitativa.

Um exemplo tradicional de classificagao é o problema de prever se um paciente tem
uma certa doenga com base em varidveis clinicas x. Outro exemplo é o da classificacao
automatica de digitos escritos & mao com base em suas imagens, veja Figura 7.1 para
alguns exemplos.
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Figura 7.1: Exemplos de digitos escritos & mao. O objetivo de um problema de classifica-
¢ao é criar uma fungao g(x) que consiga automaticamente predizer que digito corresponde
a cada imagem com alta acuracia.

Neste capitulo, investigaremos como a avaliagdo da performance de uma dada fungao
de predicao g(x) (i.e., um classificador) difere com relagao ao estudado sobre regressao.
No Capitulo 8, estudaremos entao alguns métodos de criagao de classificadores com bom
poder preditivo.

7.1 Funcao de Risco

Vamos assumir que Y assume valores em um conjunto C (e.g, C = {Spam, nao spam}),
Primeiramente, notamos que a fungio de risco R(g) = E[(Y — g(X))?] estudada para o
caso de regressao (Y quantitativo) nao faz sentido para classificagao (o que é Y —g(X)?).
Ao invés dela, é comum se utilizar

R(g) = E[I(Y # g(X))] = P (Y # g(X)),

ou seja, o risco de g é agora a probabilidade de erro em um nova observagao (X,Y).

Vimos que em regressdo a fungao que minimiza E[(Y — ¢(X))?] é dada pela fungao
de regressao r(x) = E[Y|X = x| (Capitulo 2). Existe um analogo para classificacao: a
melhor funcao de classificagdo g segundo a fungao de risco R(g) é dada por

9(x) = argmaxP(Y = dfx),

i.e., deve-se classificar x como sendo daquela classe com maior probabilidade a posteriori.
Tal classificador é conhecido como classificador de Bayes (nao confundir com teorema de
Bayes) e, como no caso de regressao, ele é desconhecido, pois P(Y = d|x) é desconhecido.
O Teorema a seguir formaliza esta caracterizagao.
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Teorema 7.1 Suponha que definimos o risco de uma fungao de predicio g : R? — R
via perda 0-1: R(g) =P (Y # g(X)), em que (X,Y) é uma nova observagao que nao foi
usada para estimar g. Entao a fungao g que minimiza R(g) é dada por

9(x) = arg max P(Y = d|x)

Demonstracao. Para simplificar a demonstracao do teorema, vamos assumir que Y as-
sume s6 dois valores, digamos, ¢; e ¢ (i.e., temos um problema bindrio, e.g, spam/nao
spam). Temos que

R(g) = E[I(Y # g(X))] =P (Y # 9(X)) = /d P(Y # g(X)|x) f(x)dx

R

= /d [I(g(x) = c2)P(Y = c1|x) + L(g(x) = c1)P(Y = co|x)] f(x)dx.
R
Assim, para um dado x, devemos escolher g(x) = ¢; quando
P(Y = 1]x) > P(Y = e2]x),

caso contrario devemos escolher g(x) = ca.

Note que, para o caso binario, o classificador de Bayes pode ser reescrito como

1
g(x)=c1 <= PY =c¢|x) > 7
Observagao 7.1 E comum na literatura denotar os elementos de C por 0, 1, 2, etc.
Em particular, para o caso bindrio, € comum usar as classes 0 e 1. Note que tal escolha
é vdlida, mas arbitrdria (i.e., nao se deve entender que hd uma ordenac¢ao entre esses
elementos).

O

7.2 Estimacao do Risco e Selecao de Modelos

Da mesma maneira que em regressao (Secao 1.4.1), pode-se estimar o risco de um
método de classificagao utilizando-se data splitting ou validagao cruzada. Consideremos
a primeira dessas abordagens, lembrando que a divisdo deve ser feita aleatoriamente:

Treinamento (e.g., 70%) Validagao (e.g., 30%)
(X17Y1)7 (X27 Y2)7 sy (X87 YS)? (Xs+17 Y9+1)7 sy (Xn7 Yn)
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Como em regressao, usamos o conjunto de treinamento para estimar g, mas usamos o
conjunto de validagdo apenas para estimar R(g) via

n

7Y # 9(X0)) = Rg), (7.1)

i=s+1

1
n—s

R(g) =

isto é, avaliamos a proporcao de erros no conjunto de validacao.

Desta maneira, uma forma de selecionar um modelo g dentro de uma classe de modelos
G consiste em usar validagao cruzada para estimar R(g) para cada g €G e, entdo, escolher
g com o menor risco estimado. O teorema a seguir mostra que este procedimento de fato
retorna com probabilidade alta o melhor modelo em G.

Teorema 7.2 Seja G = {¢1,...,9n} uma classe de classificadores estimados com base
em um conjunto de treinamento, e seja ﬁ(g) o erro estimado de g com base no conjunto
de valida¢ao (Equagao 7.1). Seja g* o modelo que minimiza o risco real R(g) dentre
g € G e seja g o modelo que minimiza o risco estimado ﬁ(g) dentre g € G. Entdo, com
probabilidade de no mdximo € (€ >0),

|R(g9) — R(g")| > 2\/2(7115) log ?

Demonstracdo. Pela desigualdade de Hoeffding, para todo d > 0 e todo g € G, tem-se
que P(|[R(g) — R(g)| > ) < 2e72(n=9%"  Aggim,

P(mgé(lR( 9) = R(g)| > 8) = P(|J |R(9) — R(g)| > 9)
g geG
<Y P(IR(g) — R(g)| > 6) < N2e 2"~ $)8”
geG
de modo que § = 2(n ) log . Assim, com probabilidade ao menos 1 — |]§(g) —

R(g)| < 0 para todo g € G e, assim,

R(9) < R(@) + 6 < R(g*) + 6 < R(g") + 20.
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7.3 Balanco entre Viés e Variancia

Assim como em regressao (Segao 1.4.2), em classificacdo também se enfrenta o para-
digma do balango entre viés e varidncia. Contudo, os detalhes sdo um pouco diferentes.
Suponha que G seja uma classe de classificadores (e.g., todos os classificadores baseados
em uma regressao logistica; veja Segao 8.1.2), seja R, = inf,eg R(g) o melhor risco (o
risco do oraculo) que pode ser obtido usando-se classificadores de G e seja R, o risco do
classificador de Bayes (Teorema 7.1). Entéao, para todo g € G,

R(g) - R* = Tl + TZ,

em que 71 = R(g) — Ror ¢ 0 analogo da varidncia (em geral é alto se G possui muitos
elementos — por exemplo, se ha muitos parametros na regressao logistica) e 7o = R, — R.
¢ o0 analogo do viés ao quadrado (em geral é é baixo se G possui muitos elementos). Assim,
G nao pode ser nem muito grande, nem muito pequeno.

7.4 Outras medidas de performance

Nem sempre a fungao de risco R(g) := E[I(Y # ¢g(X))] = P(Y # g(X)) traz toda
informacao sobre o quao razoavel g é. Por exemplo, suponha que Y indica se uma pessoa
tem uma certa doencga rara, e que, portanto, em uma amostra i.i.d., h4 poucos pacientes
com Y = 1. O classificador trivial g(x) = 0 tera erro risco baixo, pois P (Y #0) é
pequena, mas sua performance deixa a desejar.

Na pratica, para evitar esse tipo de situagao, é comum considerar matrizes de confusao;
veja a Tabela 7.1.

Tabela 7.1: Exemplo de matriz de confusao

Valor verdadeiro

Valor Predito|Y=0 Y=1
Y=0 VN FN
Y=1 FP VP

Aqui, V indica verdadeiro, F é falso, P é positivo e N é negativo. Com base nessa
tabela, pode-se definir virias medidas, como por exemplo:
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e Sensibilidade: S=VP/(VP+FN) (dos pacientes doentes, quantos foram corretamente
identificados?)

e Especificidade: E=VN/(VN+FP) (dos pacientes nao doentes, quantos foram correta-
mente identificados?)

e Valor preditivo positivo: VPP=VP /(VP+FP) (dos pacientes classificados como doen-
tes, quantos foram corretamente identificados?)

e Valor preditivo negativo: VPN=VP /(VP+FP) (dos pacientes classificados como nao
doentes, quantos foram corretamente identificados?)

e Estatistica F: F=2/(1/S+1/VPP)

e Estatistica G: G=v VPP - VPN

Note que, para o classificador trivial g(x) = 0, temos sensibilidade zero e especificidade
um. Assim apesar da especificidade ser alta, a sensibilidade é muito baixa. Isso indica
que o classificador pode na realidade ser ruim.

Assim, na pratica é recomendavel olhar para outras medidas além do risco estimado.
Isso se torna particularmente importante na presenca de dados desbalanceados (i.e., caso
a frequéncia de uma classe ¢ muito diferente das demais). Voltaremos para esse topico
na Secao 9.1.

Observacgao 7.2 E importante calcular os valores de VP, FN, VN e FP usando-se uma
amostra de teste ou validagao para evitar o overfitting.
O

Observagao 7.3 A sensibilidade estima P(g(X) = 1|Y = 1), e a especificidade estima
P(g(X) = 0]Y =0).
|:|



Capitulo 8
Métodos de classificacao

Neste capitulo apresentamos diversos métodos que visam fornecer classificadores com
bom poder preditivo.

8.1 Classificadores Plug-in

O Teorema 7.1 sugere um abordagem simples para resolver um problema de predigao:

1. Estimamos P(Y = ¢|x) para cada categoria c€C.
2. Tomamos entao

g(x) = arg max P(Y = ¢|x)

Esta abordagem é conhecida como classificador plug-in, pois pluga-se o estimador da
probabilidade condicional na féormula do g 6timo. Assim, sob esta abordagem, criar um
classificador se resume a estimar P(Y = c¢|x). Nas seguintes se¢des veremos algumas
formas de estimar tais probabilidades.

8.1.1 Métodos de regressao

Note que, para todo ¢ € C,
P(Y = ¢|x) = E[[(Y = ¢)|x].

Assim, pode-se usar qualquer modelo de regressao (Parte I deste livro) para estimar
P(Y = ¢|x): basta estimar a func¢ao de regressao E[Z|x], em que Z = (Y = ¢). Por
exemplo, pode-se estimar tal probabilidade via regressao linear, i.e., assumindo-se que

117
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P(Y = c|x) = E[Z|x] = 857 + 8\ 21 + ... + Bz,

Pode-se, por exemplo, usar o método de minimos quadrados para estimar tais coefi-
cientes, ou entdao o lasso ou outras abordagens ja discutidas. Ainda que as estimativas
de P(Y = ¢|x) possam ser menores que zero, e maiores que um, essas podem ser usadas
para definir o classificador

g(x) = arg max E\D(Y = ¢|x).
ceC

Embora classificadores criados desta maneira frequentemente apresentam bons resul-
tados, ha pessoas que se sentem desconfortéveis em obter estimativas para uma probabi-
lidade maiores que um ou menores que zero. Diversos métodos evitam isso; na sequéncia
veremos alguns destes.

8.1.2 Regressao logistica

Vamos assumir por ora que Y é binério, i.e., |C| = 2. Denotando C = {0, 1}, a regressao
logistica assume que
6’60+Z?:1 Bixi

1+ 6/30+Z‘Z:1 Biz;

P(Y = 1]x) =

Note que, como no caso de regressao, nao estamos assumindo que esta relacao é valida,
mas apenas esperamos que ela nos leve a um bom classificador.

Para estimar os coeficientes de uma regressao logistica, pode-se usar o método de
maxima verossimilhanca. Neste caso, a funcdo de verossimilhanca dada uma amostra
iid. (Xq,Y1),...,(X,,Y,), condicional nas covariaveis, é dada por

L(y; (x,8)) = [ P(Yi = 1/xs, 8)" (1 = P(Vy = 1x, 8))

k=
L eﬁ0+2?:1 Biz; Yk 1 1—yp
,};Il 1+ eﬁ0+2?:1 Bix; (1 + 6,80+Zf:1 51'961')

Para encontrarmos as estimativas do coeficientes , maximizamos L(y; (x, 3)). Ao con-
trario do estimador de minimos quadrados de uma regressao linear (Eq. 2.2), é necessario

usar algoritmos numéricos para maximizar a verossimilhanca induzida pela regressao lo-
gistica e, assim, chegar nas estimativas para os coeficientes 3. No R, pode-se utilizar a
funcdo glm:
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glm.fit

glm(formula,data = dados, family = binomial)

Assim como no caso da regressao linear, também é possivel utilizar penalizacao para
estimar tais coeficientes para reduzir a varidncia do estimador e, assim, se obter pos-
sivelmente melhor poder preditivo. Para mais detalhes veja Hastie et al. (2009a). Em
particular, o pacote glmnet do R permite que tais modelos sejam facilmente ajustados.

Quando |C| > 2, i.e., quando ha varias categorias, podemos estimar, para cada ¢ € C,
P(Y = ¢|x) usando uma regressao logistica diferente. Para tanto, basta estimar P(Z =
1]x), em que Z = [(Y = ¢). Assim, ajustamos |C| regressoes logisticas, e entao utilizamos
o classificador

g(x) = arg macx@(Y = c|x).
ce

Existem outros métodos que garantem que a soma das probabilidade estimadas seja
um, veja por exemplo Friedman et al. (2010).

8.1.3 Bayes Ingénuo

Uma outra abordagem para estimar P(Y" = ¢|x) consiste em usar o Teorema de Bayes.
Assumindo que X seja um vetor de covariaveis continuas, temos que

fx]Y =c)P(Y =c¢)
Ysee FX[Y = s)P(Y = s)
Assim, pode-se obter uma estimativa de P(Y = ¢|x) estimando-se as probabilidades

marginais P(Y = s) e as densidades condicionais f(x|Y = s) para cada s € C.
O termo P(Y = s) pode ser facilmente estimado usando-se as proporgoes amostrais de

P(Y =¢|x) =

cada classe. Contudo, para estimar f(x|Y = s), é necessario assumir algum modelo para
as covariaveis. O método Bayes ingénuo (naive Bayes em inglés) assume que, para todo
s € C, f(x|Y = s) pode ser fatorada como

fY =s)=f((x1,...,zq)|Y =35) = || f(z;|Y =9),

HE&

i.e., assume que as componentes de x sao independentes condicionalmente & classe Y.
Apesar de tal suposicdo nao ser razoavel em muitos problemas, ela é muito conveniente,
e frequentemente leva a bons classificadores.

Podemos entao estimar cada f(x;|Y = s) assumindo, por exemplo, que

X|Y—8~N(M]s, s i=1,...,d
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Em outras palavras, assumimos que cada componente do vetor X tem distribuicao
normal, com parametros que dependem da classe e da componente em questao. Os para-
metros deste modelo podem ser facilmente estimados usando-se o estimador de méxima
verossimilhanca:

i = Zj o2, = Zj ik~ Tgs)?

k:EC k:EC

em que Cs = {j : Y; = s} é o conjunto de todas observagoes de treinamento da classe s.
Assim, o estlmador para a densidade condicional f(x|Y = ¢) é dado por

(X\Y—c =

2
FlanlY =c) I | 27k,
k=1 \/271'02;C s

Evidentemente, outras distribui¢oes podem ser usadas além da distribuicao normal, e
outros métodos de estimacao podem ser usados além do método de maxima verossimi-
lhanga. Pode-se inclusive utilizar métodos nao-paramétricos para estimar cada uma das

||:j&

densidades condicionais.
Se X tem componentes discretas, o Teorema de Bayes afirma que

P(X=x|Y =¢)P(Y =¢)

) P =Y = BV =9

Neste caso, pode-se por exemplo assumir que
X;|Y =c ~ Multinomial(1, 6, ),

em que 0; . €R? é um vetor com ¢ dimensoes, o niimero de categorias que X; assume.
Novamente, os pardmetros de tal distribuicao podem ser estimados via o método da
maxima verossimilhanca.

Observagao 8.1 Na implementacao do Bayes ingénuo para dados continuos, calcular
produtos como HZ:I f(a;k\Y = ¢) é numericamente desafiador, pois cada termo é, em
geral, muito préoximo de zero e, assim, o produto é aproximado por 0 no computador.
Uma forma de solucionar esse problema é trabalhar com logaritmos. Para isso, note que
o classificador plugin com probabilidades estimadas pelo método Bayes ingénuo pode ser
escrito como
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g(x) = arg max @(Y = c|x) = arg max fY =P =c¢)
ce ce

eC

d
= argmax (H f(wk\Y = c)) ]/I\”(Y =c)
k=1

d
= argrilggcglog <f(ack|Y = c)) +1logP(Y = ¢),

uma vez que o logaritmo é uma funcdo monotonica crescente. Assim, ndo é necessario

calcular f(x]Y = ¢) diretamente.
O

Para dados discretos, pode-se ajustar o método Bayes ingénuo utilizando-se a func¢ao
naiveBayes no pacote e1071 do R.

Exemplo 8.1 (Deteccao de SPAMs) Neste exemplo, consideramos o conjunto de da-
dos Spambase, disponivel do repositério do UCI'. Este conjunto contém informacoes re-
lativas a n = 4.601 emails. Nestes emails foram medidas a frequéncia relativa (i.e., qual
a propor¢ao de vezes que essa palavra aparece em cada email) de 57 palavras, como
internet, free, credit, money, data, technology e direct, entre ou-
tras. Também foi verificado se cada email era ou nao era SPAM (variavel resposta). A
Tabela 8.1 apresenta o erro preditivo estimado em um conjunto de teste de tamanho 600
para trés classificadores.

Tabela 8.1: Riscos estimados e erros-padrao de alguns estimadores para o exemplo 8.1

Meétodo Regressao linear  Regressao logistica Naive Bayes
Risco Estimado 0.111 (0.02) 0.086 (0.02) 0.188 (0.02)

8.1.4 Andlise Discriminante

Enquanto que o método de Bayes ingénuo assume que a distribuicao condicional das
covariaveis pode ser fatorada como f(x|Y = s) = f(z1,...,24]Y =) = H;l:1 flz;|Y =
s), outras suposigoes podem ser feitas de modo a estimar tal quantidade. Na analise
discriminante, supoe-se que o vetor X, condicional em Y = s, possui distribui¢cao normal

L https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Spambase.
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multivariada. Existem duas formas de analise discriminante mais comuns. Estas serao
estudas nas segoes que seguem.

8.1.4.1 Analise Discriminante Linear

Na analise discriminante linear, assume-se que cada distribui¢ao condicional X|Y = ¢
segue uma distribui¢gdo normal multivariada. Essas podem ter médias diferentes, contudo
todas tém a mesma matriz de varidncia-covaridncia. Assim, assume-se que

X = (Xy,...,Xq)|Y = ¢~ Normal(u,, X),

ie.,
FEY =) = — o) )
(2m)4| 2|
Pode-se estimar os parametros desta distribui¢ao utilizando-se pelo método da maxima
verossimilhanca. Com isso, obtém-se

mﬂaEpm F= 3 S e )k — )

keCe ceC keC.

emqueC.={j=1,...,n:Y; =c}
Como no método Bayes ingénuo, pode-se entao usar as estimativas de f(x|Y = ¢) para
construir o classificador plugin

g(x) = argmax P(Y = c|x) = arg max f(x|Y =o)P(Y =¢).
ceC ceC

Para o caso binario, tem-se que a regra de classificagdo é g(x) = 1 se, e s0 se,

E;D(Y =) o Ji<x|y =1)P(Y =1) N
P(Y =0|z) (x|Y =0)P(Y =0)

log f(x\Y =1)—log f(x|]Y =0) > log K + log@(Y =0) — log@(Y =1)
= —(x— )T (x— ) + (x — fio) £ (x = fio) > K’
= 42X'S V0 - 2 - 22X D e + b o > K, — ax' > K",

em que K, K’ e K" sdo constantes?.

2 Até aqui estamos tomando K = 1/2, mas veremos em breve que tal corte pode ser diferente.
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Assim, a regiao do espago amostral em que a regra de decisdo consiste em g(x) =1 é
um hiperplano de R%, por isso o método recebe o nome de andlise discriminante linear.
Veja uma ilustracao desta regiao no Exemplo 8.2.

No R, a anélise discriminante linear pode ser ajustada via o pacote MASS:

library (MASS)

lda.fit = lda(x=xTreino, grouping=yTreino)
lda.pred = predict (lda.fit, newdata=xNovo)
lda.predS$posterior

Note que, assim como nos outros métodos preditivos vistos, nao acreditamos necessari-
amente na suposicao de normalidade, mas ela é apenas usada para obter um classificador
com poder preditivo potencialmente bom.

8.1.4.2 Analise Discriminante Quadratica

A suposicao feita pela analise discriminante quadrética também é de normalidade
multivariada. Contudo, cada distribuicao condicional pode ter sua prépria matriz de
variancia-covariancia. Assim, assume-se que

X =(X1,...,X4)|Y = ¢ ~ Normal(p., X.),

ie.,
fx]Y =¢) = S S N
(2m)7| 2|

Novamente, pode-se estimar esses parametros pelo método da maxima verossimilhanca:

— 1 = 1 —~ —~
“lkec. “lkec.
emqueC.={j=1,....,n:Y; =c}

Como na anélise discriminante linear, pode-se entao usar as estimativas de f(x|Y = ¢)
para construir o classificador plugin

g(x) = arg max P(Y = ¢|x) = arg max Fx|Y = o)P(Y = ).
ce ce

Para o caso binario, tem-se que a regra de classificagao é g(x) = 1 se, e s0 se,
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M>K = A(X|Y: )@(Y:l) > K «—
P(Y =0Jz) fXY =0)P(Y =0)

log f(x]Y = 1) — log f(x|Y = 0) > log K + log B(Y = 0) — log P(Y = 1)

1 —~—1

= (x-S (x—f)+ (x—f0) 0 (x— i) > K

Assim, a regido do espaco amostral R? em que a regra de decisdo consiste em g(x) =
1 é dada por uma equagao quadratica, por isso o método recebe o nome de anélise
discriminante quadratica. Veja uma ilustragao desta regiao no Exemplo 8.2.

No R, a anéalise discriminante linear pode ser ajustada via o pacote MASS:

library (MASS)

gda.fit = gqda(x=xTreino, grouping=yTreino)
gda.pred = predict(gda.fit, newdata=xNovo)
gda.pred$posterior

Exemplo 8.2 Neste exemplo simulado, mostramos as formas da regiao de decisao para
a analise discriminante linear e quadratica. Veja a Figura 8.1.
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Figura 8.1: Acima: conjunto de treinamento e teste. Abaixo: ajuste das analises discri-

minantes linear (esquerda) e quadrética (direita).

O
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8.2 Support Vector Machines (SVM)

Support Vector Machines é uma metodologia de classificagao proposta por Cortes and
Vapnik (1995) que leva a resultados excelentes em muitas aplicagoes. Esta técnica conta
com uma motivagao muito diferente daquela associada aos classificadores vistos até aqui.
No SVM, em nenhum momento estimamos as probabilidades P(Y = ¢|x); o resultado
desta técnica é apenas as classes estimadas de novas observagoes. Vamos assumir nesta
segao que Y assume valores em C = {—1,1}.

Considere um funcao linear

f(x) = Bo + frz1 + ... + Paxa.

O classificador g(x) dado pelo SVM tem a seguinte forma:

{Se f(x) <0, g(x)=-1

(8.1)
Se f(x) >0, g(x) =1

Para descrever como construir f(x), suponha inicialmente que existe um hiperplano
que separa perfeitamente todas as observagoes do conjunto de treinamento segundo a
classe que pertencem (veja um exemplo na Figura 8.2), ou seja, existe f(x) linear tal que
f(x;) <0 se, e s6 se, y; = —1. Note que temos entdo que, para todo i =1,...,n,

vi(Bo + Brxia + ...+ Bazria) = yif(xi) > 0. (8.2)

Quando existem muitos hiperplanos que separam os dados (ou seja, quando ha vérias
fungoes f tais que a Eq. 8.2 esta satisfeita), o SVM busca por aquele que tem maio-
res margens, i.e., aquele que fica “mais distante" de todos os pontos observados. Para
descrever matematicamente tal tarefa, lembre-se que |f(x)| é (a menos de um fator mul-
tiplicativo) a distancia do ponto x a reta dada por f(x). Assim, se |f(x)| é muito alto, x
estd muito longe do plano separador. Em particular, se f separa os dados perfeitamente
bem, |f(x)| = yif(x;) (devido & Eq. 8.2). Logo, o SVM busca f tal que y; f(x;) seja
grande para todo x;. Assim, no caso de haver um hiperplano que separa perfeitamente
bem os dados, o SVM busca, portanto, o hiperplanos com coeficientes 3 tais que

M) = M
(B, M) = argmax

sujeito as restricoes

(1) oL, 7 =1e
(2) para todo i =1,...,n, y;fa(x;) > M.
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I 1
0.8
0.6 |
N
8
0.4

0.2

Figura 8.2: Exemplo de conjunto de dados no qual existe um hiperplano que os separa
perfeitamente bem.

Note que a restri¢ao (1) visa apenas garantir a comparabilidade dos diferentes hiper-
planos.

Além de assumir que existe um hiperplano que separa perfeitamente bem os dados,
esta formulagao infelizmente também é muito sensivel a pequenas mudancas nos dados.
Assim, a formulagdo usada pelo SVM na realidade se propoe a resolver uma generalizagao
do programa descrito acima, de modo que seja permitido que alguns dos pontos estejam
do lado “errado" das margens (e eventualmente do hiperplano). Matematicamente, o
SVM busca pela solucao de

arg max M
M

sujeito as restricoes
(1) X5 pi=1e
(2) para todo i = 1,...,n, y;fa(xi) > M(1 —¢;), emquee; >0e > e <C.

Note que €; pode ser maior que um, de modo que é permitido que y; f3(x;) seja negativo,
ou seja, que a i-ésima amostra caia do lado errado do hiperplano. O quao longe ela cai,
contudo, é limitado por C, uma vez que €¢; ndo pode ser maior que C. Assim, C' é um
tuning parameter: quanto maior é seu valor, mais se permite que observacoes caiam do
lado “errado" das margens.

Utilizando-se o truque do kernel (Secao 4.6.3.2), pode-se buscar por divisdes mais
complexas que hiperplanos. A ideia central é que a solugdo 6tima f(x) do SVM pode ser
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reescrita como

f(x) :50-*—5196‘1+---+5d$d=50+zak(X,Xk>, (8.3)

k=1

em que (X,Xy) = Y -, Z;T);. Assim, para calcular f (i.e., os coeficientes ay), tudo o que
precisamos é do produto interno entre todas as observagoes. Pode-se também mostrar que,
para calcular o, também necessita-se apenas dos produtos internos entre as observagoes.
Podemos, portanto, trocar (x,xj) por um kernel genérico K (x,xy) e, assim, utilizar o
truque do kernel.

Support Vector Machines também estao ligados a Reproducing Kernel Hilbert Spaces
(Secao 4.6). Pode-se mostrar que, dado um kernel de Mercer K, o classificador g dado
pelo SVM é justamente aquele que minimiza

n

a 1 L ,g(X A 7 )
Ig min 2 (k> 9(xk)) + Allgl[5,

em que L(yk, 9(xx)) = (1 — yrg(xk))+ (Pontil, 2003). Assim, pode-se utilizar o Teorema
da Representacao (Teorema 4.3) para encontrar os valores dos coeficientes «j da Equagao
8.3. Note que a perda L é zero quando yg(x) > 1. No caso linear, essa restrigao indica
que (x,y) estd do lado correto do hiperplano definido por g e x estd a uma distancia de
ao menos 1/||g||x do hiperplano. Ou seja, a perda é zero quando o exemplo é classificado
corretamente de forma facil. Note também que, no caso separavel, essa fungao objetivo
indica (como esperado) que o SVM procura, entre todos os hiperplanos separados, aquele
com maior margem (i.e., 1/||g||x)-
No R, o ajuste do SVM pode ser feito via o pacote e1071.

library (el1071)

tune.out=tune (svm, train.x=xTrein,
train.y=yTrein,
kernel="1linear", scale=TRUE,
ranges=1list (cost=¢(0.001,0.01,0.1,1,5,10,100)))
plot (tune.out)
melhorModelo = tune.out$best.model
ypred=predict (melhorModelo, xTeste)

tune.out=tune (svm, train.x=xTrein,
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train.y=yTrein,
kernel="radial", scale=TRUE,
ranges=1list (cost=c (5,10, 20),
gamma = c¢(0.001,0.01,0.05)))
plot (tune.out)
melhorModelo = tune.out$best.model
ypred=predict (melhorModelo, xTest)

8.3 Arvores de Classificacao

Arvores de classificacdo sdo o andlogo de arvores de regressio (Secdo 4.8), mas com
a finalidade de se fazer classificagdo. Sua construcao se da de forma anéloga & descrita
naquela secao. Em particular, o processo de criar um arvore grande e depois poda-la
também ocorrem. Ha, contudo, duas grandes diferengas. Primeiramente, a predicao para
a resposta Y de uma observagao com covariaveis x que estdo em uma regiao Ry nao é
mais dada pela média amostral das observagoes do conjunto de treinamento que pertecem
a essa regiao (Equagao 4.17), mas sim pela moda destas:

g9(x) = moda{y; : x; € Ry}, (8.4)

Além disso, o critério utilizado para buscar a melhor particdo em cada etapa do pro-
cesso (I) também é diferente, uma vez que o erro quadréatico (e.g, Equagao 4.18) ja nao
faz mais sentido. No lugar deste, um critério muito utilizado é buscar minimizar o indice

de Gini, dado por

E § pR,c(l - pR,c)

R ceC

Aqui, R representa uma das regides induzidas pela arvore, e pr . ¢ a proporcao de

observagoes que caem na regiao R e sao classificados como sendo da categoria c. Note
que este indice ¢ minimo quando todas as proporc¢oes Dr,. sao zero ou um, indicando
assim uma arvore “pura" (i.e., cada folha contém somente observagoes de uma unica
classe).

Exemplo 8.3 Para ilustrar uma aplicagao do indice de Gini, considere a situagcdo em que
se deseja predizer se um hospital possui tomdgrafo. Para isso contamos com informacoes
sobre a presenca de especialidade em cardiologia e se o hospital apresenta mais de 100
leitos. Os dados sao apresentados na Tabela 8.2.
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Tabela 8.2: Dados ficticios do Exemplo 8.3

Cardiologia Acima de 100 leitos Possui tomografo

Sim Sim Sim
Sim Nao Sim
Sim Sim Nao
Sim Nao Nao
Nao Sim Sim
Nao Sim Sim
Nao Nao Nao
Nao Nao Nao
Nao Sim Sim
Nao Sim Sim

Assim, para determinar qual serd a melhor particao (cardiologia ou acima de 100 lei-

tos), utilizaremos o indice de Gini. Lembre-se que queremos determinar a maior particao
)

que apresenta a maior “pureza”, ou seja, o menor valor do indice. Dessa forma, teremos:

e Gini(Cardiologia) = 2
e Gini(Leitos) = 3 x £ + 1

Logo, a particao que apresenta a maior "pureza"é dada pela particio da varidvel leitos.
(|

Observagao 8.2 A primeira vista, pode-se estranhar o fato do indice de Gini ser uti-
lizado ao invés de, por exemplo, a proporcao de erros no conjunto de validacao, que é
uma estimativa do risco. O motivo desta escolha é que o indice Gini é mais sensivel a

mudancas nas proporcoes de cada categoria nos nos.
O

Para a etapa da poda, em geral utiliza-se a proporcao de erros no conjunto de validagao
como estimativa do risco.

Assim como em arvores de regressao, podemos fazer arvores de classificacdo no R
utilizando o pacote rpart.

set .seed (0)
library (rpart)
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fit <- rpart (Kyphosis ~ Age + Number + Start,
method="class", data=kyphosis)

# poda:
melhorCp=fitScptable [which.min (fitS$cptable[, "xerror"]),"CP"]
# cp € uma medida de complexidade da arvore, essencialmente
# proporcional ao numero de folhas presentes. Este codigo
# escolhe o melhor cp via validacdo cruzada.
pfit <- prune (fit,

cp=melhorCp)

# plotar arvore podada

plot (pfit)
text (pfit, use.n=FALSE, all=FALSE, cex=1.5)

Start>=8.5

Jsent prese

Figura 8.3: Arvore de classificacdo ja podada

A Figura 8.3 ilustra a arvore gerada pelo codigo acima no R.
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8.4 Bagging e Florestas Aleatérias
Tanto o bagging quanto florestas aleatdrias, vista no contexto de regressao na Segao

4.9, podem ser trivialmente adaptadas para classificacao. Para tanto, a agregagao das
diferentes arvores de classificacao ¢é feita através da funcao

g(x) = modabgb(x) ,

isto é, uma observacao com covaridveis x é classificada por cada arvore construida, e a
predicdo é entdo dada pela categoria predita mais frequente.

8.5 Boosting

Assim como em regressao (Segao 4.10), métodos de boosting também podem ser uti-
lizados para agregar classificadores fracos de forma a construir um classificador mais
poderoso. Aqui descreveremos uma forma de boosting especifica, o adaboost (Freund and
Schapire, 1995). Para tanto, assuma que, como no SVM, y; € {—1,1}.

3=

1. Inicialize os pesos w1 = ... = w, =
2. Parab=1,...,B:

a. Ajuste um classificador gy(x) para a amostra de treinamento usando os pesos
Wiy, Wn

b. Calcule o erro ery, = Lia wii(y#gb(xi))

i—1 Wi

i

c. Calcule ay, = log((1 — ery)/ery)
d. Atualize w; < w; exp (apl(y; # gp(x%4))), i =1,...,n

3. Retornamos o modelo final g(x) = sinal <Zf:1 abgb(x))

Em geral, o passo 2a) deste método é executado utilizando-se um classificador bastante
simples, como por exemplo uma Arvore com 4 folhas.

Note que a atualizac¢ao dos pesos dada por w; < w; exp (apl(y; # gp(x;))) tende a fazer
com que observagoes classificadas erroneamente por g, recebam peso maior no ajuste de
gp+1. Além disso, oy, mede o quao bom o classificador g;, é: quanto menor o valor de ery,
maior o valor de ap. Em particular, se er, > 50%, entao a; < 0, ou seja, as predigoes
de gy sao invertidas no classificador final. Tal inversao se da pois o classificador —g; tem
erro menor que 50% nesta situagao.

add: conexao com Exponential Loss

Para se ajustar o adaboost no R, pode-se utilizar o pacote gbm.
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library (gbm)
resposta=CO02 [, "uptake"]>20

ajuste = gbm.fit (x=CO02[,! colnames (CO2)
y=resposta,

o\°

in% c ("uptake")1],

n.trees=100,
interaction.depth = 1,
distribution="adaboost")
predito = predict (ajuste, newdata = xTest,n.trees=ajuste$n.trees)

8.6 Método dos k Vizinhos Mais Proximos

O método do KNN (Segao 4.3) pode ser trivialmente adaptado para o contexto de
classificagao. Para tanto, pode-se definir o classificador

g(x) = modaen, v,

em que Ny ¢ o conjunto das k observagoes mais proximas de x, como definido na Segao
4.3. Ou seja, busca-se a classe mais frequentemente observada entre as observacoes mais
préximas ao vetor de covariaveis x de interesse.

No R, tal método pode ser utilizado via

library (FNN)

ajuste = knn(train=xTreinamento, test=xNovo,cl=yTreinamento,
k=k)

predval=ajusteS$Spred

8.7 Redes Neurais Artificiais

Redes Neurais Artificiais (Segao 4.11) também podem ser utilizadas no contexto de
classificacao. A estrutura da rede é essencialmente a mesma, contudo em geral ha algumas
diferengas:

e Ao invés de buscar apenas uma fungao de predigao gg, estima-se |C| fungdes, gg.1, - - -, 98,/c|,
uma para cada categoria que a variavel resposta pode assumir, veja a Figura 8.4.
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A i-ésima dessas fungoes representa a probabilidade de Y assumir a categoria ¢,
i=1,...,[C|

e Utiliza-se uma funcdo de ativagao f diferente da linear. Pode-se usar, por exemplo, a
fungao logistica f(y) = e¥/(1 + €Y).

e A funcéo objetivo a ser minimizada também nao é mais o EQM. Pode-se utilizar, por
exemplo, a entropia cruzada, dada por

CE(g8,1,--+9pc|) = —— ZZH ¢)log(gp.c(xi))

k 1 ceC
Car(liaeada Camada Camada
Oculta de saida
entrada ‘
o /.\ — 9pa(x)
Ty — ‘ - gﬁ;Q(X)
xr3 — — 95;3(}{)

® ’ (%)
./ — gB;4\X

Figura 8.4: Exemplo de rede neural de classificagao com uma camada oculta no caso em
que Y assume quatro possiveis valores.

No R, redes neurais para classificacdo podem ser usadas via

library (neuralnet)
fit=neuralnet (as.formula ("yl+y2~X1+X2+X3"),data=dados,
hidden=c¢ (2, 3),err.fct = "ce")

Para se obter a matriz de variaveis dummy y1,¥s, ... a partir de y pode-se utilizar o
comando y=model .matrix (~dados$Sy—-1)
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8.8 Exemplos

Exemplo 8.4 (Amazon Fine Food Reviews) A seguir iremos trabalhar novamente
com o conjunto de dados Amazon Fine Food Reviews (apresentado no Exemplo 3.3). No
entanto, nesse momento, trabalharemos com as notas categorizadas em maxima (escore
igual a 5) vs demais (escore de 0 a 4).

Nesse exemplo utilizaremos 40.000 observacoes de treinamento e 10.000 de validagao.
Iremos utilizar regressao logistica com minimos quadrados, ridge e lasso. Também utili-
zaremos arvore e floresta para a classificagao.

library (dplyr)
library (glmnet)
data.table)
library (tm)

library (rpart)

(
(
library (
(

library (rpart.plot)
library (xgboost)
library (ggplot2)
library (randomForest)

A seguir indicamos uma forma de leitura dos dados e organizagao para analise.

dados <- fread("data/Reviews.csv", header = TRUE)

set.seed (1)

# seleciona 50.000 observacdes
selecao <- sample (nrow(dados), 50000)
dados <—- dados([selecao, ]

# indica observacdes de treinamento
tr <- sample.int (50000, 40000, replace = F)

# categoriza escore
dados$Score <- ifelse (dados$Score <= 4, 0, 1)

corp <- VCorpus (VectorSource (dadosS$Text))

dtm <- DocumentTermMatrix (corp,
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control = list (tolower = TRUE,
stemming = FALSE,
removeNumbers = TRUE,
removePunctuation = TRUE,
removeStripwhitespace = TRUE,
weighting = weightTf,

bounds=1list (global=c (50, Inf))))

dtmMatrix <- sparseMatrix (i = dtm$i, j = dtm$j, x = dtmSv,
dimnames = list (NULL, dtmS$dimnames[[2]]),
c (dtm$Snrow, dtm$ncol))

dims
Note que nesse caso estamos trabalhando com um total de 3.683 palavras.
dim (dtmMatrix)
## [1] 50000 3683

Apos a leitura dos dados, iremos ajustar os modelos de regressao logistica com minimos
quadrados, ridge e lasso. Iremos atribuir a classe de escore 5 aos individuos do conjunto
de validagao que apresentarem probabilidade dessa classe maior ou igual a proporcao de
escore 5 no conjunto de treinamento. Note que, para essas técnicas, estamos utilizando
os dados no formato esparso.

# Minimos Quadrados

ajuste_glm = glmnet (dtmMatrix[tr,], dadosS$Scoreltr],
family=c ("binomial"), alpha = 0)
predito_glm = ifelse (predict (ajuste_glm, s = O,
newx = dtmMatrix[-tr,],
type = "response") >=

mean (dados$Score[tr]), 1, 0)

# Ridge
vc_ridge = cv.glmnet (dtmMatrix[tr, ], dados$Scoreltr],
family=c("binomial"), alpha = 0)
ajuste_ridge = glmnet (dtmMatrix[tr,], dados$Score(tr],
family=c("binomial"), alpha = 0)

predito_ridge ifelse (predict (ajuste_ridge,

s = vc_ridge$lambda.lse,



8.8 Exemplos 137

newx = dtmMatrix[-tr,],
type = "response") >=
mean (dados$Score[tr]), 1, 0)

# LASSO

vc_lasso = cv.glmnet (dtmMatrix[tr, ], dados$Scoreltr],
family=c ("binomial"), alpha = 1)

ajuste_lasso = glmnet (dtmMatrix[tr,], dadosS$Scoreltr],

family=c ("binomial"), alpha = 1)
predito_lasso = ifelse (predict (ajuste_lasso,

s = vc_lasso$lambda.lse,
newx = dtmMatrix[-tr,],
type = "response") >=

mean (dados$Score[tr]), 1, 0)

Para o ajuste da arvore de classificagdo, utilizaremos o pacote rpart. J4 para o
grafico da arvore utilizaremos o pacote rpart.plot. Ainda, faremos a poda com base
na medida CP via validagao cruzada.

# ajuste da arvore

arvore = rpart (Score ~., method = "class",
data = dtmMatrixArvore[tr,])
# poda
melhorCp = arvore$cptable[which.min (arvoreS$Scptablel[, "xerror"]),
"CP"]
poda = prune (arvore, cp = melhorCp)

# predito arvore

predito_arvore = predict (poda,
dtmMatrixArvore[-tr, -11,
type="class")

# arvore
rpart.plot (poda, type = 4, extra = 102)

A Figura 8.5 ilustra a arvore podada gerada pelo co6digo acima. Nessa figura o primero
ntmero na forma geométrica indica a classe a qual o individuo é classificado em cada
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Figura 8.5: Arvore de classificacao ja podada para os dados da Amazon Fine Food Revi-

ewWs
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né/folha, o ntimero de classificagdes corretas em cada n6é com o nimero de classificagoes
em cada noé e, por fim, a porcentagem de observagoes em cada nd relativa ao total.

# floresta aleatoria

floresta = randomForest (Score ~., method = "class",
data = dtmMatrixArvore[tr,], ntree = 100)

Sta

)

# predito f1l

ore
predito_floresta = predict (floresta,

dtmMatrixArvore[-tr, -1])

bstCV = xgb.cv(data = dtmMatrix[tr,],

label = dados$Scoreltr],

nthread = 7, nround = 2000,

nfold = 4, metrics "error",

objective = "binary:logistic",

lambda = .01, verbose = FALSE)
bst = xgboost (data = dtmMatrix[tr,],

label = dados$Scorel[tr], nthread = 7,

nround = which.min (bstCVS$evaluation_logStest_error_mean),
objective = "binary:logistic", verbose = FALSE,

lambda = 0.01)

predicoes predict (bst, dtmMatrix[-tr,])

predito_bst = ifelse(predicoes > mean(dados$Score(tr]), 1, 0)

Considerando esses dados e as técnicas utilizadas, é possivel notar que minimos qua-
drados, Ridge e Lasso apresentam uma performance muito semelhante com uma ligeira
vantagem para Lasso. A arvore apresentou o pior desempenho geral e de especificidade
entre todas as técnicas, embora tenha apresentado a segundo melhor sensibilidade. A
floresta apresenta um desempenho geral muito préximo ao das trés técnicas citadas an-
teriormente. No entanto, apresenta uma sensibilidade melhor e uma baixa especificidade.
Ja BST apresentou o melhor dos resultados com respeito & porcentagem total de acerto.
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Figura 8.6: Importancia obtida com floresta aleatoria para os dados da Amazon Fine
Food Reviews
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Figura 8.7: Desempenho preditivo conisderando o conjunto de treinamento e validagao
para xgboost.

Tabela 8.3: Desempenho preditivo considerando minimos quadrados, ridge, lasso e arvore.

% Acerto Total Sensibilidade Especificidade

MQ 78.4 80.1 75.4
Ridge 79.4 80.9 76.7
Lasso 79.4 80.5 77.5
Arvore 68.9 88.4 34.2
Floresta 80.2 92.8 57.8
BST 80.7 83.9 75.1







Capitulo 9
Outros Aspectos de Classificacao

9.1 Conjuntos de Dados Desbalanceados

As metodologias estudadas no Capitulo 8, quando aplicadas a conjuntos de dados
desbalanceados (i.e., conjuntos em que algumas das categorias de Y sdo pouco frequen-
tes), muitas vezes levam a resultados insatisfatorios. Por exemplo, se Y = 1 tem pro-
babilidade muito pequena, em geral teremos que P(Y = 1|x) também tera valor muito
baixo, qualquer que seja o valor de x € R%. Assim, o classificador plugin (Secdo 8.1)
g(x) = I(P(Y = 1|x) > 1/2) sera sempre zero, mesmo que P(Y = 1]x) esteja bem
estimado. Ou seja, g(x) = 0 sera o classificador encontrado.

Este problema também ocorre com outros métodos de classificagdo. Isso se deve ao
fato do risco R(g) = I(g(X) # Y') muitas vezes nao ser adequado nestas situagoes. De
fato, para g(X) = 0, o risco da func¢do ¢g(X) sera baixo se Y = 1 ocorre com frequéncia
muito pequena, mas nenhuma nova observacao serad classificada como sendo da classe
minoritaria.

Existem diversas formas de contornar este problema. Uma abordagem comum consiste
em buscar cortes diferentes de 1/2, i.e., buscam-se por regras do tipo

~

9(x) =I(P(Y = 1]x) > K)

para diferentes cortes K. Uma forma de escolher K ¢é utilizando a curva ROC, que mostra
como a sensibilidade varia com a especificidade para diferentes valores de K’s. Para evitar
que a sensibilidade e especificidade sejam subestimadas, tal grafico deve ser feito com o
conjunto de validag@o ou teste, nunca o de treinamento!

A Figura 9.1 ilustra a curva ROC da analise discriminante linear para o conjunto de
dados de spams do Exemplo 8.1.

143
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library (MASS)
set .seed (401)

data (spam)

index=sample (1l :nrow (spam) , nrow (spam) )

nTrain=round (0. 7+ nrow (spam) )

whichTrain=index[l:nTrain]

ajustelinear=1lda (x=spam[whichTrain, -ncol (spam) ],
grouping = spam[whichTrain, "spam"])

library (ROCR)

predicted=predict (ajustelinear, spam[-whichTrain, —-ncol (spam) ])

predLinear = prediction (predicted$posterior(, 2],
spam[-whichTrain, "spam"])

perflinear = performance (predLinear, measure = "tpr",
x.measure = "fpr")

plot (perflinear, col=2,lwd=4,xlab="1-Especificidade",

ylab="Sensibilidade", cex.lab=1.6)
abline (a=0,b=1, 1wd=3)

1.0

0.8

0.4
I

Sensibilidade

0.2

0.0
I

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1-Especificidade

Figura 9.1: Exemplo de curva ROC.

E comum escolher K que maximize o valor de “Sensibilidade+Especificidade", embora
esta ndo € a unica abordagem existente. Por exemplo, pode-se definir uma nova funcgao
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de risco:
R'(g) = E[(mI(Y # g(X) e Y =0)) + (mol(Y # g(X) e Y = 1))] =

— mP(Y #g(X) ¢ Y = 0) + mP(Y £ g(X) e Y = 1),

em que my é a probabilidade de uma observacao pertencer a classe Y = 0 e m é a
probabilidade de uma observacao pertencer & classe Y = 1. Assim, tal risco da4 maior
importéancia do erro de uma observacao da classe 1 ser classificada como pertencente
a classe 0 e menor importancia ao erro de uma observagao da classe 0 ser classificada
como pertencente a classe 1. A funcdo g(x) que minimiza R'(g) é dada por g(x) =
I(P(Y = 1|x) > m1). De fato, a decisao 6tima ¢ g(x) = 1 se, e somente se,

moP(Y =0|x) > mP(Y =1]x) <= P(Y =1|x) > 7.

Isso motiva o uso do classificador plugin H(ﬁ(Y =1lx) > 13(Y = 1)) em que ﬁ(Y =1)é
a proporgao amostral da classe de interesse. Ou seja, ao invés de se usar 1/2 como corte,
utiliza-se P(Y = 1).

Para classificadores que nao sao baseados na estimagao de P(Y = 1|x), outras abor-
dagens sao utilizadas como, por exemplo, a atribuicao de pesos maiores a observagoes da
categoria menos frequente. Tais pesos sao entao usados de modo que a contribuicao de
cada observacdo na criacdo do classificador seja proporcional ao peso por ela recebida. A
forma como estes pesos sao utilizados depende do método de classificagdo em questao.

9.2 Combinando classificadores

Combinar diversos classificadores construidos usando o mesmo conjunto de treina-
mento pode levar a um classificador com poder preditivo ainda maior. Bagging, florestas
aleatorias e boosting (Segoes 8.4 e 8.5) sdo uma forma de se fazer isso. Como vimos,
enquanto que bagging e florestas aleatérias foram criados para combinar fungoes de pre-
di¢do aproximadamente nao viesadas (mais especificamente, arvores sem poda); boosting
combina classificadores fracos. Existem, contudo, outras formas de se combinar classifi-
cadores; nesta se¢ao exploramos uma delas, o blending (muitas vezes chamado de stacked
ensembling).

A ideia deste método é criar um meta-classificador, treinado usando como covariaveis
as predigoes dos modelos a serem combinados. Mais especificamente, divide-se o con-
junto de treinamento em duas partes: treinamento (e.g., 90%) e ensemble set (e.g., 10%).
Sejam g¢1,...,9p as fungoes de predi¢do treinadas utilizando-se o conjunto de treina-
mento. Tais fungdes podem ser obtidas usando-se quaisquer métodos (e.g., regressao logis-
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tica, SVM, florestas aleatorias etc). Denotando o ensemble set por (X1,91), ..., (Xa, ¥a),
ajustamos entdo um classificador para conjunto (Wi,41),...,(Wa,¥yn), em que w; =

(91(Xi), - -5 91(XB))-

Para exemplificar tal método, considere o conjunto de dados spam. Ajustamos aqui os
seguintes métodos: andalise discriminante linear, regressao logistica com penalizagao L1,
florestas aleatorias e SVM.

library (MASS)
set.seed (401)

data (spam)
index=sample (1l :nrow (spam) , nrow (spam) )
nTrain=round (0.5+nrow (spam) )
nEnsemble=round (0.2+nrow (spam) )
whichTrain=index[l:nTrain]

whichEnsemble=index[ (nTrain+l) : (nTrain+nEnsemble) ]
whichTest=index[-c( (1) : (nTrain+nEnsemble)) ]
# LDA

ajustelinear=1lda (x=spam[whichTrain, —-ncol (spam) ],
grouping = spam|[whichTrain, "spam"])
predlLinear=predict (ajustelinear,
spam[, —ncol (spam) ] ) Sposterior[, 2]

# Logistica
formula=paste ("spam~", paste (colnames (spam) [-ncol (spam) ],

collapse = "+"))
ajustelogistico=glmnet: :cv.glmnet (x=as.matrix (spam[whichTrain,
-ncol (spam) ]),
y = as.factor
spam[whichTrain, "spam"]),

family="binomial",

alpha=1)
lambdaOtimo = ajustelLogistico$lambda.min

predLogistico=predict (ajustelogistico,
newx=as.matrix (spam(,
-ncol (spam) ]),
s = lambdaOtimo, type="response")
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# Floresta
floresta=randomForest: :randomForest (x=spam[whichTrain,
-ncol (spam) ],
y = as.factor (
spam[whichTrain, "spam"]))
predFloresta=predict (floresta, spam[, —-ncol (spam) ], type="prob") [, 2]

# SVM
ajusteSVM=el071::tune(el071::svm,
train.x=spam[whichTrain, -ncol (spam) ],
train.y=as.factor (spam[whichTrain, "span"]),
kernel="radial", scale=TRUE,
ranges=list (cost=c(5,10,20),
gamma = c¢(0.001,0.01,0.05)))
melhorSVM = ajusteSVMS$best.model
predSVM=predict (melhorSVM, spam[, —ncol (spam) ])

# Ensemble
data.ensemble=data.frame (response=spam|[whichEnsemble, ncol (spam) ],
predLinear=predLinear [whichEnsemble],
predLogistico=predLogistico[whichEnsemble],
predFloresta=predFloresta[whichEnsemble],
predSVM=predSVM[whichEnsemble])
modelo.ensemble.logistic=glm("response~predLinear+
predLogisticotpredFloresta+tpredSvM",
data=data.ensemble, family=binomial () )
log=cbind (modelo.ensemble.logistic$Scoefficients)
names (log) =names (coef (modelo.ensemble.logistic))
colnames (log)=c("Coeficientes")
knitr: :kable (round(log, 3))

Coeficientes
(Intercept) -4.370
predLinear -0.228
predLogistico 0.981
predFloresta 8.069
predSVM1 0.551
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data.test=data.frame (response=spam[whichTest, ncol (spam) ],
predLinear=predLinear [whichTest],
predLogistico=predLogistico[whichTest],
predFloresta=predFloresta[whichTest],
predSVM=predSVM[whichTest])

predictedTest.logistic=predict (modelo.ensemble.logistic,
newdata = data.test,
type="response")

# Discriminante:
mean ( (predLinear [whichTest]>mean (spam$spam)) !=
spam[whichTest, ] $spam)

#4# [1] 0.09847936

# Logistica:
mean ( (predLogistico[whichTest]>mean (spam$spam)) !=
spam[whichTest, ] $spam)

## [1] 0.08037654

# Floresta:
mean ( (predFloresta[whichTest]>mean (spam$spam)) !=
spam[whichTest, ] $spam)

## [1] 0.06517017

# SVM:
mean ( (predSVM[whichTest]) !=
spam[whichTest, ] $spam)

## [1] 0.07675597

# Ensemble:
mean ( (predictedTest.logistic>mean (spam$Sspam)) !=
spam[whichTest, ] $spam)

## [1] 0.06010138

Neste caso, observamos que o ensemble (feito a partir de uma regressao logistica das
predigdes dos demais) foi capaz de melhorar o desempenho dos demais classificadores.
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Além disso, vé-se que quase todo o peso do modelo foi dado ao modelo de florestas
aleatorias, o que explica porque o desempenho deste é semelhante ao do modelo combi-
nado (enquanto o primeiro tem risco de aproximadamente 6,5%, o segundo tem risco de
aproximadamente 6,0%.

9.3 Teoria do Aprendizado Estatistico

Seja Z; = (X;,Y;),i=1,...,n vetores aleatorios i.i.d. e f :9*1— uma funcdo. Defina

P(f) = E[f(Z)]

PA) = > ()

e seja

- P,
f arg min (f)

e
f arg min (f),

em que F é um conjunto de fungoes de interesse. O principal objetivo da teoria do
aprendizado estatistico é dar garantias sobre o quao longe P(f) esta de P(f*). Embora
a teoria do aprendizado estatistico seja bastante geral, nos focaremos inicialmente no

problema de classificagao:

Exemplo 9.1 No contexto de classificagao, podemos tomar f(Z) = I(Y # ¢g(X)), de
modo que P(f) = R(g) (i.e., € o risco de classifica¢io) e Po(f) = Ru(g) = 11y; #
9(X;)) (i.e., € a propor¢ao de erros que g faz no conjunto de treinamento). Uma forma
de se escolher um classificador € definir

g = argmin Ry-(g),
g€y
em que G é uma classe de classificadores (e.g., o conjunto de todos os classificadores
lineares). Essa abordagem é chamada de minimizagao do erro empirico. Assim, a teoria
do aprendizado estatistica fornece garantias sobre tal procedimento. Mais especificamente,
essa teoria fornece garantias sobre o quao longe o risco de g estd do risco do ordculo g*,
definido por

* = argmin R(g),
g gmin F(g)
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ou seja, o melhor clg\ssiﬁcador dentro Ade G (como wvisto na Segao 7.3). Isso decorre do
fato de que mingeg Ryr(9) = minger P,(f) e mingeg R(g) = minger P(f), onde F =
{f: 1(Z) =1(Y # g(X)) para algum g € G},

A estratégia da teoria do aprendizado estatistico para limitar o quao longe o risco de
g esté do risco do oraculo ¢g* é limitar o quao longe R(g) esta de Ry.(g) para todo g € G
simultaneamente. Uma forma de se obter tal limitante é através do Teorema VC:

Teorema 9.1 (Teorema VC) Se F ¢é um conjunto de fungoes bindrias, entao, para

todo € > \/2/n,

P(sup |P,(f) — P(F)| > €) < 4s(F, 2n)e 2" /8, (9.1)
feF

em que $(F,2n) € o shattering number da classe F para uma amostra de tamanho n.
Assim, com probabilidade ao menos 1 — 6,

sup [P(f) — P(F)| < ¢ %10 (4“?52”))

feFr

Antes de detalhar o que é o shattering number s(F,2n), vamos discutir o motivo de
tal teorema de fato nos ajudar a atingir nosso objetivo. Seja f = argminger P, (f) e
f* =argminger P(f). O fato chave da teoria VC é que o Teorema 9.1 implica que, com
probabilidade ao menos 1 — 4s(F, 2n)e*2”€2/ 8

~

P(f) = P(f*) = P(f) = Pu(f) + Pu(f) = Pu(f*) + Pu(f*) — P(f7)
< P(f) = Pu(f) + Pu(f*) — P(f*)
< 2¢,

-~

onde a primeira desigualdade segue do fato de que, por definigao, P,(f) — P,(f*) <0,
e a ultima desigualdade segue da Equacao 9.1. Em palavras, se n é grande e s(F,2n)
2ne®/8 (em breve veremos quando esta tltima condi¢ao

~

cresce com a uma taxa menor que e
ocorre), entao com probabilidade alta P(f) ~ P(f*). No contexto de classificagao isso
implica que, com probabilidade alta, o risco do estimador encontrado via minimizagao
de risco empirico estara préximo do risco do oraculo.

Pode-se também mostrar que, com probabilidade ao menos 1 — 4, P(f) — P(f*) <

2\/ 5 log (252

Note que, em particular, o Teorema VC garante que, se
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2
4s(F,2n)e 2 /8 4,

n—» o0
entao
N P

P(f) —— P(f"),
n—-o0

o~

isto é, P(f) converge em probabilidade para P(f*).

Shattering number. Note que, se F contém apenas funcoes binarias, entao (f(z1),. .., f(zn)) €
{0,1}" para todo z1,...,2z, ¢ f € F.Seja F(z1,...,2,) = {(f(21),...,f(zn)) : fEF}o
conjunto de todos os valores que o vetor (f(z1),..., f(z,)) pode assumir para zq, ...,z
fixos. Se F é uma classe rica de fungdes, esperamos que F(z1, . .., %, ) contenha um grande
nimero de vetores. Com base nessa ideia, uma forma de quantificar a complexidade de
uma classe F de fungdes binarias ¢ o nimero maximo de elementos que F(zy,...,2z,)
pode ter levando em conta todos os possiveis valores que z1, ..., 7, podem assumir. Tal
quantidade é chamada de shattering number. Mais especificamente, tal nimero é dado
por

s(F,n):= sup |F(z1,...,2Zn)|

Z1,-.y2n
Note que, necessariamente, s(F,n) < 2". Quando |F(z1,...,2z,)| = 2", dizemos que
os dados z1, ..., 2, sdo destruidos (shattered) por F.

Exemplo 9.2 Seja F = {f; : t € R}, em que fi(z) = 1(z > t), z € R. Para quaisquer
21 < ... < zn, temos que

F(z1,...,2) = {(0,...,0,0),(0,...,0,1),(0,...,1,1),...,(1,...,1,1)}.

Logo | F(z1,...,2n)| =n+1. Em geral, |F(z1,...,2,)| < n+1, de modo que, neste caso,
s(F,n)=n+1.

Uma condi¢ao necesséria e suficiente para a consisténcia (com relagao ao oraculo) do
procedimento de minimizacao empirica do risco é que

log s(F,n)/n — 0.

Assim, se F é muito complexa (e.g., s(F,n) = 2") nao ha consisténcia.

Dimensao VC. Outro conceito importante na Teoria VC é o de dimensao VC, que
também é uma forma de medir a complexidade de um espago de func¢oes binarias. Tal
dimensao é dada por

VC(F) =sup{n: s(F,n) =2"}.
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Em palavras, VC(F) ¢ o maior tamanho amostral n para o qual existe uma amostra
Z1,...,Zn que é destruida por n. Se VC(F) é contém uma grande variedade de fungoes,
é razoavel esperar que sua dimensao VC seja pequena.

Exemplo 9.3 No Ezemplo 9.2, VC(F) = 1, pois s(F,1) = 2 = 21 mas s(F,n) =
n+1<2" paran > 1.

Em geral, a dimensdo VC de espacos usuais no contexto de classificacdo ja foram
calculados. Veja REFERENCIA para alguns exemplos.

A dimensao VC também estéa relacionada com o shattering number via o Lema de
Sauer:

Teorema 9.2 (Lema de Sauer) Se d:=VC(F) < oo, entdo

= (2)’

para todo n > d. Além isso, se a dimensao VC é infinita, entdao s(F,n) = 2" para todo
n.

Tal lema é 1til pois permite uma forma alternativa para o limitante do Teorema VC.
Mais especificamente, se a dimensao VC d de uma classe F € finita, entao o Teorema VC
juntamente com o Lema de Sauer implicam que, se n > d, entao com probabilidade ao

sup P, ()~ P(F)| < \/ : (10g (;‘) T dlog (’”j)).

~

Segue que se a dimensao VC de F é finita, entdo P(f) converge em probabilidade para
P(f*). Além disso, se a dimensao VC de F ¢ infinita, entdo P(f) nao converge em proba-
bilidade para P(f*). Segue que a dimensao VC caracteriza completamente a consisténcia

menos 1 — 4

do método de minimizagao empirica do risco em uma classe de fungoes.

Exemplo 9.4 (Aplicagao para a escolha de tuning parameters via data splitting)

9.3.1 Prova do teorema VC

Inicialmente limitaremos o quao longe P,(f) esta de P(f) para uma fungao f fixa.
Uma forma de fazer utilizar a desigualdade de Hoeffding:

Teorema 9.3 (Desigualdade de Hoeffding) Se Wy,...,W,, sao varidveis aleatorias
independentes e W; tem suporte em (a;,b;) entdo, para todo t > 0,
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B(W, — pa| > €) < 2720/ R (biman),
em que W, =n= 13" W, e p=E[W,].
De tal desigualdade, segue imediatamente que

Corolario 9.1 Para toda fungao bindria f,

2

P(|Pu(f) = P(f)| > €) < 2¢7%"

e, portanto, com probabilidade ao menos 1 — 4§,

Palf) ~ P <\ 5 Tos(2/6).

Exemplo 9.5 No contexto de classificagdo, o Coroldrio 9.1 implica que, para todo clas-

sificador bindrio g,
2

P(|Ru(g) — R(g)] > €) < 2¢727¢

e, portanto, com probabilidade ao menos 1 — 6,

Rurlg) — R(9)| < 1/ 5 Toa(2/9).

Lema 9.1 (Lema da simetrizagao) Para todo € > /2/n,

P (sup |Pn(f) = P()] > 6> < 2P (sup 1P (f) = Pa(f)] > 6/2> ,
feFr feFr

em que Pl (f)=L3" | f(Z]), com ZY, ..., Z], uma amostra de vetores aleatdrios iids a
Zr o Do,

Demonstragao. Seja f: argsupse r | Pu(f) — P(f)]. Note que, pela desigualdade trian-
gular,

~ -~ ~ ~ ~

€ < [Pu(f) = P())| = |Pu(f) = Py (F) + Po(f) = P(F) < |Pu(f) = Po(H)I+]PL()—P(f)].
Assim,

1Pu(f) = P(f)| > e e |PL(f) — P(F)| < €/2 = |Pu(f) — PL(f)| > €/2.
Logo,

~ ~ ~ ~

I(|P(f) — P(f)| > eL(PL(f) — P(f)| < €/2) < L(|Pu(f) — PL(f)] > ¢/2).
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Tomando a esperanga sobre Z1,...,Z/ , concluimos que

~ ~ ~ ~ ~

I(|Po(f) = P(F)| > P (IPL(F) = P(F)) < P'(|Pulf) = Po(F)] > €/2). (9.2)
Mas, pela desigualdade de Chebyshev,

~

PP~ PRI > e/2)< ol < <)
Logo, 1
F(P(f) - PPl < e/2) 2 5.

Deste fato e da Equagao 9.2, concluimos que

~ ~ ~ -~

I(|Pu(f) = P(f)| > €) < 2P(|Pu(f) — PL(f)] > €/2).

Tomando a esperanca sobre Z, ..., Z,, concluimos que

~ ~ ~

P(|P(f) — P(F)| > €) < 2P(|Pu(f) — PL(f)| > €/2)

Assim,

P(sup [Py (f) — P(f)| > €) < 2P(sup |P,(f) — P, (f)| > €/2)
feF fer

Demonstragao. [Prova do Teorema VC] Seja

V=F(Z1,. ,Zn, 2y Z0)-

r e n

Para v € V| seja
n 2n
1
Pn(v) — Pl (v) = — <Z v; — E vi> .
" \i=1 i=n+1
Segue do Lema 9.1 que
P(sup |P,(f) — P(f)| > €) < 2P(sup |P,(f) — P,(f)| > ¢/2)
fer fer

— 2B( sup IPa(v) = PL(v)| > ¢/2)
VEF(Z1,eesZin 2, 2

< 25(F, 2n)P(|Pa(f) — Po(f)] > €/2)
< 4s(F, 2n)e_252/8,
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em que a peniltima desigualdade segue da desigualdade da unido e do fato que
‘FZ1,---,Zn,Zi,---,Z;L possui no maximo s(F,2n) elementos e a tultima desiguldade segue
da desigualdade de Hoeffding.
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Enquanto que em regressao e classificagao disponhamos de covaridveis x e respostas
y, em aprendizado nao supervisionado dispomos apenas de uma amostra com covariaveis
X1, ...,X,. Nosso objetivo é aprender algo sobre a estrutura destas covariaveis.






Capitulo 10
Reducao de Dimensionalidade

Métodos de reducao de dimensionalidade buscam encontrar transformagoes das co-
variaveis originais que capturam boa parte das informagoes presentes nelas, de modo a
retirar redundéncias nas covariaveis e diminuir o niimero destas. Existem diversas razoes
para isso ser feito, como por exemplo facilitar a visualizagdo dos dados e promover a
criacao de fungoes de predicdo com maior poder preditivo. Veja, por exemplo, a Figura
10.1, que apresenta um diagrama de dispersao de duas varidveis criadas a partir dos
pixels das imagens de digitos escritos a mao (como na Figura 7.1) utilizando a técnica
de componentes principais. Cada ponto é representado pelo digito correspondente. Note
que 9’s e 7’s estao bastante sobrepostos, indicando uma maior similaridade entre si.

Figura 10.1: Diagrama de dispersao de duas varidveis criadas a partir dos pixels das
imagens de digitos escritos a mao (veja a Figura 7.1). Cada ponto é representado pelo
digito correspondente.

161
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Assim, técnicas de reducao de dimensionalidade visam criar um namero “pequeno" de
variaveis Zi, Zs, ... a partir de X1, Xo,... que resumam bem as informagoes presentes
nelas. Neste capitulo estudamos diversas formas de se fazer tal redugao.

10.1 Componentes Principais (PCA)

Por simplicidade, nesta secao iremos assumir que as covaridveis estao normalizadas
para ter média zero.

Na técnica de componentes principais, a informacao de uma varidvel Z; é medida
através de sua variabilidade. Mais especificamente, ela é medida via sua variancia. Além
disso, a redundancia entre duas variaveis Z; e Z; ¢ medida através de sua correlagao. Fi-
nalmente, esta técnica se restringe a buscar por varidveis que sejam combinacaoes lineares
das covariaveis originais.

Formalmente, o primeiro componente principal de X é a varidvel Z; que

1. é combinagcao linear das varidveis X, isto é, pode ser escrito como
Z1=¢11 X1+ ...+ o1 Xy (101)
2. tem maior variancia.

Assim, Z; é a variavel que pode ser representada pela Equagao 10.1, em que os co-
eficientes ¢11,...,¢q1 sdo tais que Z; resultante possui a maior variabilidade possivel.

. . . <~ d 2 - .
Adiciona-se também a restri¢ao de que ), _, ¢, = 1, caso contrario os coeficientes ¢y
teriam valor absoluto tao grande quanto possivel.

Da mesma maneira, o segundo componente principal de X é a variavel Zy que

1. é combinacao linear das varidveis X, isto é, pode ser escrito como
Zy = ¢12X1+ ...+ P42 Xq

. d
com a restrigio: Yy _, ¢y =1
2. tem maior variancia.
3. tem correlagao zero com Z;.

Em outras palavras, o segundo componente também deve ser fungao linear das va-
riaveis, deve ter a maior varidncia possivel (para trazer o méaximo de informagao) e ter
correlagao zero com o componente ja calculado (de modo que nao haja informacao re-
dundante entre ambos).

De modo genérico, o i-ésimo componente principal de X, ¢ > 1, é a variavel Z; que
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1. é combinacao linear das variaveis X, isto é, pode ser escrito como
Zi=0¢1: X1+ ...+ ¢4 Xg

.~ d
com a restrigao: Y ,_, ¢z, =1
2. tem maior variancia.
3. tem correlacao zero com Z1,...,72; 1.

Felizmente a solucao para tal problema é bastante simples. Ela consiste em primei-
ramente encontrar autovetores de C' = X*!X, que é matriz de variancia-covariancia das
covariaveis, pois estamos assumindo que elas tém média zero. Seja U a matriz d X d em
que a i-ésima coluna contém o i-ésimo autovetor de C'. U é justamente a matriz de cargas,
i.e., o seu elemento i,j é dado pelo coeficiente 6timo ¢;; Assim, Z = U'X" ¢ a matriz
d X n com as d novas covaridveis para cada uma das n observacoes.

A Figura 10.2 apresenta uma ilustragdo dos dois primeiros componentes principais
para um conjunto de dados artificial. Neste caso, o primeiro componente, z1, representa
a posicao de cada ponto com relacao ao eixo marcado de vermelho, que é o eixo de maior
variabilidade dos dados. Note que, sabendo o valor desta posi¢ao (ex: z; = —1), pode-se
ter uma nocdo do valor tanto de x1 quanto de x5. Assim, de fato o primeiro componente
captura o que é mais importante sobre os dados. O segundo componente, zo é a posigao
de cada ponto com relagao ao eixo azul. Tal informagao complementa aquela dada pelo
componente z1: com base em 21 e z9 é possivel reconstruir 1 e xo. Além disso, os eixos
sao ortogonais entre si. Isso sempre ocorre devido ao fato que se exige que a correlagao
entre Z, e Zs seja zero.

; oo Y
ER ;‘,\'{
“ '
P> g 24 Pl e
3 i 3
= {% =
~ o a 24 £
o Z 2 Pl d &
2 g 51 9 g o
5 8 rd 8
S 2 $ & ™1
. ; Vo
S i
2 ! J : : 2 ! J : : 2 ! J : :
Xy Xy X1
(a) Dados Gerados (b) Primeiro Componente vs 1 (¢) Segundo Componente vs 1

Figura 10.2: Componentes principais encontrados para um conjunto de dados artificial.
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10.1.1 Interpretacao alternativa: escalonamento multidimensional

Uma outra forma de motivar o uso dos componentes principais é dada pelo escalo-
namento multidimensional. Suponha que deseja-se encontrar as transformagoes lineares
Z=(Z1,...,72n), m<dde X =(Xy,...,Xy) tal que

Sl = 512 = [12i — 2] ?)
,J
tenha o menor valor possivel. Ou seja, deseja-se buscar a transformacao linear das va-
ridveis originais tal que as distancias euclidianas entre os pares de vetores originais,
|[x; — x;|| sejam o mais proximas possiveis das distancias euclidianas entre os pares de
novos vetores, ||z; — z;||.
A solugao para tal problema consiste justamente em tomar Z como sendo o vetor dos
m primeiros componentes principais de x.
a

Exemplo 10.1 Considere o conjunto de dados Zip Code!, que contém a imagem de
digitos escritos a mao. A Figura 10.3 ilustra o diagrama de dispersao dos dois primeiros
componentes principais, assim como a imagem de um digito outlier (correspondente ao
ponto circulado na primeira figura) e um digito inlier.

o e @,
®
E
g 5 P
& 5 .23 9
2 58 2 50
g ° 3’5
g
g
13 5 @i
8 ¥
‘
o M 0 s
Componente Principal 1
(a) Componentes Principais (b) Digito outlier (c) Digito inlier

Figura 10.3: Dois primeiros componentes principais encontrados para o conjunto de dados
de digitos escritos & mao, juntamente com a imagem de um digito outlier (correspondente
ao ponto circulado na primeira figura) e um digito inlier.

O

I http://statweb.stanford.edu/~tibs/ElemStatLearn/.
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10.2 Kernel PCA (KPCA)

Infelizmente, se restringir a transformacoes lineares das variéveis originais pode ser um
fator muito limitante. Considere a Figura 10.4. Intuitivamente, o primeiro componente
principal deveria ser capaz de distinguir os grupos vermelho e preto. O primeiro com-
ponente, contudo, nao é capaz de fazer isso, como mostrado na figura. Contudo, Kernel
PCA, a técnica descrita nesta secao, é capaz de fazé-lo.

150
L

100

1o Componente Principal
1o Componente Principal do KPCA

10 -05 00 0s 10 15 20 -10 05 00 0s 10 15 20 10 05 00 0s 10 15 20
X1 X1 X1

(a) Dados gerados (b) PCA (c) KPCA

Figura 10.4: Primeiro componentes principais e primeiro componente do KPCA encon-
trados para um conjunto de dados artificial.

A ideia do Kernel PCA ¢ utilizar o truque do kernel (ja utilizado na Segao 4.6.3.2 no
contexto de regressao) de forma a considerar transformagoes nao lineares das covariaveis.

Lembre-se que a solucao do PCA consiste em encontrar autovetores de C' = XX
(matriz de covariancias). O fato fundamental para usar o truque do kernel é que Z
também pode ser calculada via o célculo dos autovetores de

K = XX,

a matriz com os produtos internos entre cada par de observagoes. Note que esta matriz
é diferente de C. Mais especificamente, tem-se que

Z-ul,

em que Us é a matriz de autovetores de K. Assim, para calcular as componentes princi-
pais, basta saber os produtos internos entre as observagcoes.
O truque do kernel na analise de componentes principais consiste em utilizar outros
. o d . .y
produtos internos (kernels) ao invés de (x;,X;) = >y _; Tixj k. Ou seja, ao invés de
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calcular a autodecomposicao de K = XX, usamos outros kernels,

K(x1,%x1) K(x1,%x2) -+ K(x1,X5)
K K(x2,%x1) K(x2,%2) -+ K(X2,X,)
K(xn,x1) K(xp,%X2) -+ K(Xp,Xp)

em que K(x;,x;) corresponde ao produto interno de alguma transformacao das covaria-
veis X. Lembre-se que o truque consiste no fato de que a transformacao nao precisa ser
calculada analiticamente (Segao 4.6.3.2).

No R, KPCA (e, em particular, PCA) pode ser ajustado utilizando o pacote kernlab.

library (kernlab)

kpc=kpca (dados, kernel="polydot",
kpar=1list (degree=2), features=2)

kpc=kpca (dados, kernel="rbfdot",
kpar=1list (sigma=1), features=2)

variaveisEmNovosDados <- predict (kpc,novosDados)

Observagao 10.1 KPCA também pode ser motivada via escalonamento multidimensio-
nal: fazer KPCA equivale a fazer escalonamento multidimensional com base na distancia

d(xi,x5) = /2(1 — K(x;,%;))-

O

10.3 Principal Curves
10.4 t-SNE
10.5 Projecoes Aleatoérias

Uma estratégia alternativa para reduzir a dimensionalidade dos dados mas que fre-
quentemente apresenta bons resultados é o método de projecoes aleatérias. Nela, cada
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componente z; consiste em uma projecao linear das covaridveis originais com coeficientes
escolhidos aleatoriamente.

Mais especificamente, seja S uma matriz com m linhas e d colunas cujas entradas sao
amostras i.i.d. de normais com média zero e varidncia um. Seja s; i, a entrada (i, j) desta
matriz. Definimos a k-ésima projecao aleatéria de x como

d
Zi = si’kx
i = E k-
vm
k=1

Seja z; = (zi1,...,%i,m) O vetor composto pelas novas variaveis. O teorema a seguir
mostra que, com probabilidade alta, tal transformacao preserva distancias, i.e., ||x; —
x;|| =~ ||z; — z;|| para todos indices i e j.

Teorema 10.1 (Johnson-Lindenstrauss) Fize € > 0 e seja m > 32logn/e?. Entao,

com probabilidade ao menos 1 — e_mez/w, vale que

(1= e)llxi = x511* < |lzi — 2] |* < (1 + )|x; — %
para todos 1,5 =1,...,n.

Exemplo 10.2 Considere novamente o conjunto de dados Zip Code (Exemplo 10.1).
A Figura 10.5 ilustra as duas (esquerda) e trés (direita) primeiras projegoes aleatorias
calculadas. Note como imagens referentes aos mesmos digitos tendem a se agrupar.

S 5 9 3 A
3
N oo % 9 119 5
g 5 15 9 L e i o~
% 1 31 5 S la b 2
2 © A 9.9 93 3 h P k-
< 99 i él ¥ 5 2 o|ur 5 @3 8
2 5 s T e 5
_g w 3 3 4§ 8 10 1%
: : < - S
7 3 ’% ’ -5 o
ﬂ_). ? -10
S
g a -15
1 t -20

)
T T T T T T T -0 -5 0 5 10 15 20 25 30

Projecéo Aleatdria 1

Projecéo Aleatéria 1

Figura 10.5: Duas (esquerda) e trés (direita) primeiras projegoes aleatorias calculadas no
conjunto de dados de digitos escritos & mao.
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d

Além das aplicagoes de técnicas de redugdo de dimensionalidade ja discutidas, proje-
¢oOes aleatdrias também podem ser utilizadas como forma de deixar diversos algoritmos
mais rapidos. Isso ocorre pois este método preserva distancias (e produtos internos) e
é muito rapido de ser calculado. Assim, métodos regressao e classificacdo que exigem
apenas o calculo do produto interno para serem implementados (como a regressao ridge
e support vector machines) podem ser aproximados sem grandes perdas de performance
estatistica.

10.6 Autoencoders
10.7 Quantos componentes utilizar?

Uma pergunta fundamental é como escolher o nimero de componentes a se utilizar.
Da mesma maneira, como devemos escolher tuning parameters associados ao kernel no
caso de KPCA, ou mesmo como escolher qual kernel usar? Ao contrario do que ocorre
com métodos de predigao — em que busca-se escolher pardmetros que levam a um risco
estimado baixo — em aprendizado nao supervisionado esta é uma questao muito mais
delicada e ainda ndo bem compreendida. Isso ocorre pois ndo h& uma funcio de risco
clara associada & tarefa de reducdo de dimensionalidade. Assim, dependendo da apli-
cagao, diferentes critérios podem ser utilizados. Por exemplo, se estamos usando esses
componentes como primeiro passo para classificacdo, podemos escolhé-los por validagao
cruzada. Se queremos visualizar os dados, podemos testar varias configuragoes, pois elas
podem trazer diferentes insights.



Capitulo 11
Analise de Agrupamento

Métodos de andlise de agrupamento (anéalise de cluster) tém por finalidade dividir a
amostra em grupos de individuos. Essa divisao é feita de modo que os grupos sejam
diferentes uns dos outros, mas individuos pertencentes ao mesmo grupo sejam parecidos
entre si. Tais métodos podem ser utilizados com diversas finalidades. Por exemplo, uma
loja de departamento pode utilizar anélise de agrupamento para segmentar seus clientes.
Assim, pode decidir como deve agir com cada grupo. Por exemplo, ela pode decidir man-
dar cartas com certas propagandas para um grupo, mas nao para outro. Outro exemplo
sao as resenhas de usuarios mostradas em sites de compras online quando um individuo
busca por um produto. Em geral a empresa escolhe automaticamente duas ou trés rese-
nhas bastante distintas, mas que ao mesmo tempo sao representativas das milhares de
resenhas feitas sobre esse produto.

Formalmente, o objetivo de um método de clustering é criar uma particao Cq, ..., Ck
dos elementos amostrais {1,...,n}. Isto é, devemos ter ao mesmo tempo

CIUCQU"'UCK:{LQ”"”}

Ci[\Cj =0 Vi
Neste capitulo apresentamos diversos métodos de anélise de agrupamento, que usam
diferentes heuristicas para criar tais partigoes.
Um conceito essencial a diversos métodos de agrupamento é como medir dissimila-
ridade (ou similaridade) entre dois individuos com covariaveis x; e x;. Existem varias
medidas possiveis. Um exemplo é a distancia Euclidiana

169
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Outra possibilidade é a distancia de Mahalanobis. Para variaveis discretas, é comum criar
variaveis “dummies".

11.1 K-Mé&dias

O método das K-Médias assume que a medida de dissimilaridade usada é a distancia
Euclidiana. Para utiliza-lo, é necessario especificar de antemao o valor de K, quantos
clusters se deseja. Neste algoritmo, buscar o melhor clustering é entendido como buscar

pela particao C1,...,Ck da nossa amostra tal que
LS
> il > dxix;)
k=1 ki jec,

seja o menor possivel. Esta quantidade é a soma de quadrados dentro de cada cluster.

O método para encontrar a resposta para esse problema é um algoritmo iterativo cha-
mado Algoritmo de Lloyd. Nao é garantido que a melhor solugao seja de fato encontrada,
apenas que minimos locais sejam encontrados. Mesmo assim, ele frequentemente leva a
bons resultados. O algoritmo consiste nos seguintes passos:

1. Escolha aleatoriamente k centréides cq, ..., cg.
Itere até obter convergéncia:

2. Atribuigao: Defina o cluster C; (j =1,...,k) como sendo
C; = {z; : argmind(xz;, ¢,) = r}

3. Atualizagao: Calcule os novos centroides usando os grupos que foram criados:

1
Cj < W Z Z;
J jx;€C;

O algoritmo depende de escolhas iniciais e portanto o resultado pode ser um minimo
local dependendo da inicializagao feita, veja o exemplo da Figura 11.1. Uma melhoria
simples que pode ser utilizada é o chamado k-médias+-+. Tal algoritmo consiste em
alterar a escolha dos pontos iniciais.
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Figura 11.1: Exemplo em que o K-médias ficou preso em um minimo local. Fonte: Wiki-

media Commons.

1. Escolha ¢; aleatoriamente entre {x1,...,X,} e defina C' = {c1}.
2. Paraj=2,...,k:
a. Calcule D(x;) = min.cc ||x; — ¢|| para cada x;
b. Escolha uma amostra x; aleatoriamente entre todas as amostras observadas com

probabilidade
D?(x;)

pi= =
’ Z?:l D2 (XJ)
c. Defina ¢; como sendo o ponto escolhido. Atualize

C(-CU{C]‘}

O kmédias+-+ prossegue entao como no kmeans, mas desta vez com a escolha de pontos

iniciais C' fornecidas pelo algoritmo acima.
No R, K-médias pode ser aplicado com a fun¢ao kmeans. Ja o K-médias+-+ pode ser

utilizado via a fungao kmeanspp do pacote LICORS.

11.2 Métodos Hierarquicos

Um problema do método K-médias é que K deve ser especificado de antemao. Métodos
hierdrquicos sao uma alternativa ao K-médias que evitam isso. Tais métodos consistem

na aplicagdao do seguinte algoritmo:

1. Atribua cada observagao a um cluster diferente. Calcule cada uma das (g) distancias

entre esses clusters.
2. Parat=n,n—1,...,2:
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a. Procure entre todos os pares formados por dois dos ¢ clusters aqueles mais parecidos.
Junte esses dois clusters em um s6. A dissimilaridade entre esses dois clusters indica
a altura do dendrograma em que a jungao seré feita.

b. Calcule cada uma das distancias entre os novos i — 1 clusters.

A Figura 11.3 ilustra esse procedimento passo a passo para um conjunto de dados
ficticio.
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Figura 11.2: Clustering hierdrquico.

Ha varias formas de se definir a distancia entre dois clusters. Estas sao as chamadas
linkages. Algumas formas sao:
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e Complete: A maior das distancias entre todos os pares de observacoes pertencentes

aos dois clusters.
e Single: A menor das distancias entre todos os pares de observagoes pertencentes aos

dois clusters.
e Average: A média das distancias entre todos os pares de observagoes pertencentes aos

dois clusters.
e Centroid: A distancia entre os centroides dos dois clusters.

No R, clustering hierarquico pode ser ajustado com a fungao hclust.

11.3 Analise de Agrupamento Espectral
Nem sempre utilizar distancias FEuclidianas entre as varidveis originais produz bons

resultados. Veja, por exemplo, a Figura 11.3. Uma forma de contornar isso é utilizar a
anélise espectral.

Spectral Clustering
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1
s E—

0.02
1

0.02

Third Smallest Eiganvectar
1

-0.06

T T T T
-0.04 -0.02 0.00 002

Sacond Smallest Eiganvector

[scale=0.43|specClust1

Figura 11.3: Clustering hierarquico. (Fonte: Elements of Statistical Learning) - Atualizar

Existem diversas variagoes deste método. Uma delas consiste em primeiramente utilizar
algum método de redugao de dimensionalidade nao linear (como Kernel PCA, Segao 10.2)
e entao aplicar alguma das técnicas de clustering ja vistas nas novas covariaveis.

11.4 Clustering com base em modas

https://en.wikipedia.org/wiki/Silhouette_(clustering)


https://en.wikipedia.org/wiki/Silhouette_(clustering)

Parte 1V
Sistemas de Recomendacao






Capitulo 12
Regras de Associacao

Imagine que temos um banco de dados em que cada linha representa a ida de uma
pessoa a um supermercado e cada coluna representa se ela comprou ou nao determinado
produto. O objetivo de regras de associagao (market basket) é descobrir regras do tipo:

e “Quem compra leite em geral também compra pao",
e “Quem compra cerveja e refrigerante em geral também compra carne".

que ocorram com alta frequéncia no banco de dados. Com base nestas regras, o mercado
pode, por exemplo, decidir onde colocar produtos de forma a maximizar suas vendas.
Outro exemplo do uso de regras de associagdo se da no contexto de sites de vendas.
Usando tais regras, esses sites podem decidir que produtos oferecer a um usuério com
base em quais produtos ele ja comprou.

Ainda que esta tarefa abordada por regras de associagdo pareca simples (a principio
basta investigar diversas tabelas de contingéncia), a chave do problema é como fazer isso
eficientemente, uma vez que tais bancos de dados em geral possuem muitas covariaveis
e, desta forma, o nimero de tabelas a serem investigadas é extremamente grande.

Nesta secdo, vamos assumir que cada variavel X; do banco é binaria. A fim de tornar
o problema de regras de associacao factivel, nos restringimos a regras que envolvam
subconjuntos S das d variaveis (ex: S = {2,4,10}) tais que

P (ﬂ X, = 1) (12.1)

€S
é alto. Ou seja, nos restringimos a regras que envolvem combinagoes de produtos que sao
frequentemente comprados.
A probabilidade da Eq. 12.1 é chamada de suporte do conjunto de itens S e é estimada

utilizando-se % > or_q (X, = 1Vi € S). Busca-se, portanto, entre todos os subconjuntos
de itens .S, aqueles que tenham suporte maior ou igual a um corte predefinido t.

177
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Para tornar a busca por esses conjuntos eficiente, pode-se utilizar o algoritmo Apriori.
Para tanto, tal algoritmo explora, entre outros, o fato de que se Sy C S7, entao o suporte
de S7 é necessariamente menor ou igual ao suporte de Sp. Assim, limita-se o niimero de
subconjuntos a serem investigados.

Apos encontrar todos os subconjuntos S com suporte alto, o algoritmo Apriori busca
por regras do tipo

A= B,

em que A é chamado de antecedente, e B de consequente. Dado uma regra deste tipo,
definem-se duas estatisticas que sdo tuteis para descobrir regras de associagao interessan-
tes:

e Confianca: Uma estimativa de P(B|A) (entre os usuérios que compraram A, quantos
compraram B7)

o Lift/Levantamento: Uma estimativa de P}(;](B}B’;l) (O quanto o usuario ter comprado A
aumenta a probabilidade dele comprar B)

Assim, buscamos, entre todas as regras que tem suporte maior que ¢ prefixado, aquelas
que tem levantamento ou confianga alta. Esta busca é factivel, pois em geral ha poucas
regras com suporte alto.

Observagao 12.1 Em geral utilizam-se matrizes esparsas para representar os dados bi-
nérios utilizados, pois em geral ha poucos uns nas matrizes envolvidas, e a representacao
esparsa entao leva a uma grande economia de memoria. Veja mais detalhes na Se¢ao A.3.

O

No R, regras de associagao podem ser implementadas utilizando-se o pacote arules.

library (arules, verbose = FALSE)

##

## Attaching package: ’arules’

## The following object is masked from ’‘package:tm’:

##

## inspect

## The following object is masked from ’package:dplyr’:
##

## recode

## The following objects are masked from ’package:base’:
##

## abbreviate, write
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library (arulesViz, verbose = FALSE)
## Loading required package: grid

# Carregar o conjunto
data (Groceries)

# Encontrar Regras com suporte ao menos 0.001 e confianca 0.8:
# obs: maxlen=3: no maximo 3 variaveis do lado esquedo
regras=apriori (Groceries,

parameter = list (supp=0.005, conf=0.5,maxlen=3))

## Apriori

#4

## Parameter specification:

## confidence minval smax arem aval originalSupport maxtime support minlen

## 0.5 0.1 1 none FALSE TRUE 5 0.005 1
## maxlen target ext

## 3 rules FALSE

4

## Algorithmic control:
## filter tree heap memopt load sort verbose

#4# 0.1 TRUE TRUE FALSE TRUE 2 TRUE

#4

## Absolute minimum support count: 49

#4#

## set item appearances ...[0 item(s)] done [0.00s].

## set transactions ...[169 item(s), 9835 transaction(s)] done [0.00s].
## sorting and recoding items ... [120 item(s)] done [0.00s].
## creating transaction tree ... done [0.00s].

## checking subsets of size 1 2 3 done [0.00s].

## writing ... [99 rule(s)] done [0.00s].

## creating S4 object ... done [0.00s].

options (digits=2) # algarismos significativos
# Mostrar 5 regras com maior suporte
inspect (regras[1:5])

#4 lhs rhs support
## [1] {baking powder} => {whole milk} 0.0093
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## [2] {other vegetables,o0il} => {whole milk} 0.0051

## [3] {root vegetables,onions} => {other vegetables} 0.0057

## [4] {onions,whole milk} => {other vegetables} 0.0066

## [5] {other vegetables,hygiene articles} => {whole milk} 0.0052

## confidence 1lift

## [1] 0.52 2.0

## [2] 0.51 2.0

## [3] 0.60 3.1

## [4] 0.55 2.8

## [5] 0.54 2.1

# Reoderdenar por confianca:

regras=sort (regras, by="confidence", decreasing=TRUE)

inspect (regras[1:5])

#4 lhs rhs support confidence 1lift
## [1] {butter,whipped/sour cream} => {whole milk} 0.0067 0.66 2.6
## [2] {pip fruit,whipped/sour cream} => {whole milk} 0.0060 0.65 2.5
## [3] {butter,yogurt} => {whole milk} 0.0094 0.64 2.5
## [4] {root vegetables,butter} => {whole milk} 0.0082 0.64 2.5
## [5] {tropical fruit, curd} => {whole milk} 0.0065 0.63 2.5
# Reoderdenar por 1ift:

regras=sort (regras, by="1lift", decreasing=TRUE)

inspect (regras[1:5])

## 1lhs rhs support confidence 1lift

## [1] {tropical fruit,

#4 curd} => {yogurt} 0.0053 0.51 3.7

## [2] {pip fruit,

## whipped/sour cream} => {other vegetables} 0.0056 0.60 3.1

## [3] {root vegetables,

#4# onions} => {other vegetables} 0.0057 0.60 3.1

## [4] {citrus fruit,

#4# root vegetables} => {other vegetables} 0.0104 0.59 3.0

## [5] {tropical fruit,

#4# root vegetables} => {other vegetables} 0.0123 0.58 3.0

# buscar regras que involvam cerveja no lado direito (rhs):
regras=apriori (data=Groceries,
parameter=1list (supp=0.001,
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regras=sort (regras,

appearance

conf = 0.

list (default="1hs",
rhs="bottled beer"),

control =

inspect (regras[1:10])

##
ki
##
##
##
##
##
##
##
##
ki
##
##
##
##
##
##
##
##
##

# buscar regras que involvam cerveja no lado esquedo (1hs):
regras=apriori (data=Groceries,

(1]

(9]

[10]

1lhs

{liquor,

red/blush wine}
{soda,

liquor}

{liquor}

{herbs,

bottled water}
{whole milk,
soups}

{soda,

red/blush wine}
{other vegetables,
red/blush wine}
{other vegetables,
domestic eggs,
bottled water}
{oil,

bottled water}
{tea}

parameter=1list (supp=0.001, conf

appearance

control =

inspect (regras)

##
##
##

(1]
(2]

08),

list (verbose=F))
by="1ift",

decreasing=TRUE)

rhs

{bottled

{bottled
{bottled

{bottled

{bottled

{bottled

{bottled

{bottled

{bottled
{bottled

beer}

beer}
beer}

beer}

beer}

beer}

beer}

beer}

beer}
beer}
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support confidence 1lift

0.
0.

list (default="rhs",

lhs="bottled beer"),
list (verbose=F))

lhs rhs
{bottled beer} => {bottled water}
{bottled beer} => {soda}

.0019

.0012
.0047

.0012

.0011

.0016

.0015

.0012

0012
0011

.90 11.
.57 7.
.42

.40 5.
.38 4.
.36 4.
.31 3.
.30 3.
029 IER
229 P

0.15,minlen=2),

support confidence 1ift
0.016
0.017

1.77
1.21
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## [3] {bottled beer} => {rolls/buns} 0.014 0.17 0.92
## [4] {bottled beer} => {other vegetables} 0.016 0.20 1.04
## [5] {bottled beer} => {whole milk} 0.020 0.25 0.99

Para visualizar interativamente as regras, pode-se utilizar

regras=apriori (Groceries,
parameter = list (supp = 0.001, conf = 0.8))
plot (regras([1:20],method="graph", interactive=TRUE, shading=NA)



Capitulo 13
Sistemas de Recomendacao

Vimos, no Capitulo 12, que uma maneira de indicar um produto a um usuério com
base em uma lista de itens que cada individuo comprou de uma empresa é através de
regras de associacao. Neste capitulo, vamos estudar algumas técnicas de recomendacao
que funcionam em contextos mais gerais. Vamos assumir que cada usuario pode atribuir
uma nota (avaliagio) para cada produto. Por exemplo, no Netflix, podemos avaliar cada
filme como 1, 2, 3, 4 ou 5 estrelas.

De um ponto de vista formal, considere que temos um conjunto de usuarios

U:{ul,...,um}

e um conjunto de produtos (itens)

T ={i1,....in}.

Seja R; 1 a avaliacao dada pelo usuério j ao produto k, como mostrado na Tabela 13.1.

Tabela 13.1: Estrutura dos dados envolvidos em um problema sistemas de recomendagao.

Usuério/Produto| i1 o ... i
U1 R1,1 R1,2 Rl,n
U2 R2,1 R2,2 R2,n
Um, Rm,l Rm,2 Rm,n

183
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Tipicamente, varias das entradas desta matriz sao desconhecidas, pois varios usuérios
nunca atribuiram notas para vérios dos produtos. O problema central desta se¢do consiste
em como imputar essas notas do modo a descobrir, para cada usuéario, produtos nao
avaliados por ele que provavelmente o agradarao.

Existem dois principais grupos de sistemas de recomendagao:

e Sistemas baseados no contetido. Estes sistemas baseiam-se em caracteristicas dos
produtos que o usudrio gosta (ex: diretores dos filmes, géneros etc) e, com base neles,
buscam descobrir outros produtos com as mesmas caracteristicas.

e Sistemas baseados em filtros colaborativos. Estes sistemas fornecem recomenda-
¢Oes com base apenas na matriz de notas. Utilizando essa matriz, tais métodos buscam
por padroes (ex: usuérios parecidos com o usudario de interesse). O pressuposto basico
por tréas de filtros colaborativos é que usuarios que concordaram no passado irao con-
cordar no futuro.

Sistemas baseados no conteiido em geral sao obtidos através de métodos de regressao
j4 estudados anteriormente. Assim, nos focaremos aqui em filtros colaborativos.

Observagao 13.1 (Normalizagio das notas) E comum se observar um viés nas no-
tas. Alguns usudrios tendem a dar notas muito altas para todos os produtos; outros tendem
a dar notas muito baixas. Para tentar levar isso em conta, € comum renormalizar as no-
tas de cada usudrio antes de aplicar os métodos descritos neste capitulo. Uma forma de
se fazer isso € trabalhar com as avaliagoes dadas por

R;. = R, — Ry,

em que Rj € a média das notas dadas pelo usudrio j.
a

Nas Segbes 13.1-13.3 apresentamos alguns filtros colaborativos comumente usados,
enquanto que na Secao 13.4 discutimos como avaliar a performance de tais métodos e
fazer selecao de modelos.

13.1 Filtro colaborativo baseado no usuario

Filtros colaborativos baseados no usuério funcionam de forma parecida com o método
KNN (Segoes 4.3 e 8.6). Inicialmente, define-se uma medida de similiaridade entre os
usuérios, que avalia a similaridade entre as notas por eles atribuidas. Uma medida usual
é a correlacao de Pearson:
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sim(uq, up) = cor(R,, Ry, ),

em que R, & o vetor de notas atribuidas pelo usuério u, aos produtos avaliados por
ambos u, € up.

Seja k > 1 fixo. Para estimar R;;, a nota que o usuario j daria para o produto [
caso o avaliasse, buscam-se os k usuarios mais parecidos a j (i.e., os usuarios com maior
similaridade com j) que avaliaram o produto I. Calcula-se entdo as médias das notas
dadas por esses k usuérios ao produto [

~ 1
Rjp=1 > R,
SEVj

em que V; é o conjunto dos £ usudrios mais similares ao usudrio j.
O valor de k pode ser escolhido utilizando as técnicas abordadas na Se¢ao 13.4.

13.2 Filtro colaborativo baseado no produto

Filtros colaborativos baseados no produto sao muito parecidos com filtros colaborativos
baseados no usuéario (Se¢ao 13.1). A diferenga béasica entre ambos é que, para se estimar
R; 1, a nota que o usuério j daria para o produto [ caso o avaliasse, buscam-se agora os
k produtos mais parecidos ao item [, e nao os k usudrios mais parecidos com j.

Para medir a similaridade entre as notas atribuidas por cada um dos usuarios ao
produto [ com as notas atribuidas por cada um dos usuérios aos outros produtos, pode-
se novamente usar a correlacao de Pearson, desta vez definida como:

sim(iq, i) = Cor(Riia’Riib)’

em que R*, ¢ o vetor de notas atribuidas para o produto i, por cada um dos usuarios
que avaliaram i, € 7p.
A predicao para R, ; ¢ entao dada pelas médias das notas dos k£ produtos mais parecidos

Rj = % Z Rj s,

SEV;

al:

em que V; é o conjunto dos k itens mais proximos ao produto [.
O valor de k pode ser escolhido utilizando as técnicas abordadas na Se¢ao 13.4.
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13.3 FunkSVD
13.4 Selecao de Modelos

Para comparar modelos, utilizamos uma variagao de data splitting (Segao 1.4.1). Essa
técnica permite também escolher parametros dos modelos usados (ex: k no filtro colabora-
tivo). Primeiramente, separamos os usuarios em dois conjuntos: treinamento e validagao.
Fingimos entao que desconhecemos algumas das notas dadas por alguns dos usuarios
do conjunto de validacao e verificamos a capacidade dos algoritmos usados de preverem
essas notas.

Seja K o conjunto de todos os pares usuério/produto para o qual a nota real R; ; é
conhecida, mas nao foi usada para treinar o modelo. Diversas medidas da capacidade
preditiva podem ser usadas, dentre as quais

. ,_/\. . 2
° EQM: Z(ime}cai]d R; ;)

e RMSE: VEQM

Yex | Bii— Rl
K]

o MAE:

Assim, estas medidas avaliam se as notas estdo bem preditas e podem ser utilizadas
para fazer selecao de modelos. Contudo, podemos ter interesse apenas em medir se o
método esta fornecendo boas recomendacgoes, e nao se as notas individuais estao preditas
de forma satisfatéria. Para tanto, outras medidas podem ser utilizadas. Assuma que
recomendamos para um dado usuéario os N produtos com maior valor predito para a
avaliacdo. Assuma também que definimos o que é uma avaliacdo boa e o que é uma
avalia¢@o ruim (e.g., uma avaliagdo boa é uma nota maior que 3).

Com base nas N recomendacoes feitas para cada usuério do conjunto de validagao
(i.e., os N produtos com maior nota predita), podemos montar a matriz de confusdo
apresentada na Tabela 13.2.

Tabela 13.2: Matriz de confusao para produtos recomendados.

Valor Predito
Valor verdadeiro|Ruim| Bom

Ruim a b
Bom C d
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Com base nesta tabela, diversas medidas podem ser utilizadas para fazer selecao de
modelos. Entre elas destacamos:

a+d
a+b+c+d

s~ o d
e Precisao: brd

o Acurécia:

d

e Lembranga: T

Outra medidas como sensibilidade, especificidade ja definidas na Segao 7.4 no contexto
de classificagdo podem também ser utilizadas.

No R, o pacote recommenderlab permite a implementacao e comparacao de sistemas
de recomendagao.

library ("recommenderlab", verbose = FALSE)

## Loading required package: arules

##

## Attaching package: ’arules’

## The following object is masked from ’package:tm’:

##

## inspect

## The following object is masked from ’package:dplyr’:
##

## recode

## The following objects are masked from ’package:base’:

##

## abbreviate, write
## Loading required package: proxy
##

## Attaching package: ’‘proxy’

## The following object is masked from ’'package:Matrix’:
##

## as.matrix

## The following objects are masked from ’‘package:stats’:
##

## as.dist, dist

## The following object is masked from ’‘package:base’:
##

## as.matrix

## Loading required package: registry
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# dados de filmes
data (MovieLense)

# listar algoritmos que serao usados,
# dando um nome para cada um deles

metodos <- list (
"item-based CF 1" = list (name="IBCF", param=list (k=5)),
"user-based CF 1" = list (name="UBCF", param=list (nn=5)),
"item-based CF 2" = list (name="IBCF", param=list (k=10)),
"user—-based CF 2" = list (name="UBCF", param=list (nn=10)))

# definir o esquema do data splitting

esquema <- evaluationScheme (Movielense,
method="split",
train=0.8,
given=15)

# given: quantas avalia¢bes sdo consideradas dadas

# de cada usudario do conjunto de teste

avaliar o quao bom sao as notas atribuidas
metodos, type="ratings")

# parte 1:
results=evaluate (esquema,

## IBCF run fold/sample [model time/prediction time]
## 1 [8.536sec/0.156sec]

## UBCF run fold/sample [model time/prediction time]
#4# 1 [0.004sec/0.988sec]

## IBCF run fold/sample [model time/prediction time]
#4# 1 [8.6sec/0.08sec]

## UBCF run fold/sample [model time/prediction time]
#4# 1 [0.024sec/0.856sec]

results$ item-based CF 1 Q@results

##
##
i

[([1]]
An object of
Slot

class "confusionMatrix"

" Cm" :

#4
##
##
i

RMSE
res 1.168365

Slot "model":

MSE MAE
1.365077 0.815477
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## NULL
results$ item-based CF 2 @Qresults

## [[1]]
## An object of class "confusionMatrix"
## Slot "cm":

## RMSE MSE MAE
## res 1.193576 1.424623 0.8350865
##

## Slot "model":

## NULL

# parte 2: avaliar o quao bom sao as recomendacoes top-N
esquema <- evaluationScheme (Movielense,
method="split",
train=0.8,
given=10,
goodRating=3)
# goodRating: a partir de que nota consideramos que temos uma boa predicao?

results=evaluate (esquema, metodos,n=c(1,5,10))

## IBCF run fold/sample [model time/prediction time]
4 1 [8.556sec/0.036sec]

## UBCF run fold/sample [model time/prediction time]
## 1 [0.004sec/1.08sec]

## IBCF run fold/sample [model time/prediction time]
#4 1 [8.428sec/0.04sec]

## UBCF run fold/sample [model time/prediction time]
#4 1 [0.004sec/1.068sec]

# n: quantos produtos estamos recomendando

results$ item-based CF 1 ' Q@results

## [[1]]

## An object of class "confusionMatrix"

## Slot "cm":

## TP FP FN TN precision recall TPR
## 1 0.3650794 0.6296296 75.35450 1577.651 0.3670213 0.008641708 0.008641708
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## 5 1.7883598 3.1746032 73.93122 1575.106 0.3598404 0.044423635 0.044423635
## 10 3.2275132 6.4444444 72.49206 1571.836 0.3296015 0.076637715 0.076637715
#4# FPR

## 1 0.0003943495

## 5 0.0019886944

## 10 0.0040416292

##

## Slot "model":

## NULL

plot (results)

0.08
I

0.06
I

7

—o— item-based CF 1

—&— user-based CF 1

—+— item-based CF 2

—%— user-based CF 2
T T T T T

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004

TPR
0.04
I

0.02
I

o b

0.00
I

FPR

Figura 13.1: Valor verdadeiro positivo vs valor verdadeiro negativo para diferentes mé-
todos e N=1,5 e 10.
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A.1 Imagens

Este apéndice descreve brevemente como manipular imagens que tem formato do tipo
raster (ex: JPEG, PNG, ...). Um formato ¢ dito do tipo raster quando ele representa
uma dada imagem usando uma ou mais matrizes que contém informacoes sobre os pixels
da figura. Para entender esse conceito, vamos comecar com uma ideia simples: considere
a matriz binaria

110
M=1110
000

A ideia chave é que podemos associar a essa matriz a imagem

Figura A.1: Imagem correspondente & matriz M

193
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Aqui, uma entrada “1" na matriz simboliza que o pixel correspondente a tal elemento
na imagem tem a cor preto, enquanto que o valor de 0 simboliza um pixel de cor branca.
Usando essa ideia, podemos criar imagens como

120 o

Figura A.2: Imagem feita utilizando-se apenas uma matriz binaria

Note que quanto mais pixels em uma imagem (i.e., quanto mais entrada ha em uma
matriz), maior a resolugao da imagem.

Podemos ir um passo além nesta ideia. Ao invés de usar apenas 0 (branco) e 1 (preto),
podemos usar qualquer nimero entre 0 e 1 para denotar uma intensidade de cinza. Com
isso, podemos fazer imagens como

uf e

Figura A.3: Imagem feita utilizando-se uma matriz cujas entradas representam o tom de
cinza a ser utilizado

Utilizando-se a mesma ideia, podemos também construir imagens coloridas.. Lembre-
se que usando cores primarias podemos compor qualquer cor. Usando essa ideia, podemos
representar uma imagem com trés matrizes simultaneamente:

e A primeira indica quanto azul vamos ter em cada pixel (cada elemento é um nimero
entre 0 e 1)
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e A segunda indica quanto amarelo vamos ter em cada pixel (cada elemento é um nimero
entre 0 e 1)

e A terceira indica quanto vermelho vamos ter em cada pixel (cada elemento é um
namero entre 0 e 1)

Com isso, podemos fazer imagens como

TS Chr

Figura A.4: Imagem feita utilizando-se trés matrizes cujas entradas representam a “quan-

tidade" de cada cor primaria utilizada em cada pixel. Veja versao online para a imagem
colorida.

Esse é o principio usado por exemplo no formato JPEG. Mas, ao invés de usar cores
primaérias, sdo usados os RGB channels (vermelho, verde e azul). Cada matriz ¢ chamada
de um canal.

Note que utilizar o valor 0 para branco e 1 preto é apenas uma convengao. Forma-
tos diferentes usam convengoes diferentes (por exemplo, alguns formatos atribuem 0 a
branco e 256 a preto). Em varios dos formatos também ¢é feita uma compressao da ima-
gem de modo que ela ocupe menos espaco. Neste caso, leitores destes formatos devem
saber também como descomprimi-las (o que muitas vezes leva a uma pequena perda de
resolucao).

A.1.1 Lendo Imagens no R

m=matrix(e(1,1,0,1,1,0,0,0,0),3,3)
image (m[,3:1],col = e¢("white", "black"))
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library (Jjpeq)
imagem=readJPEG ("1024px-UFSCar. jpg")
dim (imagem)

image (t (imagem[746:1,,3]),col = grey.colors(1000,start = 0,end =1))

rasterImage (imagem, 0, 0, 1, 1)

A.2 Textos

Primeiramente, introduziremos algumas defini¢bes tteis para mineracao de texto:

e Termo: uma sequéncia de letras de um determinado alfabeto, isto é, para nés, termo
e palavra sao elementos similares;

e Documento: um conjunto de termos ordenados, por exemplo, um texto;
Colecao de documentos: um conjunto formado por diferentes documentos;

e Diciondrio: um conjunto fomado pelos diferentes termos presentes em uma colecao de
documentos.

A representacao Modelo Espago Vetorial (Vector Space Model - VSM) para documen-
tos foi introduzida por Salton et al. (1975). A ideia principal é representar um documento
como um vetor, em particular uma bag of words em que a ordem dos elementos nao im-
porta (Srivastava and Sahami, 2009). Considere uma cole¢ao de documentos C e seja S
um conjunto contendo todos os diferentes termos de C, isto é, S é um dicionario sobre C.
Definimos:

e d; 0 i-ésimo documento em C;
n = #(C);

t; o j-ésimo termo em S;

s = #(S);

f:C xS — R uma fungao que relaciona o ¢-ésimo termo com o j-ésimo documento.

Basicamente, queremos encontrar uma fungao f, tal que, a representagao
¢:C — R*
di — ¢(d;) = (f(di, 1), f(di t2), ..., fdi,ts))

represente bem o documento, isto é, preserve bem suas informagoes. Duas formas simples
de definir a representagao sao apresentadas a seguir:
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o f(d;,tj) =1g4,(t;), dessa forma, ¢(d;) = (1g,(t1), La,(t2),. .., Lq,(ts)), em que Lg,(t;)
¢ a funcao indicadora de t; no conjunto d;. Em palavras, esta representacao indica
quais termos estao em um determinado documento.

o f(d;,t;) = Fj;, assim, ¢(d;) = (Fi1, Fo1, ..., Fs1), em que Fj; é a frequéncia absoluta
do j-ésimo termo no i-ésimo documento. Aqui, nossa bag of words conta o nimero de
vezes em que um termo aparece em um determinado documento.

A partir destas fungoes, podemos construir uma matriz documento-termo D, em que
a i-ésima linha de D é a representagao ¢(d;). Isto é

f(tladl) e f(tsvdl)

Fltrrdw) - F(tady)

A matriz D pode ser usada como a matrix desenho (i.e., cada linha é uma amostra, e
cada coluna uma covariavel) para aplicacao dos métodos estudados neste livro.

A.3 Representagao de Matrizes Esparsas

Diversos dos métodos estudados neste livro requerem o armazenamento de matrizes.
Infelizmente, armazenar tais matrizes em um computador pode ser uma tarefa desafia-
dora se essa tem uma dimensao muito grande, uma vez que é necessaria muita memoria
para que isso seja feito. Contudo, algumas matrizes possuem algumas caracteristicas que
facilitam tal armazenamento. Nesta secao estudamos uma destas proriedades: esparsi-
dade.

Uma matriz é dita ser esparsa quando ela tem quase todas as suas entradas com o
valor zero, veja por exemplo a matriz da Equacao A.1. Tais matrizes aparecem em muitas
aplicagoes: por exemplo, no método bag-of-words (Se¢ao A.2), esperamos que cada texto
em geral ndo contenha a maior parte das palavras. Assim, quase todas entradas da matriz
documento-termo serao zero.

3600...03
0000...00 (A1)
0500...00

3x1000

Uma ideia simples para representar a informagao presente nesta matriz de modo a
reduzir o memoria necessaria é armazenar somente as posigoes (namero da linha e coluna)
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de cada elemento diferente de zero, juntamente com o valor observado. Assim, a matriz
da Equacao A.1 pode ser representada como

(1, 1, 3)
(1,2, 6)
(1, 1000, 3)
(3,2, 5)

Assim, ao invés de termos que armazenar 3x 1000 = 3000 ntimeros, precisamos arma-
zenar apenas 3 X 4 = 12 valores.

A.3.1 Word2vec
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