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0.1 Introducao

Nas Ciéncias Sociais a necessidade de exemplos e exercicios tanto estatisticos quanto de probabilidade
e que sejam apropriados a area social é uma necessidade permanente na Graduagdo. Exemplos que
permitam melhorar a compreens3o na hora de esclarecer as duvidas dos alunos que acudem a monitoria
da graduacdo. Bem seja pela dificuldade do uso de modelos probabilisticos e estatisticos ou pela poca
familiaridade com as contas matematicas ou também por ter que lidar com dados revela-se complicado
para quem esta imerso no contexto das Ciéncias Humanas. Fizemos estes exemplos como suporte,
na monitoria da graduacio, a tarefa de ensino da Estatistica e as Probabilidades nas Ciéncias Sociais.
Aproveitamos para agradecer o apoio, para a conclusdo desta colecdo, da Chefa do departamento
de Estatistica, Professora Glaura Franco, e também ao financiamento das bolsas dos monitores pelo
Programa de Monitoria da Graduagdo (PMG) da Pro-Reitoria de Graduagdo (Prograd).

No capitulo 1 (Exemplos de Pesquisa Empirica) apresentamos exemplos que tem o objetivo de
entender o processo de formulacdo de pesquisa, visando entender o problema a ser abordado a as in-
formagdes a serem consideradas. No capitulo 2 (Amostragem) apresentamos exemplos que exploram
diferentes técnicas de amostragem, como qual tipo de amostragem usar, e a utilizac3o da tabela de na-
meros aleatérios para fazer amostragem. No capitulo 3, abordamos exemplos de estatistica descritiva,
que tem o intuito de mostrar como calcular as medidas de tendéncia central e os grafico adequados
para diferentes tipos de dados. No capitulo 4 (Probabilidade) apresentamos exercicios que abordam
conceitos de suma relevincia dentro deste contexto, tais como a nocdo de espaco amostral, evento
de interesse, distribuicdes de probabilidade continua e discreta (binomial, normal e qui-quadrado),
esperanca e variancia aplicadas em probabilidade, probabilidade condicional e independéncia, assim
como suas respectivas solu¢des. No capitulo 5 (Inferéncia) apresentamos exercicios de teste para a
proporcido, média e diferenca entre médias para grupos pareados e ndo pareados, intervalo de confi-
anga, independéncia (qui-quadrado) e teste de hipéteses, incluindo a interpretagdo dos métodos de
resolugcdo destes problemas, como o p-valor, assim como suas respectivas solugdes. No capitulo 6
(Regressao Linear) apresentamos exercicios de coeficiente de correlagdo de Pearson e R?, visualizagdo
dos dados em graficos de dispersdo, calculo e interpretacdo dos coeficientes da reta de regressdo e
suas respectivas solucdes.



Capitulo 1

Exemplos de Pesquisa Empirica

Exemplo 1.0.1. A seguinte noticia apareceu nos jornais: "... o déficit habitacional [no Brasil] de
7,2 milhdes de unidades habitacionais. Assistimos o resultado disso nas grandes cidades brasileiras:
0 adensamento nas favelas e periferias e a sobre oferta de unidades habitacionais para a demanda
de renda média que permanecem “encalhadas’, com grandes possibilidades de engrossar o nimero de
casas e apartamentos vazios, que hoje ja é quase igual ao déficit habitacional do pais — 6,7 milhées
de unidades. Paradoxo?" Observe que estio sendo relacionados o déficit habitacional e moradia nas
favelas e periferias , e a sobre oferta habitacional para a demanda com renda média.
Considere a problematica mencionada acima,

1. Como vége definiria o problema numa pesquisa empirica comparativa (populagcdo alvo, formu-
lagdo de objetivos, etc). (maximo 5 linhas)

2. Descreva e classifique (qualitativas ou quantitativas) as varidveis que vége incluiria no estudo.
(maéximo 4 variaveis)

3. Elabore um questionario para a pesquisa. (maximo 4 questées)

Solucdo

1. Como vocé definiria o problema numa pesquisa empirica comparativa (populagdo alvo, formu-
lacdo de objetivos, etc).

Problema: Caracterizar o significado do 'deficit habitacional’ nas favelas e nos bairros de classe
media.
Populacdo Alvo O bairro de classe media Caicara e a favela Pedreira Prado Lopes .

Objetivo Principal Comparar o sentido que tem o ‘deficit habitacional’ nos setores da popu-
lacdo que moram na favela e nos bairros de classe media.

Objetivos Secundarios: e Relacionar a condi¢do socioecondmica/classe social, o género e
a raca com a nocdo de deficit habitacional.



e Relacionar a condi¢&o socioeconémica/classe social, o género e a raga com os moveis
‘desocupados’.

e Relacionar a condigdo socioeconémica/classe social com aceso ao trabalho

2. Descreva e classifique (qualitativas ou quantitativas) as variaveis que vocé incluiria no estudo.
(maximo 6 variaveis):

(a) Variavel: Salario. Nome: SAL , Tipo: Qualitativa ordinal, Valores: A (mais de 10 SM),B
(5a 10 SM),C (2 a5 SM),D ( menos de 2 SM)

(b) Variavel: Género. Nome: GEN , Tipo: Qualitativa nominal, Valores: H (homem), M
(mulher).

(c) Variavel: Raga. Nome: RAZ , Tipo: Qualitativa nominal, Valores: B (branca), N (negra),
P (parda).

(d) Variavel: Lugar de Moradia. Nome: LOCAL , Tipo: Qualitativa nominal, Valores: F
(favela), B (bairro).

(e) Variavel: Deficit habitacional. Nome: DEF , Tipo: Qualitativa nominal, Valores: S (Sim),
N (n&o).

(f) Variavel: Distdncia ao trabalho. Nome: TRAB , Tipo: Qualitativa nominal, Valores: P
(perto), M (media distancia), L (longe).

3. Elabore um questionario para a pesquisa. (maximo 6 questdes)

(a) A qual faixa de salario (em salarios minimos) sua familia pertence?
i. De zero até 2 SM.
ii. De de 2 SM até 5 SM.
iii. De 5 SM até 10 SM.
iv. Mais do que 10 SM.
b

Qual a seu género?

¢) Qual a sua raca?

(
(
(
(e) Tem falta de moradia onde vocé mora?

)
)
d) Onde vocé mora é favela ou bairro?
e)
)

(f) Seu local de trabalho fica perto, a media distancia ou longe?

Exemplo 1.0.2. A seguinte noticia apareceu no jornal portugués O Observador: "Estagios atras de
estagios, falsos voluntariados, falsos recibos verdes e saldrios baixos. S&o estes alguns dos inimigos
comuns dos jovens com formag3o superior que tentam ingressar no mercado de trabalho. Sdo também
temas protagonistas do livro Trabalho Igual, Salario Diferente, de Francisco Fernandes Ferreira.



Para o autor ... a luta é para que “se cumpra a Constituicdo e o Cédigo de Trabalho” — isto numa
altura em que a “contratacdo sem termo parece uma utopia para as novas geracées”.." Observe que
estdo sendo relacionados ‘caracteristicas do estagio’, e ‘trabalho integral’.

Considere a problematica mencionada acima,

1

Como vége definiria o problema numa pesquisa empirica comparativa (populacdo alvo, formu-
lagcdo de objetivos, etc). (maximo 5 linhas)

Descreva e classifique (qualitativas ou quantitativas) as variaveis que vége incluiria no estudo.
(maximo 6 variaveis)

Elabore um questionario para a pesquisa. (maximo 6 questées)

Solucédo

. Como voceé definiria o problema numa pesquisa empirica comparativa (populagdo alvo, formu-

lagdo de objetivos, etc).

Problema: Caracterizar o significado do ‘trabalho integral’ nos jovens que enfrentam o primeiro
trabalho ou estagio.
Populacdo Alvo Os estudantes da UFMG dos cursos de Ciéncias Sociais, Engenharia e Biolo-
gia.
Objetivo Principal Comparar o sentido que tem o ‘trabalho integral’ na populacdo jovem que
enfrentam o primeiro emprego/estagio.
Objetivos Secundarios: e Relacionar a condi¢do socioecondmica/classe social, o género e
a raca com a nocdo de trabalho integral.
e Relacionar a condi¢do socioecondmica/classe social, o género e a raga com os estagios.
e Relacionar a condigdo socioecondmica/classe social com os estudos.

Descreva e classifique (qualitativas ou quantitativas) as variaveis que vocé incluiria no estudo.
(maximo 6 variaveis):

(a) Variavel: Salario. Nome: SAL , Tipo: Qualitativa ordinal, Valores: A (mais de 10 SM),B
(5a 10 SM),C (2 a5 SM),D ( menos de 2 SM)

(b) Variavel: Género. Nome: GEN , Tipo: Qualitativa nominal, Valores: H (homem), M
(mulher).

(c) Variavel: Raca. Nome: RAZ , Tipo: Qualitativa nominal, Valores: B (branca), N (negra),
P (parda).

(d) Variavel: Curso de estudo. Nome: CURSO , Tipo: Qualitativa nominal, Valores: C
(Ciéncias Sociais), E (Engenharia), B (Biologia).

(e) Variavel: Estagio. Nome: DEF , Tipo: Qualitativa nominal, Valores: S (Sim), N (n&o).



(f) Variavel: Opinido sobre o trabalho integral. Nome: TRAB , Tipo: Qualitativa nominal,
Valores: R (ruim), B (bom), E (excelente).

3. Elabore um questionario para a pesquisa. (maximo 6 questdes)

(a) A qual faixa de salario (em salarios minimos) sua familia pertence?

i. De zero até 2 SM.

ii. De de 2 SM até 5 SM.

iii. De 5 SM até 10 SM.

iv. Mais do que 10 SM.
(b
(c
(

) Qual a seu género?
d) Que area de conhecimento vocé estuda? Ciéncias Sociais, Engenharia ou Biologia.

Qual a sua raca?

(e) Tem oportunidade de fazer estagio onde vocé estuda?

f) Acha que ter um trabalho integral no inicio da carreira é ruim, bom ou excelente?



Capitulo 2

Amostragem

Exemplo 2.0.1. Os chefes de familia de uma comunidade de dois bairros s3o:

1. Bairro 1 Anabela, Manuel, Arcéncio, Elisio, Francisco, Paulo, Manuel, Carlos, Anténio, Jodo, Ana Paula,

José Manuel, José Anténio, Jorge, José, Anabela.
2. Bairro 2 Daniels, Douglas, Fabio A., Fabio E., Fabio P., Gabriel, Isabela, Isabella e Jonas.

Usando a tabela de niimeros aleatorios construa uma amostra estratificada proporcional de tamanho
10 a partir desta populacdo

Solucédo

e No Bairro 1 ha 16 chefes de familia e no Bairro 2 ha 9 familias, formando um total de 25. Cada
bairro serd considerado um estrato, portanto, devemos calcular a proporcdo de cada bairro no
total, para utilizar tal proporcdo na amostra.

Bairro 1: % * 100 = 64%

Bairro 2: % * 100 = 36%

Iremos arredondar 64% para 60% e 36% para 40%. Utilizaremos tais propor¢cdes em uma
amostra de tamanho 10. Ou seja, Do bairro 1 teremos 60% da amostra, que equivale a 6
pessoas, e do bairro 2 selecionaremos 40%, que equivale a 4 pessoas.

Através da tabela de nimeros aleatérios, escolheremos um critério para selecionar a amostra.
iniciaremos obtendo os 6 entrevistados do Bairro 1.

Um critério de escolha pode ser contar de 7 em 7 e ir pegando sétimo valor:
— Cada pessoa devera ser enumerada iniciando do namero 1. Por conveniéncia a numeracio

serd na ordem que os nomes aparecem. No bairro 1 teremos numeracio de 1 a 16 e no 2
de 1 a2 9. Obtendo a seguinte numerag3o:



Bairro 1: Anabela(1), Manuel(2), Arcéncio(3), Elisio(4), Francisco(5), Paulo(6), Ma-
nuel(7), Carlos(8), Anténio(9), Jodo(10), Ana Paula(1l), José Manuel(12), José Anté-
nio(13), Jorge(14), José(15), Anabela(16).

Bairro 2: Daniela(1), Douglas(2), Fabio A.(3), Fabio E.(4), Fabio P.(5), Gabriel(6), Isa-
bela(7), Isabella(8) e Jonas(9).

— Os 6 primeiros digitos selecionados de 7 em 7 pertencerdo ao bairro 1. Como nele ha 16
membros, se um digito selecionado for o nimero 1, ele devera ser considerado junto com
o seu digito vizinho - por exemplo: em 12572 selecionamos o digito 1 e, para que haja
chances de selecionar algum namero maior ou igual a 10 e menor que 16, devemos con-
siderar seu digito vizinho a nossa direita. Portanto, nesse exemplo, o namero selecionado
sera o namero 12: 12572. Se o digito vizinho ao nimero 1, caso selecionemos este valor,
for maior que 6, formando assim um namero maior que 16, utilizamos o nimero 1 - por
exemplo: em 4 1726 n3o consideramos o digito vizinho ao um, pois ao considera-lo obte-
mos um namero (17) que supera o tamanho da primeira amostra, que é igual a 16. Neste
caso, como ja explicado, consideramos apenas o digito 1, ou seja, o primeiro membro da
primeira amostra. Se o valor selecionado for maior que 1 (2,3,4,5,6,7,8 ou 9), deve-se
coletar a pessoa equivalente a este nimero na amostra - por exemplo: em 56491 o quarto
membro da primeira amostra deve ser considerado ;

— Quando todos os 6 membros da primeira amostra forem sorteados, os quatro altimos digi-
tos selecionados, ainda respeitando o passo de sele¢do (7 em 7), pertencerdo ao bairro 2.
Como nele ha somente 9 pessoas, deveremos utilizar o namero equivalente (1,2,3,4,5,6,7,8
ou 9);

— Se um namero sorteado ja tiver sido selecionado anteriormente, desconsidere-o e siga o
processo.

Seguindo a légica descrita acima, os membros selecionados foram:

39634 62349 74088 65564 16379 19713 39153 69459 17986
24537 14595 35050 40469 27478 44526 67331 93365 54526
30734 71571 83722 79712 25775 65178 07763 82928 31131

Bairro 1: Manuel, Carlos, Anabela, José Anténio, Anténio e Jorge.
Bairro 2: Fabio P, Douglas, Daniela, Fabio E.

Exemplo 2.0.2. Considere as seguintes populacées alvo, numa pesquisa de trabalho juvenil, escolha
um tipo de amostragem (amostragem aleatéria simples, sistematica, estratificada ou por conglome-
rados) para cada uma delas:

1. Jovens (20-24 anos) na regido sul de Belo Horizonte, os bairros Savassi (4054 jovens), Maga-
beiras (608 jovens) e Belvedere (410 jovens).



N

. A Regido Pampulha: que se divide em oito Bairros (12362 jovens).
3. O conjunto popular Confisco na regional Pampulha: (668 jovens).
4. Belo Horizonte: 218000 jovens.

Solucido

1. Amostragem aleatdria simples: A escolha da amostragem aleatéria simples é justificada pela
semelhanca entre os jovens destes trés bairros, ou seja, proporcdes diferentes de pessoas em
cada bairro ndo afetardo o resultado final possibilitando 0 modo de amsotragem mais simples
que consistem apenas em sortear os jovens dos trés bairros.

2. Amostragem por conglomerados: E possivel considerar que cada bairro da regido da Pam-
pulha seja representativo da regido inteira, portanto, seria adequado considerar coda bairro
um conglomerado, e selecionar apenas alguns bairros. Dentro de cada conglomerado(Bairro)
poderiam se pensar em realizar uma amostragem aleatéria simples.

3. Amostragem sistematica: A facilidade em mapear as residéncias dessa regido, possibilitam
uma esquematizacio da amostragem, basta sortear o primeiro lugar a ser amostrado, e a
partir deste, seguir algum padr3o pré especificado. Tal técnica nos da propriedades similares a
amostragem aleat’oria simples, porém de forma mais rapida e simples.

4. Amostragem estratificada: A escolha da amostragem estratificada se da pela variacdo das
caracteristicas dos jovens nas diferentes regides da cidade, é possivel definir estratos de acordo
com os bairros ou regionais, de tal forma, cada jovem pertenceria apenas a um estrato. Tendo
os estratos definidos, basta selecionar a quantidade de jovens nescessaria dentro de cada estrato
para formar a amostra final.

Exemplo 2.0.3. Considere as seguintes populacées alvo, escolha um tipo de amostragem
(amostragem aleatéria simples, sistematica, estratificada ou por conglomerados) para cada uma:

(a) Na regido Centro-Sul de Belo Horizonte, os bairros Savassi (46.522 habitantes), Mangabeiras
(6.974 habitantes) e Belvedere (4.733 habitantes).

(b) A Regido Pampulha: que se divide em oito bairros (141.853 habitantes).

(c) O conjunto popular Confisco na reginal Pampulha: (7.669 habitantes).

(d) Belo Horizonte: 2.412.937 habitantes.

Resoluc3o:

(a) Amostragem estratificada - A escolha da amostragem estratificada é justificada pela
representatividade ponderada das regides que deve ser considerada, uma vez que a quantidade de



habitantes varia bastante de regido para regido e esses tamanhos s3o discriminados ao lado do nome
de cada uma delas. Em outras palavras, a amostra deve conter quantidades proporcionais de cada
area, ndo sendo cabivel, por exemplo, coletar mais dados no Belvedere do que na Savassi.

(b) Amostragem por conglomerados - A escolha da amostragem por conglomerados é justificada
pela homogeneidade da regido da Pampulha. Para estudarmos tal regido, basta coletar um grupo
(cluster) que a represente, ou seja, coletamos todos os dados de apenas um dos oito bairros para
representar a Pampulha.

(c) Amostragem sistematica - A escolha da amostragem sistematica é justificada pela facilidade
em sistematizar a escolha dos elementos da amostra. Para realizar tal amostragem, conseguimos
estabelecer quais elementos podemos colocar em nossa amostra de forma ordenada, devido a
numeragdo dos apartamentos. Conseguimos, com isso, escolher o primeiro apartamento a ser
entrevistado e definir os préximos com base em intervalos arbitrarios. Por exemplo, podemos
escolher o primeiro sendo o préximo o nono apartamento a frente, depois dele o décimo oitavo, apés
este o vigésimo sétimo a frente e assim por diante. Neste exemplo foi definido um intervalo de
tamanho igual a nove, mas, como dito, podemos escolher essa amplitude.

(d) Amostragem estratificada - A escolha da amostragem estratificada é justificada pela
heterogeneidade da populagcdo de Belo Horizonte. Ao fazer uma amostragem estratificada estamos
considerando a representatividade de regiées com diferentes estruturas socioeconémicas.



Capitulo 3

Estatistica Descritiva

Exemplo 3.0.1. A idade dos 10 ingressantes num certo ano no curso de pés-graduacdo em jornalismo
de uma universidade foi o seguinte:

22, 23, 23, 25, 21, 24, 20, 23, 20, 21

Ache as frequéncias absolutas, relativas, e relativas acumuladas.
Grafique o histograma.

Ache a media, moda, mediana, varidncia e esvio padrdo da idade.

A L b =

Construa o boxplot.
Solucido
1. Ache as frequéncias absolutas, relativas, e relativas acumuladas.

e A frequéncia absoluta é obtida através da contagem de vezes que cada elemento aparece

na amostra, por exemplo, a idade 23 anos, apareceu 3 vezes, portanto, sua frequéncia é
3.

e A frequéncia relativa & a proporcdo de vezes em que o elemento aparece, ou seja, a
frequéncia absoluta divida pelo total. A idade 23, aparece 3 vezes, dividindo pelo total

3 _
obtemos 15 = 0.3.

e frequéncia relativa acumulada é a soma cumulativa das frequéncia relativas. Na
da idade 23 é a soma das frequéncia das idades menores ou iguais a 23 (20,21,22,23);
0.240.240.14+0.3= 0.8.

11



ldades Freq Absoluta Freq Relativa Fraq Cumulativa

20 2 0.2 0.2
21 2 0.2 0.4
22 1 0.1 0.3
23 3 0.3 0.8
24 1 0.1 0.9
23 1 0.1 1.0

2. Grafique o histograma. O grafico "histograma"deve conter as classes no eixo x e a frequéncia em
que elas aparecem no eixo y. As barras devem ter a altura da frequéncia a que elas correspondem.
Por exemplo, ha quatro pessoas entre 20 e 21 anos, portanto a caixa correspondente a este
intervalo corresponde a altura 4, especificada no eixo Y.

Histograma das idades

Frequéncia
2
l

| | | 1 | 1
20 21 22 23 24 25

idades

3. Ache a média, moda, mediana, variancia e desvio padrdo da idade.

e A média éncontrada através da férmula: = = %2?21 z; , que descreve a soma de todos
os valores, divididos pela quantidade de valores. Temos ent3o:
Soma de todos os valores: 22 + 23 + 23 + 25 + 21 + 24 + 20 + 23 + 20 + 21 = 222

Soma dividida pela quantidade de valores: % = 22.2.

e A moda é o elemento mais frequente, podemos observar a partir da tabela de frequécias
que o valor mais frequente é a idade 23, portanto a moda é igual a 23.



e Para achar a mediana devemos ordenar o conjunto de dados em ordem crescente. A
mediana é o valor que separa a metade maior e a metade menor da amostra, em termos
mais simples,é o valor do meio de um conjunto. Para encontrar a mediana, devemos seguir
a seguinte regra:

Se o numero de elementos na amostra for par, entdo a mediana é a média dos dois
valores centrais. Se o numero de elementos na amostra for impar, a mediana é o valor
central. Ordenando os valores temos:

20,20,21,21,22,23,23,23,24,25.

Os valores centrais sdo 22 e 23, a média entre eles é igual a %223 = 22.5.

A i 4 < . S 2 1N (2
e A variancia é dada através da formula: s;; = - > " | (2; — )
Primeiro calculamos todos os valores menos a média obtendo os seguintes valores: (z;—)

-0.2,0.8,0.8, 2.8, -1.2, 1.8, -2.2, 0.8, -2.2, -1.2;
Em seguida, elevamos todos os valores ao quadrado: (z; — Z)?
0.04, 0.64, 0.64, 7.84, 1.44, 3.24, 4.84, 0.64, 4.84, 1.44.

Depois somamos todos os valores "7 (z; — Z)?

0.044-0.644-0.64+4-7.84+1.444-3.244-4.844-0.64+4.844-1.44 = 25.6

Por fim dividimos pela quantidade de elementos(10),s2 = 1 3" | (z; — z)?
256 _
TO -_ 2-56

e O desvio padr3o é a raiz quadrada da varidncia. A raiz quadrada de 2.56 é igual é:
igual a 1.6.

4. Construa o boxplot.

Para construir um boxplot, precisamos do primeiro quartil, da mediana e do terceiro quartil.
A mediana ja foi encontrada anteriormente, o primeiro e o terceiro quartil podem ser obtidos
através da tabela de frequéncias. O primeiro quartil, é o valor que deixa 25% dos valores abaixo
dele, ou seja, assim que ultrapassamos uma frequéncia acumulada de 0.25. O terceiro quartil é
o valor que deixa 75% dos valores abaixo dele, ou seja, assim que ultrapassamos a frequéncia
acumulada de 0.75. Portanto o primeiro quartil é igual a 21 e o terceiro é igual a 23.

A caixa do boxplot vai do primeiro quartil até o terceiro, e a mediana deve ser tracada dentro
dela. As linhas devem ser tracadas até os limites estabelecidos:

e O limite inferior é dado pelo maior valor entre o minimo dos dados e Q1 — 1,5(Q3 — Q1).

e O limite superior &€ dado pelo menor valor entre 0 maximo dados e Q3 + 1,5(Q3 — Q1).



Onde Q1 indica o primeiro quartil e Q3 indica o terceiro

Temos que o menor valor dos nossos dados é 20, e 21 — 1,5(23 — 21) = 18, portanto nossa
linha inferior é tracada até o namero 20.

Temos que o maior valor dos nossos dados é 25, e 23 + 1,5(23 — 21) = 26, portanto nossa
linha superior sera tracada até o nimero 25.
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Exemplo 3.0.2. O tempo, em horas, de trabalho diario dos 10 estagiarios na drea de comunicacio
de uma grande empresa foi o seguinte:

4,3,5,8,6,4,4,3,6,4
1. Ache as frequéncias absolutas, relativas e relativas acumuladas.
2. Desenhe o histograma.

3. Ache a média, moda, mediana, varidncia, desvio padrdo, coeficiente de variacdo do tempo.

4. Construa o boxplot.

Solucido



1. Ache as frequéncias absolutas, relativas e relativas acumuladas.

Horas | Frequéncia absoluta | Frequéncia relativa | Frequéncia relativa acumulada
3 2 0.2 0.2
4 4 0.4 0.6
5 1 0.1 0.7
6 2 0.2 0.9
8 1 0.1 1

A frequéncia absoluta é o nimero de vezes que algo aparece em um conjunto. Se o niamero
3 apareceu duas (2) vezes em nosso conjunto, entdo sua frequéncia absoluta é igual a 2.
A frequéncia relativa é a representatividade que a frequéncia absoluta tem no conjunto o
qual ela pertence. Ent3o, se o namero 3 apareceu duas (2) vezes em um conjunto de dez
(10) observagdes, sua frequéncia relativa é igual a % = 0.2. Faca esse procedimento para
todos os outros valores e vocé ird conseguir achar suas frequéncias absolutas e relativas. Ja
a frequéncia relativa acumulada é a soma da frequéncia relativa atual com as frequéncias
relativas anteriores. O namero 3, como é o primeiro, possui frequéncia relativa acumulada igual
a 0.2. O namero quatro (4) possui frequéncia relativa acumulada igual a sua frequéncia relativa
somada com a frequéncia relativa do nimero anterior (o nimero 3). Ent&o a frequéncia relativa
acumulada do nimero 4 é igual a 0.440.2 = 0.6. Faca o mesmo procedimento para o restante
dos nameros.

2. Desenhe o histograma.

O grafico "histograma"deve conter as classes no eixo x e a frequéncia em que elas aparecem
no eixo y. A altura das barras devem corresponder a frequéncia em que as classes que elas
representam aparecem. Por exemplo, ha seis (6) estagiarios que trabalham entre 3 e 4 horas
por dia, portanto, a barra correspondente a este intervalo atinge a altura 6, especificada no eixo
Y.



Histograma das Horas de Trabalho Diario dos Estagiari
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3. Ache a média, moda, mediana, variancia, desvio padrdo, coeficiente de variacio do tempo.

e Meédia:
A média é uma medida de resumo que se calcula da seguinte forma: some todos os valores

do conjunto e divida pelo namero de itens que ha nele. Portanto, a média do tempo de
1] p q p
trabalho dos estagiérios é: 4+3+348+0HAL4E34644 — 4 7 horas

e Moda:

Moda é o valor que mais se repete no banco de dados. Portanto, a moda do tempo de
trabalho dos estagiarios é: 4 horas

e Mediana:

A mediana é o valor que divide o conjunto ordenado ao meio, ou seja, é o valor em que
50% dos nameros do conjunto ordenado s3o maiores que ele e 50% sdo menores. Para
calcula-lo, primeiramente ordenamos o conjunto, depois determinamos sua posicao.
Para isto, se a quantidade total de elementos do conjunto for par, dividimos essa quan-
tidade por 2 e consideramos o resultado dessa divisdo por dois mais o préximo niamero.
Por exemplo, o nosso conjunto possui 10 elementos, 10 € um namero par, entdo % =5
e, assim, a mediana serd a média entre o quinto e o sexto elemento. Conjunto ordenado:
3,3,4,4,4,4,5,6,6,8. Quinto elemento: 4; Sexto elemento: 4; Mediana do tempo de traba-
Iho dos estagiarios: # = % = 4 horas.
Se a quantidade total de elementos fosse impar, dividiriamos o namero por 2 e arredon-
damos para cima. Por exemplo, se a quantidade total de elementos fosse igual a 9, a
mediana seria o quinto elemento do conjunto ordenado, pois % = 4,5 e, arredondando
para cima, encontramos o nimero 5.

e Variancia:
A variancia € uma medida que nos informa o quanto os dados variam em torno da média.
Para encontrar a varidncia devemos calcular a média dos desvios de cada nimero com



relagdo a média do conjunto. Porém, cada desvio (a distancia de cada namero do conjunto
até a média do mesmo) deve ser elevado ao quadrado para que, quando forem somados, ndo
resulte em zero, ja que a soma dos desvios negativos sempre cancela os desvios positivos.
A férmula da variancia & Var = "' 1(z; — 2)?. Portanto, a variancia do tempo de
trabalho diario dos estagiarios &: 15 ((4—4,7)%+(3—4,7)%+(5—4,7)?+(8—4,7)>+ (6 —
412+ (A-472+(@A-4,72+B-4,7)2+(6-4,7)2+(4—-4,7?) = 2 = 2,214

e Desvio Padr3o:

O desvio padrdo é a raiz quadrada da variancia. O sentido de calcular essa medida se
justifica pelo fato de que a unidade de medida da variancia é a unidade de medida original
elevada ao quadrado, ja que elevamos todos os desvios ao quadrado. Portanto, o desvio
padrdo do tempo de trabalho diario dos estagiarios é: \/var = /2,21 = 1,48 horas

e Coeficiente de variac3o:

O coeficiente de variacdo é uma medida que nos informa a representatividade do desvio

padrdo com relacdo & média. Para calcular essa medida basta dividir o desvio padrdo

da média e multiplicar esse resultado por 100. Ou seja, cv = mggmloo. Portanto, o
coeficiente de variacdo do tempo diario dos estagiarios é: cv = 14’478100 = 31,49%. Ou
seja, o desvio padrdo € igual a 31,49% da média. 7
Observacdo: uma das vantagens de calcular o coeficiente de variacdo é poder comparar a
variabilidade de conjuntos numéricos que possuem médias diferentes. Por exemplo, qual
conjunto varia mais em torno da média: ¢l = 2,4,6 ou ¢2 = 20, 40,60 ? Se calcularmos
o desvio padrdo de cada conjunto chegaremos a conclusdo de que c2 possui um desvio
padrdo maior. Mas tome cuidado, pois em compensacdo,sua média também é maior.
Ao calcularmos o coeficiente de variacdo de cada um descobrimos que eles sdo iguais e,
portanto, cada um desses conjuntos (cl e c2) possuem a mesma variabilidade com relagdo
a média.

4. Construa o boxplot.

O Boxplot &€ um grafico que nos informa medidas de posicdo: o valor minimo, os quartis, valor
maximo. A primeira linha horizontal de todas representa o menor valor do conjunto (valor
minimo), que no nosso caso é o nimero 3: 3,3,4,4,4,4,5,6,6,8. O primeiro quartil é a primeira
linha horizontal da caixa e & o valor em que 25% dos nimeros do conjunto ordenado estdo
abaixo dele. Para determinar sua posicdo basta calcular quanto é 25% de 10 (pois o conjunto
numérico possui 10 nimeros) e arredondar para cima, caso a posi¢do ndo seja exata. Dai, o
primeiro quartil é o namero cuja posi¢do no conjunto ordenado é 0,25x10 = 2,5 mas, como
arredondamos para cima, como dito, sua posi¢cdo &€ o niimero 3, ou seja, o terceiro nimero no
conjunto ordenado: 3,3,4,4,4,4,5,6,6,8. O segundo quartil & a mediana, valor em que 50% dos
nameros do conjunto ordenado estdo abaixo dele, e é representado pela linha mais escura (em
negrito) dentro da caixa. Em nosso caso esse valor coincide com o primeiro quartil, ou seja,
a mediana é igual a 4: 3,3,4,4,4,4,5,6,6,8, dai # = 4. O terceiro quartil &€ a altima linha
horizontal da caixa e é o valor em que 75% dos niimeros do conjunto ordenado estdo abaixo
dele. Para determinar sua posi¢do basta calcular quanto é 75% de 10 (pois o conjunto numérico



possui 10 nimeros) e arredondar para cima, caso a posi¢do ndo seja exata. Dai, o altimo quartil
é o nimero cuja posicdo no conjunto ordenado é 0, 75210 = 7,5 mas, como arredondamos para
cima, como dito, sua posicdo é o niamero 8, ou seja, o oitavo niamero no conjunto ordenado:
3,3,4,4,4,4,56,6,8.J4 a altima linha horizontal de todas representa o maior valor do conjunto
(valor maximo), que no nosso caso é o namero 8: 3,3,4,4,4,4,5,6,6,8. Portanto, o boxplot das
horas de trabalho dos estagiarios é representado da seguinte maneira:

Boxplot das Horas de Trabalho Diario dos Estagiarios

Horas de Trabalho

Exemplo 3.0.3. Numa pesquisa sobre o tempo de trabalho dos estagiirios de duas empresas A e B
obteve-se os seguintes boxplots:
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. Qual a mediana em ambos graficos 7 Comente o significado da diferencia entre as medianas.

. Compare a distancia interquartilica(Dl) entre os dois graficos, descreva o significado desta (D)
em ambos gréficos.

. Comente a assimetria (se tiver) entre os graficos.

Solucédo

. Qual a mediana em ambos graficos ? Comente o significado da diferencia entre as medianas.

A mediana é sempre a linha que esta dentro da caixa do boxplot. A caixa, no caso, é o retangulo.
Portanto, a mediana do primeiro grafico (empresa A) é igual a 5. Ja a mediana do segundo
grafico (empresa B) é igual a 2.

. Compare a distancia interquartilica(DI) entre os dois graficos, descreva o significado desta (DI)
em ambos graficos.

A distancia interquartilica é a distancia entre o primeiro quartil e o terceiro quartil. O termo
quartil diz respeito a valores que dividem o conjunto numérico ordenado em quatro partes.
Existem, portanto, 3 quartis. O primeiro quartil é o valor que estd acima de 25% dos da-
dos ordenados, o segundo quartil & o valor que estd acima de 50% dos dados ordenados e o
terceiro e altimo quartil &€ o valor que estd acima de 75% dos dados ordenados. Para que
a explicacdo fique mais clara, imagine um conjunto numérico ordenado de 0 a 100, ou seja:



0,1,2,3,4,...,96,97,98,99,100. O primeiro quartil & 25, o segundo quartil & 50 e o terceiro quartil
é 75. Nem todo conjunto, como este, acharemos quartis inteiros. Se o conjunto ordenado for,
por exemplo: 2,3,6,9,12,34, que &€ um conjunto de tamanho igual a 6, o primeiro quartil sera a
o nimero da posicdo 0,25x6 = 1,5; dai arrendondamos 1,5 para 2 e, dessa forma, atente-se,
o primeiro quartil € o segundo dado ordenado, que é o nimero 3. Sempre arredondamos para
cima. O segundo quartil serd o namero da posi¢do 0,526 = 3, que é o terceiro dado ordenado
(6) e o terceiro quartil sera o nimero da posi¢do 0, 7526 = 4, 5, arredondamos para 5, e serd o
quinto dado ordenado (12). Visto o conceito de quartil, agora vamos identifica-los no boxplot.
A primeira linha horizontal da caixa (a linha que fecha a parte de baixo do retadngulo) é o
primeiro quartil, a linha horizontal que se localiza dentro da caixa é o segundo quartil, ou seja,
a mediana. A dltima linha horizontal (a linha que fecha a parte de cima do retingulo) é o
terceiro quartil. Como, repito, a distancia interquartilica é a distancia entre o primeiro quartil
e o terceiro quartil, a distancia interquartilica da empresa A é 6 — 4 = 2, enquanto que da
empresa B é 3 — 1 = 2. Ou seja, as distancias interquartilicas entre as empresas s3o iguais.

. Comente a assimetria (se tiver) entre os graficos.

Podemos ver que a Empresa A apresenta dados simétricos. Chegamos a essa conclusdo ao
observar a equidistancia entre o valor minimo e 0 maximo a mediana. No caso da Empresa B o
mesmo n3o acontece, hd uma assimetria, pois podemos ver que a mediana estd mais préxima
do valor minimo.



Capitulo 4

Probabilidade

Exemplo 4.0.1. Numa pesquisa feita com n = 10 amantes do cinema de uma cidade do interior
encontramos que 5 deles preferem um filme de drama, 1 de acdo e 4 de terror.

1. Ache a probabilidade p de preferir um filme de drama.

2. Numa exibicdo especial, nessa cidade, do filme 'Que horas ela volta?’ se venderam 20 ingressos,
qual a probabilidade de no maximo 3 dos que iram assistir o filme tenham preferencia pelo drama.

Solucdo

1. Ache a probabilidade p de preferir um filme de drama.

Inicialmente, precisamos definir o espaco amostral e o nosso Evento de interesse. O espaco
amostral consiste em todos os possiveis resultados.Se estamos selecionando pessoas no cinema,
e estamos observando qual o género preferido dela, nosso espaco amostral consiste no possiveis
géneros que a pessoa pode ter preferéncia.

Espago Amostral = {Drama, Acao e Terror}.

Um evento nada mais é que eu subconjunto do espaco amostral, pode ser apenas um elemento
ou varios. Por exemplo, se estivermos interessados em ac3o e terror, nosso evento seria as
pessoas preferirem terror ou preferir acdo. No nosso problema, estamos interessados no género
drama.

Evento de interesse = Drama.

A nossa amostra é o resultado das observacdes. Ou seja, o género de preferéncia de cada pessoa
que foi perguntada é um elemento da amostra.

Amostra:{...}.

A probabilidade serd calculada através da divisdo entre o namero de vezes que o evento de
interesse acontece pelo niamero total de elementos na amostra. De tal forma, faremos a seguinte
divis3o:

21



Namero de vezes que Drama aparece na amostra

Numero total de elementos na amostra

Temos entdo que: p = Probabilidade (drama) = 5 = 0.5

. Numa exibicdo especial, nessa cidade, do filme 'Que horas ela volta?’ se venderam 20
ingressos, qual a probabilidade de no maximo 3 dos que iram assistir o filme tenham
preferencia pelo drama.

Novamente precisamos definir nosso evento de interesse e o nosso espaco amostral. Nesta caso
estamos interessados n3o mais na preferéncia de uma pessoa, e sim no niimero de pessoas que
tem preferéncia pelo género drama.

Evento de interesse = N° de pessoas na amostra que preferem drama;

Agora, o nosso espaco amostral, deixa de ser os géneros e passa a ser a quantidade de pessoas
que preferem o género Drama, pode ser que nenhuma pessoa tenha preferéncia por drama, ou
que todos os 20 tenham preferéncia por drama. de tal forma, todos os valores entre 0 e 20 sdo
possiveis de acontecer.

Espaco amostral = { 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20}

Nosso interesse no momento é a variavel aleatéria X = n°® de pessoas que preferem drama.
Vamos destacar alguns pontos importantes:

e E razoavel considerar que todos as pessoas presentes tem a mesma probabilidade de ter
preferencia pelo género Drama.(observa¢des identicamente distribuidas)

e E razoavel considerar também que o género preferido de uma pessoas n3o influencia no
género preferido de outra pessoa(independéncia nas observacgdes.)

Considerando os dois pontos descritos acima, é razoavel pensar na distribuicdo binomial. Um
modelo binomial consiste numa sequéncia de observagdes que tem apenas duas possibilidades(
preferir drama ou n&o preferir) e que todas observa¢cdes tenham a mesma probabilidade. Usare-
mos entdo um modelo binomial com pardmetros p = 0.5 ( probabilidade de uma pessoa preferir
drama) e n= 20 (namero de pessoas).

X ~bin(n =20,p=0.5)

A funcdo de de probabilidades desta varidvel com distribuicdo binomial serad dada por:

20!
0.55(1—0.5)20"% k=0...,20

PX =k) = k(20 — k)!



A funcdo acima indica que a probabilidade da variavel aleatéria X ser igual a um valor k é o
resultado da operacdo.

O simbolo "!"apés um valor indica a operagdo fatorial, que consiste em multiplicar o valor por

todos os valore anteriores, por exemplo: 5! =5 x4 x 3 x 2 x 1.

0.5% indica a probabilidade de observarmos k vezes o evento de interesse na amostra.

(1 — 0.5)2°=% indica a probabilidade do evento que nio é de interesse ocorrer 20 - k vezes,
completando a amostra de tamanho 20.

|
m serve para contar de quantas maneiras distintas as observacdes podem ocorrer.

Como desejamos calcular a probabilidade de no maximo 3 pessoas preferirem drama, deveremos
considerar todas as possibilidades. Ou seja, quando nenhuma pessoa preferir drama e quando
1, 2 e 3 pessoas preferirem.A probabilidade desejada sera entdo a soma da probabilidade de
todas as possibilidades:

P(X<3)=Plx=0)+P(zx=1)+P(x=2)+ P(x =3)

o P(x=0)=g 2200' ay10-5%(1 = 0.5)%70 = (1)(1)(0.0000009)0.0000009

o P(z=1) = qzqy0-5' (1 = 0.5)%7" = (20)(0.5)(0.00000195) = 0.000019

e Plx=2)= 2,(2200' 2510- 52(1 — 0.5)?°=2 = (190)(0.25)(0.000038) = 0.00018

o Pz =3)=g 2200' 370.5° (1 — 0.5)%7% = (1140)(0.125)(0.0000076) = 0.00108

Somando tais probabilidades, obtemos a probabilidade de no maximo 3 preferirem drama.

P(X < 3) =0.0000009 + 0.000019 + 0.00018 + 0.00108 = 0.0012

Temos entdo que P(X < 3 =0.0012), ou seja, numa amostra de 20 pessoas que foram assistir
a edicdo especial, a probabilidade de que no maximo 3 tenham preferéncia pelo género drama
é 0.0012.

Exemplo 4.0.2. O tempo didrio de ocupacio por pessoa da biblioteca de uma faculdade tem distri-
buicdo Gaussiana com media 2,5 horas e desvio padrdo 0.8. Calcule a probabilidade de que as pessoas
que usam a biblioteca fiquem nela entre 1,5 e 2,5 horas.

Solucio



O primeiro passo é definir a variavel aleatéria do problema:

X = O tempo diario de ocupacdo por pessoa da biblioteca de uma faculdade

X ~ Normal(p = 2.5,0 = 0.8)
Quando estamos interessados em calcular uma probabilidade, estamos na verdade calculando

uma area. Como desejamos encontrar P(1.5 < X < 2.5), estamos interessados em encontrar
a area entre os pontos 1.5 e 2.5, como destacadona figura abaixo:

0.5+

0.4+

0.1+

0.0

0 1 2
Tempao diario

]
.
[

Com as especificacdes da distribuicio normal, tal area seria calculada através de uma integral
muito complicada. Para facilitar este processo utiliza-se de uma padronizacdo, que tem como
objetivo, transformar a distribuicdo atual em uma distribuicdo normal, com média 0 e variancia
1, para a qual as probabilidade est3o tabeladas. Tal distribuicio é comumente denotada por Z.

A padronizac3o é feita através da seguinte forma:

Todo valor que tivermos tera seu valor equivalente na distribuicdo normal padronizada, e através
deste valor equivalente, utilizamos a tabela para descobrir a probabilidade.

Como estamos interessados em encontrar a probabilidade de um intervalo de valores acontecer,
podemos utilizar a subtracio de probabilidades. Se pegarmos tudo que vem antes de um valor
A (o maior valor), e subtraimos tudo que vem antes de um valor B(o menor valor), obtemos
um intervalo entre o valor A e o valor B. Ou seja se pegarmos toda a area antes do valor
2.5 e subtrairmos a area antes do valor 1.5, ficamos com a area do intervalo entre 1.5 e 2.5.
P(1.5 < X <25)=P(X <2.5)— P(X < 1.5). Para realizar o calculo das probabilidades



deveremos padronizar os valores, como mostrado anteriormente e procurar pelas probabilidade
ta tabela da distribuicdo normal padrdo.

Teremos ent3o :

P(15< X <2.5)

P(1.5—2.5 < X —pu < 1.5—-25
0.8 o 0.8

P(-1<Z<0)

P

(Z<0)—P(Z<-1)

Através da tabela da distribuicdo normal padrdo(Tabela Z) & possivel obter as probabilidades.
E importante frisar que a tabela normal pode ser apresentada em diversos formatos, entdo é
importante observar qual area ela esta especificando. Se estivermos utilizando a tabela que nos
da a area anterior 4 um ponto, basta procurar o valor x unindo extremidades e a probabilidade
estara no interior da tabela:

A area abaixo do valor 0 é encontrada na tabela a seguir:

Tabela da Distribuigdo Normal Padrdo
AZ<z)

z 0,0 0,01 002 | 003 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | O,07 | O0B | 0,09
0,0| 0,5000| 05040| 05080| 05120( 05160 05193 05239 05279 05319| 05359
0,1| 05398 05438 05478] 05517 05557| 05598 05638] 05675 05714] 05753
0,2| 05793 05832| 05871 05910] 05948| 05987 06026 0s064| 08103 06141
0,3 06179] 06217| 06255 06293 06331] 06368 06408 0s443] 06480[ 06517
0,4| 0.6554| 06591 06s28] 06864 06700| 06738 06772] 0e808| 06844] D687
0,5] 0.915] 06550 0,6985] 07019) 0.7054| 07088 07123] 07157 0.7190[ 07224
0,6] 0,7257| 07291 0,7324| 07357 0,7389| 0,7422| 07454 0,7486| 0,7517| 0,7549
0,7| 07580 07611 07842| 07673 0,7704| 07734 07764 0,7794| 0,7823[ 07852
0,8 07881| 07910 07939 0,7967| 0,7995| 08023 08051 0,8078| 0s108] 08133
0,9 0153 0,818s| 08212] 08238 0,8264| 08283 0,8315] 0,8340( 0,8365] 0,8389
1,0 08413| 08438| 0,8451| 08485] 08508 0.8531| 0,8554| 0,8577] 0.8599] 08821
1,1| 0,8643| 0,8865| 08s88| 08708) 0,8729| 0,8749| 0,8770| 08790 0,8810] 0,8830
1,2| 0,8845| 0,8865| 08ass| 08307 08925 0,8944| 089s52| 0,8980[ 0,8997[ 05015
1,3| 0,9032| 09045 0o0ss| 09082] 09099 09115 09131 09147] 09162] 09177

Vale ressaltar que a valor Z devera ser encontrado, unindo a primeira coluna com a primeira
linha, A primeira coluna exibe o valor e sua primeira casa decimal, e a primeira linha especifica
a segunda casa decimal(Basta somar a linha com a coluna). Por exemplo, a probabilidade de
z ser menor que 1.27, é encontrada cruzando a linha equivalente ao valor 1.2, com a coluna
equivalente a 0.07 (obtendo probabilidade igual a 0.8980).



A area abaixo do valor -1 & encontrada na tabela a seguir:

F(Z«z)

z 00 001 002 003 0,04

0,05

0,06

0,07) 008 0,09

0,0/ 0,5000| 0,4960| 0,4920| 0,4880| 0,4840

0,4801

0,4761

04721| 04681 04641

-0,1| 0,4602| 0.4562| 0.4522| 0,4483| 0,4443

0,4404

04364

0,4325| 04286| 0.4247

-0,2| 0,4207| 04168 04129| 0,4090| 04052

0,4013

0,3974

0,3936| 0,3897] 0,3859

-0,3| 0,3821] 0,3783| 0,3745| 0,3707| 03669

0,3632

0,3594

0,3557| 0,3520[ 0,3483

-0,4| 0,3446| 03409 0,3372] 0,3338] 0,3300

0,3264

03228

0.3192| 03156] 0,3121

-0,5| 0,3085| 0,3050| 0,3015| 0,2981| 0,2946

0,2912

02877

0,2843| 0,2810] 0,2776

=06 02743| 02709 D2676| 02643 02611

0,2578

0,2546

0,2514| 0,2483| 0,2451

=0,7| 0,2420| 0,2389| 0,2358| 0,2327| 0,229

0,2266

02236

0,2206| 0,2177] 0,2148

-0,8 0,2119] 0,2090] 0,2061| 0,2033] 0,2005

0,1977

0,1949

01922 01894| 01867

-0,9] 01841] 0,1814] 01788] 01762 01738

01711

0,1685

01660] 01635] 01611

-1,0 01587 0,1562| 01535 01515 01492

00,1469

0,1446

01423 0,401 01379

-1,1| 01357 01335 0.1314] 01292] 01271

0,1251

0,1230

0,1210] 0,11%0] 01170

-1,2| o01151] 01131 o0.1112] 0.1093] 01075

0,105&

0,1038

0,1020| 0,1003| 0,0985

-1,3| 0,0968] 0,0951] 0,0934] 00918 00901

0,0885

0,0869

0,0853| 0,0838] 0,0823

-1,4| 0,0808| 0,0793| 00778| 0,0764| 0,0749

00735

0,0721

0,0708| 0,0694| 0,0681

-1,5| 0,0668| 0,0655| 0,0643| 0,0630| 00618

0,0606

0,0594

0,0582| 0,0571] 0,0559

-1,6| 0,0548| 0,0537| 0,0526| 00516 0,0505

0,0495

0,0485

0,0475| 0,0465| 0,0455

-1,7| 0,0446| 00436| 00427| 00418 0,0409

00,0401

0,0392

0,0384| 0,0375| 0,0367

Temos ent3o que a probabilidade de Z ser

menor que 0 é

igual0.5,e a probabilidade de Z ser

menor que -1 & 0.1587. Realizando subtracio especificada teremos: 0.5-0.1587 = 0.3414.

Cada valor de Z foi obtido através da nossa distribuicido com média 2.5 e desvio padrio 0.8.
Como o valor 2.5 gerou o valor 0 na distribuigdo normal padrdo, P(X < 2.5 = 0.5), e como
o valor 1.5 gerou o valor -1, P(X < 1.5 = 0.1587), entdo, P(1.5 < X < 25) = P(X <
2.5) — P(X < 1.5) = 0.5 — 0.1587 = 0.3414

Exemplo 4.0.3. Em um curso de graduacdo em uma faculdade sabemos que o nimero de favoraveis
ao trabalho de campo é igual a 70% e 30% s3o contra.

1. Apresente a distribuicdo de probabilidade do niimero de alunos favoraveis quando selecionamos
uma amostra aleatdria (simples) de 6 alunos.

2. Chamando de X o niimero de alunos favordveis nessa amostra de tamanho igual a 6, ache a

esperanca de X.

Férmulas

n!
~kl(n—k)!

‘pk(l —p)"*k=0,...,n



Solucio

1. Apresente a distribuicio de probabilidade do niimero de alunos favoraveis quando
selecionamos uma amostra aleatdria (simples) de 6 alunos

Uma distribuicdo de probabilidade descreve o qudo provavel é encontrar os possiveis valores de
uma variavel aleatéria. Em nosso exemplo, a variavel aleatéria é o

namero de alunos favoraveis que podemos encontrar em uma amostra de 6 alunos. Podemos
encontrar dentro dela: 0 favoraveis, 1 favoravel, 2 favoraveis, 3 favoraveis, 4 favoraveis, 5
favoraveis ou 6 favoraveis, ndo sendo possivel, portanto, encontrar outros valores (ex: -1,7,8,...).
Nesse sentido, basta encontrarmos a func3o que nos informa as probabilidades de ocorréncia
dos possiveis nameros de favoraveis (0 a 6) e calcularmos essas probabilidades para cada um
desses possiveis valores (P(X=0), P(X=1),...,P(X=6)). Como encontrar essa fun¢do? Bom,
sabemos que a distribuicdo de probabilidade que nos informa as chances de encontrar uma soma
(em nosso caso, a soma de favoraveis dentro da nossa amostra, que pode resultar em 0,1,2...,6)
é a distribuicdo binomial. Sua férmula é:

|
P(X =k) = ——<pP(1—p)" * k=0,....6.

kl(n — k)

Antes de usa-la, vamos entendé-la um pouco melhor. Primeiramente, vamos identificar e des-
crever cada elemento nessa func3o.

e P(X=k) significa a probabilidade de encontrarmos k observa¢cdes dentro de um grupo de
elementos cujo tamanho & o maior valor de k possivel ,em nosso caso o maior valor possivel
para k &€ 6. Sendo assim, k pode ser igual a 0,1,...,6. Ent3o, P(X=0), por exemplo, é
a probabilidade de encontrarmos 0 favoraveis em um grupo de 6 alunos. P(X=1) é a
probabilidade de encontrarmos 1 favoravel em um grupo de 6 alunos e assim por diante
até P(X=6), que é a probabilidade de encontrarmos 6 favoraveis em um grupo de 6 alunos
(todos favoraveis).

e p*(1 — p)"~* significa acontecer um evento k vezes (p¥) e ndo acontecer esse mesmo
evento n-k vezes ((1 — p)"~*). Esse evento tem probabilidade igual a p de acontecer,
portanto, tem probabilidade 1-p de ndo acontecer. No caso, n & o namero total de
itens na amostra, o que evidencia também o maior k possivel, que é igual a n. Em
nosso problema, n=6. Para ficar mais clara a explicacdo, vamos dar valor ao p e ao k.
Para que observemos 2 favoraveis (k=2) em um grupo de 6 alunos (n=6), sendo que a
probabilidade de encontrar um favoravel na universidade é de 0,7 (p=0,7), é necessario
acontecer o seguinte: observamos um favoravel e um favoravel e um desfavoravel e um
desfavoravel e um desfavoravel e um desfavoravel =

0,7%0,7%0,3%x0,3%0,3x0,3=0,7%0,3* =p*1 —p)~~* (4.0.1)

Repare que, como a chance de observar um favoravel na universidade é de 0,7 (70%), a
chance de ndo observar é 1 — 0,7 = 0,3 (30%). Como queremos determinar a chance de,



em um grupo com n=6 pessoas, observar k=2 favoraveis (p=0,7) e n-k = 6-2 = 4 n3o
favoraveis (p=0,3), devemos calcular a multiplicagdo apresentada acima que é generalizada
pela expressio p¥(1 — p)"

e Por fim, veja que a multiplicacdo apresentada no item anterior pode ser escrita de outras
formas, por exemplo:

0,7%x0,3%x0,3%x0,3x0,7x0,3=p"1—p)* (4.0.2)

Mas quantas de formas possiveis podemos escrever essa multiplicacdo ? Essa quantidade
é:
n!

K 101 (4.0.3)

Esse ¢ o primeiro termo da férmula, que multiplica p*(1 — p)"~*, como podem ver.

Essa expressio nos informa o namero de combinacdes possiveis de p*(1 — p)"~*. E
importante notar que esse niimero de combinacdes depende de n e k. No item anterior
exemplifiquei com k=2 alunos favoraveis e, como nossa amostra tem tamanho n=6 alunos,
o nimero de combinacdes possiveis para p*(1 — p)" ¥ = 0,720, 3* neste caso é igual a
2!(66i2)! = (2!?(!4!) = (Qixf)’i?fj;f;;l) = 15. Lembre-se que a sintaxe "!"significa fatorial.
0l =1, por definicdo. 1! =1, 2 =2x1, 3 =3x2x1, 4 =4x3x2x1,
5=5x4x3x2x1eassim por diante. Agora, sabendo usar a férmula, basta calcular
todas as probabilidades de nameros de alunos favoraveis (0 a 6) e assim encontramos a

distribuicdo de probabilidade de X, que é:

e P(X=0)= 0,(6 o0, 7°(1 = 0,3)%7% = 0,0007
e P(X=1)= 1,(6 1),0 71(1-0,3)"t =0,01
e P(X =2)= 2,(6 2370, 72(1 = 0,3)°72 = 0,06
e P(X =3)= 3,(6 g0, 74(1 - 0,3)7% = 0,18
e P(X =4)= 4,(6 510,71 (1 - 0,3)°* = 0,32
e P(X =5)= 5,(6 5),0 75(1 -0,3)57° =0,30
o P(X =6) = grgn0, 7°(1 - 0,3)56 = 0,11

e 0, caso contrario (caso k seja diferente de 0,1,2,3,4,5 ou 6)
Atencdo:

e Qualquer nimero elevado a zero & igual a um. Ex: 1°=1,2°=1, 50° =1,
e 0l=11'=1,21=2x1,3'=3x2x1, ..



2. Chamando de X o nimero de alunos favoraveis nessa amostra de tamanho igual a 6,
ache a esperanca de X.

A esperanca de uma variavel aleatéria é o resultado esperado dessa variavel considerando sua
probabilidade de ocorréncia e o tamanho da amostra observada. Por exemplo, se a probabilidade
de observar um aluno favoravel é igual a 70%, em uma turma com 100 alunos esperamos que
haja 70 favoraveis. Ja que em nosso problema n = 6, a esperanca de X é igual a 6 x 0,7 = 4,2.
Outra forma de calcular a esperanca é&: Y}, k;.P(X = k;), ou seja, a soma das observa¢des
multiplicadas pela probabilidade da ocorréncia de cada uma delas. Em nosso exemplo, seria:
0.P(X =0)+ LP(X = 1)+ 2P(X = 2)+3.P(X = 3)+4P(X = 4) +5P(X =
5)+6.P(X =6)=4,2

Exemplo 4.0.4. Numa pesquisa com um conjunto de n = 100 candidatos a um estagio obteve-se a
seguinte informag3o:

Sexo Nimero de estagios
Nenhum | Um ou dois | Trés ou mais | Total
Masculino 5 10 35 50
Feminino 35 10 5 50
Total 40 20 40 100

1. Ache as seguintes probabilidades:

o P( Ter feito pelo menos um estagio | Ser mulher )
e P( Ter feito no maximo dois estagios e ser homem )

e P( Ser homem | Nenhum estagio anterior )

2. Os eventos 'Ser mulher’ e 'Nenhum estégio anterior’ sdo independentes?
Solucédo

1. Ache as seguintes probabilidades:

o P( Ter feito pelo menos 1 estagio | Ser mulher )

Queremos calcular qual é a probabilidade de uma pessoa ter feito mais de um estagio dado
que essa pessoa é uma mulher. Em outras palavras, imagine que selecionamos ao acaso
uma pessoa dentre os 100 candidatos e descobrimos que ela é do sexo feminino. Todavia,
ndo sabemos de seu histérico como estagiéria, temos conhecimento apenas de seu sexo.
A pergunta é: qual é a probabilidade dessa mulher ter feito no minimo um estagio (um
estagio ou mais) ? Para calcularmos essa probabilidade devemos considerar apenas o total
de mulheres, que é igual a 50 (veja o total da linha das 'mulheres’), como podemos ver na



tabela, j& que sabemos que a pessoa selecionada é do sexo feminino. Repare que o grupo
das mulheres que fizeram um ou dois estagios possui 10 membros, e o grupo das mulheres
que fizeram trés ou mais estagios possui 5 membros. Portanto, o total de mulheres que
fizeram no minimo um estagio é igual a 10 + 5 = 15. Ora, a probabilidade de que mulher
selecionada tenha feito no minimo um estagio é a probabilidade de que ela pertenca a esse
grupo de 15 mulheres, sendo que, como dito, 10 dessas 15 fizeram um ou dois estagios
e 5 dessas 15 fizeram trés ou mais estagios. Como o total de mulheres é igual a 50, a
probabilidade de uma pessoa ter feito no minimo um estigio sabendo que essa pessoa é
1

uma mulher é igual a % = 0.3 ou 30%

e P( Ter feito no maximo dois estagios e ser homem )

Repare que o grupo de pessoas que satisfazem essas duas condicées, ter feito no maximo
dois estagios e ser homem, tem tamanho igual 15. Observe que 5 desses 15 sdo homens
que nunca estagiaram (veja o primeiro quadradinho da linha dos 'homens’) e 10 desses 15
sdo homens que tiveram um ou dois estagios (veja o segundo quadradinho da linha dos
'homens’). Portanto, como 15 pessoas satisfazem essas duas condi¢8es, a probabilidade
de selecionar ao acaso uma pessoa pertencente a esse grupo é de 42 = 0.15 ou 15%.

100
Talvez vocé esteja se perguntando por qué ndo é 1—8, assim como na questdo anterior.

Entretanto, é de suma importancia identificar a di?‘erenga entre as duas questées. Na
quest3o anterior ja sabemos que a pessoa selecionada é uma mulher, o que nos obriga a
restringir o total a 50, pois ha 50 mulheres entre os 100 candidatos. Ja nesta questdo
queremos saber qual é a chance de nesse grupo total de 100 candidatos encontrar um

individuo que satisfaca a condic3o de ter feito no maximo dois estagios e ser homem.

e P( Ser homem | Nenhum estagio anterior )

Queremos calcular qual é a probabilidade de uma pessoa ser homem dado que essa pessoa
nunca fez estagio. Em outras palavras, imagine que selecionamos ao acaso uma pessoa
dentre os 100 candidatos e descobrimos que ela nunca fez estigio. Todavia, ndo sabemos
seu sexo, temos conhecimento apenas de sua experiéncia com estagio (esta suposicdo
parece estranha, mas ndo se preocupe, o objetivo dela é apenas deixar a explicacdo mais
clara). A pergunta é: qual é a probabilidade de que essa pessoa que nunca estagiou ser
um homem ? Para calcularmos essa probabilidade devemos considerar apenas o total de
pessoas que nunca estagiaram, que é igual a 40 (veja o primeiro quadradinho da dltima
linha), como podemos ver na tabela, ja que sabemos que a pessoa selecionada nunca fez
estagio. Repare que do grupo dos que nunca tiveram estagio, 5 sdo homens . Portanto,
a chance de que essa pessoa seja homem sabendo que ela nunca estagiou é % =0.125
ou 12,5%

2. Os eventos 'Ser mulher’ e 'Nenhum estagio anterior’ sdo independentes?

Sabemos que a probabilidade de dois eventos independentes acontecerem ao mesmo tempo
é igual ao produto (resultado de uma multiplicagdo) entre as probabilidades individuais. Em
outras palavras, se 'ser mulher’ e 'nenhum estagio anterior’ forem eventos independentes, a

probabilidade de que esses dois eventos ocorram ao mesmo tempo é igual a P('ser mulher’)



x P(‘nenhum estagio anterior’). Sabemos que, como ha 50 mulheres entre 100 candidatos,
a probabilidade de 'ser mulher’ é igual a 0,5 (50%). Além disso, como ha 40 pessoas que
nunca estagiaram entre 100 candidatos, a probabilidade do evento 'nenhum estagio anterior’
é igual a 0,4 (40%). Portanto, a probabilidade de que esses dois eventos ocorram ao mesmo
tempo se forem independentes é igual a 0,5x0,4 = 0,2 ou 20%. Como podemos ver, o
tamanho grupo de pessoas que sdo mulheres e nunca estagiaram é igual a 35 (veja o primeiro
quadradinho da linha das 'mulheres’). Ent3o, a probabilidade real de observarmos, nesse
grupo de 100 pessoas, esses dois eventos acontecerem ao mesmo tempo é de %’0 = 0.35
ou 35%. Por fim, como 0,2 é diferente de 0,35, os eventos 'ser mulher’ e 'nenhum estagio

anterior’ ndo sdo independentes.

Exemplo 4.0.5. Suponha 20% das vezes vocé contesta uma mensagem postada num grupo de
Whatsapp. Suponha que foram postados n = 10 mensagens no grupo e chame de X ='nimero de
contestacdes feitas’.

1
2.
3

Qual a probabilidade de que ndo tenha nenhuma contestacio.

Qual a probabilidade de que tenha contestado todas as mensagens.

. Apresente a distribuicdo de probabilidades da varidvel aleatéria X .

Ache o valor esperado e a varidncia da variavel aleatéria X 7

Solucio

. Qual a probabilidade de que ndo tenha nenhuma contestacio.

Se em 20%das vezes a mensagem pode é contestada a probabilidade de contestar uma men-
sagem é igual 0.2, por consequéncia, a probabilidade da mensagem ndo ser contestada
é 0.8, pois estas s3o as nicas duas possibilidades. E razoavel supor que a contestacio de uma
mensagem n3o depende de outra.

Para calcular a probabilidade de ndo haver nenhuma contestacdo, é preciso considerar a pro-
babilidade cada uma das 10 mensagens n3o ser contestada. Como a probabilidade de uma
mensagem n3o ser contestada é 0.8 basta multiplicas este valor 10 vezes:

0.8 x0.8%x0.8x0.8x0.8x0.8x0.8x0.8x0.8x0.8=0.810=0.107

Portanto a probabilidade de ndo haver contestacdo é 0.107



2. Qual a probabilidade de que tenha contestado todas as mensagens.

Para calcular a probabilidade de contestar todas as mensagens é preciso considerar a probabili-
dade a probabilidade de cada uma das 10 mensagem ser contestada. Como esta probabilidade
é igual a 0.2, basta multiplicar 0.2 dez vezes.

02x02x%x02x%x02x%x02x0.2x0.2x0.2x0.2x0.2=0.219=0.0000001024

A probabilidade de n3o haver contestagdo é 0.0000001024.

3. Apresente a distribuicdo de probabilidades da variavel aleatéria X.

A variavel aleatéria X é definida como X= "Nimero de constatacdes feitas". Trata-se de 10
mensagens independentes em que s6 é possivel observar duas respostas em cada observac3o.
Como X é a contagem de constatacdes feitas, podemos considerar que X segue distribuicdo
binomial com pardmetros p= 0.2 e n=10. A funcio de probabilidade da distribui¢do
binomial é dada por:

|
P(X=k) = b (1= p)" * k=0,.,n

El(n — k)
e Lembrando que o simbolo fatorial indica que o valor deve ser multiplicado por todos os
seus antecessores( 3! =3 x 2 x 1 =6).

e p¥ indica a probabilidade de observarmos o evento de interesse k vezes

e (1 —p)* indica a probabilidade de n3o observarmos o evento de sucesso no restante das
vezes.

| .
e O termo m serve para contar de quantas maneiras podemos obter k sucessos.

Substituindo os valores temos que a nossa funcdo de probabilidade é dada por:

10! k 10—k
—0.2%(1 - 0.2 k=0,...10
o2 )T E=0,

P(X =k) =
Para encontrar a probabilidade de encontrar cada quantidade de contestacdes, basta substituir
a quantidade por k ( refaga os itens 1 e 2 usando a formula para conferir)

4. Ache o valor esperado e a varidncia da variavel aleatéria X7

Para encontrar o valor esperado e a varidncia podemos apenas aplicar as férmulas, no entanto
conhecer a distribuicio de probabilidade da variavel nos da informacio sobre ela, e isso facilita
o céalculo de tais medidas. A esperanca de uma variavel aleatéria binomial é dada por n x p
e a variancia é dada por n x p x (1-p), portanto aqui conseguimos calcular de forma mais
rapida tais valores:



E(X)=nxp=10x02=2
Var(z) =nxpx (1—p)=10x02x (1-0.2) = 1.6

Exemplo 4.0.6. Numa pesquisa com um conjunto de n = 10 estudantes usudrios do Whatsapp
eles foram classificados em trés categorias: Gosta muito, Gosta e Acha ruim; obteve-se a seguinte
informac3o:

Gosto pelo Whatsapp

Sexo Tipo
Gosta muito | Gosta | Acha ruim | Total
Homem 1 1 3 5
Mulher 3 1 1 5
Total 4 2 4 10

1. Ache as seguintes probabilidades:

(a) P( Acha ruim | Ser mulher)
(b) P( Gosta muito ou Gosta e ser homem )

(c) P( Ser Homem |Gosta muito)

2. Os eventos 'Ser mulher’ e 'Gosta muito’ sdo independentes? explique a resposta
soluctes

1. Antes de comecar a fazer as contas vamos relembrar um pouco sobre probabilidade condicional.
Quando temos P(A|B) (Prob de A dado B), estamos interessados em calcular a probabilidade
do evento A acontecer Sabendo que o evento B ji aconteceu. Tal probabilidade pode ser
calculada através da reducio de espaco amostral, que consiste em calcular a probabilidade de
evento A acontecer dentro das observacées do evento B.

Outra forma de calcular tal probabilidade é através da férmula de probabilidade condicional,
que é dada por:

P(AB) = )

Tal formula indica que a probabilidade do evento A acontecer sabendo que o evento B aconteceu,
pode ser calculada através da divisdo entre a probabilidade dos dois ocorrerem simultaneamente
pela probabilidade do evento B acontecer ( A mesma ideia da redugcdo do espago amostral).

Sabendo isso, vamos calcular as probabilidades pedidas.



(a)

(b)

(c)

P( Acha ruim | Ser mulher )

Temos que:

P( Acha ruim | Ser mulher ) = P( ACh}‘;(T?eTguf}f;")‘“lh”)

A probabilidade sera encontrada através da divisdo pela quantidade de vezes que o evento
acontece pelo tamanho da amostra. A intercessio é onde os eventos ocorrem ao mesmo
tempo, olhando na tabela podemos ver que os dois evento de interesse s6 acontecem
Juntos uma vez, portanto P( Acha ruim N Ser mulher ) = 1/10 . Ha 5 mulheres na
amostra, entdo P( Ser mulher ) = 5/10. Temos ent3o:

1
P( Acha ruim | Ser mulher ) = 3£ = & x & =
10

encontramos ent3o a probabilidade de interesse: P( Acha ruim | Ser mulher ) = 0.2

P( Gosta muito ou Gosta e ser homem )

Estamos interessados em calcular a probabilidade de gostar muito do whatsapp ou ser
homem, neste caso ndo é necessario que isso aconteca simultaneamente. Portanto, deve-
mos considerar todas as pessoas que gostam muito, e todos os homens. Temos entio 4
pessoas que gostam muito e 5 homens. A ideia inicial seria somar estes valores, e dividir
pelo total, no entanto, quando fazemos isso estamos contando os homens que gostam
muito duas vezes. Torna-se necessario subtrair deste total o a quantidade em que os dois
acontecem ao mesmo tempo (5 + 4 -1=8).

Para ficar mais claro, vamos definir exatamente quais valores devem ser considerados:
Temos, 1 homem que gosta muito, 1 homem que gosta, 3 homens que acham ruim e 3
mulheres que gostam muito(1+1+3+3 = 8).

Note que nos dois casos é importante tomar cuidado para ndo contar a intercessdo duas
vezes. Agora que ji temos a quantidade de vezes em que o evento de interesse acontece,
basta dividir este valor pelo tamanho total da amostra: 8/10 = 0.8.

A probabilidade de alguém gostar muito ou ser homem é igual a 0.8

P( Ser Homem |Gosta muito)
Temos que:

: P( Ser H N Gosta muit
P( Ser Homem | Gosta muito ) = (Ser PE’”&Z& mz;z)m“’ °)

A probabilidade sera encontrada através da divisdo pela quantidade de vezes que o evento
acontece pelo tamanho da amostra. A intercessdo é onde os eventos ocorrem ao mesmo
tempo, olhando na tabela podemos ver que os dois evento de interesse s6 acontecem
Juntos uma vez, portanto P( Ser Homem N Gostar muito ) = 1/10 . H& 5 homens na
amostra, entdo P( Ser Homem ) = 5/10. Temos entdo:



10
5

—
O‘H

=0.2

X =

P( Ser Homem | Gosta muito) =

Y=

1
10

g‘m

encontramos ent3o a probabilidade de interesse: P( Ser Homem | Gosta muito ) =
0.2

2. Os eventos 'Ser mulher’ e 'Gosta muito’ sdo independentes? explique a resposta

Se os dois eventos sjo independentes, o fato de um deles ocorrer, ndo devera interferir
na probabilidade do outro ocorrer. Portanto para que os eventos "Ser mulher"e "Gostar
muito"seja independentes, é preciso que:

P( Ser mulher | Gosta muito) seja igual @ P(ser mulher) e
P( Gostar muito |ser mulher) seja igual d P(Gostar muito)

Vamos ent3o calcular tais probabilidades e conferir se as igualdades sdo satisfeitas.

* Ha 5 mulheres na amostra, portanto P(ser mulher) = 5/10 = 0.5

* P( Ser mulher |Gosta muito) = %—18 =3/4=0.75

* Ha 4 pessoas que gostam muito, portanto P(gostar muito) = 4/10 = 0.4

* P( Gosta muito |Ser mulher) = ‘2;—}8 =3/5=10.6

ComoP (ser mulher) é diferente de P( Ser mulher|Gosta muito) e P(gostar muito) é dife-

rente de P( Gosta muito |Ser mulher) , podemos concluir que os eventos ndo sdo indepen-
dentes.

Exemplo 4.0.7. Numa pesquisa sobre o primeiro emprego, com um conjunto de n = 100 jovens
(18-22 anos), obteve-se a seguinte informagéo:

Setor Educacio
Ensino médio completo | Técnico | Graduacdo incompleta | Total
Comeércio 40 10 10 60
Indistria 5 25 10 40
Total 45 35 20 100

1. Ache as seguintes probabilidades:

e P( Ter Graduacdo Incompleta ou Técnico/Primeiro emprego no Comércio )
e P( Ter apenas Ensino médio completo e primeiro emprego na Industria )

e P( Primeiro emprego no Comércio|Graduagdo Incompleta )

2. Os eventos 'Primeiro emprego no Comercio’ e 'Graduacdo Incompleta’ sdo independentes?



Solucio

1. Ache as seguintes probabilidades:

e P( Ter Graduagdo Incompleta ou Técnico/Primeiro emprego no Comércio )

O que estamos calculando nesse exercicio é a probabilidade de encontrar alguém que tenha
graduacdo incompleta ou técnico sabendo que o primeiro emprego desse alguém foi no
comércio. Sabemos que o total de pessoas que tiveram o primeiro emprego no comércio é
igual a 60, como pode ver na tabela. Calculamos, ent3o, a quantidade de pessoas dentro
desse universo de 60 pessoas o total dos que possuem graduacdo incompleta mais os
que possuem curso técnico. Somamos esses dois grupos, uma vez que ambos satisfazem a
condicdo (graduacdo incompleta ou técnico). Assim, como o total de pessoas que possuem
graduacdo incompleta é igual a 10 e o total de pessoas que possuem técnico é igual a 10,
existem 10 + 10 = 20 pessoas que satisfazem uma ou outra condicdo dentro dos 60 que
tiveram o primeiro emprego no comércio. Entdo, a probabilidade de encontrar alguém que
tenha graduac3o incompleta ou técnico sabendo que o primeiro emprego desse alguém foi
no comércio é igual a % = 0.333 ou 33.3%.

e P( Ter apenas Ensino médio completo e primeiro emprego na Industria )

Repare que nesse exercicio devemos calcular o total de pessoas que satisfazem ambas as
condicées (Ter apenas Ensino médio completo e primeiro emprego na Industria) e dividir
pelo total de jovens (n = 100). O total de pessoas que satisfazem ambas as condicdes é
igual a 5, como pode ver na tabela. Ent3o, a probabilidade de encontrarmos alguém desse
grupo dentro do total de 100 jovens é igual a % = 0.05 ou 5%.

e P( Primeiro emprego no Comércio|Graduagdo Incompleta )

O que estamos calculando nesse exercicio é a probabilidade de encontrar alguém que teve
o primeiro emprego no comércio sabendo que esse alguém possui graduacdo incompleta.
Sabemos que o total de pessoas que tiveram seu primeiro emprego no comércio dentro do
grupo dos que possuem graduacdo incompleta é igual a 10. Sabemos também, olhando
na tabela, que o total de pessoas que possuem graduac3o incompleta é igual a 20. Ent3o,
a probabilidade de encontrar alguém que teve o primeiro emprego no comércio sabendo
que esse alguém possui graduagcdo incompleta é igual a % = 0.5 ou 50%.

2. Os eventos 'Primeiro emprego no Comercio’ e 'Graduacdo Incompleta’ sdo independentes?

Se s3o independentes, entdo a probabilidade de ambos ocorrerem ao mesmo tempo é igual
a probabilidade de um vezes a probabilidade do outro. (P(Primeiro emprego no Comercio) x
P(Graduagdo Incompleta) = P(Primeiro emprego no Comercio, Graduagdo Incompleta)). Basta
verificar se isto ocorre. Se ocorre, sdo independentes, caso contrario, ndo s3o.

e P(Primeiro emprego no Comercio,Graduagio Incompleta) = % =0.1

e P(Primeiro emprego no Comercio) = % =0.6

e P(Graduacdo Incompleta) = % =0.2



P(Primeiro emprego no Comercio) x P(Graduagcdo Incompleta) = 0.620.2 = 0.12. Como
P(Primeiro emprego no Comercio,Graduagdo Incompleta) = 0.1, concluimos que os eventos
"Primeiro emprego no Comercio’ e 'Graduacdo Incompleta’ ndo sdo independentes, pois 0.1 #
0.12.

Exemplo 4.0.8. O tempo, em meses, no primeiro emprego nesta populacio de jovens tem distribuicdo
Binomial com pardmetrosn = 6 e p = 0.8. Calcule a probabilidade de que um jovem fique no primeiro
emprego 1 ou 2 meses
Solucédo
A probabilidade de que um jovem fique no primeiro emprego 1 ou 2 meses é igual a probabilidade de
que ele figue 1 més somado a probabilidade de que ele fique 2 meses.

Para calcular ambas as probabilidades para depois soma-las vamos aplicar estes valores (1 e 2) na
férmula da binomial. Sua férmula é:

P(X = k) = g (L =) k=0,....n

Como o exercicio nos fornece o valor de n e p (n =6 e p = 0.8), basta substituir esses valores na
formula e k sera igual a 1, para calcular a probabilidade de que um jovem fique 1 més, e depois igual
a 2 para calcular a probabilidade de que um jovem fique 2 meses.

o P(X =1) = g553;,0-8' (1 - 0.8)°" = 13;;0.8'(0.2)° = 0.001

o P(X =2) = 555;0.8%(1 — 0.8)°7% = 50,0.8%(0.2)* = 0.01

Observacdo: Lembre-se que 6! = 6x5x4x322x1, 1! =1 e todo namero elevado a 1 é igual a ele
mesmo.

P(X =1)+ P(X =2) =0.011. Portanto, a probabilidade de que um jovem fique no primeiro
emprego 1 ou 2 meses é igual a 0.011 ou 1.1%.

Exemplo 4.0.9. O salario pago na Indistria no primeiro emprego para jovens tem distribuicdo Normal
com media 1.5 salarios minimos (SM) e varidncia 0.5 (SM). Salario ~ N(1.5,0.5).

1. Ache a probabilidade de um jovem ter um Salario maior do que 2 SM no primeiro emprego.

2. Ache a probabilidade de um jovem ter um Salario menor do que 1 SM no primeiro emprego.

Solucédo



1. Ache a probabilidade de um jovem ter um salario maior do que 2 salarios minimos (SM) no
primeiro emprego.

Como na tabela da distribuicdo normal encontramos apenas as probabilidades de uma distribui-
cdo normal com média igual a 0 e desvio padrdo igual a 1, vamos achar o valor padronizado de
2 SM. Lembre-se que o desvio padrdo é a raiz quadrada da varidncia

7 = % =0.7071

Nesse sentido, descobrimos que 2 SM se distancia em 0.7071 desvios padrdo da média. Isso
significa, além disso, que a observacdo de niimero 2 em uma distribuicdo normal com média
1.5 e varidncia 0.5 equivale a uma observacdo de niimero 0.7071 em uma distribuicdo normal
com média 0 e varidncia 1. Pronto, agora é sé olhar na tabela Z qual é a probabilidade de
encontrarmos algo maior que 0.7071 e, assim, descobrimos a probabilidade de um jovem ter um
salario maior do que 2 saldrios minimos (SM) no primeiro emprego. Essa probabilidade é igual
a P(Z > 0.7071) = 0.2397 ou 23.97%.

2. Ache a probabilidade de um jovem ter um salario menor do que 1 saldrio minimo (SM) no
primeiro emprego.

Como a tabela Z nos fornece apenas as probabilidades acima de 0 (acima da média) vamos ter
que lembrar uma propriedade da distribuicdo normal: a propriedade da simetria. Essa propri-
edade é muito dtil, pois como sabemos que a probabilidade de encontrarmos uma observacdo
abaixo da média é a mesma de encontrar uma observacdo acima da média, também sabemos
que a probabilidade de encontrar uma algo menor que uma observacdo que se distancia x desvios
padrdo da média é a mesma de encontrar uma algo maior que uma observacdo que se distancia
x desvios padrdo da média. Sabendo disso, vamos padronizar a nossa observacdo (1 SM) para
saber quantos desvios padrdo essa observagcdo (1 SM) se distancia da média e, assim, encontrar
seu valor equivalente em uma distribuicdo normal com média 0 e desvio padrio igual a 1:

7 = 150;-55 = —0.7071

Ora, como explicado anteriormente, P(Z < —0.7071) = P(Z > 0.7071) = 0.2397 ou 23.97%.
Assim, a probabilidade de um jovem ter um salario menor do que 1 salario minimo (SM) no

primeiro emprego é igual a 0.2397 (23.97%) e inclusive é igual a probabilidade de um jovem ter
um salario maior do que 2 salarios minimos (SM) no primeiro emprego (questdo anterior).



Capitulo 5

Inferéncia

Exemplo 5.0.1. Duas questdes sobre o aplicativo que mais gostam (Whatsapp ou Facebook) foram
aplicadas a dez alunos de uma turma de adolescentes. Os resultados dos questionarios (0 no gosta,
1 gosta) do Whatsapp foram: 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1 e os resultados do Facebook: 1, 0, 0, 1, 1,
0, 0,0, 0, 1. A proporcdo dos que gostam dos aplicativos das redes sociais na populacdo jovem é de
p=0.7(70%).

1. Acredita-se que a proporcdo dos que gostam do Whatsapp é maior que a da populacdo. Faca
um teste de hipdteses para verificar esta suposicdo (formule as hipétese correspondentes, ache
a estatistica adequada, ache o p-valor e obtenha o resultado do teste)

2. No caso do Facebook, acredita-se que a proporcdo é diferente da populacdo. Faca um teste
de hipéteses para verificar isto.

Solucio
Desejamos fazer alguma conclusdo sobre a populacdo com base na amostra, e por termos uma
amostra pequena, um teste exato serd mais adequado, a estrutura dos dados, nos faz pensar na
distribuicdo binomial, pois trata-se de uma sequéncia independente de observacdes dicotémicas.
Consideramos X = "niamero de pessoas que gostam da rede social mencionada", obtemos
observacbes provenientes de distribuicbes binomiais.

1. Acredita-se que a proporcdo dos que gostam do Whatsapp & maior que a da popu-
lagdo. Fagca um teste de hipéteses para verificar esta suposi¢do (formule as hipdtese
correspondentes, ache a estatistica adequada, ache o p-valor e obtenha o resultado
do teste)

Desejamos testar se a proporcdo de pessoas que gostam do Whatsapp é maior que a da
populacdo que é igual 4 0.7. Neste caso, estamos testando as seguintes hipéteses:

Hy:p=0.7
Hy:p>0.7
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Para prosseguir com o teste, devemos supor que a hipétese nula seja verdadeira. Assumindo
a suposicdo de que a proporcdo € igual a 0.7, os dados seriam provenientes de uma distribuicdo
binomial com pardmetros n= 10 e p = 0.7.

A decis3o do teste é dada com base na probabilidade da ocorréncia do valor observado ou um
valor mais extremo(esta probabilidade é o nosso p-valor). Na amostra referente ao Whatsapp,
foram observados, 7 pessoas que marcaram que gostam , portanto, nossa estatistica de teste é
igual 4 7.

O p-valor sera dado entdo por: P(X > T|p = 0.7). A especificacdo |p = 0.7, serve para lembrar
que estamos supondo a hipétese nula como verdadeira ( é comum aparecer |H).

P(X>7)=P(X=7)+P(X =8)+P(X =9)+ P(X = 10)

Vamos lembrar aqui a formula da distribuicdo binomial j& com as especificacbes da nossa
hipétese. Neste ponto supomos que vocé ja tenha familiaridade com a distribuicdo binomial e
o uso de sua férmula.

10!
0.7%(1 - 0.7 k=0,...,10

PX =k = o= )l

Para cada probabilidade desejada, basta substituir o valor k na férmula.
P(X =7)= =2 0.77(1 — 0.7)10-7 = 0.267

7I(10—7)!
P(X =8) = 8!(1107‘{8)!0.78(1 —0.7)19-8 = 0.234
P(X =9) = 9!(1107019)!0.79(1 —0.7)1979 = 0.121
P(X =10) = Woim)!o.?lo(l —0.7)10-10 = 0.028

Teremos ent3o:
P(X >7)=0.267 4+ 0.234 + 0.121 + 0.028 = 0.65

Nosso p-valor é igual 4 0.65, ou seja, A probabilidade de observamos 7 sucessos ou mais, se
a hipétese nula for verdadeira, é 0.65(Uma probabilidade bem alta), ao compararmos com um
nivel de significancia o = 0.05, temos que o p-valor é maior( N3o rejeitamos H), isso indica
que n3o temos evidéncias para decidir a favor da hipétese alternativa. Portanto, a proporco
n3o é maior que 0.7.

. No caso do Facebook, acredita-se que a proporcio é diferente da populacdo. Faca
um teste de hipdteses para verificar isto.

Agora estamos interessados em testar se a proporcdo de pessoas que gostam do Facebook é
Diferente da proporcdo da populacio total, que é igual 4 0.7. Neste caso, estamos testando
as seguintes hipoteses:



Hoip:0.7
H1:p7é0.7

Novamente precisamos supor que a hipétese nula seja verdadeira. A partir de tal suposicdo,
diremos que a amostra referente ao facebook é proveniente de uma distribuicdo binomial com
pardmetros p= 0.7 e n=10.

A decisdo do teste serd dada com base na probabilidade de ocorréncia do valor observado ou
um valor mais extremo(p-valor) Nessa amostra foram observadas 4 pessoas que gostam do
Facebook, portanto, nossa estatistica de teste é igual a 4.

O nosso p-valor é dado pela probabilidade de encontrar um valor igual ou mais extremo. Como
0 nosso teste é bilateral, devemos calcular a probabilidade observar o valor 4, e considerar
todas as probabilidades menores ou iguais essa, pois sdo valore mais extremos ou seja
menos ou igualmente provaveis que 4. A seguir é exibida uma tabela com as probabilidades
para cada valor, e a partir dela analisaremos e encontraremos o p-valor:

P(X= 0) = 0.0000 | P(X=6)=0.200
P(X= 1)= 0.0001 | P(X=7)=0.266
P(X= 2)=0.0014 | P(X=8)=0.233
P(X=3)=0.009 | P(X=9)=0.121
P(X=4)=0.036 P(X=10)=0.028
P(X=5)=0.102

Os célculos foram feitos com base na formula da distribuicdo binomial especificado no primeiro
item desta quest3o.

A probabilidade de observamos 4 valores é 0.036. Portanto todos os valores com probabilidade
menor que esta serdo considerados extremos, e deverdo ser incorporados no nosso p-valor. Na
tabela estdo destacados em vermelho, os valores de menor probabilidade. Portanto, o p-valor
sera a soma destas probabilidades.

pvalor = P(X =0)+ P(X = 1)+ P(X = 2) + P(X = 3) 4+ P(X =4) + P(X = 10)
pvalor = 0.00000 + 0.0001 + 0.0014 + 0.009 + 0.036 + 0.028 = 0.075

O p-valor encontrado foi 0.075. Ao compararmos com um nivel de significincia de 5% (0.05)
nés ndo temos evidéncias para rejeitar a hipétese nula. Ou seja, podemos dizer que a proporgcdo
de pessoas que gostam do facebook pode ser considerada igual a proporcdo de pessoas que
gostam de redes sociais na populacio.

Um fato importante de se lembrar é que, caso o valor a ser suposto na hipétese nula fosse 0.5,
estariamos diante de uma distribuicio simétrica, portanto bastaria calcular a probabilidade de
ser menor que 4, e multiplicar este valor por 2.



Exemplo 5.0.2. Um sociélogo acredita que o nimero de redes sociais utilizadas pode interferir na
chance de encontrar velhas amizades. Através de uma amostra ele obteve a seguinte tabela para as
varidveis Y = namero de redes sociais utilizadas e X = ndmero de velhas amizades.

| X\Y [ 1]2]3]
0 [3]24
1 |1]1]2
2 |o|1]3

O namero de redes sociais utilizadas(Y) e o nimero de velhas amizades(X) sdo independentes??
(formule as hipdtese correspondentes, ache a estatistica adequada, ache o p-valor e conclua o teste).

Tabela da Distribuicdo Qui-quadrado:

p—valor
gl. | 025 010 005 0025 001 0005 00025 0001 00005

4 | 539 778 949 11.14 1328 14,86 16,42 1847 20,00

Solucdo

Quando desejamos identificar se existe independéncia entre duas variaveis que foram medidas
na mesma unidade experimental, o teste sugerido é o teste Qui-Quadrado. No nosso caso,
desejamos identificar se ha independéncia entre o nimero de redes sociais e o nimero de velhas
amizades, sendo que as duas variaveis s3o observadas em cada pessoa, portanto, o teste Qui-
quadrado é adequado. Portanto estamos testando as seguintes hipéteses:

Hy: X eY sio independentes
H, : X eY ndo s3o independentes

Antes de prosseguir, vamos definir algumas notacdes para facilitar o entendimento:

e n é o tamanho total da amostra = 17

e O;; é o valor observado na casela que corresponde a linha i e coluna j, por exemplo:
011 =3e Nng3—9 = 3

e n,; corresponde a soma da linha i, portanto:
n.=34+244=9;n0 =1+1+2=4en3 =0+1+3=4

e n j corresponde a soma da coluna j, portanto:
n1=3+140=4;n9=2+1+1=4eng3=4+2+3=9

Como em todos os testes de hipdtese, o primeiro passo é supor a hipétese nula como verda-
deira, vamos pensar entdo em, quantas observacdes teriamos em cada casela se X e Y fossem
independentes. para isso vamos lembra que , se dois eventos A e B s3o independentes, entdo



P(anb) = P(a) x P(b). Portanto, teremos P(X; NY;) = P(X;) x P(X;) = pi;, paraie ]
variando de 1 até 3( 3 linhas e 3 colunas).

Tendo definido isso, as probabilidades sdo encontradas por:

RN 7 AL |
bij = n x n

Para encontrar o nimero esperado de observacGes em cada casela(i,j), entre o total
de observacBes e com a hipétese de independéncia devemos multiplicar a probabilidade pelo
tamanho da amostra. Teremos nossos valores esperados definidos por:

R R Ni oy Mg
Eij=nxpjj=nx = x =
Simplificando ficamos com:

_ Ny XNy
Eij =~

Com a férmula acima, conseguimos calcular o valor esperado para cada casela(combinagdo ij)
da nossa tabela. por exemplo:

Epp =24 =211

Ey =422 =0.94

Se seguimos supondo independéncia, a distancia entre os valores observados e esperados, é
dada por:

2 _ s (0ij—Eij)?

Sendo que x?%, tem distribuicdo qui-quadrado com (r-1)(s-1) graus de liberdade. Em nosso
exercicio, temos 3 categoria em X e 3 na varidvel Y, portanto r = 3, e s = 3, e %, tera
distribuicdo qui-quadrado com 4 graus de liberdade((3 — 1) x (3 —1)).

Entendo que a formula acima, pode ser confusa para muitas pessoas, no entanto ela nos indica
que devemos pegar cada casela, subtrair dela seu valor esperado e elevar este valor ao quadrado,
e em seguida, dividir pelo valor esperado. Vamos calcular tais valores:

Para facilitar a visualizacdo, utilizaremos tabelas para isso:

Observado Esperado

X\Y |1 2 3|X\Y| 1 2 3
0 3 2 4 0 |211 211 476
1 1 1 2 1 094 094 211
2 0 1 3 2 094 211 211




Os valores observados s3o os valores originais, e os valores observados, foram calculados con-
forme foi explicado anteriormente.

Agora que temos os valores observados e esperados, devemos subtrair o valor esperado do
observado e em seguida elevar o resultado ao quadrado e em seguida dividir pelo valor esperado
(3—2.11)2

511~ € procederemos

nas caselas equivalente, por exemplo: Nas linha 1 e coluna 1, teremos:

somando os resultados para todas as 9 caselas:

(3—2.11)%2 | (2—2.11)2 | (4—4.76)2 | (1-0.94)2 | (1-0.94)2  (2—-2.11)%2 | (0—0.94)2 | (1-2.11)2 | (3-2.11)?
211 +1 211 Ly 176 T 004 +1 0.94 Ly 31l T 004 +4 211 +4 211

Prosseguindo com a conta:

ngs = 0.36 + 0.006 + 1.12 4 0.003.0.003 + 0.006 + 0.941 + 0.003 + 0.036 = 1.82

Obtemos ento o nosso valor x?,. = 1.82, Agora, precisamos entdo concluir nosso teste.

O teste é baseado na distincia entre os valores esperados e os observados, portanto, se as
distancias forem grandes, as variaveis ndo s3o independentes. Quando comparamos com a
distribuicdo qui-quadrado, estamos comparando valores positivos, portanto, um ngs pequeno
indica independéncia. O calculo do p-valor nos da a probabilidade de uma valor x§ ser maior
que o nosso valor ngs, se essa probabilidade for menor que o nosso nivel de significancia, nés
rejeitamos a hipdtese nula, pois estamos com uma observacio muito diferente do esperado em
caso de independéncia. Nossa regra de decis3o fica da seguinte forma:

Se P(Xg > x2,,) < @, entdo rejeitamos H

A tabela da distribuicdo x% foi mostrada anteriormente, nela devemos procurar na linha do grau
de liberdade o valor mais préximo do nosso valor observado, e através dele, obter o p-valor.
Por exemplo, se tivéssemos observado o valor 13,28, nosso p-valor seria 0,01. No nosso caso,
nosso valor observado foi 1.82, Na tabela, o menor valor, é 5.39, com p-valor equivalente a
0,25. Neste caso, podemos concluir que nosso p-valor & maior que 0,25. Sendo 0,25 maior
que um nivel de significAncia de 0,05. Temos o suficiente para n3o rejeitar a hipétese nula(
p-valor maior que o nivel de significAncia). Portanto, ndo ha evidéncias para dizer que o nimero
de redes sociais utilizadas e o nimero de velhas amizades s3o relacionados. Ou seja, as duas
variaveis sio independentes.

O p-valor exato pode ser obtido através do uso de um computador. Através do software R,
obtivemos um p-valor exato igual & : 0.7682

Exemplo 5.0.3. Em um estudo sobre um curso ofertado nas agéncias de telemarketing, para duas
amostras de n = 10 trabalhadores, obtiveram-se os seguintes resultados:

Sujeito 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Salario antes do curso | 7.00 | 8.40 | 8.30 | 8.60 | 8.40 | 6.90 | 8.30 | 11.80 | 9.30 | 10.70
Salario depois do curso | 7.20 | 84.0 | 8.20 | 9.00 | 8.70 | 7.00 | 8.00 | 12.00 | 9.50 | 10.80




e Ache os intervalos de 95% de confianca para a média dos saldrios nas duas amostras.

e A partir da anélise dos valores obtidos no item anterior qual seria a conclusdo que teriamos?
(explique o porqué da conclusio)

Solucédo

1. Ache os intervalos de 95% de confianca para a média da duracdo da jornada de
trabalho das duas amostras.

Para construir um intervalo de confianca devemos, primeiramente, encontrar a estimativa pon-
tual. Esta é o centro do intervalo de confianca. Em nosso caso, a estimativa pontual é a média.
A margem de erro é o valor o qual subtraimos da média para encontrar o limite inferior do
intervalo e somamos a média para encontrar o limite superior. A margem de erro é dada por:
erro padrdo x ta. Sendo que o erro padrio é igual ao desvio padrdo da nossa amostra dividido
pela raiz do tamanho da mesma.

Sendo assim, a estimativa pontual do "Salario Antes do Curso"é igual a 8.77. Sua margem de

erro é igual a %2.262 = 1.08; j& que o desvio padrdo desse grupo é 1.51, o tamanho dessa

amostra é igual a 10 e o valor te (o que delimita, na distribuicdo t de Student, uma érea de
95% entre —lg ets ) é igual a 2 262. Por isso, o intervalo de confianca para a média desse
grupo é: 8. 774 —1.08 ou [7.69 ; 9.85]

Fazemos o mesmo procedimento para o outro grupo, "Saldrio Depois do Curso". Estimativa
pontual: 8.88. Margem de erro: %2.262 = 1.10. Por isso, o intervalo de confianca para a

média desse grupo é: 8.88 + —1.10 ou [7.78;9.98].

2. A partir da analise dos valores obtidos no item anterior qual seria a conclusdo que
teriamos a respeito da eficacia do curso? Ele influencia no salario? (explique o porqué
da conclusdo)

Para concluir se o curso faz alguma diferenca ou n3o no salario dos funcionérios ndo podemos
simplesmente verificar a diferenca média entre os salrios, pois ndo testamos o curso em todos
os trabalhadores do mundo nesse ramo laboral. Afinal, queremos concluir sobre a eficicia do
curso, e ndo seu resultado em um grupo especifico de pessoas. Mas como temos disponivel
apenas esse grupo especifico, devemos tirar a conclusdo que queremos a partir dele por meio da
inferéncia estatistica. Nesse sentido, vamos construir um intervalo de confianca para a média
das diferencas de saldrio. Vamos adotar um nivel de significancia igual a 5%, ou seja, nosso
intervalo de confianca terda 95% de confianga. Se o valor zero (0) estiver contido dentro do
nosso intervalo ndo rejeitamos a hipétese de que a média das diferencas salariais antes e depois
do curso é igual a zero, ou seja, neste caso concluimos que o curso ndo influencia em um
aumento ou em uma perda salarial. Por outro lado, se o valor zero (0) ndo estiver contido
dentro do nosso intervalo rejeitamos a hipdtese de que a média das diferencas salariais antes e
depois do curso é igual a zero, ou seja, neste caso concluimos que o curso influencia de alguma
forma no salario dos trabalhadores.



H()Z,u,d:O
Hy:pg #0

Sendo que 114 é a média populacional das diferencas, ou seja, a verdadeira média a qual queremos
estimar por meio da nossa amostra.

Como nossas amostras sio pareadas (dependentes uma da outra), ou seja, para cada membro
da primeira amostra existe o seu par na segunda amostra, uma vez que ambas possuem o0s
mesmos individuos, porém a primeira evidencia o salario antes e a segunda evidencia o salario
depois, iremos construir o intervalo de confianca baseado em dez (10) valores amostrais, que
sdo as 10 diferencas salariais. Se as amostras fossem independentes ndo fariamos dessa maneira.

O vetor das diferencas é: [-0.2,0,0.1,-0.4,-0.3,-0.1,0.3,-0.2,-0.2,-0.1]
Seguindo o mesmo procedimento do item anterior, temos que a estimativa pontual é igual a-0.11
(média das diferencas apresentadas acima) e a margem de erro é: %2.262 = 0.14. Assim, o

intervalo de 95% de confianca para a diferenca média salarial (antes - depois) é: —0.11+4 —0.14
ou [-0.25;0.03]. Como o nimero zero (0) esta contido no intervalo ndo rejeitamos HO. Ou seja,
concluimos que o curso n3o influencia na média salarial dos trabalhadores desse ramo.

Exemplo 5.0.4. Em um estudo sobre a eficicia dos cursos de pré-vestibulares numa turma den = 10
alunos obteve-se os seguintes resultados:

Sujeito 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pontos antes do curso | 700 | 840 | 830 | 860 | 840 | 690 | 830 | 1180 | 930 | 1070

Pontos depois do curso | 720 | 840 | 820 | 900 | 870 | 700 | 800 | 1200 | 950 | 1080

Teste a afirmativa de que o curso ndo teve nenhum efeito sobre os conceitos obtidos:

1
2.

Estabeleca as hipdteses nula e alternativa

Qual o valor da estatistica apropriada para este teste (suponha que o desvio padrdo das dife-
rengas é o = 15)

Ache o p-valor
Qual é o resultado do teste 7
Solucdo

Estabeleca as hipéteses nula e alternativa

HO: pig — ppa =0
H1: :ua_,ud7é 0



No caso, HO supde que a média populacional dos pontos antes do curso é igual 3 média
populacional dos pontos depois do curso, ou seja, que a diferenca entre eles é igual a zero. Esta
hipétese afirma, portanto, que o curso ndo possui eficicia. H1, a hipétese alternativa, afirma
o contrario.

2. Qual o valor da estatistica apropriada para este teste (suponha que o desvio padrdo das dife-
rengas é o = 15)
A estatistica de teste é uma medida que nos informa o quando HO discorda do que observamos

em nossa amostra. Podemos perceber que a média das diferencas amostrais é igual a

—204+0+10+(—40)+(~10)+30+(=20)+(~20)+(=10) _ _¢
10 =

O tanto que este valor se distancia do que HO supSe em nimero de erros padrdo (desvio padrio

da distribuicio das diferencas amostrais) é igual a =55° = —1.68

V10

3. Ache o p-valor

O p-valor é a probabilidade de encontrarmos um valor mais atipico do que encontramos dado que
HO é verdadeira. Ent3o basta encontrar na tabela t de Student a probabilidade de encontrarmos
uma observacdo menor que -1.68 e multiplicar por dois (pois o teste é bilateral). Portanto, o
p-valor é 2.P(X < —1.68) = 2x0.063 = 0.126.

4. Qual é o resultado do teste a um nivel de 5% de significancia ?

Ngo rejeitamos HO, pois o p-valor é maior que a significancia (0.126 > 0.05). Ou seja, con-
cluimos estatisticamente que o curso ndo exerce influéncia nos pontos obtidos pelos alunos de
pré-vestibular.

Exemplo 5.0.5. Numa amostra de 200 jovens, 25 deles fazem estagio.

1. Ache um intervalo de 95% de confianca para a propor¢do p dos que fazem estagio.
2. Ache um intervalo de 90% de confianca para a proporcdo § dos que ndo fazem estagio.

3. Teste a hipétese de que a probabilidade de fazer estagio é 0.10
Solucio

1. Ache um intervalo de 95% de confianca para a propor¢do p dos que fazem estagio.

Sabemos que a proporcdo de pessoas que fazem estégio p é igual a % = 0.125 ou 12.5%.

No entanto, como estamos estudando uma amostra, e ndo a populacio inteira de jovens, ndo
significa que 0.125 é a real propor¢do de jovens que fazem estagio. Sabemos, entretanto, que a



distribuicdo de probabilidade que gera estas proporcdes amostrais é uma distribuicdo normal com
média igual a p (sendo p a proporcdo populacional, a qual estamos interessados em descobrir)

- 50 /p(1=p) 5 5
e desvio padrdo igual a \/=-—. Neste caso, n é igual a 200 e p, por ndo conhecermos, o

substituimos por p, que é igual a 0.125. Dessa forma, como conhecemos o desvio padrio da
distribuicdo normal que gera as propor¢es amostrais de amostras de tamanho igual a 200 (erro
padrdo) e também sabemos que 1.96 é a quantidade de desvios padrdo distante da média que
delimita uma area de 95% em tal distribuicdo (basta olhar na tabela da distribuicdo normal), a

margem de erro é igual a 1.96 vezes o erro padrdo: 4/ 1@1.96 =4/ %1.96 = 0.001.
Assim, o limite inferior do intervalo é 0.125 — 0.001 = 0.124 e o limite superior do intervalo é

0.125 + 0.001 = 0.126.

. Ache um intervalo de 90% de confianca para a proporcdo ¢ dos que nio fazem estagio.

Faca exatamente o mesmo procedimento do item anterior, porém neste caso a propor¢cdo  é

igual a % = 0.875. Assim, a margem de erro é igual a \/ 1’(17;1’)1.96 = Wl% =

0.001. Portanto, o limite inferior do intervalo é 0.875 — 0.001 = 0.874 e o limite superior do
intervalo é 0.875 4+ 0.001 = 0.876.

Repare que a margem de erro foi igual a do exercicio anterior, pois ter e ndo ter estagio sdo
eventos complementares em uma amostra finita. Note que 0.125 4 0.875 = 1 = 100%

. Teste a hipétese de que a probabilidade de fazer estagio é igual a 0.10. Use uma significancia
igual a 0.05.

Hy:p=0.10
H1 :p7é0.10

Vamos encontrar a estatistica de teste. Para tal, basta calcular a quantidade de erros
padrdo que a nossa observacdo se distancia de HO. Assim, a estatistica de teste é igual a

% = 1.17. Repare que o erro padrdo é calculado supondo que HO seja verdade, pois

200
estamos verificando o quo atipico é observarmos uma proporcio amostral p = 0.125 em uma

amostra de 200 jovens em um contexto onde a propor¢do real (populacional) é igual a 0.10 e,
dessa forma, decidimos se rejeitamos ou ndo HO. Como encontramos 1.17 para a nossa estatis-
tica de teste, basta verificarmos qual é a probabilidade de encontrarmos algo mais atipico que
isto e, assim, decidir se nossa observacdo (p = 0.125) é ou n3o é improvavel em um contexto
onde HO é verdade (p = 0.10). Se olharmos na tabela Z podemos notar que a probabilidade
de encontrarmos algo maior que 1.17 é 0.12. Como nosso teste é bilateral (ser diferente pode
ser tanto maior quanto menor) o valor-p é igual a 2P(Z > 1.17) = 220.12 = 0.24. Por fim,
como a probabilidade de encontrarmos algo mais atipico que nossa observacdo supondo que HO
é verdade (p-valor) é igual a 0.24 e este valor respeita a nossa tolerancia estabelecida para ele
(significancia, que é igual a 0.05), pois 0.24 > 0.05, n3o rejeitamos HO. Ou seja, admitimos
estatisticamente que é plausivel que a média populacional seja igual a 0.10.




Exemplo 5.0.6. Numa empresa encontramos que as posicées ocupadas pelos trabalhadores se dis-
tribuem como na tabela abaixo:

Género Posicdes Ocupadas Total
Altas | Médias | Baixas
Mulheres 4 21 69 94
Homens 15 30 100 145
Total 19 51 169 239

Acredita-se que as posicées ocupadas ndo dependem do género. Para testar esta afirmacdo faca o
que se pede:

1
2.
3.

Construa as hipdteses para este teste.
Ache a estatistica (> para este teste.

Encontre o p-valor e, através dele, responda qual é a conclusio do teste de hipéteses. Use uma
significancia igual a 0.05 (5%)

Solucdo

Construa as hipdteses para este teste.

Hy: 'Género’ e 'Posicdo ocupada’ sdo independentes
Hy: 'Género’ e 'Posicdo ocupada’ ndo so independentes

Como estamos querendo verificar se as posicées ndo dependem do género, HO esta supondo,
neste caso, que a probabilidade de ocupar uma determinada posicido e ser de um deter-
minado género (mulher, por exemplo) sdo eventos independentes. E importante saber que
existe um teorema em probabilidade que nos informa que a probabilidade de acontecer simulta-
neamente dois eventos independentes é igual a multiplicacdo de suas probabilidades individuais.
Por exemplo, se A e B sdo eventos independentes, entdo a probabilidade de que eles ocorram
ao mesmo tempo é: P(A, B) = P(A).P(B).

Ache a estatistica Q* para este teste.

Para calcular a estatistica Q? (Qui-Quadrado) basta encontrar os valores esperados considerando
que HO seja verdade (que os eventos "posicio"e "género"sio independentes) e aplica-los na

formula: > (612701)2 Sendo que o; é cada valor observado da tabela que n3o faca parte de
algum total (tot.za/ da linha ou total da coluna). Para encontrar a quantidade esperada de
mulheres em altas posicdes, por exemplo, considerando que os eventos "posicdo"e "género"sdo
independentes, primeiro multiplicamos a probabilidade de ser mulher pela probabilidade de

alguém ocupar altos cargos e encontrar . Essa probabilidade é igual a %% = 0.031.



Depois, encontramos a quantidade esperada que desejamos multiplicando esta probabilidade
pelo total de pessoas: 0.031x239 = 7.4, dai arredondamos para 8. Ou seja, se os eventos
"Posicdo"e "Género"sdo independentes, esperamos observar 8 pessoas que sdo mulheres e
ocupam altas posicées.

Basta fazer o mesmo procedimento para o restante dos cargos para as mulheres e o mesmo
para os homens.

Valor esperado para:

e Ser mulher e ocupar altas posicdes: 8 pessoas (ja calculado acima)

e Ser mulher e ocupar médias posicées: %% = (0.083; dai 0.083x239 = 19.83 e arredon-
damos para 20.

e Ser mulher e ocupar baixas posicées: %% = 0.278; dai 0.2782239 = 66.44 e arredon-
damos para 67.

e Ser homem e ocupar altas posicées: %% = 0.048; dai 0.0482239 = 11.47 e arredon-

damos para 12.

e Ser homem e ocupar médias posicées: %32‘% =0.129; dai 0.1292239 = 30.83 e arredon-
damos para 31.

e Ser homem e ocupar baixas posicées: %% = 0.429; dai 0.4292239 = 102.53 e arre-

dondamos para 103.

Por fim, aplicamos estes valores na férmula apresentada no inicio da resolucio desse problema.

Qg = (8—84)2 + (20531)2 i (67g769)2 4 (12}215)2 + (315130)2 4 (1031—0;00)2 — 997

3. Encontre o p-valor e, através dele, responda qual é a conclusdo do teste de hipéteses. Use uma
significancia igual a 0.05 (5%)
Para encontrarmos o valor-p basta olhar na tabela Qui-Quadrado com 6 graus de liberdade
(pois temos 2 linhas e 3 colunas, sem contar com as linhas e colunas do total. Assim 223 = 6)
qual é a probabilidade de encontrar algo maior que 2.97. Esta probabilidade (p-valor) é igual
a 0.8126. Como o p-valor é maior que a significancia (0.8126 > 0.05) ndo rejeitamos HO. Ou
seja, ndo rejeitamos a hipétese de que as posicées ocupadas ndo dependem do género.

Exemplo 5.0.7. Duas empresas agricolas estdo interessadas em descobrir se a produtividade media
dos funcionarios é a mesma.

Para isso, foi feira uma medicdo de produtividade em cada trabalhador, numa escala de 20 a 40
pontos. Considere as variaveis, X = "Produtividade na primeira empresae Y = "Produtividade na
segunda empresa”. Os resultados sio exibidos a seguir:



Funcionarios | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Empresas

X 22 21 28 30 33 33 26 24 31 22

Y 25 28 25 36 32 39 28 33 37 27

e Supondo que as produtividade nas duas empresas siga uma distribuicdo normal, teste a hipétese
de que a produtividade media é maior na segunda empresa: estabeleca as hipéteses adequadas,
ache o valor da estatistica do teste e ache o resultado do teste usando o p-valor

Solucio

O primeiro passo é pensar na distribuicdo dos dados e em seus pardmetros. O enunciado nos diz
que a produtividade nas duas empresas segue uma distribuicido normal, e estamos interessados
em fazer testes sobre a média. A distribuicio normal, no entanto, é caracterizada por dois
pardmetros, a média e a varidncia. Como n3o sabemos a varidncia de nenhuma das duas
populacdes, precisaremos estima-las através da amostra. Neste ponto devemos pensar se a
variancia das duas populagdes é igual ou diferente (Ha testes adequados para testar isso).

Fazendo os teste adequados, € razoavel dizer que a varidncia das duas populacdes é igual,
portanto realizaremos o teste para comparacdo de médias de duas populaces que tem a mesma
variancia.
Antes de iniciarmos o teste de hipétese, vamos calcular as nossas estimativas de média e
variancia para x e y. Denotaremos por: X = média da variavel X e Y a média da variavel Y.
10
> (i)

A média é calculada pela seguinte formula: X = =L —

——, que indica que devemos somar todos
os valor observados e dividir a soma pelo tamanho amostra(no nosso caso, n=10). Portanto
teremos:

10
_ o 2(m)
X="—=22+214+284+30+334+33+26+24+31+22= % =27

)
Y =S 95198425426+ 32+39428+33+37+27 =303

2

2, e a variancia da amostra da variavel

Denotaremos a varidncia da amostra da variavel X por s
n L Y)2
Y com 333- A férmula para calculo da varidncia amostra é dada por: W portanto
deveremos fazer cada valor menos a média amostral e elevar cada resultado ao quadrado, em
seguida, somar tudo e depois dividir por n-1(no nosso caso 10-1 = 9)
n %2
§2 = Zi=mKim X7 L 199 97)2 4 (21 — 27)2 + (28 — 27)% + (30 — 27)2 + (33 — 27)% +

x n—1

9
(33 — 27)% 4 (26 — 27)% + (24 — 27)% + (31 — 27)% + (22 — 27)?].



= § X [254+36+1+9+36+36+1+9+16+ 25 = 15% = 21.555.

= T OEY® 1195 - 31)2 4 (28 — 31)2 + (25 — 31)2 + (36 — 31)% + (32— 31)2 +

(39 — 31)2n+ (28 — 31)% + (33 — 31)% + (37 — 31)% + (27 — 31)?].

=1x[36+9+36+25+1+64+9+4+36+16] = 2¢ = 26.222.

Temos entdo que: X =27, Y =31, s3=21.555 e s, = 26.222.

Tendo calculado as estimativas, podemos pensar na hipétese, O nosso interesse é saber se a
produtividade média na segunda empresa é maior do que primeira, ou seja, se a média de Y/(y,)
é maior que a média de X(u;). Se as médias fossem iguais, a diferenca entre elas seria 0,
portanto, se a média de Y for maior que a de X, e fizermos a média de Y menos a média de X,
nosso resultado seria maior que 0. Teremos ent3o nossas hipéteses definidas por:

Hy : My — o = 0
Hy:py — po #0
2 - _ (Y—2)—(py—pa) TR SV
Temos que a variavel aleatéria T = ey segue distribuicdo t-student com

nl4-n2-2 graus de liberdade, onde njeny sdo os tamanho amostrais de y e x, e 55, € 0
desvio padrdo agrupado de X e Y. O desvio padrdo agrupado, pode ser calculado através
da férmula:

(n1 —1) xs2+ng—1) x s2
= ni+ng —2

Calculando o desvio agrupado, teremos:

_ J(a=1)xs?+ng—1)xs3 _  [(10-1)x21.555+(10—-1)x26.222 _ [430 _ _
Sp = \/ n1+no—2 - 10+10—2 =1/38 & \/m = 4.88

A ideia do teste de hipdtese € supor que a hipdtese nula é verdadeira, e com base nisso
observar se o resultado obtido pela amostra estd dentre os resultados mais provaveis de ser
observado, caso a hipétese nula seja verdadeira. Se supomos que Hy é verdadeira(iy = fiz),
teremos:



y—z

Tops =
o spx\/l/nl—{—l/ng
Portanto:
Tobs = -z 3127 =4 = 1.83

sox/1nit1/nz  488xy/1/10+1/10 218
Agora precisamos definir se o valor é provavel ou n3o de acontecer. Através da tabela t, con-
seguimos saber qual valor tem probabilidade 5% de que acontega ele ou uma valor maior(Valor
critico), portanto qualquer valor acima deste estara dentro dos 5% valores menos provaveis. Po-
demos encontrar o valor critico na tabela t-student, no cruzamento entre o grau de liberdade(no
caso 18) e o nivel de significancia desejado.

JJI.I'CEI na CElleEl E'L]'PEF].DI

gl | 0,25 [ 0,10 [ 0,05 [0.025 ] 0,001 [0,005] 00025 [ 0,001 [0,0005
1 | 1,000 3078 6314 | 1271 | 31,82 6366 1273 3183 6366
2 | 0816 1886 2920 | 4303 | 6,965 9925 1409 2233 31,60
3 | 0765 1,638 2353 | 3182 4541 5841 7453 1021 1292
4 | 0741 1533 2132 | 2776 | 3,747 4604 5598 7173 8610
5 | 0727 1476 2015 | 2571 | 3365 4032 4773 5834 6,869
6 | 0,718 1,440 1843 [ 2447 | 3143 3707 4317 5208 59859
7 | 0711 1,415 1,895 | 2365 20998 3499 4029 4785 5408
8 | o708 1,397 1,880 [ 2306 | 2,896 3355 3833 4501 5041
g | 0,703 1383 1833 | 2262 | 2821 3250 3690 4297 4781

10 | 0700 1372 1812 | 2208 | 27684 31680 3581 4144 4587
11 | 0,697 1,383 1,796 | 2201 | 2718 3,106 23,497 4,025 4437
12 | 0895 1,356 1782 | 2179 | 2681 3055 3428 3930 4318
13 | 0,694 1350 1,771 | 2,160 | 2,650 3,012 3,372 3852 4,221
14 | 0692 1345 1761 | 2145 | 2624 2977 3326 3,787 4,140
15 | 0,691 1,341 1,753 | 2131 | 2602 2947 3286 3733 4073
16 | 0690 1,337 1746 | 2120 | 2583 2921 3252 3686 4015
17 | 0,685 1,333 1,740 | 2110 | 2567 2888 3222 3646 3985
18 | 0688 1330 1,734 | 2101 | 2552 2878 3197 3610 3922
10 | 0,688 1,428 1,728 | 2088 | 2538 2861 3174 3579 3883
20 | 0687 1325 1725 | 2086 | 2528 2845 3153 3562 3850

i Lag=i-14 4 499 i T a9 fan aRda G- L] a 198 a RYT aadia

Na tabela acima, temos destacado o valor obtido, portanto qualquer valor acima 1.734 est3
dentro dos valores menos provaveis.

Nosso valor observado foi 1.83, um valor maior que 1.73, portanto a probabilidade de uma
observac3o dessa forma ocorra caso a hipétese nula seja verdadeira € muito baixa. Isso nos leva
a concluir que a hipétese nula n3o é verdadeira. Ou seja, diremos que a produtividade média
na segunda empresa(Y) é maior que na primeira(X).



Capitulo 6

Regressao Linear

Exemplo 6.0.1. Acredita-se que um bom desempenho em matematica resulta em um bom desem-
penho em portugués. Para testar isso uma prova de matematica e uma prova de portugués foram
aplicadas & 10 alunos de uma turma. Os resultados obtidos por cada aluno sdo mostrados a seguir:

Aluno ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Portugués 9 9 85 9 8 6 4 8 8
Matematica |7 8 5 6 8 5 8 9 4 3

1. Suponha que as notas de portugués e matematica seguem uma distribuicdo normal e encontre
o intervalos de confianca para a media de cada prova: I1C(u,95%) .

2. Faca um diagrama de dispersdo com os pontos observados

3. Faca uma regressdo linear simples(use as notas de portugués como varidvel dependente) e
represente a reta de regressdo no diagrama de dispers3o.

4. Calcule o coeficiente R?.
5. A partir da analise dos valores obtidos nos itens anteriores qual seria a conclusdo que teriamos?

6. Usando os itens anteriores ache o valor do coeficiente de correlacdo entre as duas notas.

Solucdo

1. Suponha que as notas de portugués e matematica seguem uma distribuicdo normal e
encontre o intervalos de confianca para a media de cada prova: IC(u,95%) .

O primeiro passo passo para se encontrar um intervalo de confianga é pensar na distribui¢do
dos dados e em seus parametros. Sabemos que os dados seguem distribuicdo normal, e que o
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parametro de interesse € média. A varidncia da populacio é desconhecida, portanto precisaremos
utilizar a variancia da amostra(s?) para estimar a varidncia da populagso.

Quando utilizamos a varidncia da amostra para estimar a da populacdo teremos que a
padronizacdo dos dados seguira a distribuicdo t-Student com n-1 graus de liberdade:

=

Tk ™t

T =

Sabendo disto, podemos fixar o nivel e significancia e calcular a margem de erro(ME) . Lem-
brando que a margem de erro é o valor maximo esperado da diferenca entre os resultados da

amostra e a populacgdo.
s2
ME =ty00\/ %

O valor ¢,/ & encontrado na tabela t-Student. Por se tratar de um intervalo, o nivel de
significdncia devera ser dividido por 2( por isso a simbologia #,/5), portanto fixando um nivel de
significancia de 5% , precisaremos encontrar na tabela o encontro entre os graus de liberdade e
0.025 ( 0.05/2). Nossas duas amostras sdo de tamanho 10, como sdo n-1 graus de liberdade,
precisaremos procurar na tabela a linha referente a 9 graus de liberdade.

Area na cauda superior
0,25 | 0,10 [ 0,05 [0.025 | 0,01 [o.005] 00025 | 0,001 [0,0005
1,000 3078 6314 | 1271 | 182 6366 1273 34183 B3IEE
0816 1,886 2920 | 4303 | 6965 9925 14,09 2233 31,60
0,765 1,638 2353 | 3,182 | 4541 584 7,453 021 1292
0741 1,533 2132 | 2776 | 3,747 40604 5598 7,173 8610
0727 1476 2015 [ 2561 | 33685 4032 4773 5A94 5889
0718 1,440 1943 | 2447 | 3143 3707 4,317 5208 5959
0711 1415 1895 | 2385 2928 3499 4009 4 7TBRE 5408
0706 1,397 18860 | 2306 | 2898 3355 3833 4501 5041
0,703 1,383 1£33| 22682 | 2821 3250 3,690 4,297 4781
0700 1,372 1812 [ 2228 | 2764 3,169 3581 4144 4 587

=gt - R SR -

A tabela acima mostra o valor obtido na tabela t, portanto ¢,/ = 2.262. Agora que sabemos
como encontrar a margem de erro. O intervalo sera dado pela estiva pontual(Média amostral)
menos a Margem de erro até a estimativa pontual mais a margem erro.

e Portugués

A média e a variincia da amostra das notas de portugués sdo respectivamente T = 7.4 e
s? = 3.155. Nossa margem de erro sera:

ME = to5/Z = 2.262 x /3455 = 1.27

O intervalo de confianca é dado pela média mais ou menos a margem de erro:



IC=2+ME=744+127=[7.4-1.27;74+ 1.27]
IC = [6.13;8.67]
Interpretacdo: Com 95% de confianca, o valor real da média das notas de portugués esta
contido no intervalo entre 6.13 e 8.67.

e Matematica A média e a varidncia da amostra das notas de matematica sdo respectiva-
mente T = 6.3 e s> = 4.011. Nossa margem de erro sera:

ME = tq5/% =2.262 x /251 =1.43

O intervalo de confianca é dado pela média mais ou menos a margem de erro:

IC =%+ ME =63+1.43=[6.3 — 1.43;6.3 + 1.43]
IC = [4.867;7.732]

Com 95% de confianca, o valor real da média das notas de portugués esta contido no
intervalo entre 4.867 e 7.732.

2. Faga um diagrama de dispersdo com os pontos observados

Para criar o diagrama de dispers3o, basta tragar sobre o plano cartesiano os pontos nos encontros
das notas do mesmo aluno. No eixo y tracaremos as notas de portugués e no eixo y, as notas de
matematica. O aluno 4 por exemplo, sera marcado no encontro dos pontos 5 e 6(Destacaremos
este ponto no grafico para exemplificar).

Portugués

4 6 8
Matematica

3. Faga uma regressdo linear simples(use as notas de portugués como variavel depen-
dente) e represente a reta de regressdo no diagrama de dispersdo.

Numa regressio linear simples, possuimos duas variaveis. A variavel dependente é a que esta
sendo explicada e a independente & a que queremos utilizar para explicar a variacido
da variavel dependente.

A ideia é estimar a func3o que determina a relacdo entre as duas variaveis, e essa relacdo é
definida através da equacdo de uma reta.



Y=a+8xz+e€

Onde Y sera a variavel dependente e X a variavel independente(Portanto portugués = Y e
matematica = X), e os valores o e 3 sdo respectivamente o intercepto(ponto onde x =0) e a
inclinagdo da reta, e € indica o efeito aleatério(aquilo que ndo conseguimos controlar) . A nossa
reta de regressdo é a reta que minimiza o quadrado da diferenca entre os valores reais da
variavel dependente e os valores que estimamos para ela. Ent3o é preciso encontrar os valores
de o e 8 que satisfazem isso.

Os valores que satisfazem isso sdo encontrados a seguir.

A primeira estimativa a ser encontrada é a de (3 e ela é dada por:

n x f)(xi X yi) — (f: i) X (i vi)
B: i=1 _ z:ln =1
(n x ;%2) - (;xi)Q

Na formula mencionada acima, temos que :

(x; X y;) indica que devemos olhar todos os pares x,y (os pares de notas de portugués

-

=1
matematica) e multiplicar-los, e em seguida, somar os resultados, temos portanto:

(9XT7)+(9%x8)+(8%x5)+(5x6)+(9x8)+(8x5)+(6x8)+(4x9)+(8x4)+(8x 3) = 457

. Z x; indica que devemos somar todas os valores de X, no caso, todas as notas de mate-
Zr:ética:
7+84+5+6+8+5+84+94+4+3=063

° i y; indica que devemos somar todas os valores de y, no caso, todas as notas de portugués:
19:—1%9+8+5+9+8+6+4+8+8=74

n

e > (z;)? indica que devemos elevar todos os valores de x(notas de matematica) ao qua-
i=1
drado depois somar os resultados:

724+ 8452 4+ 6% 4+ 82 4+ 52 + 82 4+ 92 4 47 4 3% = 433

Substituindo os valores na formula temos:

10 x 457 — 63 x 74 4570 — 4662  —92

= = = —0.2548
(10 x 433) — (63)2 4330 — 3969 361

B =

Portanto, temos que nossa estimativa para beta ﬁ = —0.2548 . Agora vamos encontrar a
estimativa de «, conhecida por &, que tem sua formula dada por:



n R n
Doy — B X Y w
i=1 =1

n

GA{:

Todas as medidas necessarias ja foram encontradas anteriormente, portanto, podemos apenas
substituir os valores e calcular o valor de &

74 — (—0.2548) x 63 74+ 16.0554  90.0554

10 10 o - 20055

o=

Lembrando que Colocamos esse "chapéu"em cima dos valores por que estamos estimando a
reta, entdo nossa reta de regressdo estimada sera dada por:

A

Y=a+BxX;

Para tracar a reta de regressdo precisamos calcular os valores estimados de Y, marcar no grafico
seu encontro com o valor x e tragar a reta que liga estes pontos.

Anteriormente encontramos By = 9.0055 e 51 = —0.2548 . Portanto a nossa reta é definida
por:

Y = 9.0055 — 0.2548 x X;
Agora basta aplicar estes valores na formula da reta estimada e encontrar § para cada valor de

x.por exemplo, se x = 7 Y = 9.0055 — 0.2548 x 7 = 7.22, Fazendo isso, obtemos os seguintes
valores:

Aluno 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Portugués estimado | 7.22 696 7.73 747 696 7.73 696 6.71 7.98 8.24
Matematica 7 8 5 6 8 5 8 9 4 3

Agora basta tracar os novos pontos sobre o grafico e passar a reta sobre eles.



Portugués
@ .

[
Matematica

4. Calcule o coeficiente de determinacao R?

O coeficiente de determinac3o, denotado por R? indica o quanto o modelo foi capaz de explicar
os dados coletados. Note,que no grafico que contém a reta de regressdo que alguns pontos
estdo longe da reta, isso porque o modelo n3o explica 100 % da variacdo das notas de portugués.

Antes de calcular o coeficiente , vamos pensar na variacdo do modelo, e na variacdo total. Sem
nenhum modelo especificado, é razoavel pensar na média aritmética como a melhor estimativa
e quanto temos um modelo, & razoavel pensar que a estimativa feita pelo modelo é mais precisa
que a média. Portanto, a variacdo do modelo é calculada pela soma de quadrados da diferenca
entre o valor real e o valor predito. E a variacdo total é calculada pela soma dos quadrados
da diferenca entre os valores reais e a média aritmética, portanto teremos:

variacdo do modelo = > n(y — )% =
=1
(9—7.22)2+(9-6.96)*+ (8 — 7.73)% + (5 — 7.47)% + (9 — 6.96)% + (8 — 7.73)*+
(6 —6.96)2 + (4 — 6.71)% + (8 — 7.98)% + (8 — 8.24)? = 26.0554

variagdo total = Y n(y — 3)? =

(9—T74)24+(9—-74)2+(8—-74)2+ Z(?— 7.4)2 4 (9 —7.4)2 + (8 — 7.4)%+
(6742 +(4—-74)2+(8-74)2+(8—-74)2 =284

Para saber o quanto o modelo explica, devemos considerar a diferenca entre a variacdo total e
variacdo explicada, e dividir pela variacdo total para obter a proporcio. teremos ent3o:

2 __ variacdo total—variacdo do modelo _ 28.4—26.0554 __
R = variag3o total - 28.4 = 0.0825

Através da expressio acima, o valor R? encontrado foi de 0.0825, que é equivalente a 8.25%,
ou seja, no nosso modelo 8.25% da variacio das notas de portugués pode ser explicada com as
notas de matematica



5. A partir da analise dos valores obtidos nos itens anteriores qual seria a conclusdo que
teriamos?

A analise dos resultados de uma regressdo deve levar em conta varios fatores. Um deles é o
fato do modelo estar bem ajusto, verificamos isso através da analise de residuos do modelo,
mas por hora, vamos supor que o modelo estd bem ajustado.

Usualmente o intercepto n3o & muito Gtil, a maior interpretacio vem do coeficiente 3, que
indica o que espera que se aconteca em média com o y ao acrescentarmos 1 unidade em x.
Como temos B = —0.2548, podemos concluir que, o aumento de um ponto nas notas de
matematica indicam a diminuicdo em 0.2548 nas notas de portugués. E que, por mais que haja
essa relacdo, apenas 8.25% da variacdo das notas de portugués esta sendo explicado pela nota
de matematica, portanto deve-se considerar que ha outros fatores que influenciam nas notas de
portugués.

6. Usando os itens anteriores ache o valor do coeficiente de correlacio entre as duas
notas.

O coeficiente de determinacdo é o quadrado do coeficiente de correlacdo, portanto, para en-
contrar médulo |r| do coeficiente de correlagdo basta obter a raiz quadrada do coeficiente R?

= VI

Anteriormente, encontramos um coeficiente de determinacdo igual a 0.0825, portanto, o coefi-
ciente de correlagdo sera : r = 1/0.0825 = 0.2873. Basta descobrir se o coeficiente é negativo
ou positivo, por quando um valor estd elevado ao quadrado, perdemos a informacio do sinal.
O coeficiente de correlagdo carregard o mesmo sinal do coeficiente 3;. Temos entdo que o
coeficiente de correlacdo & -0.2873.

Exemplo 6.0.2. Apés uma reestruturacdo numa empresa a produtividade média da empresa mudou.A
empresa fez uma medicdo da produtividade de cada trabalhador (antes e depois da reestruturacdo),
numa escala de 20 a 40 pontos. Considere as varidveis, X = "Produtividade Anterior” e Y = "Produ-
tividade Posterior”.

Funcionario | Jo3o | Maria | José | Pedro | Rita | Joana | Flavio | Paulo | Catarina | Felipe
Antes 22 21 28 30 33 33 26 24 31 22
Depois 25 28 25 36 32 39 28 33 37 27

1. Faca um diagrama de dispersio para X e Y.

2. Faca uma regressdo linear simples para Y como funcdo de X e represente ela no grafico da
dispersao.



3. Ache o coeficiente de correlacio r.
Solucido

1. Faca um diagrama de dispersdo para X e Y.

Para fazer o diagrama de dispersdo basta desenhar, no plano cartesiano, onde se encontra os
valores da produtividade de cada funcionario. Para X:
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Para Y:
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2. Faca uma regressdo linear simples para Y como funcdo de X e represente ela no grafico da
dispersio.

Numa regressdo linear simples, possuimos duas varidveis. A variavel dependente é a que esta
sendo explicada e a independente é a que queremos utilizar para explicar a variacdo
da variavel dependente.

A ideia é estimar a funcdo que determina a relacdo entre as duas varidveis, e essa relacdo é
definida através da equacdo de uma reta.

Y=a+pBxx+e€

Onde Y serd a varidvel dependente e X a varidvel independente(Portanto produtividade posterior
= Y e produtividade anterior = X), e os valores « e 3 sdo respectivamente o intercepto(ponto
onde x =0) e a inclinacdo da reta, e € indica o efeito aleatdrio(aquilo que ndo conseguimos
controlar) . A nossa reta de regressdo é a reta que minimiza o quadrado da diferenca entre
os valores reais da variavel dependente e os valores que estimamos para ela. Entdo é preciso
encontrar os valores de o e B que satisfazem isso.

Os valores que satisfazem isso sdo encontrados a seguir.

A primeira estimativa a ser encontrada é a de (8 e ela é dada por:



i=1 i=1

Na formula mencionada acima, temos que :

n
e > (x;xy;) indica que devemos olhar todos os pares x,y (os pares de notas de produtividade
i=1
posterior e produtividade anterior) e multiplicar-los, e em seguida, somar os resultados,
temos portanto:

(22 x 25) + (21 x 28) + (28 x 25) + (30 x 36) + (33 x 32) + (33 x 39) + (26 x 28) +
(24 x 33) + (31 x 37) 4 (22 x 27) = 8522

n

e > x; indica que devemos somar todos os valores de X, no caso, todos os valores da
i=1
produtividade anterior:

22+21 428430+ 33+ 33+26+ 24+ 31+ 22 =270
n
e > vy, indica que devemos somar todos os valores de y, no caso, todos os valores da

i=1
produtividade posterior:

25 4+ 28 + 25 + 36 + 32 + 39 + 28 + 33 4 37 + 27 = 310
e > (z;)? indica que devemos elevar todos os valores de x(produtividade anterior) ao qua-

i=1
drado depois somar os resultados:

222 + 212 4 282 4 302 + 332 + 332 + 262 + 242 4+ 312 4 222 = 7484

Substituindo os valores na formula temos:

10 x 8522 — 270 x 310 85220 — 83700 1520

= = =0.7835
(10 x 7484) — (270)2 74840 — 72900 1940

B =

Portanto, temos que nossa estimativa para beta B = 0.7835 . Agora vamos encontrar a
estimativa de «, conhecida por &, que tem sua formula dada por:

Todas as medidas necessarias ja foram encontradas anteriormente, portanto, podemos apenas
substituir os valores e calcular o valor de &



310 —0.7835 x 270 310 — 211.54  98.46
10 - 10 10

d = - 9.84

Lembrando que Colocamos esse "chapéu'"em cima dos valores por que estamos estimando a
reta, entdo nossa reta de regressdo estimada serd dada por:

Y=a+p8xX;

Para tracar a reta de regressdo precisamos calcular os valores estimados de Y, marcar no grafico
seu encontro com o valor x e tragar a reta que liga estes pontos.

Anteriormente encontramos 3y = 9.84 e 31 = 0.7835 . Portanto a nossa reta é definida por:

N

Y =9.8440.7835 x X;

Agora basta aplicar estes valores na formula da reta estimada e encontrar 4 para cada valor de
x. Por exemplo, se x = 22, entdo Y = 9.84 4+ 0.7835 x 22 = 27.07, Fazendo isso, obtemos os
seguintes valores:

Funcionario Jodo | Maria | José | Pedro | Rita | Joana | Flavio | Paulo | Catarina | Felipe

Antes 22 21 28 30 33 33 26 24 31 22

Depois estimado | 27.07 | 26.29 | 31.77 | 33.34 | 35.69 | 35.69 | 30.21 | 28.64 34.12 27.07

Agora basta tracar os novos pontos sobre o grafico e passar a reta sobre eles.



Depois estimado
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3. Ache o coeficiente de correlacdo R.

Para encontrar o coeficiente de correlacdo usamos a seguinte férmula:

R— E((rfq))s(f;y 7)

e > (x; — x)(y; — y) significa somar a multiplicagdo das diferencas entre cada nimero do
conjunto X e a média de X com as diferencas entre cada niimero do conjunto Y e a média
de Y . Como X significa a produtividade anterior e Y significa a produtividade posterior,
entdo a média de X é T = 27 e a média de Y é y = 31. Logo, Y (xi — Z)(yi — §) =
(22 — 27).(25 — 31) + (21 — 27).(28 — 31) + (28 — 27).(25 — 31) + (30 — 27).(36 — 31) +
(33—-27).(32—31)+ (33 —27).(39—31) 4+ (26 — 27).(28 — 31) + (24 — 27).(33 — 31) +
(31 — 27).(37 — 31) + (22 — 27).(27 — 31) = 122

e No denominador (a parte de baixo da fracdo), n-1 significa o comprimento da coluna menos
uma unidade. Como temos 10 colunas de observacées entdo n-1 é igual a 10 — 1 = 9.

e s, é o desvio padrdo da produtividade anterior. Ent3o s, = 4, 64.

e s, é o desvio padrdo da produtividade posterior. Entdo s, = 5,12.

Ent&o, o coeficiente de correlagdo é igual a

122 122 _
= 9464512 — 213,81 0,57




