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Prefacio

Este texto surgiu de uma parceria entre uma estatistica classica e um es-
tatistico Bayesiano na orientagao da dissertacao de mestrado do terceiro au-
tor deste texto. Poder-se-ia esperar deste trabalho um embate entre estas
duas filosofias, com cada um dos autores tentando defender seu ponto de
vista. Isso quase certamente levaria a um texto confuso e possivelmente con-
traditério. Felizmente, os autores decidiram nao tomar posicoes radicais.
Vale dizer aqui que o pragmatismo e o nao alinhamento do terceiro autor
(resistindo a todas as pressoes ao longo do trabalho) foi importante para que
prevalecesse o clima de harmonia entre os diferentes pontos de vista. Assim,
o que o leitor ird encontrar ao longo do texto é um apanhado de parte do
que é possivel realizar, tanto do ponto de vista classico, quanto do ponto de
vista Bayesiano, no ajuste de séries temporais através de modelos de espaco
de estados (MEE).

Este trabalho dedica-se a discussao, em um nivel intermediario entre final
da Graduagao e inicio de um Programa de Mestrado em Estatistica, dos mo-
delos de espaco de estados para a modelagem de séries temporais, utilizando
os enfoques clédssico e Bayesiano. Estes procedimentos sao mais conhecidos,
sob o ponto de vista classico, como modelos estruturais, enquanto que no
contexto Bayesiano eles sao comumente chamados de modelos dinamicos. A
escolha que fizemos da nomenclatura de modelos de espago de estados nao
foi casual; ela é parte do compromisso supracitado de nao privilegiar algum
dos pontos de vista.

O foco principal esta voltado para a comparacao dos métodos de es-
timacao cléssicos e Bayesianos para se fazer inferéncia sobre os parametros
do modelo. Para tanto, utilizamos as técnicas computacionais bootstrap, para
o enfoque cléssico, e Markov chain Monte Carlo (MCMC), para o enfoque
Bayesiano. Assim, serdao apresentados estimadores pontuais assim como a
construcao de testes de hipdteses e intervalos de confianca assintéticos, boot-
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strap e intervalos de credibilidade para os parametros. Existem varios estu-
dos que aplicam o bootstrap em MEE sob a abordagem classica, assim como
varios trabalhos que aplicam os métodos MCMC em MEE sob a abordagem
Bayesiana, porém nao temos conhecimento de muitos trabalhos comparando
as duas abordagens. Essa lacuna na literatura foi uma das principais mo-
tivacoes para a elaboracao desse texto.

Este trabalho também apresenta uma extensao da metodologia para tratar
séries com estrutura nao-linear. Exemplos incluem séries que possuem que-
bras estruturais, utilizando fungoes de transferéncia (FT), com parametros
fixos e variando no tempo para as variaveis de intervencao. A parte final
destina-se a apresentacao dos modelos de resposta nao-Gaussiana e a in-
troducao de uma ampla familia de modelos de nivel local nao-Gaussianos,
assim como casos particulares dessa familia.

Em todos os tépicos abordados serao apresentados aplicativos, construidos
na linguagem Ox, para implementagao das metodologias descritas. Serao
ilustradas também aplicacoes a dados reais em cada uma das situacgoes apre-
sentadas.

Este trabalho apresenta apenas um panorama de algumas das varias pos-
sibilidades de aplicacao de MEE, pois esta é uma area muito vasta e que ainda
pode ser bastante explorada em varias outras diregoes nao tratadas aqui por
nos. Fornecemos intimeras referéncias onde o leitor interessado podera apro-
fundar seu conhecimento sobre os temas discutidos. Nosso intuito foi repassar
os conhecimentos que adquirimos ao longo do caminho que trilhamos. Espe-
ramos que esse livro estimule outros pesquisadores a encontrar seus proprios
caminhos dentro do universo dos MEE.

Desejamos agradecer a Comissao Organizadora da 13* ESTE pela opor-
tunidade a nds concedida. Gostarfamos também de agradecer a Fundacao
Instituto de Pesquisas Economicas, Administrativas e Contabeis de Belo Ho-
rizonte (IPEAD) e ao prof. Paulo S. Lucio (Estatistica-UFRN) por ceder
alguns dados utilizados nas aplicagoes a séries reais. Finalmente, nao pode-

mos nos esquecer da grande ajuda recebida pelas agéncias de pesquisa CNPq,
CAPES, FAPEMIG e FAPERJ no desenvolvimento de nossas pesquisas.

BH e RJ, 31 de maio de 2009.
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Capitulo 1

Introducao

A metodologia de modelos estruturais, ou modelos dinamicos, é uma das
varias abordagens existentes para a modelagem de séries temporais. A pre-
missa basica destes modelos consiste em admitir a existéncia de componentes
nao-observaveis de tendéncia, sazonalidade, ciclo e ruido aleatério.

A idéia dessa decomposicao da série temporal surgiu nos trabalhos de Holt
(1957) e Winters (1960), que desenvolveram as técnicas de alisamento expo-
nencial. Aproveitando essa idéia, na década de 60 surgiram alguns trabalhos
formalizando a metodologia de modelos estruturais, dentre os quais pode-se
citar os de Muth (1960), Theil & Wage (1964) e Nervole & Wage (1964).
Ja na década de 70 surgiram os primeiros modelos de previsao Bayesianos
utilizando a modelagem dinamica, nos trabalhos de Harrison & Stevens
(1971, 1976). Entretanto, mediante a dificuldade computacional da época
e o aparecimento dos modelos ARIMA de Box & Jenkins (1976), procedi-
mentos utilizando a idéia de decomposicao em componentes nao-observaveis
s6 voltaram a ser desenvolvidos no final da década de 80.

Apesar do sucesso obtido com a modelagem de Box & Jenkins, o problema
da interpretagao real da estrutura ARIMA identificada para uma série, as-
sim como a restricao de parametros constantes, motivaram os estatisticos
classicos a procurar alternativas metodolégicas que melhor descrevessem o
mecanismo do sistema gerador da série. Embora estes problemas nao ocor-
ressem nos procedimentos Bayesianos, a implementacao pratica do modelo
requeria do usuario o conhecimento de quantidades de dificil interpretacao.

Assim, do ponto de vista classico, com a criagao do aplicativo STAMP
(Structural Time Series Analyser, Modeller and Predictor) no final da década
de 80, e com a importante colaboragao de Andrew Harvey (Harvey, 1989,
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1993), os modelos estruturais tornaram-se mais populares. Do ponto de
vista Bayesiano, o aplicativo BATS (Bayesian Analysis of Time Series) e os
trabalhos de West, Harrison e colaboradores (West & Harrison, 1986; West,
Harrison & Migon, 1985; West, Harrison & Pole, 1988) foram fundamen-
tais para a disseminacao e uso dos modelos dinamicos. Atualmente existem
outros aplicativos que fazem a estimacao de modelos estruturais, tais como
SsfPack versao 2.2!, disponivel na linguagem Oz (Koopman, Shephard &
Doornik, 1999) e dlm (Petris, 2008), disponivel na linguagem R (2005). Am-
bos disponibilizam vérias rotinas como as de suavizacao e de estimagcao.

A principal vantagem dos modelos propostos a partir da década de 80
é que, ao invés de ajustar funcoes que descrevem os componentes nao ob-
servaveis aos dados histéricos, estes procedimentos procuram identificar as
componentes basicas na série e o modelo resultante é obtido a partir da
composicao desses elementos. Esses modelos sao entao escritos na forma
de espaco de estados. O modelo assim expresso permite a utilizacao do
filtro de Kalman (Kalman, 1960), tanto na abordagem cldssica quanto na
Bayesiana, para a estimacao sequencial do vetor de estado e das previsoes
requeridas. A diferenca basica entre as duas abordagens é que, no caso
classico, as quantidades desconhecidas sao estimadas através da maximizacao
da funcao de verossimilhanca. J& o procedimento Bayesiano permite ao
usuario a obtencao, por meios subjetivos, de estimativas sequenciais destas
quantidades desconhecidas ou estimacao por meio de suas distribuicoes a
posteriori.

Levando em conta a decomposi¢ao da série em componentes nao-observa-
veis, alguns modelos especificos podem ser obtidos, tais como o modelo de
nivel local (MNL), o modelo de tendéncia linear local (MTL) e o modelo
estrutural bésico (MEB), que sdo construidos baseados nas suposicoes de
independéncia, homoscedasticidade e normalidade dos erros. Além disto,
varias estruturas para séries temporais podem ser obtidas utilizando-se a
forma de espaco de estados.

Os livros de Harvey (1989) e West & Harrison (1997) sdo textos funda-
mentais sobre o assunto e fonte principal de referéncia para analises sob os
pontos de vista classico e Bayesiano, respectivamente. Um outro trabalho
que apresenta as versoes classica e Bayesiana de modelos de espaco de esta-
dos é o livro de Souza (1989), onde o autor aborda os modelos citados acima,
utilizando os softwares existentes na época (STAMP e BATS) para estimagao

'Esse pacote estd disponfvel em http://www.ssfpack.com



dos parametros, nao fazendo, entretanto, comparacoes entre as duas aborda-
gens. Além destes, existem ainda os trabalhos de Pereira e Migon (1985 e
1986) sobre o assunto.

Neste trabalho, estimagoes classica e Bayesiana dos parametros dos mode-
los serao abordadas, fazendo-se uma comparacao entre as duas metodologias.
No contexto classico, utiliza-se a estimacao por maxima verossimilhanca,
através de procedimentos numéricos. No contexto Bayesiano, os métodos de
Markov chain Monte Carlo (MCMC) sao usados para se obter caracteristicas
da distribuicao a posterior: dos parametros do modelo, como a média e os
quantis. A implementacao do MCMC segue as recomendacgoes contidas no
estudo comparativo que Reis, Salazar & Gamerman (2006) fizeram para mo-
delos de espago de estados. Todos os programas serao implementados na
linguagem Oz (Doornik, 1999). Parte dos programas serao construidos uti-
lizando algumas rotinas do pacote SsfPack versao 2.2 (Koopman, Shephard
& Doornik, 1999).

Intervalos de confianca (classicos) para os parametros serdo construidos
utilizando-se varias metodologias. A primeira delas é através da teoria
assintotica que, para modelos normais, esta relativamente bem desenvolvida.
O bootstrap (Efron, 1979) é outra boa alternativa, principalmente se a dis-
tribuicao dos ruidos nao é conhecida, ou as amostras disponiveis sao peque-
nas. Stoffer & Wall (1991) propuseram um procedimento que possibilita a
aplicacao da técnica bootstrap em modelos estruturais e este serd o proce-
dimento usado neste trabalho para a obtencao da série bootstrap. Os inter-
valos bootstrap empregados serao os mais utilizados na literatura, a saber,
o percentilico, o bootstrap-t, o intervalo com correcao de vicio e o intervalo
com corre¢ao de vicio e aceleracao (Efron & Tibshirani, 1993). Estimagao
intervalar para os parametros sob a 6tica Bayesiana também sera apresen-
tada através do calculo de intervalos de credibilidade. Comparagoes entre
os varios tipos de intervalos, modelos e procedimentos de estimacao serao
apresentadas para alguns modelos importantes dessa classe seguindo Franco
& Souza (2002), Franco et al. (2008) e Santos & Franco (2009).

Os métodos computacionais citados acima, a saber bootstrap e MCMC,
sao apenas algumas das formas de se implementar a inferéncia sobre os
parametros dos modelos. Alguns procedimentos, como filtros de particulas
(ver Carvalho et al. (2009) e artigos 14 referenciados) e amostragem por im-
portancia (ver Durbin & Koopman (2000) e artigos la citados), estdao entre
os métodos mais recentes, sendo computacionalmente mais rapidos. Porém,
exigem um maior conhecimento do usudrio para sua aplicacao e ainda estao
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em desenvolvimento. Tanto o bootstrap quanto o MCMC tém a seu favor o
fato de serem confiaveis por ja terem sido exaustivamente testados ao longo
das ultimas décadas, funcionam bem em variados contextos aplicados e sao
de facil utilizacao.

Um outro topico importante é a realizagao de testes de hipdteses para as
variancias dos ruidos, conhecidos como hiperparametros. Testes bootstrap,
baseados nos trabalhos de Franco, Koopman & Souza (1999) e Franco &
Souza (2002), serao utilizados.

Vérias extensoes visando relaxar as hipdteses de linearidade e observacoes
normais foram propostas na literatura porém, na maioria dos casos, a trata-
bilidade analitica é perdida. Diz-se que um modelo de espaco de estados é
nao-linear se a dependéncia nos parametros nao se da de forma linear. As
abordagens mais comuns sao baseadas no filtro de Kalman estendido (West
& Harrison, 1997) e suas intimeras variantes. Essa extensao consiste basi-
camente em uma linearizagao baseada na expansao de Taylor e também é
apresentada nesse trabalho. Uma variante de modelos nao-lineares consiste
nos modelos chamados de condicionalmente lineares, onde alguns dos termos
dependem de quantidades desconhecidas. A importante familia de modelos
de funcao de transferéncia pode ser colocada dentro dessa classe e uma com-
paracao dos métodos de inferéncia sera exibida, usando resultados de Santos,
Franco & Gamerman (2009).

J& para os casos nos quais as suposic¢oes de normalidade e/ou homoscedas-
ticidade sao violadas, uma solucao natural é tentar uma transformacao nos
dados. Porém, nem sempre uma transformacao é suficiente para que a su-
posicao de normalidade seja satisfeita. Logo, outra possibilidade é construir
modelos com resposta nao-Gaussiana (Smith & Miller, 1986), o que inclusive
traz um ganho de interpretacdo do modelo (West, Harrison & Migon, 1985;
West & Harrison, 1997). Uma estrutura mais geral, denominada modelos li-
neares dinamicos generalizados (MLDG), foi proposta por West, Harrison &
Migon (1985), despertando grande interesse devido & aplicabilidade dos mes-
mos em diversas areas do conhecimento. Exemplos de modelos nao-normais
serao apresentados, ilustrando a situagao onde ainda é possivel obter analiti-
camente a verossimilhanca marginal dos parametros. Isso é possivel devido
a forma de evolucao proposta por Smith & Miller (1986). Assim, séries tem-
porais Poisson e exponenciais sao apresentadas, incluindo uma estrutura de
regressao (Harvey & Fernandes, 1989).

Este texto esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, a metodolo-
gia dos modelos de espaco de estados, com exemplos de algumas séries reais



é apresentada. Os métodos computacionais bootstrap e MCMC sao descritos
no Capitulo 3, que também exibe uma comparagao empirica entre os métodos
classicos e Bayesianos para se fazer inferéncia sobre os parametros dos mode-
los. No Capitulo 4 métodos de obtencao de estimativas intervalares e testes
de hipdteses para os parametros sao apresentados. No Capitulo 5 é abor-
dado o tépico de modelos nao-lineares, com a metodologia sendo aplicada a
funcoes de transferéncia. Finalmente, no Capitulo 6 sao apresentados mode-
los dinamicos nao-Gaussianos e alguns casos particulares de interesse.



Capitulo 2

Modelos de Espaco de Estados

Os modelos de espago de estados (MEE) vém sendo cada vez mais utiliza-
dos para modelagem e previsao em séries temporais. Esse avanco se deu
notadamente apds o langamento dos livros de Harvey (1989) e West & Har-
rison (1997), onde a teoria de MEE foi exaustivamente descrita. Este tipo
de modelo supoe que os movimentos caracteristicos de uma série temporal
{y:},t = 1,...n, podem ser decompostos em componentes nao-observaveis,
como por exemplo, tendeéncia, sazonalidade, componente ciclica e compo-
nente aleatéria ou erro. A vantagem deste procedimento é que os compo-
nentes tém uma interpretacao direta, devido a maneira que modelo é con-
struido. Além disto, a flexibilidade dessa modelagem, incluindo a capacidade
de lidar com dados multivariados e processos nao-estacionarios, confere-lhes
uma significativa vantagem frente as demais metodologias de andlise de séries
temporais (Spall, 1988).

Os modelos estruturais sao geralmente escritos na forma de espaco de
estados, para possibilitar o uso do filtro de Kalman como ferramenta bésica
para a estimacao e previsao. Inferéncias sobre os parametros do modelo
podem ser feitas tanto utilizando métodos classicos quanto Bayesianos, e a
comparacgao entre estes procedimentos é o tema principal deste capitulo.

2.1 Definicao

Uma série temporal {y,;},t = 1,...n pode ser decomposta em componentes
nao-observaveis, sendo que os componentes que ocorrem com maior frequéncia
na préatica sao:
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1. Tendéncia (u;): refere-se a diregdo geral segundo a qual o gréfico da
série se desenvolve ao longo de um intervalo de tempo.

2. Componente Sazonal (7;): refere-se a padroes semelhantes que uma
série temporal parece obedecer durante sucessivos instantes de tempo, resul-
tantes de eventos peridédicos que ocorrem repetidamente.

3. Componente ciclica (d;): refere-se as oscilagdes em longo prazo ou aos
desvios em torno da reta ou da curva de tendéncia, segundo algum padrao.

4. Componente aleatdria ou erro (€;): refere-se aos deslocamentos es-
poradicos das séries temporais, provocados por eventos casuais.

Assim, uma série temporal univariada {y;}, t = 1,2, ...,n pode ser escrita
da seguinte forma:

Yi = He + v + 0 + €,

sendo ¢ ~ [0,0?], independentes entre si.

2.2 Alguns modelos especificos

Neste estudo, abordam-se os modelos de nivel local (MNL), tendéncia linear
local (MTL), de tendéncia polinomial (MTP) e estrutural basico (MEB). O
modelo com o componente de ciclo foge ao escopo deste estudo e nao serd
apresentado. Mais detalhes sobre esses modelos podem ser encontrados em
West & Harrison (1997) e Harvey (1989).

Modelos de Nivel Local (MNL)

O modelo de nivel local, ou modelo linear dindmico (MLD) de primeira or-
dem, é o mais simples, porque possui apenas o componente de nivel (y;) e
do erro (¢;). Ele consiste em um passeio aleatério acrescido de um erro. A
série se movimenta ao longo do tempo sem uma trajetéria fixa, pois o nivel
atual é igual ao nivel no periodo anterior acrescido de um ruido branco. A
forma do modelo é dada por:

Y = Mt €&, EtNN((),U?),
Mt = fe—1 7+ N, UtNN(Oa072,>,

com €; e 1y nao-correlacionados e t =1,...,n.
Um exemplo de série real que parece apresentar o comportamento de um
MNL ¢ exibido na Figura 2.1. Os dados referem-se ao Indice de Prego ao
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Consumidor Amplo de Belo Horizonte (IPCA), no periodo de julho de 1997 a
junho de 2008. Esse indice mede a evolucao da renda em familias que gastam
de 1 a 40 salarios minimos por més. A menos de um salto em meados de
outubro de 2002, série parece oscilar em torno de um nivel constante.

IPCA

25

20
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10
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00

-05
\

1998 2000 2002 2004 2006 2008

Time

Figura 2.1: Série do IPCA

Modelo de Tendéncia Linear Local (MTL)

Este modelo também é conhecido como modelo linear dinamico (MLD) de
segunda ordem. A tendéncia em uma série pode ser observada quando existe
um aumento ou decréscimo gradual do nivel das observagoes ao longo do
tempo. Parat=1,...,n, tem-se:

Y = pete, &~ N(0,07),
Mt = Hi—1 + 6t—1 + Nt T ~ N(Ov 0727)7
ﬁt - ﬁt—l + fta gt ~ N((); U?)v

onde €, n; e & sao erros aleatérios mutuamente nao-correlacionados.
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Modelo de Tendéncia Polinomial (MTP)

O modelo de tendéncia polinomial é um modelo de tendéncia que engloba e
generaliza os outros dois modelos apresentados anteriormente. O modelo de
tendéncia polinomial de ordem k pode ser definido como:

Y = Qu1 T €, eth(O,af),
Qi = 041+ Qi1+ Ny, (j=1,...,k‘—1),

Q. = 1k T Nk,

onde 1y ~ N (0, Q;) e Q; ¢ uma matriz de covariancias diagonal com entradas
o, ...,of parat=1,... n.

Sek =1ea; =, 0o MNL é obtido. O MTL também é um caso particular
desse modelo quando k =2 e a; = (p, Bt)'. Ja o modelo linear dinamico de
tendéncias quadrdticas pode ser obtido fazendo k = 3 e ay = (e, B, 1) -

Na Figura 2.2 apresenta-se um exemplo de série real com uma tendéncia
crescente ao longo do tempo. Esta série representa o logaritmo do Indice do
Custo de Vida (ICV) no municipio de Sao Paulo, no periodo de janeiro de
1970 a junho de 1980.

Log—ICV

6.0
|

logicv
55
\

45

1970 1972 1974 1976 1978

Time

Figura 2.2: Série do logaritmo do ICV
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Modelo Estrutural Basico (MEB)

O componente sazonal deve ser acrescentado ao modelo quando a série apre-
senta algum tipo de periodicidade que ocorre regularmente, por exemplo de
ano em ano. Portanto, as séries sazonais sao caracterizadas por apresentarem
correlagoes altas em defasagens sazonais. O periodo sazonal, que se denotard
por s, pode ser semanal com dados didrios (s = 7), mensal com dados didrios
(s = 30), trimestral com dados mensais (s = 4), ou, mais comumente, anual
com dados mensais (s = 12).

H& duas maneiras principais de se modelar a sazonalidade. A primeira é
modelar a sazonalidade por fatores e, a segunda, por componentes harmonicos
ou trigonométricas. A segunda nao é discutida neste estudo, entretanto o
leitor interessado pode consultar os trabalhos de Harvey (1989) e West &
Harrison (1997).

O Modelo Estrutural Basico é o modelo de tendéncia linear local acrescido
do componente sazonal (;) e é definido na forma:

Yy o= m+vnte, e~N(00D),

pe = g1+ B +mn,, me~ N(O, 0727)7

B = Bia+&, &~ N(O,UE),

Ve = Vo1 — o — Yeest1 T wp,  wp~ N(0,02),

assumindo que t = 1,...,n e que s refere-se ao niimero de periodos sazo-
nais. €, 1 , & e w; sao disturbios tipo ruido branco mutuamente nao-
correlacionados.

A sazonalidade nada mais é que um fator de classificacdo com s niveis.
Com a presenca de outros fatores no modelo, impde-se a restricao de que a
soma dos componentes sazonais seja zero, isto €, Ej;é Vi—; = 0, para garantir
a identificacdo dos niveis sazonais. A modelagem desta forma assume que o
fator é estatico, o que pode nao ser o mais apropriado para o contexto tipica-
mente dinamico de séries temporais. Obtém-se uma modelagem estocastica
para o componente sazonal fazendo Zj;é Yi—j = wy, sendo w; ~ N(0,02).

Um exemplo de série real com sazonalidade é mostrado na Figura 2.3,
referente a série do logaritmo da precipitagao de sulfato (SO,4) em Nova York,
EUA, no periodo de janeiro de 1985 a julho de 2007. Pode-se perceber que
a série apresenta um componente de sazonalidade com uma leve tendéncia
decrescente.
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Time Series Plot
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Figura 2.3: Logaritmo da Precipitacao de SO4 em Nova York.

2.3 A forma de espaco de estados

A representacao de espaco de estados de um sistema é um conceito funda-
mental na teoria de controle moderna (Wei, 1990). Modelos de espaco de
estados foram originalmente desenvolvidos por engenheiros de controle, par-
ticularmente para aplicacao em sistemas de navegacao, como, por exemplo,
no monitoramento da posicao de objetos, como misseis e foguetes. Mais
tarde verificou-se que esses modelos eram também valiosos na analise de
muitos outros tipos de séries temporais. De fato, a modelagem em espaco de
estados é muito flexivel e aplicavel em uma grande variedade de problemas.

O modelo na forma de espaco de estados tem apenas duas equacoes -
a equagao das observagdes (ou de medida) e a equacao do estado (ou de
transigao), dadas, respectivamente, por

Y = Z;at + dt + €, € ~ N(O, ht) (23)
o = Ty 1 +c+Remy, m~ N0, Q) (2.4)
ondet =1,2,...,n, ¢ sao ruidos nao correlacionados, n; ¢ um vetor de ruidos

serialmente nao-correlacionados, cuja matriz de covariancias é dada por Q; e
oy é o vetor de estados. Assume-se também que ¢, e 1; sejam independentes
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entre si para t = 1,2,....,n. As matrizes z;, T; e R; sao conhecidas como
matrizes do sistema e assumidas deterministicas e conhecidas. Os termos d;
e ¢; sao covariaveis que podem ser inseridas nas equacoes das observagoes e de
transicao, respectivamente. O modelo de espaco de estados ¢é dito invariante
no tempo quando as matrizes de sistema nao mudam ao longo do tempo.
O modelo tem as seguintes suposicoes E(en;) = 0 e E(mqag) = 0, Vj,t =
1,...,n.

O modelo é completado com a especifica¢ao inicial ay ~ N(ag, Py), onde
o €é o vetor de estados inicial. As quantidades desconhecidas do modelo
podem ser divididas em dois grupos: os parametros estaticos, denominados
hiperparametros, como as variancias dos erros associados a cada compo-
nente nao-observavel, e os parametros de estado ;. Uma diferenga entre
as metodologias classica e Bayesiana aparece aqui. A primeira abordagem
considera os parametros de estados como varidveis latentes auxiliares cuja
inferéncia nao é objeto primordial de estudo. A segunda linha considera
os parametros de estados como qualquer outro parametro e, portanto, sao
caracteristicas para as quais deve-se realizar inferéncias.

Varias estruturas para séries temporais podem ser obtidas através das
equacoes apresentadas acima. Por exemplo, pode-se adicionar varidveis ex-
plicativas, variaveis indicadoras para incluir informacgao sobre quebras estru-
turais, componentes de tendéncia e sazonalidade, modelos com erros normais
e nao normais, estruturas nao lineares, dentre outros.

Uma das grandes vantagens dos modelos de espaco de estados decorre
de sua natureza Markoviana, que permite que os calculos sejam feitos recur-
sivamente, de forma particularmente conveniente a computagao. Segundo
Durbin & Koopman (2001), essa natureza recursiva dos modelos e as técnicas
computacionais usadas para analisda-los conferem aos modelos de espaco de
estados grande flexibilidade, pois permitem que alteragdes na estrutura do
sistema sejam feitas com relativa facilidade.

Outro ponto a favor da modelagem em espaco de estados é que ela
permite trabalhar com observagoes faltantes e agregacao temporal (Harvey,
1989). Além disso, modelos podem ser reformulados para tempo continuo,
habilitando-os, por exemplo, a tratar situagoes com observagoes irregular-
mente espacadas no tempo.

Aqui é apresentada a forma de espaco de estados para séries temporais
univariadas, mas esse modelo contempla também séries multivariadas. O
interessado neste tépico pode consultar os livros de Harvey (1989) e West &
Harrison (1997).
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2.3.1 A forma de espaco de estados do MINL

Como foi visto na Secao 2.2, o modelo de nivel local é o modelo mais sim-
ples, pois nao segue nenhuma tendéncia fixa e é composto apenas por um
componente de nivel adicionado de um ruido. A forma de espaco de estados
pode ser aplicada ao MNL, encontrando-se as seguintes quantidades para as
matrizes de sistema e de covariancia:

zgzl,thl,thl,ht:agth:U%.

O vetor de estados é dado por a; = .

2.3.2 A forma de espaco de estados do MTL

Assumindo que a série temporal tenha um movimento crescente ou decres-
cente e também um comportamento de passeio aleatério, as seguintes com-
ponentes sao obtidas:

Z/:[l O}R:I T, = 11 h:o’2eQ: 7270
t ) t 25 t 01 y 10t I3 t O O_g .

O vetor de estados é dado por a; = [ gt } .
t

2.3.3 A forma de espago de estados do MEB

Como pode ser claramente visto, o MEB foge a regra de dependéncia de
primeira ordem para os parametros de estado, pois sua componente sazonal
7 exibe dependéncia de ordem s — 1. Para poder reescrevé-lo na forma (2.3)-
(2.4), é necessario aumentar o parametro de estado a cada tempo t pela in-
clusao de um ciclo sazonal completo na forma o} = (e, Bey Vey Vo1 - - - s Veest1)-

Para os modelos com sazonalidade modelados como acima, a forma de
espago de estados ¢ dada por:

4 —]10 10

t

0| R, =T,
~ 11x(s+1)
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(11 | 0 ]
0 1 |
| -1 -1 -1 -1
Ty = |1 0 0 0 )
0 |0 1 0 0
I b
L 0 0 i 1 0] (s4+1)x(s41)
g
ag 9
0.2
Qt = “ 0 e ht = O'?.
0
L 0 4 (s+1)x(s+1)

2.4 Filtro de Kalman

Como o vetor de estados a; é nao-observavel, é necessario um algoritmo
recursivo para estimé-lo. O Filtro de Kalman (FK) (Kalman, 1960) é um
algoritmo recursivo que determina a estimativa do vetor de estados no tempo
t dada toda a informacao disponivel até o instante ¢t — 1. Outros algoritmos
recursivos poderiam ser escolhidos, mas o FK ¢é preferido devido a algumas
propriedades interessantes, sendo a principal delas o fato de ele coincidir com
médias e variancias a posteriori calculadas sob o ponto de vista Bayesiano.

Definindo que Y;_; é o vetor das observagoes até o instante t—1, E(a) =
ay, Cov(ay, ag) = Py, supondo-se que as observagoes tém distribuicao Nor-
mal e utilizando as propriedades da Normal multivariada, tem-se que:

1. (Oét|Y;s—1) ~ N<at|t717Pt\t71)a sendo /at|t71 = E(lat|Yt—1) =T, + ¢
€ Pt|t71 = Va?“(at|Yt—1) =T,P; 1T, + RiQ/Ry,

2. (y]Yi1) ~ N(@t\t—l;fjt) , sendo Utje—1 = E(y|Yi—1) = Z;;at|t—1 +d; e
Fy = Var(y|Yi-1) = 2,Pyp12¢ + hy.

Através de recursividade, encontra-se também que (o|Y;) ~ N(a;, Py)
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onde

a = a1+ Pt|t71ZtFt_1(yt — Ttft—1); (2.5)
P, = Pt|t—1 - Pt\t—lz;Ft_lthﬂt—l- (2-6)

As equagoes (2.5)-(2.6) sao conhecidas como equagoes de atualizagao do
filtro de Kalman, pois através delas é possivel atualizar os estimadores a; e
P, do vetor de estado no instante t. Deve-se observar que a; é um vetor de
estimativas das componentes de estados. Por exemplo, para o MEB, o vetor
de estados é dado por &) = (e, B, Ves V15 - - - » Vi—st1). Assim, as estimativas

destas quantidades serdo denotadas neste texto por a), al”, al™ a0?)

al?) .
Para facilitar o manuseio das formulas, denota-se por v; o erro de previsao

um passo a frente ou inovacao
— -~ _ / d
Vi =Yt — Ytjt—1 = Ve = Yt — Z4Q¢t—1 — .

Assim, E(1|Y;—1) = 0 e Var(|Y;—1) = F;. Entao, substituindo v; em
(2.5)-(2.6) tem-se
a = ayt—1 + T;rlthVt

—1 /
P, = Pt\t—l - Pt|t—1Tt+1KtZtPt|t—1,

onde
K; = Tt+1Pt\t—1ZtFt_1

é conhecida como matriz de ganho de Kalman. Para simplificar as equagoes
do FK, pode-se escrever a;,1; € Pyyq); diretamente de a1 e Pyy—1. Logo,
tem-se que

ap1p = Tipag1 + Ky + ciq .
Pip = EHPtIt—th/H - KtFtKg + Rt+1Qt+1R;+1- (2.8)

O filtro de Kalman ¢ inicializado com os valores de ag e Py. Escolhas
tipicas sao dadas por ag = 0 e Py como sendo uma matriz com valores sufi-
cientemente grandes na diagonal (Harvey, 1989), o que caracteriza auséncia
de informacao a priori.

Como exemplo de aplicacao do FK, sera considerado o modelo de nivel
local, descrito nas equagoes (2.1)-(2.2). Tomando-se as equagoes do MNL na
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forma de espago de estados (2.3)-(2.4) e os valores encontrados das matrizes
de sistema, substituindo-os nas férmulas do filtro de Kalman e atendendo
as suposicoes, encontram-se, para o MNL, equacoes mais simples e faceis de
serem usadas, porém com a mesma finalidade:

Ve = Yt — &ft—1,
A1t g1 + Ky,
2
Fy = Py1+ 0L,
K, = Py1/F,
2 2
Pirap = P11 — KiFy+ oy,

O FK tem outras caracteristicas além de predicao como, por exemplo, a
suavizacao - que serd definida a seguir.

2.5 Suavizacao

O FK pode ser utilizado também para estimar o vetor de estado, o, baseado
em toda informacao da amostra obtida, Y,, . Existem varios métodos, que
nao sao apresentados aqui, para calcular os estimadores suavizados do estado
ay, = E(0y|Y,) e suas respectivas variancias Py, = Var(a,|Y,,). De acordo
com a definigdo dada em Koopman (1992), esses estimadores sao chamados
de suavizadores do estado. Pode se mostrar que (ou|Y,) ~ N(ayn, Pyy).
Esses momentos podem ser encontrados recursivamente através das seguintes
equacoes:

r = zF 7 4 Ly, (2.9)
Ny = 2z, F 'z + L,N,Ly, (2.10)
ay, = a1+ Pyp_iri, (2.11)
Py Piyi1 — Pyeo1 Nt Pyjy1, (2.12)

em que L, =T, — Ktz;. Sao necessdrias as quantidades a1, Py, Ky, I}
e 1; obtidas através do FK para a execugao do algoritmo, o qual € iniciado no
instante ¢ = n e o suavizador do estado é obtido na ordem inversa até ¢t = 1.
Os valores iniciais r,, e IN,, podem ser fixados em zero. Analogamente ao que
foi exposto na atualizacao, aqui também ay),, ¢ um vetor de estimativas das
componentes de estados. Portanto, utilizando o mesmo exemplo do MEB,

as estimativas suavizadas do vetor de estados serao denotadas por ag";) , agfn) ,
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ag’l), 2l a0 Exposicoes mais completas desse tépico estio em Harvey
n tin 7 " Ztn >

(1989) e West & Harrison (1997).

2.6 Estimacao dos hiperparametros

Seja 1 = (¢, ... ,wp)/ o vetor de hiperparametros. Por exemplo, os vetores

paramétricos dos modelos MNL, MTL, MTP e MEB sao @ = (0727, o) =
2 2 2y

(02,08,02), ¥ = (0%,...,0%,0%) ep = (ag,ag,az,az)', respectivamente.
Por se tratar de variancias, o espago paramétrico dos vetores é o ..

Todos os calculos realizados nas segoes anteriores pressupoem o conhe-
cimento desses hiperparametros. Assim, todas as quantidades obtidas, como
médias e variancias, sao funcoes dos hiperparametros. Quando esses sao
conhecidos, o procedimento de inferéncia se encerra nas segoes anteriores.
Entretanto, isso raramente acontece na pratica e métodos de inferéncia para
essas quantidades sao necessarios.

No contexto classico, o método de estimagao por maxima verossimilhanca
sera usado para estimar de forma pontual os hiperparametros do modelo
através da maximizagao da fungao densidade conjunta p(yi,...,y,; %) em
relacao a 1. Nos procedimentos Bayesianos, indicadores de medida central
da distribuicao a posteriori, como média e mediana, serao utilizados como
estimadores pontuais dos hiperparametros do modelo.

2.6.1 Estimador de maxima verossimilhanca

A funcao de verossimilhanca pode ser calculada através das quantidades
obtidas pelo filtro de Kalman, supondo que (y;|Y;—1) ~ N (@s—1, F3), onde
Y. 1 = (y1,---,y1-1). Neste caso, a fun¢ao de densidade preditiva é dada
por:

/

_ _ 1 N _ _
P(yt|Yt—1, Tp) = (277) 1/2|Ft| 1/2 exp {—5 (yt - yt\tfl) F, ! (yt - ?Jt|t1)} .

Substituindo vy = y; — ¥,—1 Da equacao anterior tem-se que:

1,
Py Yo, %) = (27) 72| B[ exp {_§VtFt_1Vt} '
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Para encontrar o estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de 1, deve-se
maximizar a funcao de verossimilhanca, que neste caso é o produtério das

distribuicoes preditivas, pois L(1: V) = p(y1, - -, yalt) = 11 p(i Yeor, ).
t=1

Aplicando-se o logaritmo natural em L(%);Y,,) para simplificar os célculos,
a funcao de log-verossimilhanca é obtida:

RS 1~
InL($:Y,) = =5 m@2m) = 5 Y W|F| =5 vF n (213)
t=1 t=1

O vetor 1& de hiperparametros estimados é obtido maximizando a funcao
de log-verossimilhanga (2.13). Como esta é uma fungao nao-linear do ve-
tor de hiperparametros, os EMV nao podem ser obtidos analiticamente.
Essa estimacao deve ser realizada numericamente através de algoritmos de
otimizacao, descritos no Capitulo 3.

A vantagem de se considerar o método de méxima verossimilhanca para
obter estimadores dos hiperparametros é que se pode valer das propriedades
Otimas que esses estimadores gozam sob certas condicoes de regularidade
(Migon & Gamerman, 1999; Casella & Berger, 2002). Por exemplo, os EMV
sao assintoticamente consistentes e nao-viciados. A normalidade assintética
é outra propriedade importante dos estimadores de maxima verossimilhanca
que sera utilizada para construir intervalos de confianga assintéticos para os
hiperparametros.

2.6.2 Estimador de Bayes

A inferéncia Bayesiana consiste em descrever a incerteza inicial de um pesquisa-
dor sobre uma quantidade desconhecida ou parametro, através da uma dis-
tribuigao de probabilidade a priori m(-), e depois combinar com a informagao
proveniente dos dados através da verossmilhanca, resultando na distribuicao
a posteriori. Se uma distribuicdo a priori m(1)) é especificada para 1, entao
a distribuicao a posteriori de 1 é dada por:

L@ Yar(e)
) = T YA

Além disso, a distribuicao a priori para os parametros de estado {a;} condi-
cional aos hiperparametros 1 é obtida com a especificagao (2.4) em conjunto
com a especificacao inicial para .
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Na maioria das vezes, ndo é uma tarefa trivial especificar w(¢). Uma
estratégia comum ¢é a adocao de distribuigoes a priori vagas (com valores de
variancia grandes). No entanto, esta pode nao ser a estratégia mais ade-
quada, uma vez que distribuicoes a prior: vagas para um parametro podem
ser informativas para outras transformacoes desse parametro, segundo Migon
& Gamerman (1999). Na auséncia de informagao suficiente a priori, tem sido
uma pratica comum a especificacao de distribuicoes a priori nao-informativas
apropriadas, obtidas através de algum método formal. A mais comum dessas
distribuigdes a priori é a de Jeffreys (1961).

Neste trabalho serao utilizadas as seguintes distribuigoes a prior: para os
hiperparametros:

Uniforme: 7(1) o ¢, para todos os valores possiveis de 1, e 0, caso
contrério, onde ¢ € R, .

Jeffreys: (1) oc det(I(2h))*/2, onde I(vp) é a matriz de informacio de
Fisher cuja forma para os MEE é dada por:

I;(e) = %Z [tr {Ftlgifﬂlg—ﬁ” +E [Z (%f) Ftlg—;f] , o (214)
7 J ? J

t t

ondei,j=1,...,pet=1--- n.

A distribuicao a posteriori contém toda a informacao disponivel sobre 1)
ap0s os dados serem observados. Apesar disto, muitas vezes é preciso resumi-
la em um tunico nimero. Quando este nimero é obtido minimizando uma
funcao de perda previamente escolhida, ele é denominado estimador de Bayes.
Seja G (1, d) a fungao de perda segundo a qual se quer ser penalizado, onde
1 é o valor real e § sao possiveis estimativas de 1. O estimador de Bayes
para v é o valor & que torna minima a perda esperada a posteriori, isto é:

s = min B (G (.8)|Y,) = m(sin/G(i/),é)ﬂ('(Mn) dip. Se a funcao de

perda quadrética G (,d) = (1 — 8)* é considerada, o estimador de Bayes
é a média a posteriori. Se, por outro lado, escolhe-se as funcoes de perda
0-1 e perda absoluta, a moda e a mediana a posteriori sao os estimadores
de Bayes @ZA)EB, respectivamente. Deve-se ressaltar que diferentes fungoes de
perda geram diferentes estimadores de Bayes e deve-se frisar que a escolha
da fungdo de perda é completamente subjetiva (ver Migon & Gamerman
(1999)).
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2.7 Previsao

Um dos objetivos principais de se modelar séries temporais é prever valores
futuros. Portanto, o desenvolvimento das funcoes de previsao torna-se um
importante topico na andlise de séries temporais. A previsao de um valor
futuro v, baseada em toda informacao disponivel na amostra, Y,, pode
ser obtida pela combinagao da equagao (2.3) no tempo n + k com a equagao
do estado k passos a frente dada por

2 ko fk—i ko [k
Qi = (H Tn-i—i) aﬁ-z (H Tn+k—j+1> Cpiyit Z (H T7;+k—j+1> R;L+i77n+i-
i=1 i=1 \j=1 i=1 \j=1

(2.15)
Para obter a previsao k passos a frente, define-se g4 xjn (V)= E(Yn+i|Yn, ¥).
Utilizando a forma de espago de estados em (2.3)-(2.4), temos que

k ko [k—i
Untkjn (W) = Z;+k[ (H Tn-‘ri) a, + Z (H Tn+k:—j+1> Cn+i| + dpyy-(2.16)

i=1 i=1 \j=1

A variancia de (y,1x|Yn,%) é dada por

k k k[ k—i
Zptk <Hl Tn+i) P, (H1 Tn+i) Zpyk T+ Ltk ; <H1 Tn+k—j+1> Rn+iQn+iRn+i
- . VT (2.17)

k—i
/
(H Tn+kj+1> Zotk + Mgk
Jj=1

Como exemplo, a previsao k passos a frente para o MNL é dada por
Un+kin(¥) = a, € a sua variancia ¢ igual a P,, + ka?7 + o2

Deve-se observar que a obtengao de @4 xn (1)) € sua variancia nao encerra
o processo de inferéncia pois eles ainda podem depender de 1. A seguir serd
mostrado como essa dependéncia é eliminada pelas diferentes abordagens
aqui tratadas.

i) Abordagem classica

Neste caso, a fungao de previsao é dada por gﬁk'n(gﬁ), ou seja, ela é
obtida substituindo-se o vetor de parametros ¥ pelo seu estimador de maxima
verossimilhanca v (Brockwell & Davis, 1996). Da mesma forma, a variancia

da funcio de previsao é obtida substituindo 1 por ¥ em (2.17).
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ii)Abordagem Bayesiana

Nessa abordagem, o hiperparametro ¢ é eliminado através de sua inte-
gracao. Em assim sendo, a incerteza sobre todos os seus possiveis valores
é incorporada. Isso é diferente da simples substituicao de ¢ por um tnico
valor, o que inevitavelmente leva a subestimacgao da incerteza.

A distribuigao preditiva y,,x|Y, é calculada integrando fora em v da
seguinte maneira:

P(Yntk|Yn) = /p(yn+k|¢,Yn)7r(¢!Yn)d¢ = Ex[p(Ynse|th, Yn)]. (2.18)

Essa distribuicao carrega toda informacao preditiva do modelo, portanto re-
sumos da mesma tais como média e percentis podem ser calculados. Ela
pode ser obtida combinando a distribuicao de previsao de y,.x|Yn, ¥ que é
Normal com média e variancia dadas por (2.16) e (2.17), respectivamente,
com pesos dados pela distribuicao a posterior: de 1. Essa integracao rara-
mente pode ser realizada analiticamente e métodos de aproximagao precisam
ser utilizados.

A funcao de previsao é entao dada pela média da distribuicao preditiva
de yn1x|Y, e é denotada por g}s)lk‘n E obtida analogamente resolvendo-se a
integral

W= [ nssB)r(1Ya)dp = Exlfen() 6, Vo)

2.8 Aplicagao a séries reais

Nesta segao, sao vistos exemplos de aplicagoes do modelo de nivel local
(MNL), modelo de tendéncia linear local (MTL) e modelo estrutural basico
(MEB) ajustados as séries temporais reais IPCA, ICV e SOy, respectiva-
mente. As estimativas pontuais cldssica e Bayesiana dos hiperparametros
dos modelos sao obtidas e avaliadas para cada uma das séries. Assume-
se a distribuicao a priori Uniforme para os hiperparametros dos modelos
dessas séries, porém vale ressaltar que pode-se considerar qualquer outra
distribuicao a priori, como por exemplo a de Jeffreys. Maiores detalhes e
descricao dos algoritmos de otimizacao, bem como os programas utilizados
no ajuste dos modelos, encontram-se no Capitulo 3.
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2.8.1 Série do IPCA

A série analisada do Indice de Pregos ao Consumidor Amplo (IPCA) de
Belo Horizonte, coletada pelo IPEAD - Fundacdo Instituto de Pesquisas
FEconomicas, Administrativas e Contdbeis de Minas Gerais - é composta de
132 observacoes mensais no periodo de julho de 1997 a junho de 2008. Esse
indice mede a evolucao da renda em familias que gastam de 1 a 40 salarios
minimos por més. Como observado na Figura 2.1, a série parece apresentar
um comportamento de um Modelo de Nivel Local (MNL), apesar de possuir
observagoes aberrantes em torno de outubro de 2002.

Na Tabela 2.1 as estimacoes classica e Bayesiana para os hiperparametros
de um MNL ajustado a série do IPCA sao avaliadas. Percebe-se que as es-
timativas estao bem proximas em ambas perspectivas, com o EMV apresen-
tando valores levemente inferiores aos estimadores Bayesianos. Além disto,
verifica-se que as estimativas de a% sdo menores que as de 02, o que geralmente
ocorre na pratica, fornecendo uma razao sinal-ruido, O’% /o2, de aproximada-
mente 0,1.

Tabela 2.1: Ajuste do MNL a série IPCA.

Estimacao classica | Estimagao Bayesiana
Hiperparametros EMV Média Mediana
o2 0,024 0,029 0,027
ag 0,207 0,210 0,209

2.8.2 Série do ICV

Essa série, mostrada na Figura 2.2, representa o logaritmo do Indice do Custo
de Vida (ICV) no municipio de Sao Paulo, com 126 observagoes mensais de
janeiro de 1970 a junho de 1980. Observa-se que a série possui uma tendeéncia
crescente, portanto o MTL seria o modelo mais indicado a ser ajustado a esta
série.

Da Tabela 2.2, nota-se que as estimativas Bayesianas apresentam valores
muito proximos e novamente o EMV possui valores mais baixos. A estimativa
de U% apresenta o maior valor, seguida de Jg e de o2, Esta série também foi
analisada por Morettin & Toloi (2004) (Cap. 13) e estes autores encontram
valores muito similares aos apresentados aqui para os hiperparametros.



2.8. APLICACAO A SERIES REAIS 23

Tabela 2.2: Ajuste do MTL a série do logaritmo do ICV.

Estimagao classica Estimacao Bayesiana
Hiperparametros EMV Média Mediana
o2 7,73 x 1077 7,84 x107° 7,84 x 107°
03 1,57 x 1076 1,86 x 1076 1,77 x 1076
aé 9,37 x 10712 9,38 x 1078 7,83 x 1078

2.8.3 Série da precipitacao de SO4

Na Figura 2.3 foi apresentada a série do logaritmo da precipitacao de sulfato
(SO4) em Nova York, EUA, com 271 observagoes mensais no periodo de
janeiro de 1985 a julho de 2007. Como a série parece apresentar sazonalidade
e tendéncia, o MEB serd ajustado a esta série.

A Tabela 2.3 mostra os resultados do ajuste com os estimadores EMV,
média a posteriori e mediana a posteriori. Comparando-se as duas aborda-
gens, nota-se que as estimativas das variancias do sistema sao muito baixas,
parecendo ser nulas. Como ¢? é o Unico hiperparametro que parece nao ser

igual a zero, a conclusao é que tanto a sazonalidade quanto a tendéncia nesta
série parecem ser nao estocasticas.

Tabela 2.3: Ajuste do MEB a série do logaritmo da precipitacao de SO4.

Estimagao classica Estimagao Bayesiana
Hiperparametros EMV Média Mediana
o2 1,29 x 10~% 2,13 x10~* 1,98 x 1074
ag 1,42 x 10712 2,00 x 1077 1,14 x 1077
aé 2,37 x 1074 4,69 x 107 4,14 x 107*
o? 0,068 0,068 0,068

A titulo de ilustracao, na Figura 2.4 sao apresentadas as estimativas
suavizadas do vetor de estados do MEB, sob o enfoque classico, ajustado a
série do logaritmo da precipitacao de SO, (linha cheia). As linhas tracejadas
nos quatro graficos da Figura 2.4 representam, respectivamente, estimativas
suavizadas da média da série (aif;) + ag‘zb)), do componente de nivel (aif;) ),

l(fn) ) e do componente de sazonalidade (agm)

Pode se observar que a média estimada acompanha bem o comportamento
da série, que o nivel apresenta uma inclinacao praticamente inexistente mas
bastante estavel e a presenca de sazonalidade também bastante estavel, con-
firmando os resultados obtidos na Tabela 2.3 .

do componente de tendéncia (a
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Figura 2.4: Graficos das estimativas suavizadas do vetor de estado para a
série do logaritmo da precipitagao de SO;.



Capitulo 3

Implementacao Computacional

Para os MEE, as estimativas dos hiperparametros, tanto na abordagem
classica quanto na Bayesiana, sé podem ser obtidas através de métodos
numéricos. Na parte classica, um método de maximizacao numérica da
funcao de verossimilhanca deve ser utilizado. Neste trabalho, o procedimento
escolhido foi o BFGS, que é um método robusto para obtencao de maximos e
minimos de uma funcao. No contexto Bayesiano, o calculo da distribuicao a
posteriori é dificil de ser obtido e assim a estimacao dos parametros dos mo-
delos serd feita através dos métodos de Markov chain Monte Carlo (MCMC).
Além desses procedimentos, a técnica bootstrap também serd descrita, pois
a mesma sera utilizada em capitulos posteriores para o calculo de intervalos
de confianca e testes de hipdteses no contexto classico.

3.1 Método de otimizacao BFGS

O método de otimizacao de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (proposto
simultaneamente por Broyden (1970), Fletcher (1970), Goldfarb (1970) e
Shanno (1970)), usualmente conhecido como BFGS, ¢ um método para re-
solver problemas de otimizacao nao linear sem restri¢oes. Ele é derivado
dos métodos de otimizacao de Newton, que assumem que a funcao pode ser
aproximada localmente como uma expansao de Taylor quadratica na regiao
em torno do ponto 6timo, e usa as primeira e segunda derivadas para encon-
trar o ponto estacionario.

O método BFGS vem sendo utilizado pelos autores na maximizagao da
funcao de verossimilhanca em MEE e tem apresentado desempenho satis-

25
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fatério (ver Franco et al. (2008)), principalmente pela sua simplicidade e
rapidez. Certamente muitos outros métodos de maximizacao irrestrita sao
aplicaveis, havendo uma vasta literatura a ser consultada sobre esta e ou-
tras técnicas de otimizagdo. Entre outros, veja Fletcher (1987), Gill, Murray
& Wright (1981), Cramer (1986) e o classico livro de Press et al. (1988).
Deve-se notar que muitos textos sobre otimizacao abordam problemas de
minimizagao em vez de maximizacao, mas, claro, isto é apenas o caso de
reversao de um sinal algébrico.

Um detalhamento mais aprofundado do procedimento BFGS nao sera
abordado aqui (ver Avriel (2003) para maiores detalhes), mas em linhas gerais
pode-se dizer que o método encontra-se no intermediario entre a simplicidade
do método do gradiente e a rapidez do método de Newton, razao pela qual
é conhecido como um método quasi-Newton. No BFGS, assim como em
outros métodos quasi-Newton, ao invés de a matriz hessiana ser calculada
exatamente, como é o caso do método de Newton, ela é aproximada por um
processo iterativo finito, via derivadas de primeira ordem, procurando um
compromisso entre a rapidez de convergencia e a dificuldade da avaliacao da
inversa a cada passo.

O método BFGS segue o algoritmo apresentado de forma bastante simpli-
ficada abaixo, mas que define claramente parametros importantes, tais como
o numero maximo de iteragoes, MaxlIt, a tolerancia maxima do vetor gradi-
ente, €1, e a tolerancia maxima do passo, 5. O algoritmo iterativo tem a
seguinte estrutura:

Algoritmo 3.1: Método BFGS

(dados f: R" - R )
escolha 1, € R"
facaj =0
repita os passos abaixo
calcule Vf(¢7) (gradiente)
calcule D(v7) (aproximagao para a inversa da hessiana H (7))
faga /"1 < 4 — N;D(p')V f(97)
faca j «+—j+1
até (j > MaxIt) ou ([Vf(¢’)] < e1) ou (|97 — '~} < &)
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Muitos métodos de maximizacao da fungao de verossimilhanga, como o
BFGS, fazem a busca em toda a reta. Os hiperparametros do MEE sao
em geral variancias e, portanto, quantidades positivas. Assim, para evitar
problemas numéricos, a transformacao logaritmica é utilizada.

A seguir sao apresentados algoritmos, implementados na linguagem Oz
(Doornik, 1999) usando o pacote SsfPack versao 2.2 (Koopman, Shephard
& Doornik, 1999), para a estimagao pontual cldssica dos hiperparametros
dos modelos MNL, MTL e MEB, usando o método de maximizacao BFGS
intrinseco do software Ox. Como exemplo, serao utilizadas as séries reais do
IPCA, ICV e SOy, apresentadas na Segao 2.2.

Exemplo 3.1: O MNL serda utilizado como uma modelagem inicial para a
série IPCA (apresentada na Figura 2.1), j& que a mesma parece nao apre-
sentar tendéncia nem sazonalidade. O cédigo computacional construido no
Oz para estimacao dos hiperparametros o2 e af] é apresentado abaixo. Para

a implementacao da rotina, é necessario utilizar o pacote SsfPack, que pode
ser encontrado em http://www.ssfpack.com.

Cédigo 3.1: Estimacao do MNL na linguagem Oz usando BFGS

// Este programa estima os hiperparametros Sigma2Eta e Sigma2Eps do
// MNL utilizando o metodo BFGS para maximizacao da funcao de
// verossimilhanca

#include <oxstd.h>
#import <maximize>
#include </packages/ssfpack/ssfpack.h>

LIIII7777177777777777777777777777777777777777711777171177777717

// declarando variaveis globais

11717177777777777777777777777777777777777/77777777777777/7/77777/
static decl g_STSvYt, Phi, Omega, Sigma;

[1117177771777777777777777777777777777777/77777777777777/777777/
// definindo a funcao de log-verossimilhanga
[1717177771777777777777777777777777777777/7777777777777717/77777/
likelihood(const vP, vFunc, const vScore, const mHess) {
decl ii, dVar;
Omega [0] [0]=exp(2.0%vP[0]);
Omega[1] [1]=exp(2.0%vP[1]);
ii=SsfLik(vFunc, &dVar, g_STSvYt, Phi, Omega, Sigma); //log-likelihood
return(ii);

}

II117777777777777777777777777777777777777777777777771777171777777
// Ajustando o MNL
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[1171777777177777177777777777777777777777771777777177/771/177777
main() {
// declaracao de variaveis
decl vP, vFunc, vYt, ii, MAXIT=50;
decl Sigma2Eta,Sigma2Eps;
decl LLM=<
CMP_LEVEL,1.0,0,0;
CMP_IRREG,1.0,0,0>; //especificando o MNL
// carregando os dados
vYt=loadmat ("ipca.x1ls")’;
g_STSvYt=vYt;
// inicializando as variaveis
GetSsfStsm(LLM, &Phi, &Omega, &Sigma);
vP=zeros(2,1);
vP[0]=0.5*1og(Omega[0] [0]);
vP[1]=0.5*1log(Omegal[1] [1]);
// maximizando a log-verossimilhanga
MaxControl (MAXIT,-1);
ii=MaxBFGS(likelihood, &vP, &vFunc, 0, TRUE);
Sigma2Eta=0Omega [0] [0];
Sigma2Eps=Omega[1] [1];
\\ imprimindo os resultados
println("\t\n*xkxkkkkkkrkxkkkx Ajuste do MNLkskskskskkkskxkkskskxkx\t\n") ;
println("Parametro\ Estimativa");
println("Sigma2Eta\t",Sigma2Eta,"\t");
println("Sigma2Eps\t",Sigma2Eps,"\t");
Println ("\t\mkskkskksksrkskokskokkokkdokkokkkokkokkokkkokkoRkokkoRkoR kR koRkokkk ok \ t\n" )

Esse programa produz o seguinte resultado, que foi apresentado na Tabela
2.1 para o EMV:

Fokkskkokokokokkkkkokkok Ajuste do MNLskokskokskskskskokoskoskkokkkskok ok

Parametros\ Estimativas
Sigma2Eta 0.0243642
Sigma2Eps  0.206828

>k 3k ok 3k 3k 3k 3k ok ok ok sk ok 3k 3k ok 3k ok 3k ok ok ok ok 3k ok sk ok sk ok sk ok ok 3k ok 3k ok ok ok k ok ok 3k >k sk %k sk kK k

Exemplo 3.2: Abaixo é apresentado o programa principal para o ajuste do
modelo de tendéncia linear local (MTL) a série do logaritmo do ICV (Figura
2.9).
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Cédigo 3.2: Estimacao do MTL na linguagem Ox usando BFGS

// Este programa estima os hiperparametros Sigma2Eta, Sigma2Csi e Sigma2Eps do
// MTL utilizando o metodo BFGS para maximizacao da funcao de verossimilhanca

#include <oxstd.h>

#import <maximize>
#include</packages/ssfpack/ssfpack.h>
#include "STSBootPack.ox"

main(){
// declaracao de variaveis
decl vYt, STSmOmega;
decl Sigma2Eta, Sigma2Csi, Sigma2Eps;
decl LTL=<
CMP_LEVEL,1.0,0,0;
CMP_SLOPE,1.0,0,0;
CMP_IRREG,1.0,0,0>; //especificando o MTL
// carregando os dados
vYt=loadmat ("ICV.x1s")’;
// estimacao dos hiperparametros
STSmOmega=STSAdjust (vYt,LTL);
Sigma2Eta=STSmOmega [0] [0] ;
Sigma2Csi=STSmOmega[1] [1];
Sigma2Eps=STSmOmega [rows (STSmOmega)-1] [rows (STSmOmega)-1] ;
// imprimindo os resultados
println("\t\nkkkkikkkkrkkkkxk Ajuste do MTLxkkksiokkxkkkiokkrkrx\t\n") ;
println("Parametro\ Estimativa");
println("Sigma2Eta\t",Sigma2Eta,"\t");
println("Sigma2Csi\t",Sigma2Csi,"\t");
println("Sigma2Eps\t",Sigma2Eps,"\t");
Println ("\t\nkskkksokskokskskkskokskokkokkdokkokkkokkokkorkokokkorkookkoRkorkk kR ok \ t\n ") §

Este codigo produz o resultado apresentado abaixo, que foi mostrado na
Tabela 2.2 para o EMV:

woRkkkkkkRkkkk Rk Ajuste do MTLkkskskkkokskkskokkkkkkkk

Parametro\ Estimativa
Sigma2Eta 7,73e-05
Sigma2Csi 1,57e-06
Sigma2Eps 9,37e-012

3k 3k 3k 5k 3k >k 5k ok 5k 3k 3k 3k >k 3k >k 3k >k 5k 5k 5k 3k >k 3k >k 5k >k 5k >k >k 3k >k 3k >k >k >k >k 3k >k %k >k %k %k 3k %k >k %k %k k

Exemplo 3.3: Abaixo é apresentado o programa principal para o ajuste do
modelo estrutural basico (MEB) a série do logaritmo da precipitacao de SO,
(Figura 2.3).
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Cddigo 3.3: Estimacao do MEB na linguagem Oz usando BFGS

// Este programa estima os hiperparametros Sigma2Eta, Sigma2Csi, Sigma20mega e Sigma2Eps
// do MEB utilizando o metodo BFGS para maximizacao da funcao de verossimilhanca

#include <oxstd.h>
#include <oxdraw.h>
#include <oxfloat.h>
#import <maximize>
#include </packages/ssfpack/ssfpack.h>
#include "STSBootPack.ox"
main(){
// declaracao de variaveis
decl vYt, STSmOmega, mPhi, mSigma, mOmega, mp, mest, cm;
decl Sigma2Eta, Sigma2Csi, Sigma20mg, Sigma2Eps;
decl SBM=<
CMP_LEVEL,1.0,0,0;
CMP_SLOPE,1.0,0,0;
CMP_SEAS_DUMMY,1.0,12,0;
CMP_IRREG,1.0,0,0>; //especificando o MEB
// carregando os dados
vYt=loadmat ("Precip.xls")’;
vYt=vYt[60:];
// estimacao dos hiperparametros
STSmOmega=STSAdjust (vYt,SBM) ;
Sigma2Eta=STSmOmega [0] [0] ;
Sigma2Csi=STSmOmegal[1] [1];
Sigma20mg=STSmOmega [2] [2] ;
Sigma2Eps=STSmOmega [rows (STSmOmega) -1] [rows (STSmOmega) -1] ;
// imprimindo os resultados
println("\t\n#kkkxkrkkkkxkrkk Ajuste do MEBkkkkxkikikkrkirkrxk\t\n") ;
println("Parametro\ Estimativa");
println("Sigma2Eta\t",Sigma2Eta,"\t");
println("Sigma2Csi\t",Sigma2Csi,"\t");
println("Sigma20mg\t",Sigma20mg,"\t");
println("Sigma2Eps\t",Sigma2Eps,"\t");
Println ("\t\nkskksrskkskkskkskkkskok ok kokkkokkokkokkkokkokkokokoRkoRoRokRkoRokx \ t\n") ;
// construindo os graficos do vetor de espacos
GetSsfStsm(SBM, &mPhi, &mOmega,&mSigma);
mp=SsfMomentEst (ST_SMO, &mest, vYt, mPhi, STSmOmega, mSigma);
cm = columns(mPhi);
DrawTMatrix (0, vYt, {"Precip. So4"}, 0, 1, 1);
DrawTMatrix (0, mest[cm] [], {"Vetor de estado suavizado"}, 0, 1, 1, 0, 3);
DrawTMatrix (1, vYt, {"Precip. So4"}, 0, 1, 1);
DrawTMatrix (1, mest[0][], {"Tendencia suavizada"}, 0, 1, 1, 0, 3);
DrawTMatrix(2, vYt, {"Precip. So4"},0, 1, 1);
DrawTMatrix(2, mest[1]1[], {"Nivel suavizada"},0, 1, 1, 0, 3);
DrawTMatrix(3, vYt, {"Precip. So4"},0, 1, 1);
DrawTMatrix (3, mest[3][], {"Gama_t suavizado"},0, 1, 1, 0, 3);
SaveDrawWindow("graficosMEB.eps");
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Este c6digo produz as estimativas apresentadas abaixo (também repro-
duzidas na Tabela 2.3 para o EMV) e os graficos que foram mostrados na
Figura 2.4.

woRkcRkRRRRoRkRk R Ajuste do MEBkkkskkkskakkkskkkkkkkk

Parametro\ Estimativa
Sigma2Eta 0.000129299
Sigma2Csi 1.42253e-012
Sigma20mg  0.000236934
Sigma2Eps  0.0682181

3k 3k 3k 5k 3k >k 5k ok 5k 3k 3k 3k >k 3k >k 3k >k 3k 5k 5k 3k >k 3k >k 5k >k 5k 3k >k 3k 5k 3k %k >k >k >k %k >k 3k >k 3k %k 3k %k >k %k %k k

3.2 Métodos de simulacao MCMC

Os métodos Markov chain Monte Carlo (MCMC) possibilitam a geragao
de distribuicoes de maneira indireta, usando algoritmos como o amostrador
de Gibbs e Metropolis-Hastings. O MCMC consiste, essencialmente, em si-
mulagao Monte Carlo usando cadeias de Markov. A idéia central dos métodos
MCMC ¢ construir uma cadeia de Markov da qual seja facil gerar uma tra-
jetoria e que tenha distribuicao de equilibrio igual a distribuicao de interesse
(ver Gamerman & Lopes (2006) e Gilks, Richardson & Spiegelhalter (1996)).
Apo6s um nimero suficientemente grande de iteracoes, a cadeia deve conver-
gir para a distribuicao de interesse. Porém, em alguns casos a cadeia pode
ainda apresentar altas autocorrelagoes entre seus valores, algo que nao ¢é de-
sejado. Qualquer que seja o caso, o teorema ergddico (Gamerman & Lopes,
2006) garante que, para uma cadeia de Markov {9 1) .} satisfazendo
determinadas condigdes relativamente brandas e com E,(t(¢)) < oo,

In =N typ") — Ex(t(h)), (3.1)

quando N — oo com probabilidade 1, onde N é o ntimero de valores da
cadeia e t(¢) é alguma fungao de interesse de 1. Por exemplo, no caso da
média a posteriori, t(¢p) = 1. O teorema garante que a média ergddica
dos valores da cadeia fornece um estimador consistente de caracteristicas da
distribuigao limite = (-).
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Esses métodos sao muito utilizados na estatistica Bayesiana para obter
amostras de uma densidade a posteriori w(¥|Y,,), cuja geracao direta é cus-
tosa ou complicada.

i) Algoritmo de Metropolis-Hastings

Esse algoritmo foi proposto por Metropolis et al. (1953), generalizado
por Hastings (1970) e serd utilizado neste trabalho para obter as médias,
medianas e quantis das diferentes distribuicoes de interesse. Dada uma dis-
tribuigdo alvo 7(+), o algoritmo de Metropolis-Hastings (M-H) e suas vari-
antes fornecem meios para gerar cadeias de Markov ergddicas que tenham
7(+) como distribuigao de equilibrio. Esse algoritmo é utilizado para simular
uma distribuicao a posteriori, utilizando uma densidade de proposi¢ao ou de
transi¢ao de um estado x para um ¥, ¢(y|z), que é uma distribuicao condi-
cional que governa as transicoes do estado, tendo as seguintes propriedades:

o [aqlylz)dy = 1;
e ¢(y|z) pode ser avaliada para todo = e y;
e para cada z é possivel gerar realiza¢oes que tenham distribuigao ¢(.|x).

Seja ¥ = (¢, . .. ,wp)' o conjunto de parametros de interesse. O algo-
ritmo de Metropolis-Hastings ¢ inicializado a partir de um ponto arbitrario
). Ele passa de um ponto 9U~1 a outro 9U) da cadeia de acordo com o
algoritmo abaixo:

Algoritmo 3.2: Metropolis-Hastings

faca j =1
repita os passos abaixo
simule V) ~ ¢(.|ypUV)
calcule a razao de Hastings
R = [m(pD)q(pV=D]p)] / [m(pU=D)q(spD|4pl= V)]
obtenha o préximo valor da cadeia como sendo ¥¥) com probabilidade
igual a min(1, R) ou Y=Y com probabilidade complementar
facaj=7+1

até a convergeéncia ser alcancada.
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A ’ . L ~ 7/ z /
As vezes, ¢ muito dificil ou nao é possivel amostrar ¥ = (¢;,...,1,)
conjuntamente de forma computacionalmente eficiente. Uma solucao, nestes

casos, € utilizar uma variacao do algoritmo de Metropolis conhecida como
M-H hibrido ou M-H por blocos.

ii) Algoritmo de Metropolis-Hastings hibrido

Neste estudo, adota-se uma versao hibrida do algoritmo de M-H (Gamer-
man & Lopes, 2006). Nessa versao, os p hiperparametros de 1) sao atualiza-
dos separadamente, com diferentes densidades de proposi¢ao. Os seguintes
passos compoem o algoritmo:

Algoritmo 3.3: Metropolis-Hastings hibrido

inicie g
faga j = 1 (contador das iteragoes)
repita os passos abaixo
faga i = 1 (contador das componentes)
repita os passos abaixo
gere 47 ~ q;(_ju )
calcule a razao de Hastings

Ri = [m)a(d )]/ |md a1l ),

@
onde m;(¢);) é a condicional completa de v;. Note que % =

e ) ) . ) o ' 1)
7|_(\;(‘jl—l)))? €1 que \I]'EJ) = (1/1§])a s 7¢§i)17 ¢£])a ¢£ill)a R 1(7] ))
faga a probabilidade de aceitacao igual a min {1, R;}
obtenha o préximo valor da cadeia como sendo wZ(j ) com
probabilidade igual a min {1, R;}, ou wi(j Y com probabilidade
complementar
facai=1+1
até i =p
facaj=7+1

até a convergéncia ser alcancgada.
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As probabilidades de aceitacao R; sao definidas de forma a garantir a
reversibilidade da cadeia e sua convergéncia para a distribuicao de equilibrio
7(-).

H4& varias possibilidades de densidades de proposi¢ao na literatura. Neste
trabalho, usa-se a densidade de proposicao sendo um passeio aleatério
q,-(d}gj)ng_l)) = N(@bfj_l), 0?) (Chib & Greenberg, 1995). Densidades de
proposicao que geram passos curtos conduzirao a altas taxas de aceitacao,
porém com baixa mistura, posto que a cadeia caminhara lentamente. Por
outro lado, densidades que geram passos muito longos tenderao a ser re-
jeitadas, mantendo a cadeia estagnada e levando a baixas taxas de aceitagao.
Por isso, os valores de o2 sdo definidos de forma que as taxas de aceitagao
dos hiperparametros estejam entre 20% e 50% (Chib & Greenberg, 1995).

Em alguns casos existem restricoes no espago paramétrico, por exemplo a
semi-reta positiva para variancias. Nestes casos, faz-se necessario restringir a
densidade proposta a esse intervalo e as distribuicoes das proposicoes passam
a ser normais truncadas para garantir que sejam preservadas as propriedades
definidas anteriormente. No caso do espaco paramétrico ser dado pelo inter-
valo [a, b], a razdo de Hastings passaria a ser

R = [m(@ a0 (2@ - P ) o) = o((b - v ") /o)) | /

(N aw 1) (0((a - 0P o) = @ (b - v /o)) ],

onde ®(-) denota a fungao de distribui¢do da Normal-padrao.

Outro aspecto importante é a avaliacao da convergéncia do algoritmo.
Isso pode ser verificado de intimeras formas. Uma das mais utilizadas é a
dada pelo método de Gelman (1996), no qual multiplas cadeias com dife-
rentes valores iniciais sao usadas. Esse método estd disponivel no R (2005)
no pacote Coda (Plummer et al., 2005). O traco da cadeia gerada é obser-
vado, procurando movimentos qualitativamente similares, os quais sao um
forte indicio que a convergéncia da cadeia para a distribuicao estacionaria foi
atingida. Além disso, a funcao de autocorrelacao das cadeias geradas deve
ter um decaimento rapido, caracteristica de distribuigoes estacionarias. A
questao do nuimero de cadeias que se deve utilizar ¢ um tanto quanto con-
troversa na literatura, pois alguns autores sugerem muitas cadeias pequenas,
outros pesquisadores sugerem muitas cadeias longas ou, até mesmo, uma
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cadeia muita longa (ver Gilks, Richardson & Spiegelhalter (1996)). Os va-
lores iniciais devem ser escolhidos com cuidado, para que o burn-in da cadeia
nao fique muito longo. Mas, se a cadeia é irredutivel, os valores iniciais nao
afetarao a distribuicao estacionaria.

Exemplo 3.4: Novamente, considere a série IPCA (Figura 2.1). Assim
como no método de maxima verossimilhanca, o MNL sera utilizado aqui para
a modelagem da série. O algoritmo para estimagao Bayesiana dos hiper-
parametros o7 ¢ o;, usando distribuicdo a priori Uniforme, é apresentado

abaixo:

Cédigo 3.4: Estimacao do MNL na linguagem Oz usando MCMC

// Este programa estima os hiperparametros Sigma2Eta e Sigma2Eps
// do MNL utilizando MCMC para obtencao de uma amostra da distribuicao
// a posteriori da media e da mediana, usando uma priori uniforme

#include <oxstd.h>
#include <oxdraw.h>
#include <oxprob.h>
#include "MCMCMNL.ox"
main(){
// declaracao de variaveis
decl vYt;
// carregando os dados:
vYt=loadmat ("ipca.x1ls")’;
// estimacao dos hiperparametros
MCMCMNL (vYt,10300,300,1,24466,0.04,0.06) ;
//primeiro parametro: serie
//segundo parametro: numero de iteracoes do algoritmo
//terceiro parametro: burn-in
//quarto parametro: lag
//quinto parametro: semente aleatéria
//sexto parametro: sigma da densidade de prop. de sigma2eta
//setimo parametro: sigma da densidade de prop. de sigma2eps

Este codigo produz o resultado abaixo, que foi apresentado na Tabela 2.1
para as estimativas Bayesianas. Pode-se verificar que as taxas de aceitacao
para ambos os hiperparametros foram tomadas dentro dos limites especifica-

dos de 20% a 50%.
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FoRkkokkkoRkoRkk Rk Ajuste do MNLaskskskkkskokkkokkokkokk ook

Estimativas Bayesianas:

Paréametro media mediana
sigma2eta 0.029 0.027
sigma2eps 0.210 0.209

Taxas de Aceitacao:

Tx.Aceit.Sigma2Eta(%)=47.8932
Tx.Aceit.Sigma2Eps (%)=48.5534

3k 3k 3k 5k 3k >k 3k >k 3k ok 5k 3k >k 3k >k 3k >k 3k >k 3k 5k >k 3k >k 3k >k 5k >k >k %k >k 3k >k 3k %k >k %k >k %k >k %k %k %k %k %k k >k k

A Figura 3.1 apresenta os graficos de avaliagao da convergéncia da cadeia
de cada hiperparametro do ajuste do MNL sob o enfoque Bayesiano. Sao
exibidos histogramas, graficos de autocorrelagao (ACF), da média ergddica
e do traco da cadeia de cada variavel. Os graficos indicam a convergéncia da
cadeia, pois existe um decrescimento rapido na ACF, os graficos da média
ergdédica mostram que a mesma tende a se estabilizar quando o nimero de
valores da cadeia aumenta e os graficos do trago nao apresentam nenhum
comportamento tendencioso.

30- Sigma2Eta 15- Sigma2Eps
20+
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Il L L s =8
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
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L L L L L L L L L L
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Figura 3.1: Histograma, graficos de autocorrelacao, da média ergddica e do

traco da cadeia de cada hiperparametro para o ajuste do MNL a série
IPCA.
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Exemplo 3.5: Abaixo é apresentado o programa principal para a estimacao
Bayesiana do modelo de tendéncia linear local (MTL), ajustado a série do
logaritmo do ICV (Figura 2.2). Usa-se a distribuigao a priori Uniforme.

Cédigo 3.5: Estimacao do MTL na linguagem Ox usando MCMC

// Este programa estima os hiperparametros Sigma2Eta, Sigma2Csi e Sigma2Eps
// do MTL utilizando MCMC para obtencao de uma amostra da distribuicao
// a posteriori da media e da mediana, usando uma priori uniforme

#include <oxstd.h>
#include <oxdraw.h>
#include <oxprob.h>
#include "MCMCMTL.ox"

main(){
// declaracao de variaveis
decl vYt;
// carregando os dados:
vYt=loadmat ("ICV.x1s")’;
// estimacao dos hiperparametros
MCMCMTL (vYt,10300,300,1,24466,3.1,1,0.9);
//primeiro parametro: serie
//segundo parametro: numero de iteracoes do algoritmo
//terceiro parametro: burn-in
//quarto parametro: lag
//quinto parametro: semente aleatéria
//sexto parametro: sigma da densidade de prop. de sigma2eta
//setimo parametro: sigma da densidade de prop. de sigma2csi
//oitavo parametro: sigma da densidade de prop. de sigma2eps

Este codigo produz o resultado abaixo, que foi apresentado na Tabela 2.2
para as estimativas Bayesianas.

woRkkkkkkRkkkkkk Ajuste do MTLakkskskkkkskkkokkkokkkkk

Estimativas Bayesianas:

Parametro media mediana
sigma2eta 7,84e-05 7,84e-05
sigma2csi 1,86e-06 1,77e-06
sigma2eps 9,38e-08 7,83e-08

Taxas de Aceitacao:

Tx.Aceit.Sigma2Eta(})=46.6408
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Tx.Aceit.Sigma2Csi(%)=45.5437
Tx.Aceit.Sigma2Eps(%)=46.1748

>k 3k ok 3k 3k >k 3k >k ok ok sk ok 3k 3k ok 3k ok 3k ok ok ok ok 3k ok sk ok sk ok sk ok ke 3k ok 3k ok ok ok ok ok ok 3k >k sk %k 3k Kk k

A Figura 3.2 apresenta os graficos de avaliacao da convergéncia da cadeia
do ajuste do MTL. Os graficos indicam a convergéncia da cadeia, pois a
funcao de autocorrelacao apresenta um decaimento rapido, a média ergédica
se estabiliza em torno de um tnico valor e o trago da cadeia parece fltuar em
torno dos mesmos valores ao longo das iteracoes.
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Figura 3.2: Histograma, graficos de autocorrelacao, da média ergddica e do
traco da cadeia de cada hiperparametro para o ajuste do MTL a série do
logaritmo do ICV.

Exemplo 3.6: Abaixo é apresentado o programa principal para a estimagao
Bayesiana do modelo estrutural bésico (MEB), ajustado a série do logaritmo
da precipitagao de SO, (Figura 2.3). Usa-se a distribuigao a priori uniforme.

Cdédigo 3.6: Estimacao do MEB na linguagem Oz usando MCMC

// Este programa estima os hiperparametros Sigma2Eta, Sigma2Csi, Sigma20mega e Sigma2Eps
// do MEB utilizando MCMC para obtencao de uma amostra da distribuicao
// a posteriori da media e da mediana, usando uma priori uniforme
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#include <oxstd.h>
#include <oxdraw.h>
#include <oxprob.h>
#include "MCMCMEB.ox"

main(){
// declaracao de variaveis
decl vYt;
// carregando os dados:
vYt=loadmat ("Precip.x1s")’;
vYt=vYt [60:];
// estimacao dos hiperparametros
MCMCMEB (vYt,10300,300,1,24466,0.0008,0.7¢-06,0.0017,0.017) ;
//primeiro parametro: serie
//segundo parametro: numero de iteracoes do algoritmo
//terceiro parametro: burn-in
//quarto parametro: lag
//quinto parametro: semente aleatéria
//sexto parametro: sigma da densidade de prop. de sigma2eta
//setimo parametro: sigma da densidade de prop. de sigma2csi
//oitavo parametro: sigma da densidade de prop. de sigma2omega
//nono parametro: sigma da densidade de prop. de sigma2eps

Esse programa produz a seguinte saida, cujos dados foram apresentados
na Tabela 2.3:

woRkckkRR Rk ok Ajuste do MEBkkkskkkskakkkskkkkkkkk

Estimativas Bayesianas:

Parametro media mediana
sigma2_eta 2,13e-4 1,98e-4
sigma2_csi 2,00e-7 1,14e-7
sigma2_omg 4,69e-4 4,14e-4
sigma2_eps 0,068 0,068

Taxas de Aceitacao:

Tx.Aceit.Sigma2Eta(%)=35.2621
Tx.Aceit.Sigma2Csi(%)=33.7379
Tx.Aceit.Sigma2Eps(%)=37.0583
Tx.Aceit.Sigma20mg(%)=34.932

3k 5k 3k 5k 3k >k 5k ok 5k 3k 3k 3k >k 3k >k 3k >k 5k 3k >k 3k >k 3k >k 5k >k 5k 3k >k 3k >k 3k %k >k >k >k 3k >k 3k %k %k %k 3k %k >k %k >k k

A Figura 3.3 apresenta os graficos de avaliacao da convergéncia da cadeia
de cada hiperparametro do ajuste do MEB. Os graficos indicam a con-
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vergéncia da cadeia pois apresentam o mesmo comportamento qualitativo
dos graficos dos exemplos anteriores.
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Figura 3.3: Histograma, graficos de autocorrelacao, da média ergddica e do
traco da cadeia de cada hiperparametro para o ajuste do MEBa série do
logaritmo de SOy.

3.3 Bootstrap

O bootstrap (Efron, 1979) é um método computacional desenvolvido para
inferéncia estatistica. A idéia central desse método consiste em aproximar
a distribuicdo dos dados (F) pela distribuicdo empirica (F), baseada nas
observagoes obtidas de F. Um resultado importante é que a distribuicao
estimada de F' converge, em probabilidade, para a distribuicao dos dados.
Existem basicamente duas maneiras de se realizar o bootstrap: nao-paramé-
trica e paramétrica. Na primeira, a reamostragem ¢ feita, com reposi¢ao, na
prépria amostra e cada observacao tem a chance de 1/n de ser reamostrada,
ou seja, a distribuicao estimada empirica me é definida como uma dis-
tribuicao discreta. Na segunda, Fpar ¢ uma estimativa de F' (conhecida e
derivada de algum modelo paramétrico), isto é, as observagoes sao reamostra-
das da distribuicao geradora dos dados cujos parametros desconhecidos sao
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substituidos por suas respectivas estimativas. O bootstrap paramétrico é til
em problemas onde se tem algum conhecimento sobre a forma da distribui¢ao
da populagao.

Suponha que a estatistica de interesse é dada por T(X), onde X é
uma amostra aleatéria da distribuicao dos dados. Usando o procedimento
bootstrap, as B amostras bootstrap sdo obtidas X*!, X*2 ... X*B e, con-
sequentemente, as réplicas bootstrap de qualquer estatistica T*(X*) para
b=1,2,...,B. Pode-se usar T*(X*) como uma aproximagao da estatistica
T(X) e, portanto, fazer inferéncias sobre o parametro de interesse. Fsse
procedimento é denominado como principio plug-in por Efron & Tibshirani
(1993). Segundo os mesmos, a fungdo ¢ = Tr(X) da distribuigdo de F
é estimada pela mesma distribui¢ao empirica F, ¢ = Tr(X), logo Y éa
estimativa do parametro .

Efron & Tibshirani (1993) discorrem sobre duas vantagens do método
bootstrap em relacdo aos métodos tradicionais. A primeira é que, quando o
modo nao-paramétrico é usado, o analista ou pesquisador nao precisa fazer
suposicoes paramétricas sobre a populagao latente. A segunda é que, quando
o modo paramétrico é utilizado, ele obtém respostas mais acuradas que as
formulas tradicionais.

Sabe-se que para fazer inferéncias usando o bootstrap é necessério que a
suposicao de independéncia das observacoes seja valida. Levando em con-
sideracao que as observagoes em séries temporais sao correlacionadas, uma
das possibilidades é aplicar o bootstrap nos residuos do modelo ajustado.
Neste trabalho, serd utilizada uma proposta de Stoffer & Wall (1991) para a
realizacao do bootstrap em modelos estruturais.

i) Bootstrap nao-paramétrico nos residuos

Seja o modelo na forma de espaco de estados dado em (2.3)-(2.4) com
d; = 0 e ¢;= 0. Inicialmente, deve-se estimar os hiperparametros do mo-
delo que, neste estudo, sao as variancias desconhecidas dos erros €; e 1; das
equacgoes de medida e transicao, respectivamente. Para tanto, tem-se que e-
xecutar o FK para obter os valores das inovacoes estimadas, 7, e sua variancia
F,. Deve-se lembrar que essas quantidades sao fungoes dos hiperparametros
desconhecidos.

Apo6s a estimacao dos hiperparametros, por maxima verossimilhanca,
obtém-se as inovagoes estimadas, 7y, que sao reamostradas para a construcao
da série bootstrap. Antes, porém, é necessario centrar e padronizar as i-
novacgoes para garantir que todos os residuos possuam, pelo menos, os dois
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primeiros momentos iguais (Stoffer & Wall, 1991). Logo,

. U=
€ = =~
V Ey
_ n
t = 1,2,...,n, onde &y = L3 ;. Se o modelo estd bem ajustado, as

=1
amostras podem ser tomadas, JCOHI reposicao, de é;, t=1,2,...,n para obter
as inovagoes bootstrap, €; .

A série bootstrap, y;, é construida, recursivamente, utilizando-se as i-
novagoes bootstrap obtidas acima e os valores F, e K, calculados pelo FK.
Inicialmente, as equacoes do filtro de Kalman para a, 1, e y; sao escritas em
funcao das inovagoes. Portanto, tem-se que

a1t = Thagy 1 + Ky

/
Yt = Z&gt—1 + Vg

A seguir, o vetor S; = { ZtH't ] é definido como
t
St = AtSt—l + Btet, (32)
_ _| T 0 _ | KwE
t—1,2,...,n,0ndeAt—[Zt O]eBt—[ JE |

Portanto, resolvendo a equagao (3.2) com €é; no lugar de e, e utilizando
os valores estimados F; e K;, obtém-se a série bootstrap y;, t =1,2,...,n.

ii ) Bootstrap paramétrico nos residuos

Diferentemente do bootstrap nao-paramétrico, no qual os residuos do mo-
delo ajustado sao reamostrados com reposicao, o bootstrap paramétrico utiliza
apenas as estimativas dos parametros da série original. O procedimento é re-
alizado da seguinte forma: primeiro, os parametros do modelo sao estimados
baseados na série original. A seguir, as variancias dos erros nas equacoes das
observagoes e de transi¢ao em (2.3)-(2.4) sdo substituidas pelas suas respec-
tivas estimativas. Realizando reamostragens, os termos de erro bootstrap €;
e 7); sao obtidos e a série temporal bootstrap, y;, pode ser construida, para
t=1,2,...,n, através das equagoes:

* % Ak

Y = 7,04 +dip + €,
* * A X
o =T | +c + R, .
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3.4 Estudos de simulacao

Nesta se¢ao, o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanga (EMV)
e dos estimadores de Bayes (EB-Mediana e EB-Media), com prioris uniforme
e Jeffreys, foram avaliados para o MNL, MTL e MEB através de experimen-
tos Monte Carlo (MC), implementados na linguagem Ox. Os resultados sao
apresentados, respectivamente, nas Tabelas 3.1 a 3.3, com as estimativas
comparadas através do vicio e do erro quadratico médio (EQM). Os resul-
tados das replicacoes bootstrap também sao mostrados nas tabelas, com o
intuito de verificar se esta técnica produz resultados similares aos obtidos
pelo EMV. Varias combinagoes dos valores dos hiperparametros foram uti-
lizadas e os resultados foram muito similares a estes apresentados aqui. Séries
de tamanho n = 60 e 200 foram geradas. Para os estimadores Bayesianos,
10.300 amostras foram geradas das quais as 300 primeiras foram excluidas.
Para o estimador de maxima verossimilhanca foi considerado o ntmero de
iteragoes do algoritmo de maximizagao numérica BFGS igual a 50. O nimero
de repetigoes MC e bootstrap foram fixados em 500. Todas as tabelas desta
secao foram retiradas de Santos & Franco (2009).

Da Tabela 3.1, pode ser visto que os estimadores Bayesianos apresentam,
para o componente de nivel (ag), um vicio maior que o EMV. As estima-
tivas Bayesianas tendem a superestimar o valor real deste hiperparametro,
mesmo para séries de tamanho n = 200. O EQM, entretanto, tem a mesma
magnitude para todos os estimadores. Com respeito ao componente de erro,
02, nao ha muita diferenca entre os métodos. Pode-se notar também que
o bootstrap imita o comportamento do EMV, o que permite a essa técnica
ser usada como ferramenta para construir intervalos de confianca neste caso.
Comparando os estimadores Bayesianos, a distribuicao a priori de Jeffreys
parece levar a estimativas mais proximas do valor real dos hiperparametros
do que a distribuicao a prior: uniforme. Como esperado, o EQM decresce
quando o tamanho da amostra aumenta.

Os resultados para o MTL sao apresentados na Tabela 3.2. As mesmas
conclusoes obtidas para os hiperparametros 072] e 02 no modelo MNL com res-
peito ao vicio e ao EQM podem ser verificadas aqui. Quanto ao componente
de tendeéncia, ag, parece nao existir muita diferenca entre os procedimentos,
sendo todas as estimativas muito proximas do valor real do hiperparametro.

Simulagoes para o MEB sao apresentadas na Tabela 3.3. Parece que a
introdugao do componente sazonal no modelo traz algumas mudangas nos
métodos de estimacao com respeito as conclusoes retiradas para os outros
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Tabela 3.1: Resultados da estimacao no MNL segundo os métodos de

maxima verossimilhanca, bootstrap e estimacao Bayesiana.

EMV BOOT EB-Mediana EB-Media EB-Mediana EB-Media
n P Priori uniforme Priori Jeffreys
60 072] =0,5 0,483 0,517 0,654 0,725 0,513 0,580
(-0,017)  (0,017) (0,154) (0,225) (0,013) (0,080)
0,063 0,072 0,093 0,124 0,057 0,066
02 =1,0 1,017 1,002 1,020 1,055 1,055 1,088
(0,017)  (0,002) (0,020) (0,055) (0,055) (0,087)
0,081 0,086 0,084 0,089 0,101 0,108
200 072] =0,5 0,500 0,503 0,540 0,560 0,510 {0,529}
(0,000)  (0,003) (0,040) (0,060) (0,010) (0,029)
0,017 0,017 0,026 0,026 0,016 0,017
02 =1,0 1,000 1,001 1,020 1,004 1,020 1,013
(0,000)  (0,001) (0,020) (0,004) (0,020) (0,013)
0,016 0,017 0,024 0,024 0,025 0,025

Obs.: Os ndmeros entre parénteses sao o vicio e,

em negrito, o erro quadratico médio.

Tabela 3.2: Resultados da estimagao no MTL segundo os métodos de
maxima verossimilhanca, bootstrap e estimacao Bayesiana.

EMV BOOT EB-Mediana EB-Media EB-Mediana EB-Media
n P Priori uniforme Priori Jeffreys

60 a% =0,5 0,562 0,670 0,681 0,758 0,688 0,740
(0,062) (0,170) (0,181) (0,258) (0,188) (0,240)

0,364 0,287 0,160 0,201 0,199 0,215

Ug =0,1 0,097 0,100 0,199 0,233 0,070 0,076
(-0,003)  (0,000) (0,099) (0,133) (-0,030) (-0,024)

0,005 0,004 0,236 0,252 0,004 0,004

02 =1,0 0,963 0,912 0,943 0,952 0,907 0,916
(-0,037)  (-0,088) (-0,057) (-0,048) (-0,093) (-0,084)

0,153 0,132 0,098 0,095 0,085 0,082

200 o% =0,5 0,522 0,530 0,553 0,554 0,575 0,573
(0,022) (0,030) (0,053) (0,054) (0,075) (0,073)

0,120 0,112 0,091 0,090 0,098 0,097

O'g =0,1 0,099 0,099 0,107 0,092 0,110 0,097
(-0,001)  (-0,001) (0,007) (-0,008) (0,010) (-0,003)

0,001 0,001 0,001 0,001 0,001 0,001

02 =1,0 0,982 0,979 0,991 0,955 0,993 0,956
(-0,018)  (-0,022) (-0,009) (-0,045) (-0,007) (-0,044)

0,045 0,044 0,038 0,038 0,043 0,042

Obs.: Os numeros entre parénteses sao o vicio e, em negrito, o erro quadratico médio.
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dois modelos. Por exemplo, o vicio ainda é maior para os estimadores
Bayesianos no caso do componente de nivel, 0727, mas agora os EB com a
distribuicao a priori uniforme apresentam o menor EQM. Para a tendéncia,
ag, os EB com a distribuicao a prior: uniforme possuem maior vicio que os
outros procedimentos, entretanto o EQM é muito similar para todos eles.
O componente de erro, o2, tem menor vicio para os EB com distribuigao
a priort de Jeffreys, mas menor EQM para os EB com distribuicao a pri-
ort uniforme, entretanto os resultados sao muito parecidos para tamanho de
amostra n = 200. Com respeito ao componente sazonal, o EMV é muito
similar aos EB com distribuicao a priori de Jeffreys, apresentando vicio e
EQM menores. Novamente, o bootstrap mostrou um desempenho proximo
dos resultados do EMV. Comparando os estimadores Bayesianos, a mediana
apresenta menores valores do vicio e do EQM, independente da distribuicao
a priori utilizada, exceto para o2, onde a média parece ter um desempenho
melhor.

Tabela 3.3: Resultados da estimagao no MEB segundo os métodos de

maxima verossimilhanca, bootstrap e estimacao Bayesiana.
EMV BOOT EB-Mediana EB-Media EB-Mediana EB-Media

n P Priort uniforme Priori Jeffreys
60 072] =0,5 0,550 0,507 0,614 0,663 0,616 0,677
(0,050)  (0,007) (0,114) (0,163) (0,116) (0,177)
0,223 0,143 0,110 0,124 0,172 0,188
O'g =0,03 0,026 0,036 0,049 0,056 0,023 0,038
(-0,004)  (0,006) (0,019) (0,026) (-0,007) (0,008)
0,001 0,002 0,001 0,002 0,001 0,001
o2 =0,1 0,105 0,097 0,152 0,166 0,103 0,124
(0,005)  (0,004) (0,052) (0,066) (0,003) (0,024)
0,007 0,006 0,011 0,013 0,007 0,008
02 =1,0 0,973 1,109 0,914 0,932 0,991 1,009
(-0,027)  (0,109) (-0,086) (-0,068) (0,009) (0,009)
0,197 0,218 0,140 0,132 0,175 0,167
200 U% =0,5 0,523 0,500 0,539 0,551 0,521 0,536
(0,023)  (0,000) (0,039) (0,051) (0,021) (0,036)
0,072 0,080 0,055 0,058 0,075 0,073
O’? =0,03 0,029 0,030 0,034 0,036 0,029 0,033
(-0,001)  (0,000) (0,004) (0,006) (0,001) (0,003)
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
02 =0,1 0,100 0,100 0,112 0,115 0,096 0,102
(0,000)  (0,000) (0,012) (0,015) (0,004) (0,002)
0,001 0,001 0,002 0,002 0,001 0,001
02 =1,0 0,996 1,053 0,989 0,994 1,004 1,008
(-0,004)  (0,053) (-0,011) (0,006) (0,004) (0,008)
0,054 0,071 0,057 0,054 0,058 0,057

Obs.: Os numeros entre parénteses sao o vicio e, em negrito, o erro quadratico médio.



Capitulo 4

Intervalos e Testes de Hipodteses

Neste capitulo sao apresentados alguns métodos de construcao de intervalos
de confianca, intervalos de credibilidade e testes de hipdteses para os hiper-
parametros dos modelos descritos no Capitulo 2.

Utilizando propriedades assintéticas dos estimadores de méxima verossi-
milhanca, intervalos de confianca assintoticos para os hiperparametros, basea-
dos na distribuicao Normal, podem ser obtidos. Porém, o calculo destes in-
tervalos se torna complicado devido a dificuldade em se obter a variancia
assint6tica dos hiperparametros (Harvey, 1989). Além disto, nem sempre as
séries reais sao grandes o suficiente para se assumir uma distribuicao Normal
assintotica para os dados. Assim, intervalos de confianca bootstrap e interva-
los de credibilidade sao boas opcoes para evitar problemas como os citados
anteriormente.

Nos trabalhos de Efron & Tibshirani (1993) e Shao & Tu (1995) sao
apresentados os principais métodos de construcao de intervalos de confianca
bootstrap, dentre eles o bootstrap-t, o bootstrap percentilico e os métodos de
corregao para vicio (BC) e de corregao para vicio e aceleragao (BCa). Estes
autores fazem um estudo minucioso do modo de calculo dos intervalos, assim
como de suas propriedades assintoticas. Além disto, comparacoes entre os
procedimentos definem as vantagens e desvantagens de cada um deles (ver
Franco & Souza (2002)).

Os intervalos de credibilidade Bayesianos, ao contrario dos intervalos de
confianca, sao calculados de forma natural através da distribuicao a posteriori
do parametro de interesse. Idealmente, os intervalos devem ser definidos com
o menor tamanho e maior nivel de credibilidade possiveis.

Testes assintoéticos para testar hipdteses com respeito aos hiperparametros

46
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em modelos estruturais foram desenvolvidos por alguns autores, tais como
LaMotte & McWhorter (1978), Nyblom & Makelainen (1983) e Harvey &
Streibel (1998). Neste capitulo, testes baseados na técnica bootstrap sao
propostos e se configuram como uma boa alternativa em situagoes onde a
distribuicao da estatistica de teste sob a hipdtese nula é desconhecida. Re-
centemente, muitos autores tem estudado o comportamento de testes boot-
strap em séries temporais. Entre eles podemos citar os trabalhos de Dettea
& Weifibach (2009), Pérez-Alonso (2007), Cavaliere & Taylor (2008), Papar-
oditis & Politis (2005), Fuchun & Tkacz (2006) e Palm, Smeekes & Urbain
(2008).

A Secao 4.1 descreve os principais métodos de construcao de intervalos de
confianca e intervalos de credibilidade existentes para se fazer inferéncia sobre
os hiperparametros de modelos estruturais, além de apresentar um estudo de
simulagao comparando estes intervalos. A Secao 4.2 introduz testes bootstrap
para se realizar testes de hipdteses para os hiperparametros dos modelos,
com um estudo de simulacao para o MNL e o MTL e uma aplicacao a dados
reais de energia elétrica.

4.1 Intervalos de confianca

4.1.1 Intervalos de confianca assintéticos

Sob certas condicoes de regularidade, o estimador de maxima verossimi-
lhanca, 1,@, ¢ assintoticamente Normal com média 1 e matriz de covariancia
assintética aVar(y) = n~'TA (1)), na qual TA(xp) = Jirgon_ll(zp) e
I(v) é a matriz de informacdo de Fisher. Além disso, em amostras fini-
tas, aVar(z/;) pode ser considerada como o inverso da matriz de informacao
(Harvey, 1989). Usando a distribuigao assintdtica dos estimadores de méxima
verossimilhanga, intervalos de confianga assintoticos podem ser construidos
para os hiperparametros (ver Casella & Berger (2002) e Migon & Gamerman
(1999)).

Seja v;, i« = 1,...,p, um hiperparametro qualquer no vetor ¥. Entao,
um intervalo de confianca assintético de 100(1 — )% para v; é dado por:

s £ Zi/2\/ CLVC”“(@),

onde 2,/ é 0 k/2 percentil da distribui¢ao Normal-padrao e aVar(LEi) é obtido
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~

dos elementos da diagonal da matriz aVar(¢). Para que as condigoes de
regularidade sejam satisfeitas, em modelos mais comportados como MNL,
MTL e MEB, basta que os hiperparametros sejam pontos interiores ao espago
paramétrico (ver Harvey (1989)).

O célculo das derivadas do erro de previsao e de sua variancia com res-
peito aos hiperparametros da matriz de informacao nao é uma tarefa trivial.
Harvey (1989) propoe uma forma de aproximacao numérica no célculo das
derivadas de F} e v, que é extremamente 1til no calculo da matriz informacao
de Fisher cuja forma, em uma expressao simplificada, é dada por:

OF, _,0F, o\ 0
L»j(zb)zéz [tr {Fgla—iﬂ 18—5” +E [Z <a;> F, 18—;], (4.1)

ondei,7=1,...,pet=1,--- . n. As derivadas de F; e v, podem ser calcu-
ladas pelo seguinte procedimento:

Algoritmo 4.1: Célculo das derivadas de F} e 1,

fagai=1

repita os seguintes passos
acrescente uma pequena quantidade, d; , ao hiperparametro
execute o Filtro de Kalman com o novo valor do hiperparametro (v;) e

mantenha constante os valores dos outros hiperparametros
.~ i . A . 7
obtenha o novo vetor do erro de previsao, l/t( ), e sua variancia, Ft( )

calcule as expressoes o, l[vt(i) — v ed; 1[Ft(i) — F}] que sao aproximagoes
numeéricas para as requeridas derivadas
facai=1+1

até ¢ = p.

Em Franco et al. (2008) foi realizado um estudo Monte Carlo para a
determinagao da quantidade §;. As Figuras (4.1)-(4.3) mostram que, para
os modelos analisados neste trabalho, §; = 0,0001 é uma boa escolha, para
todotr=1,...,p.

Exemplo 4.1: Voltando a série do logaritmo da precipitacao de SOy, deseja-
se agora estimar intervalos de confianca assintoticos para os hiperparametros
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Figura 4.1: Estudo Monte Carlo para determinar ¢ no MNL.
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Figura 4.2: Estudo Monte Carlo para determinar 6 no MTL.
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Figura 4.3: Estudo Monte Carlo para determinar 6 no MEB.

do MEB ajustado a série. A Tabela 4.1 apresenta os intervalos para um nivel
de confianca de 95%.

Pelos resultados obtidos acima, verifica-se que os intervalos de confianca
dos hiperparametros 02, Jg e 02 estao bem concentrados em torno de zero, o
que poderia levar a conclusao de que o tnico hiperparametro realmente im-
portante no modelo seja o2. Observa-se também que os intervalos assintétios
podem levar a valores fora do espago paramétrico, ja que os limites inferiores
nos trés primeiros casos foram negativos.

Tabela 4.1: Intervalos de confianca assintéticos de 95% para os
hiperparametros do MEB ajustado a série do logaritmo de SOjy.

Hiperparametro | Limite inferior | Limite superior
o2 —4,1x 1071 6,7 x 10714
03 —5,0 x 1075 5,0 x 107
aé —5,6 x 107 10,4 x 10~*
o? 0,054 0,092
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4.1.2 Intervalos de confianca bootstrap

Os intervalos de confianga bootstrap, propostos por Efron & Tibshirani (1993),
sao utilizados aqui para se fazer inferéncias sobre os parametros dos modelos
MNL, MTL e MEB.

e Intervalo de confianca bootstrap percentilico

O intervalo de confianca bootstrap percentilico consiste no seguinte. Apds
a estimacao dos valores dos hiperparametros para cada uma das B séries
bootstrap, ordena-se esses valores e toma-se o percentil 100(x/2)° como o
limite inferior do intervalo e o percentil 100(1 — £/2)° como o limite superior
do intervalo. Pode-se definir o intervalo 100(1 — k)% para 1»; como
»o(r/2) 2 x(1-k/2)
7

P 1y ;

onde 1@*, 1 = 1,...,p, é o vetor das estimativas ordenadas das B séries
bootstrap de um hiperparametro qualquer em .

e Intervalo de confianga bootstrap BC

Esse método também utiliza os percentis da distribuicao bootstrap, mas
nao exatamente o 100(x/2)° e 0 100(1—x/2)°. Ao invés disso, ele corrige esses
valores para possiveis vicios na estimacao de v, através de uma quantidade
Zo que mede o vicio mediano de 1&

O intervalo BC (Bias-corrected) 100(1 — k)% é definido por

[ ox(k1) 4 *(H2)]
ondei = 1,..p, k1 = ®(23+2/?) e ky = B(22)+ 217%/2). A funcio ®(-) é
a funcao de distribuicio acumulada da Normal-padrio e z(*/2) seu 100(x/2)"
percentil.
O valor de %y é calculado usando a proporcgao de amostras bootstrap que
sao menores que os hiperparametros estimados usando a série original:
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e Intervalo de confianca bootstrap BCa
No intervalo BCa (Bias-corrected and accelerated), além do célculo da
quantidade Zy, também ¢é necessério calcular a aceleracao, dada por

> (40— 00)

=1

(00 - )]

=1

a= 3/2°

onde 1/12(] ) ¢ uma estimativa do hiperparametro com a j-ésima observacao

deletada e 1@() = 2?21 @j) /n. Entado, da mesma forma que se calcula o
intervalo BC, calcula-se o intervalo BCa de nivel 100(1 — <)%

[0 67

o . So42(5/2) . . so+2(1=K/2)
mas com k1 = P (zo + TaGoramy ) © 2 = D25+ T aGo 0=y )

e Comparacgoes entre os intervalos de confianca bootstrap

Uma forma de comparar os intervalos descritos acima consiste em avaliar
se a probabilidade de cobertura dos mesmos converge para o nivel nominal
(1 — k) quando n — oo (consisténcia) e quao réapida é essa convergéncia
(precisao).

Definicao 2. Um intervalo de confianca I,, para @ com nivel nominal 1 — k
é consistente se P(¢ € I,,) - 1 — k quando n — oo.

Os procedimentos bootstrap percentilico, BC e BCa sao consistentes, se-
gundo Shao & Tu (1995). Para intervalos bilaterais, os procedimentos boot-
strap percentilico, BC e BCa sao precisos de segunda ordem e também in-
variantes a transformacoes (isto é, quando os pontos limites do intervalo sao
transformados corretamente quando se muda de 1 para uma fungao de ).
Diferentemente da nocao de acuracia, a definicao de correcao refere-se a quao
préximo o ponto limite do intervalo candidato estd do ponto limite do in-
tervalo exato ou ideal. Em situagoes onde os limites podem ser definidos,
a Normal-padrao e a t-Student produzem apenas pontos limites de primeira
ordem corretos, enquanto que alguns métodos bootstrap produzem pontos
limites de confianga corretos de segunda ordem (Efron & Tibshirani, 1993).
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O nimero de replicagoes bootstrap pode variar de um problema para outro.
Por exemplo, na estimagao do erro padrao, B = 50 é frequentemente sufi-
ciente (Efron & Tibshirani, 1993, p.52). J4 na construgao intervalos de con-
fianca bootstrap, Efron & Tibshirani (1993) sugerem um valor de B > 500,
dependendo da complexidade do problema e também do custo computa-
cional. Hall (1986) aconselha tomar a probabilidade de cobertura nominal
como um multiplo de (B + 1)~!. Para intervalos de confianga, na literatura,
os valores B = 500, 1000 e 2000 sao os mais recorrentes. Davidson & Hink-
ley (1997) propoem utilizar B > 100, para obter uma boa aproximacao, se o
objetivo for calcular o nivel de significancia em testes de hipdteses. As vezes,
a melhora nas estimativas de um determinado parametro é muito pequena,
passando de um determinado valor de B para um valor maior. Entao, o
numero de réplicas bootstrap deve ser escolhido com cautela.

Exemplo 4.2: Utilizando-se novamente a série do logaritmo da precipitacao
de SOy, intervalos de confianca bootstrap de 95% de confianca para os hiper-
parametros do MEB ajustado a série foram calculados. Os resultados sao
apresentados na Tabela 4.2. Novamente observa-se que o tinico componente
cujos limites do intervalo nao estao concentrados em torno de zero é o2. Neste
caso, a série parece realmente nao apresentar componentes estocasticos para
tendéncia e sazonalidade. Comparados aos intervalos assintoticos mostrados
na Tabela 4.1, pode-se verificar que os intervalos bootstrap possuem menor
amplitude, além de nao apresentarem valores negativos para os limites infe-
riores.

Tabela 4.2: Intervalos de confianca bootstrap de 95% para os

hiperparametros do MEB ajustado a série do logaritmo de SOjy.
Hiperparametro | Limite inferior | Limite superior
o 1,95 x 1077 4,99 x 104
5,18 x 10722 1,43 x 1077
1,05 x 10713 1,20 x 1073
0,056 0,083
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4.1.3 Intervalos de credibilidade

Seja 1;, i = 1,...,p, um hiperparametro qualquer no vetor ¥. Fixado 0 <
x < 1, qualquer intervalo (¢1,,)" satisfazendo

2]

/77<7/1¢’Yn)d¢i =1-k

t1

¢ um intervalo de credibilidade para 1; de nivel 100(1 — x)%. Esses interva-
los sao aproximados pelas correspondentes estatisticas de ordem da amostra
gerada via MCMC de 1;, tomando os percentis simétricos. Para maiores
detalhes ver Migon & Gamerman (1999).

Exemplo 4.3: Na Tabela 4.3 é apresentado o resultado do calculo do inter-
valo de credibilidade de 0,95 para os hiperparametros do MEB ajustado a
série do logaritmo da precipitagao de SO,. Utilizou-se a distribuicao a prior:
uniforme para os hiperparametros.

Tabela 4.3: Intervalos de credibilidade de 0,95 para os hiperparametros do
MEB ajustado a série do logaritmo de SO;,.

Hiperparametro | Limite inferior | Limite superior
o2 1,18 x 1077 5,12 x 107%
O’g 2,76 x 107° 8,68 x 10~7
aé 2,90 x 107° 1,12 x 1073
o? 0,059 0,077

As mesmas conclusoes anteriores podem ser tiradas aqui. Além disto, os
intervalos de credibilidade apresentam comportamento bem semelhante aos
intervalos bootstrap.

4.1.4 Estudos de simulacao

E bem conhecido que a probabilidade de credibilidade e o nivel de confianca
tém diferentes significados e interpretagoes. Citando Casella & Berger (2002),
”A primeira reflete a crenca subjetiva do pesquisador, enquanto o 1ltimo
reflete a incerteza no procedimento amostral”. Assim, neste trabalho, uma
tentativa de comparar os resultados obtidos usando esses dois procedimentos
serd feita. A porcentagem de vezes que os intervalos construidos contém
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o valor verdadeiro dos hiperparametros é obtida baseada em um ntmero
grande de simulagoes Monte Carlo. Os resultados, junto com a amplitude
dos intervalos, sao mostrados nas Tabelas 4.4 a 4.6, para o MNL, MTL e
MEB, respectivamente.

Da Tabela 4.4 pode ser visto que, para o MNL, todos os intervalos apre-
sentam, em geral, taxas de cobertura préximas do nivel nominal assumido de
0,95, a tnica excecao sendo o intervalo assintético para n = 60 e 0727 =0,5.
No entanto, os intervalos de confianga bootstrap e assintotico devem ser
preferidos, porque possuem menores amplitudes.

Tabela 4.4: Intervalos de confianca e de credibilidade de 95% para o MNL.

n P Assint. Cred.Unif  Cred.Jeff Perc BC BCa
60 0‘% =0,5 [0,03; 0,94] [0,25;1,61] [0,19;1,36] [0,11;1,13] [0,16;1,26] [0,16;1,26]
(0,91) (1,36) (1,17) (1,02) (1,10) (1,10)
0,88 0,95 0,98 0,90 0,92 0,92
02 =1,0 [0,45;1,58 [0,22;1,83] [0,51;1,85] [0,44;1,62] [0,47;1,65] [0,43;1,61]
(1,13) (1,61) (1,34) (1,18) (1,18) (1,18)
0,95 0,97 0,94 0,94 0,94 0,95
200 cr% =0,5 [0,24;0,76] [0,32;0,92] [0,30;0,87] [0,27;0,79] [0,28;0,81] [0,28; 0,82]
(0,52) (0,60) (0,57) (0,52) (0,53) (0,54)
0,93 0,94 0,97 0,94 0,94 0,94
o2=1,0 [0,69:1,31] [0,72:1,38] [0,71; 1,36] [0,70;1,33] [0,71;1,34] [0,70; 1,33]
(0,62) (0,66) (0,65) (0,63) (0,63) (0,63)
0,97 0,96 0,95 0,93 0,97 0,97

Obs.: Os numeros em colchetes sao os limites médios dos intervalos, em parénteses a
amplitude e, em negrito, a taxa de cobertura dos intervalos.

Na Tabela 4.5 estao os resultados para o MTL. Para o componente de
nivel, 0727, os intervalos de credibilidade, em geral, fornecem a melhor com-
binacao de taxa de cobertura mais préoxima do nivel nominal de 0,95 e
menores amplitudes. Para o componente de tendéncia, ag, os intervalos
bootstrap, especialmente o BC e o BCa, mostram um melhor desempenho.
Finalmente, para o componente do erro, os intervalos bootstrap para o2 tém
a taxa de cobertura mais préoxima de 0,95, entretanto a amplitude desses
intervalos ¢ ligeiramente maior do que dos intervalos de credibilidade. Pode
ser notado também que, muitas vezes, os intervalos assintéticos apresentam
valores negativos para o limite inferior dos intervalos, e isso nao é desejavel,
uma vez que os hiperparametros sao variancias.

Para o MEB, mostrado na Tabela 4.6, os intervalos de credibilidade apre-
sentam, em geral, a melhor combinacao de menor amplitude para os interva-
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Tabela 4.5: Intervalos de confianca e de credibilidade de 95% para o MTL.

n (W Assint. Cred.Unif  Cred.Jeff Perc BC BCa
60 af, =0,5 [-0,67;1,79] [0,07;1,89] [0,14;1,65] [0,01;2,15] [0,01;2,62] [0,01;2,55]
(2,46) (1,82) (1,51) (2,15) (2,61) (2,54)
0,97 0,99 0,93 0,99 0,99 0,99
og =0,1 [-0,04;0,23] [0,04; 0,84] [0,02;0,17] [0,01; 0,25] [0,01;0,33] [0,01;0,32]
(0,27) (0,80) (0,15) (0,24) (0,32) (0,31)
0,88 0,89 0,71 0,86 0,97 0,95
02=1,0 [0,22;1,71] [0,41;1,52] [0,44:1,43] [0,19:1,64] [0,15;1,64] [0,16;1,65]
(1,49) (1,11) (0,99) (1,45) (1,49) (1,49)
0,92 0,93 0,90 0,94 0,96 0,96
200 072, =0,5 [-0,16; 1,20] [0,14;1,14] [ 0,16;1,09] [0,05;1,30] [0,05;1,46] [0,05;1,43]
(1,36) (1,00) (0,93) (1,25) (1,41) (1,38)
0,97 0,93 0,90 0,98 0,99 0,99
02 =0,1 [0,02;0,18] [0,06; 0,18] [0,05; 0,15] [0,04; 0,19] [0,04;0,19] [0,04;0,19]
(0,16) (0,13) (0,10) (0,15) (0,15) (0,15)
0,90 0,90 0,87 0,94 0,95 0,95
02=1,0 [0,57;1,40] [0,68;1,31] [0,66;1,26] [0,55;1,39] [0,54;1,38] [0,54;1,40]
(0,83) (0,63) (0,60) (0,84) (0,84) (0,86)
0,96 0,92 0,88 0,96 0,95 0,95

Obs.: Os numeros em colchetes sao os limites médios dos intervalos, em parénteses a
amplitude e em negrito a taxa de cobertura dos intervalos.

los e taxa de cobertura mais préoxima de 0,95. Em alguns casos os intervalos
BC e BCa estao mais proximos do ponto 0,95, com amplitude aceitavel, como
por exemplo em n = 200 com o2 e o2. Novamente, para o limite inferior do
intervalo assintético, todos os limites sdo negativos, exceto para o2

€

4.2 Testes de hipodteses

Nesta segao é feita uma revisao geral para a construcao de testes bootstrap
para os hiperparametros dos modelos estruturais. Uma atencao especial
sera dada aos modelos de séries temporais nao-estacionarias consistindo de
componentes nao-observaveis como nivel e erro. Certas hipdteses sobre os
parametros desses modelos permitem aos econometristas testar se a série
temporal é estaciondaria ao invés de nao-estacionaria.

Em muitas areas de econometria e estatistica o teste da razao de verossi-
milhanca (RV) é usado para testar restrigoes lineares. Em situagbes normais,
o teste RV tem propriedades assintéticas atrativas, embora a distribuicao
assintética do teste RV nao seja a distribuicao y? usual quando os parametros
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Tabela 4.6: Intervalos de confianca e de credibilidade de 95% para o MEB.

n P Assint.  Cred.Unif Cred.Jeff Perc BC BCa

60 crf7 =0,50 [-0,34;1,43] [0,10;1,51] [0,13;1,58] [0,00;1,71] [0,00;2,25] [0,00; 2,19]
(1,77) (1,41) (1,45) (1,71) (2,25) (2,19)
0,96 0,97 0,92 0,96 0,99 0,99

Ug =0,03 [-0,02;0,08] [0,01;0,15] [0,01;0,21] [0,00;0,14] [0,00;0,40] [0,00;0,38]
(0,10) (0,14) (0,20) (0,14) (0,40) (0,38)
0,75 0,91 0,96 0,91 0,96 0,96

02 =0,10 [-0,05;0,27] [0,04;0,38] [0,03;0,36] [0,01;0,28] [0,01;0,43] [ 0,00; 0,44]
(0,32) (0,34) (0,33) (0,27) (0,43) (0,44)
0,82 0,88 0,92 0,86 0,99 0,99

02 =1,00 [0,12;1,78] [0,31;1,64] [0,40;1,71] [0,14; 2,11] [0,11;2,11] [0,11; 2,09]
(1,66) (1,33) (1,31) (1,97) (2,00) (1,98)
0,90 0,91 0,88 0,99 0,98 0,98

200 072, =0,50 [-0,17;1,20] [0,13;1,22] [0,15;1,28] [0,02;1,45] [0,04;1,77] [0,04; 1,75]
(1,37) (1,09) (1,13) (1,43) (1,73) (1,71)
0,93 0,95 0,89 0,96 0,99 0,99

ag =0,03 [-0,01;0,07] [0,01;0,09] [0,01;0,12] [0,00;0,08] [0,00;0,10] [0,00;0,10]
(0,08) (0,08) (0,11) (0,08) (0,09) (0,10)
0,82 0,91 0,96 0,89 0,98 0,98

0% =0,10 [-0,01;0,21] [0,05;0,26] [0,03;0,25] [0,01;0,23] [0,02;0,26] [ 0,02; 0,27]
(0,22) (0,21) (0,22) (0,22) (0,24) (0,25)
0,87 0,87 0,89 0,89 0,95 0,95

02 =1,00 [0,32;1,60] [0,46;1,51] [0,53;1,61] [0,28; 1,82] [0,24;1,81] [0,23; 1,77]
(1,28) (1,05) (1,08) (1,54) (1,57) (1,54)
0,91 0,92 0,88 0,96 0,96 0,96

Obs.: Os ntimeros em colchetes sao os limites médios dos intervalos, em parénteses, a
amplitude e, em negrito, a taxa de cobertura dos intervalos.

sob a hipétese nula estao no limiar do espago paramétrico (ver Harvey (1989)
para uma discussao mais geral). Assim, um dos objetivos desta secao é
utilizar o bootstrap no teste RV para calcular a distribuicao empirica desta
estatistica

Uma das desvantagens do método RV é a necessidade de estimar o mo-
delo sob as hipdteses nula e alternativa. Em uma tentativa de superar esse
problema, o bootstrap também sera utilizado em uma versao modificada do
teste escore (SM), ja que este teste exige a estimagao do modelo somente sob
a hipdtese nula.

Para finalizar a se¢ao, um estudo Monte Carlo é apresentado para inves-

tigar o tamanho e poder dos testes bootstrap RV e escore, e uma aplicacao é
feita a uma série real.
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4.2.1 Teste bootstrap usando a estatistica da razao de
verossimilhanca

O teste RV para a hipétese nula

Hﬂszbi:’l#()w 7’:17ap

¢ dado por
RV = _2[111 L<¢U; Yn) —1In L(’lﬁ, lfn)]? (42)

onde 1,5 é a estimativa de maxima verossimilhanca de ¥ do modelo irrestrito
e 1&0 é a estimativa para o modelo sob a hipdtese nula. A estatistica RV tem,
sob a hipétese nula, distribuicao assintética y? com m graus de liberdade,
denotada por x?2,. Neste caso, m é o nimero de restricoes. Deve-se notar
que, quando os elementos de 1y estao na fronteira do espaco paramétrico de
1), a distribuicao assintética é uma soma de distribuicoes x? sob as hipéteses
nula e alternativa.

E mostrado por Chernoff (1954) que se um elemento simples é restrito
a fronteira do espaco paramétrico, a estatistica RV é assintoticamente dis-
tribuida como (1/2)x3+(1/2)x3, onde x3 é uma distribuigao degenerada com
toda sua massa na origem. Entao, o EMV 1) nao terd uma distribuigao con-
junta assintotica Normal sob a hipdtese nula, uma vez que algumas condicoes
de regularidade nao sao validas (ver (Harvey, 1989, Se¢ao 5.1.2)). Para tal
caso a estatfstica RV nao terd distribuicao assintética y2.

O bootstrap é apropriado e 1til em casos como este, nos quais a dis-
tribuicao assintética da estatistica de teste nao pode ser obtida. Assim, o
bootstrap sera aplicado aqui para determinar a distribuicao empirica da es-
tatistica de teste RV sob a hipodtese nula.

Feng & McCulloch (1996) estabelecem condigoes para a convergéncia do
EMYV irrestrito para o verdadeiro valor do parametro, quando este pertence
ao subconjunto . Franco, Koopman & Souza (1999) verificam a validade
destas suposicoes no caso dos modelos MNL, MTL e MEB, tal que os tama-
nhos do teste estejam de acordo com os niveis nominais fixados.

Para construir um teste bootstrap, deve-se estimar tanto o 1) irrestrito,
vﬁ*, quanto ¥ sob Hy, vy, usando as séries bootstrap y;. A estatistica as-
sim obtida sera denotada por RV*. Neste trabalho, ao invés de calcular os
valores criticos da distribuicao empirica bootstrap das estatisticas de teste,
segue-se a sugestao de Davidson & MacKinnon (1997) e calcula-se os niveis
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de significancia diretamente. Esse método também conduz a uma reducao
consideravel no tempo computacional.

A probabilidade de significancia, também conhecida como valor-P, para a
estatistica de teste RV é obtido da amostra bootstrap da estatistica de teste
como

B
1 . .
Pr,=—=——|1 E 1 < i 4.
RV = B + 2 (RV < RV*)|, (4.3)

onde RV é a estatistica de teste calculada para a amostra original, RAV: é
a estatistica de teste calculada usando a i-ésima amostra bootstrap, I(-) é a
funcao indicadora e B é o ntimero de replicacoes bootstrap.

4.2.2 Teste bootstrap usando a estatistica escore modi-
ficado

Uma das desvantagens do teste RV é que o modelo deve ser estimado sob
as hipdteses nula e alternativa. Esse fato pode fazer com que os cédlculos do
teste RV™* fiquem muito lentos, dependendo do ntimero de amostras bootstrap
necessarias para atingir o nivel desejado de precisao.

Uma estatistica de teste alternativa pode ser obtida baseada no vetor
escore, a primeira derivada da funcao de verossimilhanca com respeito ao
vetor paramétrico ¥. O vetor escore pode ser avaliado em diferentes pontos,
mas é claro que quando ¢é avaliado na estimativa de maxima verossimilhanca
1, o vetor escore é zero. Entdo, o teste escore modificado (SM) é definido
como

_ 9 L(¢;Y,)

SM o |¢:¢0'

(4.4)

Da mesma forma, quando a hipétese nula é verdadeira deve-se ter SM (1,/;0) =
0, mas esse valor tende a aumentar em mddulo quando a hipétese nula nao
é verdadeira. A distribuicao assintética da estatistica SM nao é conhecida
quando a hipdtese nula é verdadeira pelas mesmas razoes da estatistica RV.

A estatistica SM tem uma vantagem computacional consideravel por ne-
cessitar apenas da estimacao do parametro sob a hipdtese nula. A avaliacao
do teste escore pode ser feita numericamente. Koopman & Shephard (1992)
fornecem um procedimento para se calcular o escore exatamente usando
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um algoritmo simples de suavizacao que pode ser aplicado apds o filtro de
Kalman.

A probabilidade de significancia para a estatistica de teste SM é obtido
da amostra bootstrap da estatistica de teste por

B
1 - S
Py =—-——11 I(SM < SM, 4.5
S = g |1 2 1(SM < SM) (1.5

onde SM é a estatistica de teste calculada para a amostra original, S M : é
a estatistica de teste calculada usando a i-ésima amostra bootstrap, 1(-) é a
funcao indicadora e B é o niimero de replicacoes bootstrap.

4.2.3 Teste de Nyblom e Makelainen

Um teste localmente invariante mais poderoso foi introduzido por Nyblom &
Makelainen (1983), denotado aqui por NM, para testar a hipotese Hy : 0727 =0
para o modelo de nivel local. Nota-se que o teste NM s6 ¢é valido para o MNL
e sua estatistica de teste é dada por

. Z?zl[ZLi(ys - y)]Q
NM = (n—1) 2?21(% - 5)2. (4.6)

Os valores criticos para o teste sao dados em Nyblom & Makelainen

(1983).

4.2.4 Estudos de simulagao

O desempenho dos testes descritos acima (RV, SM e NM) pode ser avaliado
através de simulagoes Monte Carlo, onde o tamanho e o poder dos testes
sao calculados. O procedimento para obter o tamanho e o poder dos testes
bootstrap é simples, mas pode demandar um tempo computacional elevado.
O algoritmo completo para o calculo dos testes bootstrap pode ser encontrado
em Franco (1998).

O numero de repeti¢oes Monte Carlo utilizado serda de R = 1000. Quanto
ao numero de replicagoes bootstrap, de acordo com Hall (1986), se o nivel de
cobertura é um multiplo de (1 + B)™!, o erro do nivel de cobertura pode
ser reduzido de O(n~'/2) para O(n~!). Portanto, o niimero de replicacdes
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bootstrap foi fixado em 399, a fim de que se obtenha um valor critico de nivel
de cobertura de 0,95. Serao empregados também bootstraps paramétrico (p)
e nao-paramétrico (np) e as estatisticas de teste resultantes serao denotadas
por RVn, RVnp, SMn e SMnp.

Assim, para calcular o tamanho dos testes RV, SM e NM, o seguinte
procedimento ¢é repetido R = 1000 vezes.

Algoritmo 4.2: Célculo do tamanho dos testes RV, SM e NM

faca r=1

repita os seguintes passos
gere a série por amostragem aleatéria do modelo sob a hipétese nula
calcule as estatisticas RV s, SMps € N M s

(Apenas para os testes RV e SM):
simule séries bootstrap yi?, yi®, ...y, b=1,..., B sob Hy, usando os

parametros estimados na série original
calcule as estatisticas de teste RV,* e SMy para cada série

obtenha a aproximacao para os valores-P, Pg,, e Pg,;,, utilizando as
equagoes (4.3) e (4.5), respectivamente
atér=R

calcule os tamanhos dos testes bootstrap como

R

2y = (1/R) S I(P(r) < ),

r=1

onde h = RV ou SM, « é o nivel nominal fixado e I(.) é a funcao indicadora.
calcule o tamanho do teste NM como

R
SZwn = (1/R) Y I(NMg) > nmy),

obs
r=1

onde nm,, é o ponto critico da estatistica NM associada com o nivel nominal
a dado em Nyblom e Mékeldinen (1978).
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Para calcular o poder, o mesmo algoritmo descrito para o calculo do
tamanho dos testes é utilizado, com a modificacao de que a série original é
gerada do modelo sob a hipdtese alternativa.

a) Resultados para o Modelo de Nivel Local
No modelo de nivel local (MNL) as hipdteses de interesse sao

HO:(ff]:O VS H1:0%>0.

As analises sao feitas considerando duas configuracoes para a distribuicao
do erro ¢. As escolhas sao (a) Normal com média zero e variancia o?; (b)
t-Student com 5 graus de liberdade. Sao geradas séries de tamanhos n = 30,
n = 50 e n = 100. Testes com niveis nominais de 0,05 e 0,10 foram conduzidos
para cada um dos casos descritos acima.

Os resultados sao apresentados na Tabela 4.7, onde o subscrito p nos testes
bootstrap significa bootstrap paramétrico e o subscrito np significa bootstrap
nao-paramétrico.

Tabela 4.7: Tamanho empirico dos testes bootstrap e NM para o MNL

Normal t(5)

Q n | RVp RVnp SMp SMnp NM | RVp RVnp SMp SMnp NM

0,05] 30 | 0,055 0,048 0,064 0,066 0,067|0,045 0,034 0,044 0,042 0,042
50 0,049 0,042 0,035 0,054 0,050|0,047 0,042 0,055 0,053 0,052
100] 0,056 0,051 0,044 0,052 0,056 |0,050 0,040 0,051 0,048 0,046

0,10| 30 |0,114 0,105 0,124 0,117 0,126|0,089 0,075 0,090 0,093 0,086
50 10,094 0,097 0,101 0,107 0,104|0,099 0,091 0,115 0,105 0,104
100| 0,109 0,104 0,097 0,103 0,106 |0,090 0,093 0,099 0,092 0,103

Como pode-se observar, mesmo quando o tamanho da amostra é pequeno
(n = 30), as probabilidades de corretamente aceitar Hy sdo préoximas do
tamanho nominal «, para todos os procedimentos. Além disso, o compor-
tamento dos testes bootstrap sao equivalentes aos do teste NM, com RVp
ligeiramente superior, principalmente quando o tamanho da amostra é pe-
queno. E importante ressaltar que o teste SM, sendo mais rapido que o teste
RV | apresenta niveis empiricos tao bons quanto este ultimo. Enfatiza-se que
os resultados obtidos com os testes bootstrap nao-paramétrico, sem fazer qual-
quer suposicao sobre a distribuicao dos erros, atingem niveis empiricos muito
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proximos aos niveis nominais assumidos. A diferenca entre escolher uma dis-
tribuicao Normal ou t-Student para o componente de erro ¢; nao parece afetar
os resultados em modelos de nivel local.

Tabela 4.8: Poder empirico dos testes bootstrap e N M para o MNL
(v =10,05).

Normal t(5)

n | o2 |RVp RVop SMp SMnp NM [RVp Rvnp SMp SMnp NM

30 [0,001]0,151 0,130 0,147 0,143 0,141]0,122 0,108 0,121 0,122 0,123
0,01 | 0,588 0,555 0,588 0,489 0,522 (0,462 0,427 0,460 0,426 0,428
0,1 /0,919 0,908 0,945 0,755 0,796|0,899 0,886 0,899 0,731 0,775

50 | 0,001 0,286 0,278 0,296 0,286 0,2900,205 0,193 0,191 0,193 0.189
0,01 | 0,803 0,794 0,773 0,708 0,726 |0,721 0,708 0,704 0,653 0,665
0,1 0,995 0,993 0,995 0,921 0,936 |0,976 0,970 0,967 0,876 0,897

100 0,001 | 0,621 0,619 0,591 0,570 0,568|0,516 0,512 0,489 0,479 0.483
0,01 10,982 0,981 0,961 0,925 0,926 0,944 0,944 0,926 0,889 0,892
0,1 |1,000 1,000 1,000 0,983 0,987|1,000 1,000 1,000 0,982 0,985

Para o calculo do poder, avaliam-se trés valores de as: 0,001, 0,01 e 0,1.
Os resultados estao resumidos na Tabela 4.8. No estudo do poder, nota-se
claramente a superioridade dos testes bootstrap em relacao ao teste NM, a
Unica excecao sendo o SMnp. Para séries de tamanho n = 100, mesmo
para valores de 02 tao pequenos quanto 0,001, rejeita-se a hipdtese nula
em aproximadamente 60% das vezes. Para séries de tamanho pequeno, é
necessario que 0727 seja, no minimo, igual a 0,01 para se obter o mesmo poder.
Novamente, o RV p tem um desempenho melhor que os outros métodos, mas
o RVnp e SMp estao muito proximos do primeiro. Para o poder pode-se
observar algumas diferencas entre os resultados das distribuicoes Normal e
t-Student, com a primeira mostrando um desempenho melhor.

b) Resultados para o Modelo de Tendéncia Linear local
No modelo de tendéncia linear local (MTL) as hipdteses a serem testadas
sao

H0:0§:0 Vs H1:0§>O.

Neste caso, a maximizacao da funcao de log-verossimilhanca é feita com
respeito a trés parametros, entao um algoritmo numérico consome relativa-
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mente mais tempo. Devido a essa limitagao, o nimero de replicacoes boot-
strap foi reduzido para B = 99 (Franco, Koopman & Souza, 1999). A anélise
é feita apenas considerando a distribui¢ao do erro (¢;) Normal com média
zero e variancia 0,10. Além disso, o niumero de repeticoes do experimento foi
mantido em R = 100. No entanto, relativamente, esses nimeros pequenos de
B e R foram suficientes para se ter uma idéia do comportamento dos testes
bootstrap em modelos de tendéncia linear local.

Da Tabela 4.9 verifica-se o bom desempenho dos testes bootstrap, onde o
poder é baseado apenas em testes de tamanho 0,05. O teste RV apresenta
valores para o poder e tamanho mais proximos dos niveis nominais, exceto
para as séries de tamanho n = 30, onde o tamanho esta relativamente distante
dos niveis assumidos. O SMp apresenta resultados aceitaveis para o poder,
apesar de ter bons tamanhos somente para séries com n = 100. O tnico teste
cujos resultados nao sao aceitaveis é o SMnp, com tamanho e poder muito
distantes dos valores estabelecidos.

Tabela 4.9: Tamanho e poder empirico dos testes bootstrap para o MTL.
n RVp RVnp SMp SMnp
tamanho a=0.05 30 0,22 0,18 0,30 0,23

50 | 005 008 018 0,13

100 | 0,03 004 007 007
a=0,10 | 30 | 025 020 036 0,31

50 0,12 0,13 0,27 0,21

100 | 0,08 008 009 0,11

Poder 02=0,10 [ 30 | 097 094 098 038
(a = 0,05) 50 | 1,00 098 1,00 0,42
100 | 1,00 1,00 0,99 0,26

4.2.5 Aplicagao a séries reais

O teste bootstrap foi aplicado a dados do setor de energia elétrica na regiao
Nordeste do Brasil. Esses dados foram obtidos de um grande estudo com res-
peito a quantidade de energia necesséaria para responder a demanda maxima
no horario de pico de 18h a 21h. Deve-se ressaltar que, neste capitulo, o
objetivo nao concerne particularmente ao estudo detalhado destas séries com
o propésito de estimacao de modelos e previsoes. Assim, buscou-se uma série
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que apresentasse apenas o componente de tendéncia, para que fosse possivel
verificar o desempenho dos testes bootstrap.

A série escolhida foi a de valores mensais do consumo de eletricidade da
Companhia Hidrelétrica Sao Francisco (CHESF), no periodo de janeiro de
1983 a fevereiro de 1997. Os dados sao apresentados na Figura 4.4 e a série
parece apresentar um aumento nao significativo no seu nivel, permitindo que
a mesma seja considerada neste trabalho para testar um modelo de nivel
local, isto é, o7 = 0.

dp
400 600 800 1000 1200 1400
| |

200
|

T T T T T T T
1984 1986 1988 1990 1992 1994 1996

Time

Figura 4.4: Série da demanda de eletricidade na ponta da CHESF

As estimativas de maxima verossimilhanca para o MTL ajustado a série
sdo dadas por 62 = 3269, 6, (7727 = 1101,2 e 6? = 0,0. Uma anélise dos
residuos foi feita e nao houve evidéncias de correlagao nos mesmos.

Empregando o bootstrap paramétrico e nao-paramétrico para calcular o
valor-P das estatisticas de RV e SM para testar as hipdteses Hy : og =0
contra Hy : ag > 0, conclui-se que a hipdtese nula nao é rejeitada. Os valores-
P dos testes paramétricos (1,00 para o RVp e 0,98 para o SMp) foram maiores
que os dos testes nao-paramétricos (0,75 para o RVnp e 0,52 para o SMnp).
Entao, pode-se concluir que o modelo de tendéncia linear local nao é indicado
para essa série. Neste caso, pode-se tentar ajustar um modelo de nivel local
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para esses dados. Os hiperparametros estimados foram 62 = 3281,9 e 62 =
1087, 3 e a analise dos residuos é muito similar a que foi feita no modelo
anterior. Para verificar se o hiperparametro af] era significativamente maior
que zero, os testes bootstrap e N M foram utilizados. Todos os testes indicam
que 072] > 0, com valores-P iguais a 0,0025 para os testes bootstrap e menor
que 0,01 para o teste NM. Assim, o modelo de nivel local parece adequado
para modelar essa série.



Capitulo 5

Modelos de Espaco de Estados
Nao-Lineares

Todos os MEE apresentados nesse texto até agora gozaram de algumas pro-
priedades simplificadoras, notadamente linearidade, aditividade dos efeitos e
normalidade dos erros. Pudemos ver que essas restrigoes nao impediram que
os MEE proporcionassem modelos razoaveis para modelagem de uma quan-
tidade bastante razoavel de fenomenos comumente encontrados em séries
temporais reais.

Entretanto, como qualquer restrigcao, elas impoem uma redugao no escopo
de aplicabilidade dos MEE. A partir deste capitulo trataremos de apresen-
tar classes mais gerais de MEE que relaxam uma ou mais das restrigoes
impostas até aqui. Neste capitulo em particular, iremos nos concentrar nas
duas primeiras restricoes, a saber, linearidade e aditividade dos efeitos. MEE
nao-Gaussianos serao tratados no capitulo seguinte.

Esse capitulo sera iniciado com uma consideracao genérica sobre MEE em
sua forma mais geral para depois tratar de MEE nao-lineares. Dentro dessa
classe de modelos, sera dada especial atencao aos modelos condicionalmente
lineares. Essa classe de modelos serd estudada em detalhes neste capitulo
no contexto de um de seus principais exemplos: modelos de funcao de trans-
feréncia.

67
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5.1 Uma estrutura geral

Para entender melhor os conceitos apresentados na introducao desse capitulo,
precisamos recorrer a formulacao bésica do modelo dada pelas equagoes (2.3)-
(2.4). Nessas equagoes pode-se perceber claramente que:

e as componentes latentes a; apenas interferem no modelo de forma li-
near em ambas as equagoes;

e os diferentes efeitos presentes no modelo, a saber, efeito latente, efeito
de covariaveis e efeitos de erros nao-estruturados sao sempre combina-
dos aditivamente;

e 0s erros de observagao e de evolugao do sistema sao Gaussianos.

Essas trés condigoes correspondem respectivamente ao que foi denomi-
nado acima como linearidade, aditividade dos efeitos e normalidade dos er-
ros. Pode até parecer que essas restricoes sao as caracteristicas definidoras
dos MEE. Esse raciocinio esta equivocado. Como mostraremos a seguir,
MEE que satisfazem a apenas algumas ou mesmo nenhuma dessas condic¢oes
podem ser definidos.

No contexto mais geral, as equagoes (2.3)-(2.4) sao substituidas por

Y = zlou,dp€) (5.1)

oy = Tt(atflactarr/t)a

onde z; e T; sdo fungdes quaisquer (ndo necessariamente lineares nem adi-
tivas) de seus argumentos e € e 7); sdo perturbagoes com distribuigoes ar-
bitrarias (ndo necessariamente Gaussianas).

Essa classe assim especificada é muito geral para qualquer abordagem
exata. Sua inferéncia sob qualquer ponto de vista s6 pode ser realizada
usando aproximacgoes. Varias simplificacoes podem ser operadas a partir de
imposicao de diferentes combinagoes das restrigoes acima mencionadas.

Uma formulagao menos geral de (5.1)-(5.2) que satisfaga aditividade e
Gaussianidade mas ainda bem mais geral que (2.3)-(2.4) é chamada de MEE
nao-lineares e é dada por

Y = zt(at) + dt + €¢, € ~ N(O, ht> (53)
o, = Tyoy_1)+c+Rmy, M~ N(0,Qqp) (5.4)



5.1. UMA ESTRUTURA GERAL 69

onde z; e T, sdo fungdes quaisquer (ndo necessariamente lineares) em seus
argumentos. Essa classe de modelos é bastante conhecida na literatura, prin-
cipalmente pelo fato de ter sido desenvolvido para ela um instrumento de
aproximacao conhecido como filtro de Kalman estendido (FKE) (West &
Harrison, 1997).

A base do FKE é bastante simples e intuitiva. O tnico impedimento
para aplicacao do filtro de Kalman se deve a nao-linearidade das fungoes
z; e Ty. Se essas funcoes pudessem ser (ainda que aproximadamente) li-
nearizadas, esse impedimento deixaria de existir. Esse procedimento de li-
nearizacao aproximada de fungoes diferencidveis é conhecido como expansao
de Taylor. Baseado nessa expansao até o termo linear, pode-se propor as
aproximacoes

) = ale) + [ @0 (- ) (5.5
Tla) = Tia)+ [ @] @ -a). 69

onde dz;/day é a matriz de derivadas parciais de z;, dT;/doy_1 é a matriz
de derivadas parciais de T; e &; e &;_1 sao valores em torno dos quais é feita
a expansao. A escolha desses valores estd intimamente ligada ao contexto
onde é usada a aproximagao.

A expansao de Ty(ay_1) é usada para obter aproximagoes para ay— e
P,;_1 e essa operacao é feita baseada em Y;_;. Logo, o ponto mais apropriado
para centrar a aproximacao de qualquer funcao de a;_; é sua melhor estima-
tiva a;. Analogamente, o ponto mais apropriado para centrar a aproximacao
de qualquer funcao de a; é sua melhor estimativa ay;_;.

De qualquer forma, uma vez feitas as escolhas dos pontos de aproximacao,
os mesmos sao utilizados em (5.5)-(5.6) e essas expresoes podem ser usadas
em (5.3)-(5.4). Com isso, o modelo recupera a forma linear de (2.3)-(2.4) e
o filtro de Kalman pode ser operado. Na pratica, as iinicas modificagoes nas
equagoes (2.3)-(2.4) do FK estao nas expressoes de ay;—1, Pye—1, Geje—1 € Fi.



7T0CAPITULO 5. MODELOS DE ESPACO DE ESTADOS NAO-LINEARES

Através do FKE, suas expressoes serao modificadas para

a1 = Ti(a)+e

!

[ dT dT ,
Py, = _dat_tl (atl)‘| P, {dat; (atl)] +R,Q:R;
U1 = ze(age—1) +dy
[ dz / dz
F, = _dT“tt(attl):| Py |:dT“tt(at|tl):| + Dy

Como era de se esperar, essas aproximacoes funcionam bem em modelos
onde a nao-linearidade nao é muito acentuada. Para casos mais gerais, o FKE
nao é recomendado. O motivo de sua apresentacao aqui nesse texto é que ele
fornece um ponto de partida para pensar outras formas de aproximacao em
MEE.

5.2 Modelos condicionalmente lineares

Ainda dentro da classe de modelos nao-lineares definidos em (5.3)-(5.4), pode-
se definir uma classe de modelos cuja nao-linearidade advém unica e exclu-
sivamente pela dependéncia que componentes do modelo linear (2.3)-(2.4)
possam ter em quantidades desconhecidas, denotadas aqui por ¥. Mais ex-
plicitamente, o modelo é dado por

Yy = lze(W)] oy +di+e, €~ N0, h) (5.7)
a, = Ti(Y)ar1+c,+Rim, 1~ N(0,Qq). (5.8)

Esses modelos sao chamados de modelos condicionalmente lineares (MCL)
pois condicionalmente a 1) os modelos sao lineares.

Diferente do que foi apresentado nos capitulos anteriores, as matrizes z;
e T; nao sao conhecidas. Elas agora dependem de uma quantidade des-
conhecida . Se o valor de ¥ puder ser conhecido, o modelo recai em sua
forma anterior e todo o procedimento de inferéncia via FK e obtencao da
verossimilhanga marginal segue como antes. Assim, basta incluir os elemen-
tos desconhecidos de z; e T; na colecao 1) de quantidades desconhecidas que
o procedimento de inferéncia segue como anteriormente.

Um exemplo simples de MCL inclui a extensao do MNL dada por

y = pyu+e, e~ N0 07), (5.9)
pe = papie—1 + 1, me~ N(O, 072,)- (5.10)
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O parametro p; desempenha o papel de atenuador do efeito do nivel sobre as
observagoes e o parametro ps introduz a possibilidade de estacionariedade no
processo latente p. O modelo (5.9)-(5.10) pode ser colocado na formulacao
geral de MCL fazendo p; e py incluidos em v, z,(¢)) = z,(p1) = p1 e Ty (V) =
T;(p2) = p2. Note que se p; e ps sdo conhecidos, z; e T; também serdo e o
modelo recai na estrutura bésica (2.3)-(2.4).

Um exemplo mais elaborado de MCL sera objeto de um extensivo estudo
e serd apresentado na proxima segao.

5.3 Funcao de transferéncia

Séries temporais sao frequentemente afetadas por eventos externos, conheci-
dos como intervengoes, que podem mudar a estrutura da série (tais como
quebras estruturais, mudancas politicas, etc.). Hé evidéncias na literatura
de que as primeiras propostas de analise de intervencao surgiram nas Ciéncias
Sociais com o trabalho de Campbell & Stanley (1968). Embora o termo inter-
venc¢ao tenha sido introduzido pela primeira vez por Glass (1972), foi apenas
em 1975 que Box & Tiao desenvolveram a teoria de anélise de intervengao
para estudar mudancas estruturais em séries temporais (Box & Tiao, 1975).

Ao mesmo tempo, Box & Jenkins (1976) introduziram os modelos de
fungao de transferéncia (FT) no contexto dos processos Autoregressivos In-
tegrados de Médias Mdveis (ARIMA). Os modelos de fun¢ao de transferéncia
foram criados para mensurar a relagao entre uma série resposta e uma ou mais
séries explicativas. Por exemplo, no caso de uma série resposta y; e uma série
x; explicativa, a funcao de transferéncia relaciona as variaveis através de um
filtro linear da forma

Yy = V(B)xy + €

onde ¥(B) = 2;’;_00 ¥;B7 e B é o operador de retardo, Bfy, = y,_y.

Se a série explicativa x; é uma funcao deterministica que descreve as
mudancas estruturais em 1, a FT pode ser usada para modelar quebras
estruturais seguindo a mesma idéia de Box & Tiao (1975).

Como os modelos ARIMA podem ser escritos na forma de espaco de esta-
dos, a introducao da idéia de fungoes de transferéncia nos modelos estruturais
é quase natural (Harvey, 1989; West & Harrison, 1997). A flexibilidade da
representacao de espaco de estados permite a insercao de covariaveis nas
equacoes das observacoes e de transicao. Alguns trabalhos sobre esse as-

sunto incluem Penzer (2007), de Jong & Penzer (1998), Harvey & Koopman
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(1992), Salvador & Gargallo (2004), Ravines, Schmidt & Migon (2008) e
Alves, Gamerman & Ferreira (2009).

Neste trabalho, dois tipos de procedimentos de intervencao sao descritos:
as fungoes pulso e degrau. Além disso, o parametro do modelo associado
com a intervencao assume duas formas: na primeira, ele é fixo no tempo e,
na segunda, ele varia no tempo. Inferéncias sobre os parametros da FT e
variancias dos erros nas equacgoes da observacao e transicao sao feitas usando
as abordagens classica e Bayesiana. Embora grande parte desses modelos ja
tenha sido estudada na literatura, nao sao de conhecimento dos autores tra-
balhos utilizando inferéncia classica para modelar os parametros associados a
uma intervencao variando no tempo. Intervalos de confianca sob o paradigma
classico sao construidos usando o bootstrap sob a abordagem paramétrica. Na
abordagem Bayesiana, os métodos de Markov chain Monte Carlo (MCMC)
sao utilizados para obter as estimativas pontuais e os intervalos de credibili-

dade.

5.3.1 Analise de intervencao em modelos estruturais

Se uma mudanca de nivel é observada na série, seu efeito pode ser modelado
inserindo um componente F; na equacao do estado. Esse componente F; é

escrito como o filtro da funcao de transferéncia de Box, Jenkins & Reinsel
(1994),

B(B)B* S :
E,=——F—z,=9(B)x, = 9;Bx 5.11
t p(B)th;ﬂ‘t o1y
onde x; é uma varidvel exégena, 5(B) = [y — /1B — ... — 5;B%, p(B) =
po—p1B—...—p,B" e b é o parametro de atraso. Os coeficientes ¥/; no modelo

de funcdo de transferéncia, denotado aqui por FT(r, b, s), sdo denominados
funcao-resposta impulso. Mais detalhes podem ser vistos em Wei (1990).

Neste capitulo, a varidvel exdgena x; em (5.11) representard a intervengao.
Na pratica, ha muitas possibilidades para a ocorréncia de intervencao. Por
exemplo, o impacto de um evento externo pode ser sentido b periodos apos
a intervencao, com um efeito apenas no momento da ocorréncia. Neste caso,
o modelo de funcao de transferéncia é um FT(0,0,b):

E, = 5oBb~’Ut = 50«75154;'

Também pode acontecer de o impacto ser sentido no momento da intervencao,
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mas a resposta ser gradual. Entdo, um modelo apropriado é um FT(1,0,0),

0

Ey = B()—th = (po — pB)Ey = Boxy = Ey = pEy_y + Py, (5.12)
po— B

onde p = p1/po e B = Bo/po.

Box & Tiao (1975) definem dois tipos comuns de varidveis de intervengao,
funcao pulso e degrau, que podem ser representadas pelas seguintes variaveis
indicadoras:

(1) Fungao degrau: Se a intervencao ocorre em algum tempo 7" fixado e o
efeito persiste apds a intervencao:

r_ ) 0, t<T
St_{ 1L, t>T

(2) Funcao pulso: Se a intervencao ocorre em algum tempo T fixado e tem
efeito apenas neste instante:

_[T: 1, t:T
‘ 0, t£T

A Figura 5.1 apresenta o comportamento do bloco estrutural F; para
séries de tamanho n = 100 com uma mudanga de nivel no tempo 7" = 50,
sob o Modelo FT(1,0,0), para fungées pulso e degrau. Para a fungao pulso
nota-se que, quando aumenta-se o valor de p, o retorno da série para o seu
nivel médio anterior a intervencao torna-se mais lento. Para a funcao degrau,
se p aumenta, a série leva mais tempo para atingir um novo nivel médio.

Neste trabalho, FT(1,0,0) serd considerada com dois tipos de funcao-
resposta impulso. Na primeira (Modelo 1) o fator de ganho 5 na equagao
(5.12) é fixo no tempo, enquanto que o Modelo 2 permite § variar no tempo,
ou seja, o fator de ganho f; depende de t. Esse tltimo modelo é conhecido
como um modelo de funcao de transferéncia com fator de ganho dinamico
(ver Alves, Gamerman & Ferreira (2009) ).

O modelo estrutural mais simples - o modelo de nivel local (MNL), des-
crito no Capitulo 2 - é considerado com um componente de intervengao. As
estruturas dos Modelos 1 e 2 sob a abordagem de nivel local sao descritas
abaixo, com exemplos de séries geradas desses modelos.



7TACAPITULO 5. MODELOS DE ESPACO DE ESTADOS NAO-LINEARES

pulse and p=0 step and p=0
< <
o o o
o o~ @ e
- -
o - o
T T T T T T T T T T T T
o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100
pulse and p=0.5 step and p=0.5
< o ©
o o ©
o o~ o ] - -
o - o
T T T T T T T T T
o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100
t t
pulse and p=0.99 step and p=0.99

Et
2
1

Et

=

T T
o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100

0 50 100 150
1

Figura 5.1: Efeito da intervencao das fungoes pulso e degrau.

Modelo 1

O MNL com um componente de intervencao, assumindo o coeficiente [ fixo
no tempo, tem a seguinte estrutura:

y=pm+E+e, €& ~N(0,0?)
pe = fre—1 + 1, ne~ N(0,07) (5.13)
E, = pEy_1 + By,

onde t = 1,2,...,n, ¢ e n; sao independentes e 0 < p < 1. p é definido
entre 0 e 1 para que o comportamento da funcao-resposta impulso tenha
um decaimento geométrico. Por essa razao, p é normalmente chamado de
persisténcia ou memoria do efeito. A resposta média da série é dada por
ap = py + By

O modelo em (5.13) pode ser escrito na forma de espago de estados com
matrizes dadas por

/ 1 0 10
Zt:[]']']’Rt:|:0 1:|71-;f:|:0p:|7nt:|:7(])t:|7h’t:[ae2]a

. 0'2 0 . o 0 . ot
Qt_|:0n 0:|adt_oact_|:ﬁxt:|eat_|:Et:|'
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Note que esse modelo é linear condicionalmente ao conhecimento de p e
B.

A Figura 5.2 mostra algumas séries simuladas sob o Modelo 1. Como
esperado, o comportamento da série é muito similar ao comportamento do
bloco E; mostrado na Figura 5.1. Para a fungao pulso, pode-se notar que
pequenos valores de p causam na série um efeito similar a presenga de um
outlier no ponto da intervengao. Para grandes valores de p, a série apresenta
um salto no ponto da intervencao, mas com um retorno gradual ao valor
médio. Para a funcao degrau, quando p = 0,00 ou 0,50, ha um salto repentino
no tempo da intervencao, com uma mudanca de nivel, e o restante da série
permanece no novo nivel. Quando p = 0,99, ha uma gradual mudanca de
nivel, e a série leva mais tempo para atingir um novo nivel.

pulse and p=0 step and p=0

0246810

o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100

pulse and p=0.5 step and p=0.5

o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100

pulse and p=0.99 step and p=0.99

50 100 150

02 46 8
I I |

0
1

o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100

Figura 5.2: Exemplos das fung¢oes pulso e degrau para o Modelo 1, com
n =100, =4 e p= 0,00, 0,50 e 0,99. A linha vertical indica o instante da
intervencao, T' = 50, a linha continua indica a série temporal, y;, e a linha
tracejada indica a resposta média ay.
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Modelo 2

O modelo de nivel local com um fator de ganho dinamico (Alves, Gamerman
& Ferreira, 2009) é dado por

yi =+ Ei+e, €& ~ N(0,0?)
pe = p—1 + e, ne~ N(0,07)

Ey = pEy 1 + Bi_114,
Be=081+&, & NN((),Ug)

onde t =1,2,...,n, &, n: e & sao conjuntamente independentes.

Ao contrario do Modelo 1, no Modelo 2 o parametro ; é estocastico e é
obtido dinamicamente através do tempo por alguma lei estocdstica (aqui um
passeio aleatorio).

O Modelo 2 pode ser escrito na forma de espaco de estados com matrizes
dadas por

1 00 100 N
Z,.=[110],R=1|010]|,T 0 p x |,m=1]0 ],
00 1 00 1| &
oz 0 0 0 [ 1
hi=1[02,Q:;=1| 0 0 0 |,di=0,¢,=|0|ea;=| FE
0 0 of 0 | By

Novamente temos aqui um modelo condicionalmente linear pois se p for
conhecido, trata-se de um MEE conforme descrito em (2.3)-(2.4).

A Figura 5.3 apresenta algumas séries simuladas sob o Modelo 2. O com-
portamento é muito similar ao do Modelo 1, mas neste caso, o 8 dinamico
causa mais ruido na série. Se uma funcao pulso é usada, o Modelo 2 nao é
adequado pois a série nao fornece informacao para estimar a variagao tem-

poral do ganho ;. Por essa razao, apenas a funcao degrau sera usada no
Modelo 2.

5.3.2 Inferéncia

Esta subsecgao apresenta os métodos de estimacao classico e Bayesiano dos
parametros dos modelos de FT, assim como previsao de valores futuros.



5.3. FUNCAO DE TRANSFERENCIA 77
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Figura 5.3: Exemplos da funcao degrau para o Modelo 2, com n = 100 e
p = 0,00, 0,50 e 0,99. A linha vertical indica o instante da intervencao,
T = 50, a linha continua indica a série, 1, e a linha tracejada indica a

resposta média ay.

Estimacao

A estimacao dos parametros dos Modelos 1 e 2 pode ser feita usando métodos
cléssicos e/ou Bayesianos. Em ambos os casos, o algoritmo do filtro de
Kalman (Kalman, 1960) sera utilizado para estimar os componentes do vetor
de espago de estados, a;, dadas as observagoes Y; = {y1,...,y:}. Na Segao
2.4 foi visto que o estimador linear de a; e sua matriz de variancia sao dados,
respectivamente, por

Ay = E(at|Y;) e Pt = Var(at|Y;).

O filtro de Kalman pode ser usado para calcular o erro de previsao, v, e sua
variancia

vi=y — EW|Yi1) =y — Gip1 e Fi= z;Pt|t71zt + hy,

onde Py = Var(oy|Y;—1).

Assumindo que os erros € e m; sao normalmente distribuidos e o vetor
paramétrico é dado por ¢ = (g1, ..., ) - que inclui os hiperparametros (ou
seja, as variancias dos termos de erros) e também parametros associados
com variaveis exégenas ou componentes nao-observaveis tais como p e (3 -
a fungao de verossimilhanca L(¢;Y;,) pode ser calculada depois de integrar
fora as variaveis do vetor de estados. Para uma série univariada de tamanho
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n, o logaritmo da funcao de verossimilhanga (como definido em 2.13) é dado
por

n

' n IR I~
nLp: ¥o) = in [ [plyl¥ier ) = —5in(2m) = 5 3 SinlFi| =5 3 wiFi

t=1

(5.14)
onde p=4 e ¢ = (02,07, p, )" para o Modelo 1 ou ¢ = (az,ag,ag,p)' para
o Modelo 2.

Para obter estimadores para ¢ usando inferéncia classica, deve-se ma-
ximizar o logaritmo da fungao de verossimilhanga, dado na equagao (5.14),
com respeito a ¢. Como visto na Secao 2.6.1, a fungao de verossimilhanga é
uma func¢ao nao-linear de ¢, portanto o algoritmo de otimizacao BFGS serd
empregado. Inferéncias para os parametros sob a abordagem cldssica serao
feitas usando o bootstrap paramétrico (Efron, 1979), descrito na Se¢ao 3.3(ii).

Neste capitulo, a distribui¢ao a priori uniforme, dada por m(¢) ¢, onde
c € R, é usada para realizar a inferéncia Bayesiana. Espera-se com isso per-
mitir uma comparacao justa com a abordagem classica. Como a distribuigao
a posteriori nao tem uma forma fechada, métodos Markov chain Monte Carlo
(MCMC) sao usados para obter estimativas pontuais e intervalares para os
parametros (ver Gamerman & Lopes (2006) para detalhes). Neste capitulo,
uma versao hibrida do algoritmo de Metropolis-Hastings é adotada, na qual
os componentes de ¢ sao atualizados separadamente, com diferentes densi-
dades de proposigdo. Reis, Salazar & Gamerman (2006) obtém evidéncias
empiricas em favor deste esquema de amostragem frente a outros esquemas

MCMC.
Previsao

A previsao k passos a frente, ,4xn(¢), é obtida pela esperanca condicional
E(Yn+k|Yn, ), como visto na Segao 2.7.

Na abordagem cléssica, as fungoes de previsao para os Modelos 1 e 2 sao
dadas, respectivamente, por

k
Kol = 2+ 54 4 B3 F
=1

gr(zc—&)—k\n =al + P+ e,
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onde a,({‘ ) ¢ a estimativa do componente fi;, af é é a estimativa do compo-

nente F; e aﬁlﬁ ) ¢ a estimativa do componente (,, usando o vetor de maxima
verossimilhanca ¢ = (62,67, p, 3) para o Modelo 1 ¢ ¢ = (62, 67,6%,p) para
o Modelo 2.

Um intervalo de confianga bootstrap percentilico de nivel 100(1—x)% para

Ynik € dado por

i (15/2)  ~#(1—k/2)

n+k ’yn+l<: )
onde g;j(f,i é o B(k)-ésimo valor ordenado da replicagdo bootstrap para a pre-
visao. Neste trabalho, a previsao bootstrap é calculada baseada no trabalho
de Thombs & Schuncany (1990). Alguns trabalhos que realizam intervalos
de previsao bootstrap em modelos de espaco de estados sao os de Rodriguez
& Ruiz (2009) e Wall & Stoffer (2002).

Na abordagem Bayesiana, a funcao de previsao é dada pela média da
distribuigao preditiva de y,.x|Y, e é denotada por gfﬁk, como definido na
Secao 2.7.

Um intervalo de credibilidade de 100(1 — k)% para y,,,x é dado por

ls
/p(yn%\Yn)dYn =1-k.
li

Os limites [7 e s podem ser obtidos aproximadamente por MCMC e os
passos do algoritmo sao descritos abaixo, uma vez que uma amostra de 1)
..., 9™ ¢ obtida de 7(4|Y,,) para cada j com j =1,...,m.

Algoritmo 5.1: Caélculo do intervalo de credibilidade para 1, 5

gere oV da distribuicdo p(au, |1, Y;,), obtido através do filtro de Kalman

gere aiﬁk da distribuicao de p(an+k|aqgj), ¥)Y,,), obtido pela equacio

(2.15)
calcule y,,(flk =z, +,€afﬁk + eff}rk, onde efj}rk ¢ gerado de uma distribuigao

s 7 N . 2(9

Normal com média zero e variancia o; ()
ordene os valores de (1) (m)
Yptis s Y

calcule os percentis 100(x/2) e 100(1 — £/2) como os limites inferior e

superior do intervalo, respectivamente.




80CAPITULO 5. MODELOS DE ESPACO DE ESTADOS NAO-LINEARES

5.4 Estudos de simulacao

Os procedimentos descritos na Secao 5.3 sao agora investigados através de
experimentos Monte Carlo (MC), implementados na linguagem Ox (Doornik,
1999). Séries com intervengoes pulso e degrau para o modelo de nivel local
foram simuladas, baseadas no Modelo 1 e Modelo 2 (neste, s6 intervengao
do tipo degrau). O desempenho do estimador de maxima verossimilhanga
(MLE) e dos estimadores de Bayes - média (Mean), mediana (Med) e moda
(Mode), assim como da técnica bootstrap (Boot), foi avaliado para séries de
tamanho n = 100 e p = 0,00, 0,50 e 0,99. Em todos os casos, o2 = 1,00,
o7 = 0,10, 0 = 0,50 (para o Modelo 2) e # = 4 (para o Modelo 1). Para
os estimadores de Bayes, duas cadeias com 2000 amostras foram geradas das
quais as 1000 primeiras foram excluidas. Os ntumeros de MC e bootstrap
foram ambos fixados em 500. O nivel e a probabilidade dos intervalos de
confianca e de credibilidade, respectivamente, foram fixados em 0,95.

5.4.1 Modelo 1

As Figuras 5.4 a 5.9 apresentam o vicio e o EQM das 500 replicagoes MC
para o Modelo 1 com fungoes pulso e degrau.

Para a fungao pulso (Figuras 5.4, 5.5 e 5.6), a primeira conclusao que pode
ser obtida é que p é sempre subestimado, exceto no caso p = 0,00. Se p é
grande (p = 0,99), o melhor estimador é a moda, com vicio e EQM pequenos,
mas para p = 0,50 os melhores estimadores sao a mediana e média e para
p = 0,00 o melhor é o EMV. Os outros parametros apresentam desempenho
satisfatério para todos os métodos. Os melhores estimadores para og Sa0 a
média e a moda, independente do valor de p. Para 2, todos os procedimentos
apresentam o mesmo comportamento. No caso do parametro 3, se p é grande,
todos os procedimentos mostram aproximadamente o mesmo desempenho,
mas a média e mediana sao ligeiramente melhores para p = 0,50 e 0,00. Com
respeito ao bootstrap, pode-se ver que ele reproduz bem o comportamento do
EMV, o que permite a essa técnica ser usada na abordagem classica para
construir os intervalos de confianga para os parametros.

Para a funcdo degrau (Figuras 5.7, 5.8 e 5.9), p ¢ subestimado nos casos
em que p = 0,99 e p = 0,50 pelos estimadores Bayesianos. Todos os pro-
cedimentos mostram um excelente desempenho para estimar p quando esse
parametro assume um valor grande, mas para p = 0,50 e 0,00, o EMV e a
moda a posteriori sao um pouco melhores. Os desempenhos dos métodos
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Figura 5.4: Méxima verossimilhanca, bootstrap e estimacao Bayesiana para
o Modelo 1 com fungao pulso e p = 0,99. As linhas horizontal e vertical (o
comprimento da linha) indicam o vicio e a raiz quadrada do EQM,

respectivamente.
p = 0.50 B=4.0
o~ w2
= e
-
3
=

- =
s
=
F B

N =
pac = T
=
T T T T T T T T T T T

MLE Boot Med Mean Mode MLE Boot Med Mean Mode
cZ=1.0 o =o0.1

S S
=2 =
s g
= =
S S
= =1
=
= s |
s s
g s

MLE Boot Med Mean Mode MLE Boot Med Mean Mode

Figura 5.5: Maxima verossimilhanca, bootstrap e estimacao Bayesiana para
0 Modelo 1 com fungao pulso e p = 0,50. As linhas horizontal e vertical (o
comprimento da linha) indicam o vicio e a raiz quadrada do EQM,
respectivamente.
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para estimar os outros parametros com a fungao degrau sao muito similares
a fungao pulso, exceto no caso p = 0,99. Parece que, neste caso, o EMV
nao é capaz de estimar o7, 07 e f muito precisamente, apresentando vicio e
EQM maiores que os estimadores Bayesianos. Novamente, o comportamento
do bootstrap ¢ muito similar ao do EMV.

As Tabelas 5.1 e 5.2 apresentam os intervalos de confianga bootstrap e de
credibilidade para o Modelo 1 com fungoes pulso e degrau, respectivamente.
Nessas tabelas, além dos estimadores, a previsao um passo a frente é também
incluida. Quando p = 0,99, para todos os parametros considerados, ambos
intervalos tém taxas de cobertura bem préximas do nivel nominal 0,95, exceto
o intervalo de confianca bootstrap para p. Por outro lado, o desempenho do
intervalo de credibilidade para a funcao degrau é bem melhor que o intervalo
bootstrap, exceto para previsao um passo a frente, onde ambos estao longe
do nivel de 0,95 assumido. Se p = 0,50 ou 0,00, para fungoes pulso e degrau,
ambos intervalos mostram aproximadamente o mesmo comportamento para
todos os parametros, com taxa de cobertura proxima de 0,95. As unicas
excecoes sao o intervalo bootstrap para 072,, o qual ¢ ligeiramente pior do que
o intervalo de credibilidade, e os intervalos para p na fun¢ao degrau, onde
ambos os métodos apresentam taxas de cobertura abaixo de 0,90. Deve-
se ressaltar que os intervalos para p = 0,00 nao sao construidos, pois os
intervalos nao cobrem o valor verdadeiro deste parametro, estando no limite
do espacgo paramétrico.

5.4.2 Modelo 2

As Figuras 5.10, 5.11 e 5.12 apresentam o vicio e o EQM sobre as 500
replicagoes MC para o Modelo 2. Como foi explicado na Secao 5.3, neste
caso o modelo nao é capaz de estimar a influéncia da funcao pulso. Portanto,
apenas os resultados para fungao degrau sao apresentados abaixo.

Pode-se notar que, em geral, o EMV e a moda a posteriori sao ligeira-
mente melhores que os outros procedimentos para estimar todos os parametros,
com vicio e EQM menores. Mais uma vez, p é subestimado, exceto para
p = 0,00.

Na Tabela 5.3 estao os resultados para os intervalos bootstrap e de cre-
dibilidade com funcao degrau. Como no Modelo 1 com funcao degrau, o
desempenho do intervalo de credibilidade é novamente melhor do que o do
intervalo bootstrap, no caso p = 0,99. Se p = 0,50 ou 0,00, o intervalo de
credibilidade mostra, em geral, taxas de cobertura mais proximas de 0,95,
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Figura 5.6: Méxima verossimilhanca, bootstrap e estimacao Bayesiana para
o Modelo 1 com funcao pulso e p = 0,00. As linhas horizontal e vertical

indicam o vicio e a raiz quadrada do EQM, respectivamente.
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Figura 5.7: Maxima verossimilhanca, bootstrap e estimacao Bayesiana para
o Modelo 1 com funcao degrau e p = 0,99. As linhas horizontal e vertical

indicam o vicio e a raiz quadrada do EQM, respectivamente.
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Figura 5.8: Méaxima verossimilhanca, bootstrap e estimacao Bayesiana para
o Modelo 1 com fungao degrau e p = 0,50. As linhas horizontal e vertical (o
comprimento da linha) indicam o vicio e a raiz quadrada do EQM,
respectivamente.
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Figura 5.9: Maxima verossimilhanca, bootstrap e estimacao Bayesiana para
o Modelo 1 com fun¢ao degrau e p = 0,00. As linhas horizontal e vertical (o
comprimento da linha) indicam o vicio e a raiz quadrada do EQM,
respectivamente.
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Figura 5.10: Maxima verossimilhanca, bootstrap e estimacao Bayesiana para
o Modelo 2 com funcao degrau e p = 0,99. As linhas horizontal e vertical (o
comprimento da linha) indicam o vicio e a raiz quadrada do EQM,

respectivamente.
p = 0.50 o = 0.5
I MLE BC‘)Ot M‘ed Me‘an MC‘)de = MLE Bc;ot M‘ed Me‘an Mc;de
cZ=1.0 o =o0.1

T T T T T T T T
MLE Boot Med Mean Mode MLE Boot Med Mean Mode

Figura 5.11: Maxima verossimilhanca, bootstrap e estimacao Bayesiana para
o Modelo 2 com fun¢ao degrau e p = 0,50. As linhas horizontal e vertical (o
comprimento da linha) indicam o vicio e a raiz quadrada do EQM,
respectivamente.
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Tabela 5.1: Intervalos de confianga e de credibilidade para o Modelo 1 com
funcao pulso.

valor Intervalo de Confianca Intervalo de Credibilidade

verdadeiro limites médios amp cob limites médios amp cob
p 0,99 [0,177; 0,983] 0,806 0,87 [0,536; 0,994] 0,458 0,95
B 4,00 [2,167; 5,681] 3,514 0,91 [1,921; 5,845] 3,924 0,97
a2 1,00 [0,687; 1,371] 0,684 0,94 [0,683; 1,427] 0,744 0,95
072] 0,10 [0,007; 0,256] 0,249 0,93 [0,043; 0,449] 0,406 0,93
Yn+1 [0,221; 4,590] 4,369 0,93 [0,013; 4,275] 4,262 0,93
p 0,50 [0,011; 0,757] 0,746 0,91 [0,040; 0,724] 0,684 0,89
B 4,00 [1,985; 6,144] 4,159 0,92 [1,724; 6,197] 4,473 0,96
a? 1,00 [0,668; 1,328] 0,660 0,93 [0,700; 1,445] 0,745 0,95
0727 0,10 [0,011; 0,213] 0,202 0,87 [0,046; 0,390] 0,344 0,94
Yn+1 [-2,179; 1,960] 4,139 0,92 [-2,427; 2,024] 4,451 0,95

o 0,00 - - - - - -
B 4,00 [1,944; 6,148] 4,204 0,94 [1,802; 6,231] 4,429 0,96
o2 1,00 [0,663; 1,326] 0,663 0,93 [0,702; 1,441] 0,739 0,95
O'% 0,10 [0,015; 0,221] 0,206 0,90 [0,046; 0,377] 0,331 0,94
Yn+1 [-2,149; 1,944] 4,093 0,92 [-2,424; 2,025] 4,449 0,95

Obs.: amp é a amplitude média e cob é a cobertura média. Nao hd um udnico valor verdadeiro para
Yn+1, j& que cada série tem o seu proéprio valor yp41.

exceto para ag, onde o intervalo bootstrap ¢ melhor. Novamente, os intervalos
para p = 0,00 nao sao construidos.

5.5 Aplicacao a séries reais

Nesta se¢ao, a metodologia anteriormente descrita é aplicada a duas séries
temporais reais. A primeira é o Indice de Pre¢o ao Consumidor Amplo
(IPCA) na cidade de Belo Horizonte, no periodo de julho de 1997 a junho de
2008. Essa série parece ter uma intervencao pulso em torno de outubro de
2002. A segunda série é o retorno da BOVESPA (mercado de agoes de Sao
Paulo), no periodo de janeiro de 1991 a agosto de 2008. Para essa série, a
intervengao tem a forma de funcao degrau, apresentando um salto em torno
da metade de 1994. Para as estimativas Bayesianas sao consideradas duas
cadeias com 2000 valores das quais os 1000 primeiros valores sao excluidos.
As cadeias sao inicializadas de pontos diferentes.

5.5.1 Série IPCA

A série IPCA, ja descrita na Secao 2.2, parece apresentar um comportamento
de um Modelo de Nivel Local (MNL), com uma intervengao em torno de
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Tabela 5.2: Intervalos de confianga e de credibilidade para o Modelo 1 com
funcao degrau.

valor Intervalo de Confianca Intervalo de Credibilidade
verdadeiro | limites médios amp cob limites médios amp cob
p 0,99 [0,988; 0,998] 0,010 0,75 [0,987; 0,992] 0,005 0,88
B 4,00 [3,165; 4,169] 1,004 0,78 [3,726; 4,257] 0,531 0,90
o2 1,00 [0,027; 1,255] 1,228 0,79 [0,688; 1,434] 0,746 0,94
O’% 0,10 [0,201; 2,238] 2,037 0,81 [0,035; 0,443] 0,407 0,95
Yn+1 [155,64; 160,35] 4,71 0,51 | [155,45; 159,83] 4,38 0,38
p 0,50 [0,139; 0,655] 0,516 0,89 [0,090; 0,601] 0,511 0,81
B 4,00 [2,839; 6,330] 3,491 0,92 [2,964; 6,634] 3,670 0,91
o? 1,00 [0,695; 1,365] 0,670 0,94 [0,692; 1,441] 0,749 0,96
072] 0,10 [0,005; 0,187] 0,182 0,80 [0,046; 0,436] 0,390 0,94
Yn+1 [5,761; 10,052] 4,291 0,93 [5,536; 9,819] 4,283 0,94
P 0,00 - - - - - -
B 4,00 [2,135; 5,329] 3,194 0,94 [0,729; 5,465] 4,736 0,95
a? 1,00 [0,686; 1,360] 0,674 0,93 [0,697; 1,434] 0,737 0,95
O’% 0,10 [0,007; 0,201] 0,194 0,84 [0,046; 0,395] 0,349 0,93
Yn+1 [1,792; 5,977] 4,185 0,92 [1,543; 5,816] 4,273 0,94

Obs.: amp é a amplitude média e cob é a cobertura média. Nao hd um udnico valor verdadeiro para
Yn+1, j& que cada série tem o seu proprio valor Yy 1.

outubro de 2002. E importante ressaltar que, no final do ano de 2002, Luis
Inacio Lula da Silva foi eleito presidente do Brasil, o que pode ter afetado o
indice de pregos.

Como a intervengao ¢ da forma pulso, o Modelo 1 sera utilizado. Da
Tabela 5.4 verifica-se que o Modelo 1, em ambas estimacoes classica e Bayesia-
na, apresenta menor AIC do que o MNL puro, justificando a inclusao da in-
tervencao no modelo. A Figura 5.13 apresenta a série IPCA juntamente com
a resposta média estimada pelo Modelo 1 utilizando as abordagens classica e
Bayesiana. O grafico mostra que este modelo acompanha bem o comporta-
mento da série, conseguindo captar a quebra estrutural presente na mesma.
A previsao um passo a frente foi calculada para julho de 2008. O valor ver-
dadeiro ¢ 0,35, e pode ser visto que a predicao Bayesiana é mais proxima
do valor verdadeiro que a classica, com menor amplitude do intervalo. Na
estimacao Bayesiana, os valores referentes ao critério de convergéncia de Gel-
man e Rubin (Gelman, 1996) sdo préximos da unidade, indicando a con-
vergéncia das cadeias.

Estimativas para os parametros sao mostradas na Tabela 5.5. Parece
que o termo de nivel u; é constante no tempo, ja que os intervalos para ag
estao bem concentrados em torno de zero. O valor mais provavel de p, que
mede o efeito da persisténcia da intervencao, é 0,80. Ja a estimativa de 3
esta em torno de 1,97, que corresponde a magnitude do salto da intervencao,
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Figura 5.12: Maxima verossimilhanca, bootstrap e estimacgao Bayesiana para
o Modelo 2 com fun¢ao degrau e p = 0,00. As linhas horizontal e vertical (o
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Figura 5.13: A linha continua indica a série do IPCA, y,, e as linhas
pontilhada e tracejada indicam as estimativas da resposta média do Modelo
1, segundo as abordagens Bayesiana e classica, respectivamente.
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Tabela 5.3: Intervalos de confianga e de credibilidade para o Modelo 2

valor Intervalos de Confianca Intervalos de Credibilidade
verdadeiro | limites médios amp cob limites médios amp cob
p 0,99 [0,671; 0,998] 0,327 0,98 [0,887;0,997] 0,110 0,96
o? 0,50 [0,128; 1,243] 1,115 0,99 [0,255; 1,815] 1,125 0,93
cré 1,00 [0,656; 1,407] 0,751 0,96 [0,604; 1,436] 0,832 0,97
072] 0,10 [0,001; 0,280] 0,279 0,74 [0,032; 0,722] 0,690 0,95
Yn+t1 [-27,19; -22,71] 4,48 0,27 | [-29,49; -20,53] 6,956 0,81
p 0,50 [0,001; 0,608] 0,607 0,67 [0,103; 0,613] 0,510 0,81
o? 0,50 [0,169; 2,058] 1,889 0,93 [0,240; 2,174] 1,934 0,90
Oé 1,00 [0,562; 1,343] 0,781 0,90 [0,559; 1,420] 0,861 0,95
a% 0,10 [0,003; 0,309] 0,306 0,85 [0,041; 0,762] 0,721 0,92
Yn+1 [-3,434; 0,855] 4,289 0,77 [-3,258; 2,660] 5,920 0,84
p 0,00 - - - - - -
o? 0,50 [0,052; 1,141] 1,089 0,92 [0,102; 1,526] 1,424 0,97
oé 1,00 [0,636; 1,417] 0,781 0,93 [0,623; 1,471] 0,848 0,97
U% 0,10 [0,003; 0,270] 0,267 0,85 [0,037; 0,588] 0,551 0,93
Yn+1 [-2,759; 1,368] 4,127 0,79 [-2,662; 3,329] 5,991 0,87

Obs.: amp é a amplitude média e cob é a cobertura média. Nao ha um tnico valor verdadeiro para

compativel com uma inspecao visual.

Yn+1, j& que cada série tem o seu proprio valor yy+1.

Tabela 5.4: AIC e previsao um passo a frente para a série IPCA.

Modelos

AIC Previsao (valor verdadeiro=0,350)

Int. Previsao

MNL Cléssico
MNL Bayesiano
Modelo 1 Cléassico

Modelo 1 Bayesiano

212,650
212,600
198,050
198,101

0,320
0,330
0,419
0,349

[-0,508; 1,456]
0,302;

[_
[-0,407;
[_

0,443;

0,962
1,442
1,430

]
]
]

5.5.2 Série IBOVESPA

A série IBOVESPA ¢é uma série mensal do retorno do mercado de agoes de
Sao Paulo, no periodo de janeiro de 1991 a agosto de 2008. Essa série é
composta de 212 observacoes mensais e parece seguir um MNL com um com-
ponente de intervencao da forma degrau, como observado na série formada
pela linha continua na Figura 5.14. A série possui valores acima de zero até
a metade de 1994 e proximos de zero apds esse periodo. Uma razao para
tal comportamento é a introducao do Plano Real que mudou a moeda no
Brasil, implementado em julho de 1994. A fim de comparar os procedimen-
tos, o MNL e os Modelos 1 e 2 com uma intervencao da forma degrau foram

ajustados a série IBOVESPA.
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Tabela 5.5: Ajuste do Modelo 1 a série IPCA.

Inferéncia Classica Inferéncia Bayesiana
EMV Intervalo Moda Intervalo
p 0,797 [0,030; 0,883] 0,801 [0,558; 0,884]
B 1,975 [1,411; 2,888] 1,968 [0,851; 2,685]
o? 0,225 [0,167; 0,277 0,222 [0,168; 0,298]
072] 5,88x 10712 [2,13x10718; 1,63x1073] | 3,52x107° [2,88 x 1075; 2,52 x 1072

Tabela 5.6: AIC e previsao um passo a frente para a série IBOVESPA.

Modelos AIC previsao (valor verdadeiro=-0,064) Intervalo previsao
MNL Cléssico -174,389 -0,020 [-0,291; 0,229]
MNL Bayesiano -174,042 -0,009 [-0,314; 0,294]
Modelo 1 Cléssico  -212,488 0,020 [-0,255; 0,296]
Modelo 1 Bayesiano -212,050 0,003 [-0,229; 0,348]
Modelo 2 Cléssico  -255,019 0,010 [-0,291; 0,306]
Modelo 2 Bayesiano -255,009 -0,016 [-0,342; 0,287]

A Tabela 5.6 mostra o AIC e a previsao um passo a frente usando os
tres modelos mencionados acima. Pode-se ver que o Modelo 2, em ambas
abordagens classica e Bayesiana, apresenta um menor AIC do que o MNL e
o Modelo 1. Novamente, os valores referentes ao critério de convergéncia de
Gelman e Rubin (Gelman, 1996) para as 2 cadeias de cada parametro estao
proximos da unidade, indicando a convergéencia das mesmas. Na Figura 5.14
pode-se observar que a resposta média do Modelo 2, tanto classico quanto
Bayesiano, consegue acompanhar o comportamento da série, captando bem o
instante e a forma da quebra. O procedimento Bayesiano possui a vantagem
de fornecer, para esta série, uma previsao um passo a frente mais proxima
do valor real do que o procedimento classico, porém a amplitude do intervalo
¢ maior. As estimativas dos parametros sao mostradas na Tabela 5.7. Mais
uma vez, parece que o termo de nivel yu; é constante no tempo, como pode
ser verificado pelos intervalos para a%. O valor de p é muito pequeno neste
caso, o que significa que o modelo nao guarda uma memoéria dos instantes
anteriores.
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Figura 5.14: A linha continua indica a série do retorno do IBOVESPA | y,, e
as linhas pontilhada e tracejada indicam as respostas médias do Modelo 2
Classico e do Modelo 2 Bayesiano, respectivamente.

Tabela 5.7: Ajuste do Modelo 2 a série IBOVESPA.

Inferéncia Classica Inferéncia Bayesiana
EMV Intervalo Moda Intervalo
1) 0 [0; 0,022] 0,002 [0,001; 0,184]
ag 0,079 [0,042; 0,123] 0,090 [0,046; 0,164]
lop 0,010 [0,010; 0,012] 0,010 [0,008; 0,013]
ol | 2,30x107"*  [3,69x10%'; 3,23x107°] | 1,086x107% [1,815x1077; 2,427x10™*]




Capitulo 6

Modelos de Espacos de Estados
Nao-(zaussianos

Na literatura estatistica, ha varios modelos que sao construidos baseados nas
suposicoes de normalidade, homoscedasticidade e independéncia dos erros,
porém nem sempre é possivel satisfazer essas suposi¢oes. Como foi visto ao
longo desse texto, a hipdtese de independéncia dos erros é raramente satisfeita
em andlise de séries temporais. Entretanto, a suposi¢ao de normalidade tem
sido central as principais abordagens existentes para tratamento de séries
temporais.

A modelagem via espaco de estados, que é o tema abordado neste tra-
balho, também segue esse padrao. Assim sendo, tudo o que foi apresentado
até agora nesse texto foi feito sob a suposicao de normalidade. Nesse capitulo,
serao apresentadas algumas possibilidades para o tratamento de séries tem-
porais que extrapolam essa restricao.

O ponto de partida para essa extensao é o artigo de Nelder & Wedder-
burn (1972), que propos a familia por eles denominada de modelos lineares
generalizados (MLG), unificando varios modelos entao existentes de forma
isolada em uma classe. A idéia béasica desses modelos consiste em abrir o
leque de opgoes para a distribuicao da variavel-resposta, permitindo que a
mesma pertenca a familia exponencial de distribuigoes, o que inclusive traz
um ganho na questao de interpretagao do modelo. A funcao de ligacao dos
dados faz o papel de relacionar a média dos dados ao preditor linear, segundo
Nelder & Wedderburn (1972) e Dobson (2002).

H& varios trabalhos na literatura propondo modelos que levam em con-
sideracao a correlacao das observacgoes e o fato da série temporal ser nao-
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Gaussiana. Trabalhos abordando esse tépico incluem Cox (1981), Kaufmann
(1987), Kitagawa (1987), Shephard & Pitt (1997), Smith & Miller (1986),
Harvey & Fernandes (1989) e Durbin & Koopman (2000), entre outros. Uma
estrutura mais geral, denominada por Modelos Lineares Dinamicos General-
izados (MLDG), foi proposta por West, Harrison & Migon (1985), desper-
tando imenso interesse devido a grande aplicabilidade dos mesmos em diver-
sas areas do conhecimento. Prova disso é o grande ntimero de trabalhos pu-
blicados sobre esses modelos, como por exemplo Gamerman & West (1987),
Grunwald, Raftery & Guttorp (1993), Fahrmeir (1987), Fruhwirth-Schnatter
(1994), Lindsey & Lambert (1995), Gamerman (1991, 1998), Chiogna &
Gaetan (2002), Hemming & Shaw (2002) e Godolphin & Triantafyllopoulos
(2006).

Esse capitulo serd iniciado por uma secao fazendo uma breve descrigao
dos Modelos Lineares Dinamicos Generalizados e algumas das abordagens
propostas para sua inferéncia. Esses modelos descrevem a série temporal
de acordo com um MEE com a diferenca que a equacao das observacoes
prescinde da normalidade, sendo substituida por uma especificagao na familia
exponencial e uma funcao de ligagao. Com isso, todos as componentes sao
assumidas dinamicas, incluindo as componentes de tendéncia e de efeito de
variaveis explicativas.

O problema com essa classe de modelos é que a tratabilidade analitica
¢ facilmente perdida, mesmo para componentes muito simples. Assim, a
verossimilhanca preditiva, que é fundamental para o processo de inferéncia,
pode apenas ser obtida de forma aproximada. Uma particularizacao desses
modelos assume que apenas a tendéncia esta flutuando e os efeitos das co-
variaveis sao fixos ao longo do tempo. Para esses casos, existe uma classe
bastante ampla de modelos que permite o calculo exato da verossimilhanca
preditiva.

Assim, o objetivo principal deste capitulo é propor na sua segunda se¢ao
a familia Gama de modelos dinamicos, onde essa tratabilidade analitica é
obtida. Essa familia é obtida a partir de uma generalizacao de um resultado
de Smith & Miller (1986). Esses autores propuseram um modelo dinamico
para séries temporais com dados exponenciais e transformacgoes um-a-um
dessas séries. Eles propuseram uma equacao de evolucao exata para qualquer
série temporal com distribuicao pertencente a essa familia, possibilitando
assim a integracao analitica dos estados e a obtencao da verossimilhanca
preditiva.

A familia Gama de modelos dinamicos serd apresentada na Secao 6.2.
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Seus principais resultados tedricos serao fornecidos bem como sera descrita
a forma de fazer inferéncia. Novamente, a abordagem cléssica, utilizando
o estimador de maxima verossimilhanca (EMV), e a abordagem Bayesiana,
utilizando métodos MCMC para obter os estimadores Bayesianos (EB), sdo
consideradas no processo de inferéncia. Além disso, os intervalos de confianca
assintotico e de credibilidade sao construidos para os parametros. A seguir,
na Secao 6.3 serao apresentados casos particulares de interesse dentro dessa
familia. A Secao 6.4 trata da comparacao dos pontos de vista classico e
Bayesiano através de exercicios de simulacao. O capitulo é concluido com
uma aplicacao a dados reais.

6.1 Modelos Lineares Dinamicos Generaliza-
dos

Essa classe de modelos foi introduzida por West, Harrison & Migon (1985)
e consiste numa extensao direta do MEE dado em (2.3)-(2.4) ao permitir
especificagoes mais gerais para a distribuicao das observacoes da série, as-
sumida pertencer a familia exponencial de distribui¢oes. A outra novidade
aqui com relacao a especificacao do Capitulo 2 é a presenca de uma funcao
de ligagao para estabelecer a conexao entre as equagoes das observagoes e dos
estados. Mais especificamente, diz-se que uma série temporal y; é descrita
por um Modelo Linear Dinamico Generalizado (MDLG) se segue

p(ysl0:, ) = alys, &) exp{d[iy; — b(0)]}  onde p; = E(y:|0;), (6.1)
9(m) = zou+dy, (6.2)
o, = Ty +c+Rm, 1~ N(0,Qy), (6.3)

onde o suporte de variagao de 3; nao depende de 6;, 1, é um vetor de ruidos
serialmente nao-correlacionados, cuja matriz de covariancias é dada por Q;
e a; é o vetor de estados, para t = 1,2,...,n. Assume-se também que 7
sejam independentes entre si com média 0, para t = 1,2, ...,n. Novamente,
as matrizes z;, Ty e R; sao conhecidas como matrizes do sistema e assumidas
deterministicas e conhecidas e os termos d; e ¢; sao covariaveis que podem
ser inseridas nas equacoes das observacoes e de transicao, respectivamente.
O modelo é completado com a especificac¢ao inicial ag ~ N(ay, Po).

Note que a equacao de observacao depende do parametro canonico 6, e
do parametro de dispersao ¢, aqui assumido constante ao longo do tempo.
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Os hiperparametros do modelo (6.1)-(6.3) sao dados pela dispersao ¢ e pelas
componentes desconhecidas em Q;.

As principais distribuicoes usadas na Estatistica pertencem a familia ex-
ponencial de distribuicoes. E um simples exercicio de acomodagao de valores
das funcoes a e b mostrar que a Poisson, binomial, Gama e Normal pertencem
a essa familia. Importantes distribui¢oes nao incluidas na familia exponencial
sao a uniforme e a t-Student.

Resultados sobre conjugacao dos parametros canonicos foram entao uti-
lizados por West, Harrison & Migon (1985) para propor formas aproximadas
para um procedimento sequencial de inferéncia supondo conhecidos os hiper-
parametros 1. Com isso, as distribuicoes preditivas podem ser obtidas e
seu produto fornece a verossimilhanca preditiva para os hiperparametros.
Inferéncia tanto sob a dtica classica quanto Bayesiana pode ser realizada.
Entretanto, nao é do conhecimento dos autores nenhum exercicio desse tipo
na literatura. Vale ressaltar que essa verossimilhanca s6 pode ser obtida a
partir de uma aproximacao do ciclo de inferéncia. Esse fato talvez ajude
a explicar essa lacuna na literatura. Na secao seguinte, serd apresentada
uma classe relativamente ampla de modelos dinamicos onde também nao se
assume normalidade dos dados, mas a verossimilhanca preditiva pode ser
obtida de forma exata.

A maioria dos trabalhos na area seguiu preferencialmente dois caminhos.
No primeiro deles, optou-se por assumir hiperparametros conhecidos ou es-
timados por algum procedimento ad-hoc, como uso de fatores de desconto.
Essa foi a abordagem original de West, Harrison & Migon (1985) mas também
foi utilizada por outros autores como Singh & Roberts (1992) e Fahrmeir &
Wagenpfeil (1997). O segundo caminho foi tratar todos os parametros de es-
tados e hiperparametros conjuntamente e aproximar a distribuicao a posteri-
ori conjunta através de amostras obtidas via algum algoritmo de simulagao.
Existem intimeras formas de fazer isso: Shephard & Pitt (1997), Gamerman
(1998) e Knorr-Held (1999) usaram MCMC com diferentes estratégias de
formulacao de propostas ao passo que Durbin & Koopman (2000) usaram
simulacao Monte Carlo via reamostragem por importancia.

6.2 Familia Gama de modelos dinamicos

Smith & Miller (1986) e Harvey & Fernandes (1989) apresentaram casos par-
ticulares de modelos dinamicos de resposta nao-Gaussiana. Neste trabalho,
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a partir desses casos é feita uma generalizacao, isto é, uma familia mais
ampla - que os engloba - é introduzida, denominada familia Gama de mode-
los dinamicos (FGMD). Uma vantagem desses modelos frente aos MLDG é
que a equagao de evolugao é exata e nao aproximada. Por outro lado, uma
desvantagem é que é complicado inserir outros componentes estocasticos no
mesmo, como por exemplo, os componentes de tendéncia e sazonalidade.
Entretanto, o efeito de componentes deterministicos podem ser captados no
modelo através de covariaveis.

6.2.1 Definicao

De uma maneira geral, define-se que uma variavel aleatoria Y possui uma dis-
tribuicao na familia Gama (FG) de distribuicoes, se a sua densidade/funcao
de probabilidade é escrita na forma:

Pyl @) = aly, o)’ @?) exp(—pc(y, @), (6.4)

onde y € H(p) C Re 0, caso contrario. As funcoes a(-,-), b(-,+), c(+,-) e H(+)
sao tais que p(y|p, ¢) > 0 e que a integral de Lebesgue [ p(y|u, p)dy = 1.
Caso b(y, ) = b(e) ou c(y,¢) = c(p) e H(p) seja uma fungao constante
(que nao dependa de ¢), a familia gama de distribui¢oes torna-se um caso
especial da familia exponencial de distribuigoes.

A FGMD sera definida da seguinte forma:

1. a funcao de ligacao g relaciona o preditor com o parametro p; através
da relagao py = A\ig(y, 3), onde x; é um vetor de covaridveis, 3 contém
coeficientes de regressdo (um dos componentes de @) e \; é o parametro
responsavel pela descricao do nivel dinamico. Se o preditor for linear

entdo, g(z;, B) = g(z;, B).

2. A dinamica do nivel \; é dada pela equacao de evolucao A\, = w1\,
onde ¢ ~ Beta (wa;_1, (1 —w)a;_1), isto é,

At
At-1

w | Adi—1 ~ Beta (way—1, (1 —w)a;_1);

3. A dinamica do nivel é inicializada com a especificagao inicial a pri-
ori A\o|Yy ~ Gama(ag,by). Logo, usando a propriedade de escala da
distribuigao Gama, po|Yy ~ Gama(ag, bo[g(zs, )] 7).
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Uma das especificagoes mais comuns para a ligacao g é a funcao logaritmica.
E interessante destacar que, nesse caso, € obtida a equacao de evolucao
In(A\) = In(M—1) + ¢, onde ¢ = In(¢;/w) € R. Essa equacao ¢é similar a
usual equacao de evolucao dada por um passeio aleatério, como no MNL. w
varia entre 0 e 1 e também compoe . Como sera visto a seguir, w cumpre
a funcao de aumentar multiplicativamente a variancia devido a passagem do
tempo. Assim, ele desempenha um papel similar ao das variancias do sistema
e idéntico ao dos fatores de desconto, usados na abordagem Bayesiana para
substituir essas variancias.

Em geral, deseja-se modelar a variancia ou a média dessa distribuicao,
que sera funcao de alguns parametros invariantes no tempo e do parametro

de escala fir, isto &, E(yl s, ) = f(pir, p).

Teorema 1. Se o modelo estd definido na forma descrita na equagao (6.4),
os seguintes resultados podem ser obtidos, parat =1,...,n

1. a distribuigdo a priori \|Y;—1 segue uma distribuicao Gama(am,l,
bt|t—1)7 onde

CLt|t_1 = wWat—1, (65)

bt|t—1 = wbt_l, (66)
comO<w<1.

2. a distribuigao a priori u|Y; 1 é Gama(a b;‘lt_l), onde

*

tt—10
* p—

Qg1 = Wag-1,

:\tfl = wh_1[g(x, B)] 7.

3. A distribuicao a posteriori de p;|Y; é Gama (ay,b;), onde

*

a; = a1+ by, o), (6.9)

by = by +cly, ) (6.10)
4. N = pelg(ze, B)]) 1Y, tem também distribuicao Gama(ay,b;), onde
ap = -1+ b(y, p), (6.11)

by = by—1 + c(yr, p)g(xe, B). (6.12)
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5. A funcao de densidade preditiva é dada por

F(b(yt’ CP) + a:‘j\tfl)a’(yta SO)(b;]t,l)a:lt_l

* % b ty a* b yt e H(LP)
F(at\t—l)[c(yh 90) + bt|t—1] (@) + t)t—1

(6.13)

p(yt|Y;€—1a ‘P) =

A prova do Teorema 1 pode ser vista em Santos (2009). Fica facil ver a
partir de (6.9)- (6.10) que Var(\|Y;_1) = w™ta;_1 /b7 | = w ' Var(\_1|Yi_1).
Pensando-se em termos da precisdo (inverso da variancia) como medida de
informacao, tem-se que a passagem de t—1 — ¢ implica que apenas 100w% da
informacao ¢é preservada. E exatamente esse o uso de fatores de desconto em
West & Harrison (1997). Esses fatores medem a quantidade de informacao
(medida pela precisao do sistema) preservada com o passar do tempo.

6.2.2 Procedimento de inferéncia

A funcao de log-verossimilhanca é dada por

InL(p;Y,) = In[[;L, p(ye|Yi1, ) = t_Zl Inl(af,_, +b(yr, ) —InL(aj, )+
az, by, +1In(a(y:, p)) — (b(ye, p) + afj,_y) In(c(ys, ) + b5, 1),

(6.14)
onde ¢ é composto por w, 5 e por parametros especificos do modelo e Y,, =
(y1, - - ,yn)'. Na equagao (6.14), as vezes é considerada a soma apenas a

partir do tempo 7, onde 7 é o instante da primeira observacao diferente de
zero, se a distribuicao a priori Gama for nao-informativa, isto é, ag, by — 0.
Observa-se que

p(|Y1) o< p(yr|pa)p(pa|Yo)
X  exp {—M[C(yl, go) + Wbo/g(xt, 6)]} Mf{(yl,QO)erao‘

Se ag,bp — 0, entao  p(u1|Y1) — Gama((b(yi1,¢),c(y1,¢)). Portanto,
se b(y1,) = 0 a distribuicao a posteriori pode ser imprépria. Logo, as
funcoes de densidade preditivas nao estao definidas e, consequentemente, a
funcao de log-verossimilhanga também pode nao estar definida até a primeira
observagao tal que b(y;, ¢) # 0. Uma distribuigdo prépria para p; pode ser
obtida no tempo t = 7, em que 7 é o indice da primeira observacao tal que
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b(ys, ) seja diferente de zero. Ressalta-se que se ag > 0 e by > 0, nao é
necessaria a utilizagao de 7.

O intervalo de confianga assintético para ¢ é construido baseado em
uma aproximagao numérica para a matriz de informacao de Fisher obtida
do préprio método de maximizacao numérica BFGS, utilizado para maxi-
mizar a funcao de log-verossimilhanca com respeito a .

Ja para se fazer inferéncia Bayesiana sobre os parametros do modelo, é
usado o método MCMC do algoritmo de Metropolis-Hastings (Gamerman &
Lopes, 2006) a fim de se obter uma amostra da distribuicao a posteriori do
vetor de parametros ¢, cuja forma é dada por:

m(p|Yn) o< L(e; Yu)7 (), (6.15)

onde L(p;Y,) é a funcdo de verossimilhanca obtida em (6.14) e 7w(p) ¢
a distribuicao a priori para ¢. Neste trabalho, uma distribuicao a prior:
uniforme, dada por 7(¢) o ¢ para todos os valores possiveis de ¢ e 0, caso
contrario, é usada.

Intervalos de credibilidade para ¢;, ¢« = 1,...,p sao construidos como se
segue. Dado um valor 0 < x < 1, todo intervalo (¢;,%,)" satisfazendo

to

/W(%IYn)d%zl—ﬁ

t1

¢ um intervalo de credibilidade para ¢; com nivel 100(1 — x)%.

6.3 Casos particulares da FGMD

Nas proximas subsecoes, serao discutidos alguns casos particulares da familia
Gama de modelos dinamicos tais como os modelos Poisson, Gama, Weibull,
Beta e Normal com média conhecida.

6.3.1 Modelo Poisson

Suponha que uma observacao no tempo t é retirada de uma distribuicao de
Poisson com média u; e funcao de probabilidade

Pl i, ) = 1" exp(—pe) [y (6.16)
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onde y; = 0,1,... e iy = Mg(xy,3). Esse modelo pertence a familia Gama
de modelos dinamicos em que a(y;, @) = (y:))7%, b(ys, ) = yi € c(ys, 0) = 1.
Logo, ¢ = (w, B)".

A distribuigao a priori é a mesma do Teorema 1. Com as fungoes b(-, -)
e c(+,-) identificadas, utilizando o Teorema 1, a distribuigdo a posteriori de
1:|Y: é dada pela distribui¢ao Gama com parametros

* _ *
ay = Qg t Yt

by = b:|t—1 + 1.
Logo, segue-se que Ay = ug[g(ws, B)]!Y; tem também distribuicaio Gama
com parametros
ar = War—1 + Y,
be = wh1+ g(x, B).

Substituindo as fungoes a(-,-), b(-,-), ¢(-, -) e usando o Teorema 1, obtém-
se a distribuicao preditiva, que é Binomial negativa, cuja funcao de proba-

bilidade é dada por

ay, +y+1 o . (gt )
Pl Yio1, ) = ( -1 y v ) (b)) 1 (1 4 Bfyy_y) ™ e o),
t

paray; =0,1,2,... €

( gy + Y+ 1 > _ F(a’at—l + Yt)
Yt

[(y: + 1)F(a:|t71)'
A fungao de log-verossimilhanca é dada por
InL(p;Y,)=> In F(a;t_l +vy) —Iny! —In F(a:|t_1)+
t=1
a:\t—l In b;tk|t—1 - (art—l +y¢) In(1 + b:|t—1)v

(6.17)

onde ¢ = (w, 8)’.

Entao, segue das propriedades da distribuicao binomial negativa, que a
média e variancia da distribuicao preditiva de y,41|Y,, ¢ sdo, respectiva-
mente,

Untiln = E(Yn1|Y n, ) = @Z+1\n/bZ+1\n

Var(yn+1|Yn7 (P> = a;kLJrl\n(l + b;kLJrl\n)/(b:(LJan)Z
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6.3.2 Modelo Gama

Suponha que a série temporal {y;} é gerada de uma distribuigao Gama com
o parametro de forma x desconhecido e o parametro de escala xu;. Logo,

X—

1
Yy exp(—puXyr)

L(x) (pex) =

onde y; > 0, uy = Mg(xy, B) e yp > 0; ¥t < n. O valor esperado de (y|uu, )
é 1/p. Se x =1, (yi|pu, ) tem distribuicao exponencial com média 1/p,.
O modelo Gama pode ser escrito na forma da familia Gama de modelos
dinémicos em que a(y,, ©) =y~ x¥/T(x), by, @) = X € c(y1, ) = Xu-
Pelo Teorema 1, dado a t-ésima observacao e as fungoes b(-,-) e c(-, )
devidamente discriminadas, a distribuigao a posteriori de y;|Y; é Gama com
parametros

Pyl e, ) = , (6.18)

a, = a;ik\t—l +X
by = b:\tq + XYt
Logo, tem-se que A\, = p[g(zs, B)] 7Y ~ Gama(as, b;) e as equagoes de
atualizacao sao dadas por:
ag = Q-1+ X
by = bt|t—1 + thg(xn B)
Substituindo as fungdes a(-,-), b(-,-) e ¢(-,-) em (6.13), a distribui¢ao pre-

ditiva y;|Y;_1, ¢ é chamada de Gama-Gama com paramteros a;€k|t71’ b:|t71/>(
e x e denotada G — G(aj,_,b},_,/X, x). Sua densidade é dada por

Plx + a;k'til)yi‘_l
P<a:\t71)F(X) (b:‘t—l/x)_atlt_l (yt + b:|t71/X)X+at‘t_1 )

p(yt|Yt—17 80) =

se y; > 0 e 0, caso contrario.
A funcao de verossimilhanca é o produto das funcoes de densidade pre-
ditivas dada por:

InL(p;Y,) = In[[;_, p(welYio1, ) = 320 np(ye| i1, ) = InD(x + af\t_l)—
T ()T (a}, ) + @y (0}, /x) + Iy = (x + ) Inye + b,y /X)
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/
onde ¢ = (w, 8, )"
Das propriedades da distribuicao Gama-Gama, a média e a variancia de
Yns1 condicionada a informacao até o tempo n sao

~ b:; 1|n
Ynt1iln = E<yn+1|Y;L7 (P> = +

n+ln 1

(bZ+1|n)2[X2 + X(a2+1|n - 1)]

(@711 = D@y — 2)

Var(yn|Y, ) =

6.3.3 Modelo Weibull

Se as observacoes no tempo t sao geradas de uma distribuicao Weibull tri-
paramétrica (Ross, 2002) e os parametros (; = ¢ e p; = p sdo invariantes no
tempo e desconhecidos, entao:

p(yeli, ) = Cuu(ye — p)expl—p(ye — p)°l, (6.19)

onde y; > p, pir, ¢ >0 e py = Gg(x, B).
O modelo Weibull pode ser escrito na forma da familia Gama de modelos

dinamicos onde a(y:, ) = ((ye — p)* ", b(ye, ) = 1 e c(yr, ) = (ye — p)°
Pelo Teorema 1, a distribui¢ao a posterioride ps|Y; ¢ Gama com parametros

a; = a:tk\t—l +1,
by = b+ —p)°

Entao, segundo o Teorema 1, tem-se que ¢, = p[g(z¢, B)] Y s ~ Gama(ay, by)
e as equacgoes de atualizacao sao dadas por:

ar = at|t_1 + 1, (620)
b = b1+ (ye — p)cg(mtﬁ)- (6.21)

Até o presente momento, nao foi feita nenhuma consideracao para dados
que apresentam censura, os quais sao muito comuns em analise de sobre-
vivéncia. Assim, se existe censura, pode-se assumir que y; é observada se
0; = 1 ou censurada a direita se §; = 0. Desta forma, via teorema de Bayes,
a equacao de atualizacao a; passa a ser a; = ay¢—1 +0;, onde d; ¢ um indicador
de censura a direita.
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Conhecendo as fungoes a(-,-), b(-,-) e ¢(-,-) e utilizando o Teorema 1, a
fungao de densidade preditiva de y;|Y;_1, ¢ é dada por:

I+ a:|t—1>§(yt - p)<_1
F(azlt—l)(bat—ﬁfat‘“l [(ye — p)¢ + b:|t_1]1+a”“1

* *

onde y; > pe gy © bt|t71 sao dadas pelo Teorema 1.
A funcgao de verossimilhanca, que é o produto das funcgoes de densidade
preditivas, é dada por:

InL(p;Y,) = [, p(yel Yier, ) = 200 InD(1 +ajj, ) +InC(ye +£)!
- lnr(aatﬂ) +ag,_y Inby,_, — (1+ a:|t71) In[(y, — k)" + b:|t71]7

/

em que ¢ = (w, 3,¢, p)

6.3.4 Modelo Pareto

A distribuicao de Pareto é uma distribuicao que possui muitas aplicacoes em
problemas economicos, sociais e geofisicos. Se as observagoes no tempo t sao
geradas de uma distribuicao Pareto com parametros p > 0, desconhecido e
invariante no tempo e p; > 0, entao sua densidade é

P(Yel e, ) = gy, ", (6.22)

onde y; > p e j; = N\g(we, B).

O modelo Pareto pode ser escrito na forma da familia Gama de modelos
dinamicos em que a(y;, @) =y, ', by, @) = 1 e c(y;, @) = Iny, — Inp.

As distribuigbes a priori sao as mesmas da familia Gama de modelos
dinamicos. Quando a t-ésima observacao é obtida e com as fungoes b(-,-)
e c(+,-) a distribuigdo a posteriori de p|Y;, pelo Teorema 1, é Gama com
parametros

* _ *
a, = @t|t—1+1>

by = bjy_y —Inp+Iny,.

Logo, fazendo a transformacao inversa, tem-se que A\; = pus[g(xs, B)] 71| Yio1 ~
Gama(ay, b)) onde as equagoes de atualizagao sao dadas por:

ag = a1+ 1,
by = by + (Iny, —Inp)g(ze, B).
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Pelo Teorema 1, de posse das fungoes a(-,-), b(-,-) e ¢(-,-), a funcao de
densidade preditiva de y;|Y;_1, ¢ é dada por

* =1y a1
1Yt [bt|t—1] |
]a:|t71+1 '

[bf;y —Inp+Iny

se y; > p e 0, caso contrario.
Com as fungoes de densidade preditivas, é possivel determinar a funcao
de verossimilhanca, que é dada por:

InL(p; Yy) = In [T p(yel Vit 0) = 20 mp(yelYio1, ) =
P 111(@:\75—19;1(b;t—l)a”t*l) - (a;fk\t—l +1) ln[b;fk\t—l —Inp+1Iny],

onde ¢ = (w, 8, ).

6.3.5 Modelo Beta

Quando um parametro da distribuicao Beta é igual a 1, pode-se escrever esse
modelo na forma de FGMD. Esse modelo pode ser util para modelar séries
temporais que sao proporcoes e probabilidades concentradas em torno de 1.
Suponha que a série temporal {y;} é gerada de uma distribuicao Beta com
parametros p; e 1 cuja fungao de densidade é dada por

P(Yel e, ) = eyt (6.23)

onde 0 < y; < 1.

Esse modelo também pertence & FGMD no qual a(y,, @) = y; %, b(ys, @) =
Lec(y,p) =—In(y;). As equagoes de atualizagao e a fungao de densidade
preditiva podem ser encontradas similarmente aos modelos anteriores, usando
o Teorema 1. Neste caso, ¢ = (w, ).

6.3.6 Modelo Normal com média conhecida

A metodologia de FGMD pode ser aplicada também em modelos Gaussianos.
Se as observacoes no tempo t sao geradas de uma distribuicao Normal com
média d; e parametro de precisao p; > 0, entao:

1/2 _ )2
p(Yelpe, p) = %eXp (W) , (6.24)
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onde —o0 < yp < 00 € py = Mg(xy, B3).
O modelo Normal pode ser escrito na forma da familia Gama de modelos
dinamicos em que a(ys, ) = (2m) 7%, b(ys, ) = 1/2 € c(ys, ) = (ye—d:)?/2.
A distribui¢ao a priori de N\|Y;_; é dada pelo item 2 do Teorema 1.
Segundo o Teorema 1, a distribuicdo a posteriori de y;|Y; também pode ser
obtida, sendo Gama com parametros

a; = a4 +1/2,
by = b1+ (Y — dy)?/2.

Logo, usando novamente a propriedade de escala da distribuicao Gama,
tem-se que N, = i[g(ws, B)]1|Y; ~ Gamal(as,b;) onde as equagoes de atua-
lizacao sao dadas por:

ay = Clt|t_1 + 1/2,
b = b1+ [(ye — di)?/2]9(0, B).

A fungao de densidade preditiva y;|Y;_1, ¢, pelo Teorema 1, tem a seguinte
forma:

I-‘(a;fkht—l + 1/2) (27T)71/2(b:|t_1)at|t—1
F(a:|t—1)[(yt —dy)?/2+ b:|t—1]az‘t71+1/2
onde —0o < y; < 00.

Com as funcgoes de densidade preditivas, é possivel determinar a fungao
de verossimilhanca, que é dada por:

InL(p;Y,) = In[[iZ, p(ye]Yio1, ) = Z?:l I p(ye|Vie1, @) =
St InT (g, +1/2)(2m) /2B, )

* * a* 2
- lnrmt\tﬂ)[(yt —d)?/2+ bt‘til] te—1 L/ :

/

em que ¢ = (w, 3)

6.3.7 Transformacoes de modelos

Da mesma forma que o modelo Normal com média conhecida e evolucao na
variancia foi construido, os modelos Log-normal e Normal Inversa podem
ser desenvolvidos. Eles nada mais sao que transformacoes apropriadas nas
séries. O modelo baseado na distribuicao do valor extremo também pode
ser construido, uma vez que essa distribuicao pode ser obtida a partir de
uma transformagao um-a-um de uma varidvel com distribuicao exponencial
(Smith & Miller, 1986).
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Tabela 6.1: EMV e EB para o modelo Poisson.
EMYV EB-Mediana EB-Media EB-Moda

w = 0,90 0,912 0,389 0,383 0,910
(0,003) (0,003) (0,003) (0,004)
B=1,00 0,990 1,038 1,039 1,005
(0,068) (0,148) (0,150) (0,017)

6.4 Estudos de simulagao

Nesta secao, simulagoes Monte Carlo sao realizadas para o modelo de Pois-
son. O EMV e os estimadores Bayesianos sao comparados quanto ao vicio e
ao EQM, assim como os intervalos de credibilidade e de confianca sao com-
parados com respeito a amplitude e taxa de cobertura.

Os desempenhos do estimador de maxima verossimilhanca (EMV) e dos
estimadores Bayesianos - EB-média, EB-mediana e EB-moda - foram inves-
tigados para séries temporais de tamanho n = 100, geradas sob o modelo
Poisson com uma covariavel x; = cos (27t/12), parat = 1, ..., n e parametros
w=0,90 e § = 1. Duas cadeias de 2000 amostras foram geradas das quais
as 1000 primeiras foram excluidas. O nimero de replicagoes Monte Carlo foi
fixado em 500. O nivel de confianca e a probabilidade de credibilidade dos
intervalos de confianga e de credibilidade, respectivamente, foram fixados em
0,95.

O vetor ¢ de parametros do modelo Poisson é estimado maximizando a
fungao de log-verossimilhanga em (6.17), utilizando o método de otimizagao
BFGS. Uma estimativa para a matriz de covariancias de ¢ é obtida através
do método BFGS (ver Secao 3.1). J4 os intervalos de credibilidade para os
parametros sao calculados como na Secao 4.1.3.

A Figura 6.1 apresenta uma série simulada sob o modelo Poisson com
os mesmos valores dos parametros descritos anteriormente. Observa-se que a
série oscila em torno de um nivel médio igual a 3, aproximadamente. Nota-se
também que a linha tracejada referente a média da distribuicao preditiva do
modelo Poisson acompanha bem o comportamento da série.

Na Tabela 6.1, o EMV e os estimadores Bayesianos sao comparados
quanto ao vicio e ao EQM. Para w, todos os estimadores possuem valores de
vicio e EQM muito préximos. Ja para §, o EMV e o EB-moda apresentam
valores do EQM menores que os outros métodos.

Na Tabela 6.2, os intervalos de confianca e de credibilidade sao compara-
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Figura 6.1: Série temporal simulada sob o modelo Poisson. A linha continua
representa a série temporal e as linhas tracejada e pontilhada as médias da
distribuicao preditiva dos ajustes classico e Bayesiano, respectivamente.

Tabela 6.2: Intervalos de confianca e de credibilidade para o modelo

Poisson.
Int. Cred. Int. Assint.
w = 0,90 limites  [0,771; 0,962]  [0,816; 1,013]
amplitude 0,191 0,197
cobertura (0,962) (0,922)
£ =1,00 limites  [0,787; 1,308]  [0,812; 1,207]
amplitude 0,521 0,395

cobertura (0,956) (0,944)
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dos através da taxa de cobertura e amplitude. Para w, a taxa de cobertura
do intervalo de credibilidade estd mais proxima do nivel nominal 0,95 assu-
mido que o intervalo assintético, e sua amplitude é ligeiramente menor. Com
relacao ao parametro 3, ambos os intervalos tém taxas de cobertura proxima
de 0,95, mas a amplitude do intervalo de confianca é bem menor. Nota-se
que o limite superior do intervalo de confianca do parametro w ultrapassou
o limite do espaco paramétrico.

6.5 Aplicacao a séries reais

Nesta se¢ao, o modelo Poisson é ajustado a dados mensais do niimero médio
de pacientes internados com afeccao das vias aéreas superiores e inferiores -
AVASI - na cidade de Sao Paulo, no periodo de janeiro de 1997 a dezembro
2000. As covariaveis consideradas sao a série contendo niveis de dioxido de
enxofre, r1; = SO,, e uma série que introduz sazonalidade deterministica no
modelo, zo; = sen(27t/12), onde t = 1,...,48.

A Figura 6.2 mostra os graficos dessas séries, onde pode-se perceber a
presenca de sazonalidade. A série AVASI apresenta valores mais altos nos
meses de marco, abril e maio de 2000, enquanto os niveis de concentracao do
poluente SO, tem valor médio mais alto em 1997. Pelo gréfico de dispersao
(Figura 6.3), parece existir uma relagdo entre essas séries, com indicios de
aumento dos valores da variavel AVASI, a medida que niveis de SO aumen-
tam.

O modelo ajustado a série foi y, ~ Poisson(u;), onde p; = Ay exp(B1x1 +
Brxar) € Ay é 0 parametro responsavel pela descrigdo do nivel dinédmico.

A Figura 6.4 mostra o grafico da série AVASI e os ajustes do modelo
Poisson a mesma. Observa-se que as linhas pontilhadas e tracejadas tém um
comportamento parecido e acompanham o comportamento da série.

Na Tabela 6.3 estdao o EMV e as estimativas Bayesianas (EB-Mediana,
EB-Média e EB-Moda) dos parametros w, 5, e 52 do modelo Poisson. Os
valores referentes ao critério de convergéncia de Gelman e Rubin (Gelman,
1996) para as 2 cadeias geradas de cada parametro estao proximos da unidade,
indicando a convergéncia das mesmas. Pode-se verificar que as estimativas
sao bem similares em todos os métodos. Nota-se que, como esperado, o valor
de [, é positivo, evidenciando que o aumento em SO, leva a um aumento
em AVASI.

A Tabela 6.4 apresenta os intervalos de confianca assintotico e de cre-
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Figura 6.2: Graficos das séries AVASI e SO2 nos anos de 1997 a 2000.
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Figura 6.3: Grafico de dispersao das séries AVASI e SO2.
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Figura 6.4: A linha continua indica a série AVASI, y,, e as linhas tracejada
e pontilhada indicam as médias da distribuicao preditiva do ajuste do
modelo Poisson sob os enfoques classico e Bayesiano, respectivamente.

Tabela 6.3: EMV e EB para os parametros do modelo Poisson ajustado a

série AVASI.
EMYV EB-Mediana EB-Media EB-Moda

w 0,842 0,806 0,796 0,836
8 0,016 0,015 0,016 0,017
B 0,161 0,160 0,162 0,160
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Tabela 6.4: Intervalos de confianca e de credibilidade de 0,90 para os
parametros do modelo Poisson ajustado a série AVASI.
Int. Assint. Int. Cred.

w 0,820; 1,179]  [0,647; 0,905]
B [-0,026; 0,059]  [0,003; 0,028]
Bs [-0,205: 0,616]  [0,075; 0,258]

dibilidade para os parametros. Conclui-se que os parametros 5; e 35 sao
significativos ao nivel de credibilidade de 0,90. A mesma conclusao nao
pode ser tomada, entretanto, analisando-se os intervalos assintéticos, ja que
o valor zero esta contido em ambos os intervalos para 5, e #5. O limite su-
perior do intervalo assintético para w ultrapassou o valor 1 (limite do espago
paramétrico). Vale ressaltar que se trata de um intervalo aproximado e que no
seu célculo utiliza-se uma aproximacao para a matriz informagao de Fisher,
obtida através do método de otimizacao numérica BFGS.

Os residuos do ajuste do modelo nao sao autocorrelacionados, eviden-
ciando que o modelo conseguiu captar bem a estrutura de autocorrelacao
entre as observagoes da série.
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